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1 Îñíîâû òåîðèè ãðóïï

Êàê èçâåñòíî, îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåä, èñïîëüçóåìûõ â êâàíòîâîé ýëåê-
òðîíèêå äëÿ ãåíåðàöèè, ïðåîáðàçîâàíèÿ è ìîäóëÿöèè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ,
îïðåäåëÿþòñÿ ñïåêòðîì ýíåðãèè àòîìîâ, ìîëåêóë è êðèñòàëëîâ. Ýòè ñïåêòðû
íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà. Îäíàêî äëÿ áîëüøèíñòâà ïðàêòè÷åñêè
èíòåðåñíûõ çàäà÷ òî÷íî ðåøèòü óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà íå óäà¼òñÿ. Äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ, à òàêæå äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ñòðóê-
òóðû ñïåêòðà êâàíòîâîé ñèñòåìû âàæíî óìåòü èñïîëüçîâàòü íàèáîëåå îáùèå è
ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì � ñâîéñòâà ñèììåòðèè.

Ïîä ñèììåòðèåé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû ìû áóäåì ïîíèìàòü êîâàðèàíòíîñòü
(íåèçìåííîñòü âèäà) îïèñûâàþùèõ å¼ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ïåðåìåííûõ. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîãóò èìåòü ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë, íàïðèìåð, çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ èëè ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïîâî-
ðîòîâ ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Èíîãäà íàõîæäåíèå âñåõ âîçìîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèììåòðèè ñèñòåìû
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìîñòîÿòåëüíóþ ñëîæíóþ çàäà÷ó, íàïðèìåð, ñèììåòðèÿ
àòîìà âîäîðîäà. Îáû÷íî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû êîâàðèàíòíû îòíîñè-
òåëüíî öåëîé ñîâîêóïíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé, ïðè÷¼ì ýòà ñîâîêóïíîñòü îáëàäà-
åò âàæíûì è åñòåñòâåííûì ñâîéñòâîì: åñëè ïðåîáðàçîâàíèÿ A è B ñîõðàíÿþò
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âèä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, òî ýòè óðàâíåíèÿ êîâàðèàíòíû è îòíîñèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ C, êîòîðîå ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè A è B. Åñëè
îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå ïðåîáðàçîâàíèé ðàâåíñòâîì C = B × A, òî ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé ñèììåòðèè çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî
ââåä¼ííîé òàêèì îáðàçîì îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.

Òåïåðü ìû ïîäîøëè ê ïîíÿòèþ ãðóïïû � îñíîâíîìó ïîíÿòèþ òåîðèè ñèì-
ìåòðèè, ïîñêîëüêó òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé ïðè íåêîòîðûõ äîïîë-
íèòåëüíûõ óñëîâèÿõ è îáðàçóåò ãðóïïó.

1.1 Îïðåäåëåíèå ãðóïïû

Ìíîæåñòâî G ýëåìåíòîâ g íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé, åñëè:
1. Íà ìíîæåñòâå G çàäàí çàêîí óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ:

gigj = gk; gi, gj, gk ∈ G,

ò. å. ëþáîé ïàðå ýëåìåíòîâ, âçÿòûõ â îïðåäåë¼ííîì ïîðÿäêå, ïîñòàâëåí â ñîîò-
âåòñòâèå ýëåìåíò ìíîæåñòâà G.

2. Óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ àññîöèàòèâíî: gi(gjgk) = (gigj)gk.
3. Â ìíîæåñòâå G èìååòñÿ åäèíè÷íûé ýëåìåíò E, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì

Eg = gE = g.
4. Âñÿêèé ýëåìåíò g ∈ G èìååò îáðàòíûé åìó ýëåìåíò g−1 ∈ G òàêîé, ÷òî

g−1g = gg−1 = E.
Åñëè ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå (ïîðÿäîê ãðóïïû � nG) êîíå÷íî, ãðóïïó G

íàçûâàþò êîíå÷íîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðóïïà áåñêîíå÷íà (åñëè ìíîæåñòâî
G ñ÷¼òíî) èëè íåïðåðûâíà.

Åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ýëåìåíòîâ óìíîæåíèå êîììóòàòèâíî (gigj = gjgi),
ãðóïïà íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé èëè àáåëåâîé.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü åäèíè÷-
íîãî è îáðàòíîãî ýëåìåíòîâ, à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ (g−1)−1 = g è (gigj)

−1 =
gj
−1gi

−1.
Çàêîí óìíîæåíèÿ â êîíå÷íîé ãðóïïå ìîæåò áûòü çàäàí â âèäå òàáëèöû (òàá-

ëèöà Êýëè), ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðîé çàíóìåðîâàíû ýëåìåíòàìè ãðóïïû, à íà
ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè gi è ñòîëáöà gj ñòîèò ýëåìåíò gk = gigj. Òàáë. 1 îïðåäåëÿåò
çàêîí óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ â íåêîòîðîé àáñòðàêòíîé ãðóïïå øåñòîãî ïîðÿäêà
G6 (g1 = E).

1.2 Ïðèìåðû ãðóïï

1. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ñî ñëîæåíèåì ÷èñåë â êà÷åñòâå îïåðàöèè ãðóï-
ïîâîãî óìíîæåíèÿ (áåñêîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà).

2. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ îáû÷íûì ñëîæåíèåì âåê-
òîðîâ â êà÷åñòâå ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ (íåïðåðûâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà).
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Òàáëèöà 1: Òàáëèöà óìíîæåíèÿ àáñòðàêòíîé ãðóïïû G6

g1 g2 g3 g4 g5 g6

g1 g1 g2 g3 g4 g5 g6

g2 g2 g3 g1 g6 g4 g5

g3 g3 g1 g2 g5 g6 g4

g4 g4 g5 g6 g1 g2 g3

g5 g5 g6 g4 g3 g1 g2

g6 g6 g4 g5 g2 g3 g1

3. Ìíîæåñòâî íåîñîáûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A ïîðÿäêà n (det A 6= 0) ñ ìàò-
ðè÷íûì óìíîæåíèåì â êà÷åñòâå ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ (íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà).

4. Ìíîæåñòâî îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé (âðàùåíèé âîêðóã îñè è îòðàæåíèé
â ïëîñêîñòÿõ), ñîâìåùàþùèõ ðàâíîâåñíóþ
êîíôèãóðàöèþ ìîëåêóëû NH3 ñàìó ñ ñî-
áîé, îáðàçóåò ãðóïïó ñèììåòðèè ýòîé ìî-
ëåêóëû (îáîçíà÷àåòñÿ C3v). Îíà ñîâïàäàåò
ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè ïðàâèëüíîé òðåóãîëü-
íîé ïèðàìèäû è âêëþ÷àåò ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ðèñ. 1. Ñèììåòðèÿ ìîëåêóëû
NH3.

E,C3z, C
2
3z, σ1, σ2, σ3, (1)

ãäå C3z è C2
3z � ïîâîðîòû íà óãëû 2π/3 è 4π/3 âîêðóã îñè Z; σ1, σ2, σ3 �

îòðàæåíèÿ â âåðòèêàëüíûõ ïëîñêîñòÿõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòó îñü. Ïîä ïðîèç-
âåäåíèåì äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîíèìàåòñÿ ðåçóëüòèðóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå,
êîòîðîå ïðèâîäèò ê òàêîìó æå ïîâîðîòó èëè îòðàæåíèþ, ÷òî è ïîñëåäîâàòåëü-
íîå ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèé-ñîìíîæèòåëåé. Íàïðèìåð, σ2σ1 = C3z è ò. ä.

1.3 Ñäâèã ïî ãðóïïå

Óìíîæèì âñå ýëåìåíòû ãðóïïû G

g1, g2, g3, ..., gnG
(2)

ñïðàâà íà îäèí è òîò æå ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò gj (ïðàâûé ñäâèã):

g1gj, g2gj, .., .gigj, ..., gnG
gj. (3)

Ëþáîé ýëåìåíò gn ∈ G ñîäåðæèòñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ, òàê êàê gn =
(gng

−1
j )gj. Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (3) îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ (2) òîëüêî

ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîèçâåñòè ëåâûé ñäâèã
ïî ãðóïïå. Ïðè çàìåíå gj íà gk ïîëó÷àåòñÿ äðóãîé ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ.
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1.4 Ïîäãðóïïà

Â ãðóïïå G ñîâîêóïíîñòü nH 6 nG ýëåìåíòîâ ñàìà ìîæåò îáðàçîâûâàòü
ãðóïïó H ñ òåì æå çàêîíîì ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ. Å¼ íàçûâàþò ïîäãðóïïîé
ãðóïïû (H ⊂ G).

Íàïðèìåð, â ãðóïïå C3v ýëåìåíòû (E, C3z, C2
3z) è (E, σi, i = 1, 2, 3) îáðàçóþò

ïîäãðóïïû C3 è C
(i)
s òðåòüåãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ñîîòâåòñòâåííî.

1.5 Ïîðÿäîê ýëåìåíòà, öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà

Ñîñòàâèì ðàçëè÷íûå ñòåïåíè ýëåìåíòà g, g2, ..., gk, gk+1, .... Â êîíå÷íîé ãðóï-
ïå ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò ðåãóëÿðíûì îáðàçîì ïîâòîðÿòüñÿ.
Ïóñòü ïîâòîðåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ýëåìåíòà gk+1: gk+1 = gkg = g. Ñëåäîâàòåëü-
íî, gk = E. ×èñëî k íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ýëåìåíòà g. Ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ
ñòåïåíåé ýëåìåíòà (g, g2, g3,...,gk = E) îáðàçóåò àáåëåâó ïîäãðóïïó, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

Òàê êàê gk−1 = gkg−1 = g−1, òî â êîíå÷íîé ãðóïïå ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî
ýëåìåíòà � ñëåäñòâèå ïåðâûõ òð¼õ ïîëîæåíèé â îïðåäåëåíèè ãðóïïû.

1.6 Îáðàçóþùèå ýëåìåíòû è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ

Ëþáîé ýëåìåíò êîíå÷íîé ãðóïïû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ñòåïåíåé íåáîëüøîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ãðóïïû, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îáðàçóþ-
ùèìè (èëè ãåíåðàòîðàìè). Èõ âûáîð íåîäíîçíà÷åí. ×òîáû ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëèòü ãðóïïó, íóæíî çàäàòü òàêæå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãåíåðà-
òîðàìè, êîòîðûå ñâåäóò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé
ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé ãåíåðàòîðîâ ê êîíå÷íîìó ÷èñëó nG ýëåìåíòîâ ãðóïïû G.
Íàïðèìåð, öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n îïðåäåëåíà îäíèì ñâîèì ýëåìåíòîì
g è îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì gn = E. Äëÿ òî÷å÷íîé ãðóïïû C3v ýëåìåíòû
a = C3z, b = σ1 � ãåíåðàòîðû, à a3 = E, b2 = E; ab = ba2 � îïðåäåëÿþùèå
ñîîòíîøåíèÿ.

1.7 Ñìåæíûå êëàññû

Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ïîäãðóïïû H ãðóïïû G ÷åðåç hi (i = 1, 2, ...nH). Âû-
äåëèì èç ãðóïïû G ìíîæåñòâà q2H (q2 /∈ H) ñ ýëåìåíòàìè q2hi (i = 1, 2, ...nH),
q3H (q3 /∈ H, q3 /∈ q2H) è ò. ä. äî ïîëíîãî èñ÷åðïàíèÿ ãðóïïû. Ìíîæåñòâà
qjH (j = 1, 2, ...t) íàçûâàþòñÿ ëåâûìè ñìåæíûìè êëàññàìè ãðóïïû G îòíîñè-
òåëüíî ïîäãðóïïû H. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñìåæíûå êëàññû íå èìåþò îáùèõ
ýëåìåíòîâ è â êàæäîì èç íèõ nH ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. ×èñëî t íàçûâàåòñÿ
èíäåêñîì ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïó G ìîæíî çàïèñàòü
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â âèäå ñëåäóþùåãî ðàçëîæåíèÿ ïî ëåâûì ñìåæíûì êëàññàì:

G =
t∑

j=1

qjH, q1 = E. (4)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû è çàïèñàòü ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ðàçëîæåíèå íà ïðàâûå ñìåæíûå êëàññûHqj. Â îáùåì ñëó÷àå ïðàâûå
ñìåæíûå êëàññû íå ñîâïàäàþò ñ ëåâûìè ñìåæíûìè êëàññàìè. Ýëåìåíòû qj â
âûðàæåíèè (4) íàçûâàþòñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè ñìåæíûõ êëàññîâ. Â êà÷åñòâå
ïðåäñòàâèòåëÿ ìîæåò âûñòóïàòü ëþáîé ýëåìåíò ñìåæíîãî êëàññà.

Î÷åâèäíî, nG = nHt è ïîðÿäîê ïîäãðóïïû ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïîðÿäêà
ãðóïïû.

Íàïðèìåð, â ãðóïïå C3v (nG = 6) êðîìå òðèâèàëüíûõ (nH = 1 è nH = 6)
ìîãóò áûòü ëèøü ïîäãðóïïû ïîðÿäêîâ 2 è 3, óïîìÿíóòûå âûøå.

1.8 Ñîïðÿæ¼ííûå ýëåìåíòû è êëàññû

Ýëåìåíò g′ = gigg
−1
i íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì ê ýëåìåíòó g ïîñðåäñòâîì

ýëåìåíòà gi. Òàê êàê g = g−1
i g′(g−1

i )−1, òî ýëåìåíò g ñîïðÿæ¼í ê g′ ïîñðåä-
ñòâîì g−1

i . Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû g è g′ âçàèìíî ñîïðÿæåíû. Ýòî ñâîéñòâî
òðàíçèòèâíî: äâà ýëåìåíòà, ñîïðÿæ¼ííûå òðåòüåìó, ñîïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé.
Äåéñòâèòåëüíî, èç g1 = gigg

−1
i , g2 = gjgg

−1
j ñëåäóåò g1 = (gig

−1
j )g2(gig

−1
j )−1.

Ñîâîêóïíîñòü âçàèìíî ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû îáðàçóåò êëàññ ñî-
ïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ (íå ïóòàòü ñî ñìåæíûì êëàññîì!). ×èñëî ýëåìåíòîâ â
í¼ì íàçûâàþò ïîðÿäêîì êëàññà. Êëàññ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ëþáîãî åãî ýëå-
ìåíòà g. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ êëàññà äîñòàòî÷íî â ìíîæåñòâå ýëå-
ìåíòîâ gigg

−1
i (i = 1, 2, ...nG) îòîáðàòü ðàçëè÷íûå. Ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ îäíîãî

êëàññà ñîâïàäàþò. Âñÿêàÿ ãðóïïà ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà êëàññû ñîïðÿæ¼í-
íûõ ýëåìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, åäèíè÷íûé ýëåìåíò â ëþáîé ãðóïïå ñàì ïî ñåáå
îáðàçóåò êëàññ. Â àáåëåâîé ãðóïïå êàæäûé ýëåìåíò îáðàçóåò êëàññ, è ÷èñëî
êëàññîâ ðàâíî ïîðÿäêó ãðóïïû. Ãðóïïà C3v ðàçáèâàåòñÿ íà òðè êëàññà E; C3z,
C2

3z; σ1, σ2, σ3.

1.9 Èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà

Ïóñòü ïîäãðóïïà H ⊂ G. Ìíîæåñòâî gHg−1 ñ ýëåìåíòàìè ghig
−1 (i =

1, 2, ...nH , hi ∈ H, g ∈ G) òàêæå îáðàçóåò ïîäãðóïïó ãðóïïû G. Å¼ íàçû-
âàþò ïîäîáíîé ïîäãðóïïå H. Åñëè H ñîâïàäàåò ñî âñåìè ñâîèìè ïîäîáíûìè
ïîäãðóïïàìè giHg

−1
i (i = 1, 2, ...nG, gi ∈ G,), òî å¼ íàçûâàþò èíâàðèàíòíîé

ïîäãðóïïîé èëè íîðìàëüíûì äåëèòåëåì ãðóïïû G (îáîçíà÷àþò H CG). Î÷å-
âèäíî, â íîðìàëüíûé äåëèòåëü âìåñòå ñ ýëåìåíòîì h ∈ G âõîäèò è âåñü êëàññ
âçàèìíî ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ, îïðåäåë¼ííûé ïî îòíîøåíèþ ê ãðóïïå G, ò.
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å. íîðìàëüíûé äåëèòåëü ñîñòîèò èç öåëûõ êëàññîâ ãðóïïû G. Â ðàçëîæåíèè
ãðóïïû G íà ñìåæíûå êëàññû ïî èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïå H ëåâûå è ïðàâûå
ñìåæíûå êëàññû ñîâïàäàþò.

Â ãðóïïå C3v èíâàðèàíòíîé ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïà C3, ñîñòîÿùàÿ èç òð¼õ ýëå-
ìåíòîâ (E, C3z, C2

3z), îáðàçóþùèõ äâà êëàññà (E è C3z, C2
3z) â ãðóïïå C3v.

1.10 Ôàêòîð-ãðóïïà

Ïóñòü H / G. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ qjH â ðàçëîæåíèè
(4). Ïåðåìíîæèì ýëåìåíòû äâóõ ñìåæíûõ êëàññîâ:

qiH · qjH = qiqjq
−1
j HqjH = qiqjH = qkH

Ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ ýëåìåíòû ñìåæíîãî êëàññà qkH. Êðîìå òîãî,

HqiH = qi(q
−1
i Hqi)H = qiH

è
(qiH)(q−1

i H) = (q−1
i H)(qiH) = H.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ îáðàçóåò ãðóïïó, â êîòîðîé ðîëü
åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà èãðàåò èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïàH. Ýòó ãðóïïó íàçûâàþò
ôàêòîð-ãðóïïîé ãðóïïû G ïî èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïå H è îáîçíà÷àþò G/H.
Å¼ ïîðÿäîê ðàâåí èíäåêñó ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G.

Ðàçëîæåíèå ãðóïïû C3v íà ñìåæíûå êëàññû ïî èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïå
C3 ñîäåðæèò äâà ñìåæíûõ êëàññà C3 (ýëåìåíòû E,C3z,C2

3z) è σ1C3 (ýëåìåí-
òû σ1, σ2, σ3,), îáðàçóþùèõ ôàêòîð-ãðóïïó âòîðîãî ïîðÿäêà, â êîòîðîé ðîëü
åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà èãðàåò èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà C3.

1.11 Ãîìîìîðôèçì è èçîìîðôèçì ãðóïï

Ãðóïïó G′ íàçûâàþò ãîìîìîðôíîé ãðóïïå G, åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó ãðóï-
ïûG ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ãðóïïûG′, ïðè÷¼ì ýòî ñîîòâåòñòâèå
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ãðóïïîâîì óìíîæåíèè.

Ïðè ãîìîìîðôèçìå ãðóïï G→ G′

1. E → E ′. Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâàì gE = Eg = g äëÿ ýëåìåíòîâ ãðóïïû
G ñîîòâåòñòâóþò ðàâåíñòâà g′E ′ = E ′g′ = g′ â ãðóïïå G′, ò. å. E ′ � åäèíè÷íûé
ýëåìåíò ãðóïïû G′.

2. g−1 → (g′)−1, òàê êàê ïî ñîîòíîøåíèÿì gg−1 = g−1g = E â ñèëó ãîìîìîð-
ôèçìà ñîîòâåòñòâóþò â ãðóïïå G′ ñîîòíîøåíèÿ g′(g′)−1 = (g′)−1g′ = E ′.

3. Ïóñòü ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà H ⊂ G (hi ∈ H, i = 1, 2, . . . , nH) ñîîòâåò-
ñòâóåò åäèíè÷íûé ýëåìåíò E ′ ∈ G′. Ìíîæåñòâî H íàçûâàþò ÿäðîì ãîìîìîð-
ôèçìà. Ïðîèçâåäåíèå ëþáîé ïàðû ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà H òàêæå ïðèíàäëå-
æèò ìíîæåñòâóH: hihj ∈ H → E ′·E ′ = E ′. Ïî äîêàçàííîìó âûøå â ìíîæåñòâå
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H åñòü åäèíè÷íûé ýëåìåíò E è ó êàæäîãî ýëåìåíòà åñòü îáðàòíûé. Àññîöèà-
òèâíîñòü æå óìíîæåíèÿ â ìíîæåñòâå H ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì àññîöèàòèâíîñòè
óìíîæåíèÿ â ãðóïïå G. Êðîìå òîãî, ïðîèçâåäåíèå ghig

−1 ïðè ëþáîì g ∈ G

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó H, òàê êàê åìó â ãðóïïå G′ ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò
g′E ′(g′)−1 = E ′, ò. å. åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû G′. Ñëåäîâàòåëüíî, ÿäðî ãî-
ìîìîðôèçìà îáðàçóåò èíâàðèàíòíóþ ïîäãðóïïó â ãðóïïå G (H / G).

Ðàçëîæèì ãðóïïó G íà ñìåæíûå êëàññû (4) ïî íîðìàëüíîìó äåëèòåëþ H.
Âñåì ýëåìåíòàì ñìåæíîãî êëàññà giH ñîîòâåòñòâóåò â ãðóïïåG′ ýëåìåíò g′iE

′ =
g′i, à ðàçíûì ñìåæíûì êëàññàì giH è gjH � ðàçíûå ýëåìåíòû g′i è g

′
j. Ïîñëåäíåå

äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ñìåæíûì êëàññàì giH è gjH ñîîòâåòñòâóåò
îäèí è òîò æå ýëåìåíò g′i ∈ G′. Âñëåäñòâèå ãîìîìîðôèçìà G→ G′

g−1
i gj → (g′i)

−1g′i = E ′, g−1
i gj ∈ H.

Ñëåäîâàòåëüíî, gj ∈ giH, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó ðàçëîæåíèþ (4).
Åñëè ÿäðî ãîìîìîðôèçìà ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî (åäèíè÷íîãî) ýëåìåíòà,

òî ìåæäó ýëåìåíòàìè ãðóïï G è G′ ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå, íàçûâàåìîå èçîìîðôèçìîì. Ãðóïïû G è G′ â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþòñÿ
èçîìîðôíûìè (G↔ G′).

Ïðè ãîìîìîðôèçìåG→ G′ ôàêòîð-ãðóïïàG/H (H � ÿäðî ãîìîìîðôèçìà)
èçîìîðôíà G′: G/H ↔ G′.

Âñå ãðóïïû âòîðîãî ïîðÿäêà èçîìîðôíû. Íàïðèìåð, â ãðóïïå C3v èçîìîðô-
íû äðóã äðóãó òðè å¼ ïîäãðóïïû C(i)

s (i = 1, 2, 3) ñ ýëåìåíòàìè E è σi. Ëþáàÿ
èç ýòèõ ïîäãðóïï ãîìîìîðôíà ñàìîé ãðóïïå C3v ñî ñëåäóþùèì ñîîòâåòñòâèåì
ýëåìåíòîâ: E,C3z, C

2
3z → E ′; σ1, σ2, σ3 → σ′i. Ãðóïïà C3(E,C3z, C

2
3z) � ÿäðî

ãîìîìîðôèçìà C3v → C(i)
s (C3v/C3 ↔ C(i)

s ).

1.12 Ïðîèçâåäåíèå ãðóïï

Ïðåäñòàâèòåëè ñìåæíûõ êëàññîâ qi â ðàçëîæåíèè (4) ãðóïïû G íà ëåâûå
ñìåæíûå êëàññû ïî å¼ ïîäãðóïïå H ìîãóò ñàìè ïî ñåáå è íå îáðàçîâûâàòü
ãðóïïó, íî èõ ïðîèçâåäåíèå gigj ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ãðóïïû G, âõîäèò â îäèí
èç ñìåæíûõ êëàññîâ qkH è ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò åãî ïðåäñòàâèòåëÿ qk ìíîæè-
òåëåì hs (hs ∈ H). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäñòàâèòåëè ñìåæíûõ êëàññîâ
îáðàçóþò òàê íàçûâàåìóþ ãðóïïóQ(H) ïî ìîäóëþH ïîðÿäêà t = nQ(H). Â ãðóï-
ïå Q(H) çàêîí ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò çàêîíà ãðóïïîâîãî óìíî-
æåíèÿ â ãðóïïå G. Ãðóïïû H è Q(H) íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ, êðîìå åäè-
íè÷íîãî, à ïðîèçâåäåíèå èõ ïîðÿäêîâ ðàâíî ïîðÿäêó ãðóïïû G: nH ·nQ(H) = nG.
Ñàìà ãðóïïà G ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï Q(H) è
H:

G = Q(H) ·H,
êîòîðîå íàçûâàþò óñëîâíûì.
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Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðåäñòàâèòåëè ñìåæíûõ êëàññîâ qi (i = 1, 2, . . . , t) ñà-
ìè îáðàçóþò ãðóïïó Q ñ çàêîíîì óìíîæåíèÿ ãðóïïû G, ëþáîé ýëåìåíò ãðóï-
ïû G ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ gsj = gjhs ýëåìåíòîâ äâóõ å¼
ïîäãðóïï (qj ∈ Q, hs ∈ H), à ñàìó ãðóïïó G çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ,
íàçûâàåìîãî ñëàáûì ïðÿìûì:

G = Q ·H.

Ïðè ýòîì ïîäãðóïïû Q è H òàêæå íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ, êðîìå åäèíè÷-
íîãî, à ïðîèçâåäåíèå èõ ïîðÿäêîâ ðàâíî ïîðÿäêó ãðóïïû G: nQ · nH = nG.
Àíàëîãè÷íîå ðàññìîòðåíèå ìîæíî ïðîäåëàòü, èñõîäÿ èç ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû
íà ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû.

Åñëè H / G, òî ïðîèçâåäåíèå íàçûâàþò ïîëóïðÿìûì è çàïèñûâàþò åãî â
âèäå (óêàçûâàÿ ïåðâûì ìíîæèòåëåì èíâàðèàíòíóþ ïîäãðóïïó):

G = H ∧Q,

Ïðè ýòîì hsqj = qjq
−1
j hsqj = qjh

′
s, ãäå ýëåìåíò h

′
s èç òîãî æå êëàññà, ÷òî è hs,

ò.å. ìíîæåñòâî Hqj ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì qjH.
Ãðóïïà C3v ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïîëó ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

C3v = C3∧ C(i)
s .

Åñëè H / Q è Q / G, òî ãîâîðÿò, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
ãðóïï H è Q:

G = H ×Q = Q×H.
Â ýòîì ñëó÷àå higj = gjhi äëÿ ëþáûõ hi ∈ H è gj ∈ Q. Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíò
gjhig

−1
j h−1

i ïðèíàäëåæèò êàê ãðóïïåH ((gjhig
−1
j )h−1

i ∈ H, H/G), òàê è ãðóïïå
Q (gj(hig

−1
j h−1) ∈ Q, Q/G). Ïîñêîëüêó åäèíñòâåííûì îáùèì ýëåìåíòîì ãðóïï

H è Q ÿâëÿåòñÿ E, òî gjhig
−1
j h−1

i = E, îòêóäà gjhi = higj, ò.å. ýëåìåíòû
èíâàðèàíòíûõ ïîäãðóïï êîììóòèðóþò.

Ïðè óìíîæåíèè ýëåìåíòîâ êëàññà s(H) ãðóïïû H íà ýëåìåíòû êëàññà s(Q)

ãðóïïû Q ïîëó÷àþòñÿ ýëåìåíòû íåêîòîðîãî êëàññà s(G) ãðóïïû G:

(hihh
−1
i )(gjgg

−1
j ) = (higj)hg(higj)

−1,

ïðè÷¼ì ns(H)ns(Q) = ns(G), ns(H), ns(Q), ns(G) � ïîðÿäêè ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ.
Êðîìå òîãî, ÷èñëî êëàññîâ kG â ãðóïïå G ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà êëàññîâ
kH è kQ å¼ èíâàðèàíòíûõ ïîäãðóïï H è Q: kG = kHkQ.

1.13 Íåïðåðûâíûå ãðóïïû

Íåïðåðûâíîé r-ïàðàìåòðè÷åñêîé íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà, ýëåìåíòû
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè r íåïðåðûâíî ìåíÿþùèõñÿ âåùåñòâåííûõ àðãó-
ìåíòîâ {α} ≡ (α1, α2 . . . αr) (g({α}) ∈ G). Åñëè ïàðàìåòðû âûáðàíû òàêèì

12



îáðàçîì, ÷òî ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îêðåñòíîñòüþ íà÷à-
ëà êîîðäèíàò â r-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ è îêðåñòíîñòüþ åäèíè÷íîãî
ýëåìåíòà ãðóïïû, à â çàêîíå ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ

g(α1, α2, . . . αr)g(α
′
1, α

′
2, . . . α

′
r) = g(α′′1, α

′′
2, . . . α

′′
r), (5)

ãäå
α′′i = ϕi(α1, α2 . . . αr|α′1, α′2, . . . α′r), (6)

ôóíêöèè ϕi ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî âñåì àðãóìåíòàì è óäîâëåòâî-
ðÿþùèìè âñåì îãðàíè÷åíèÿì, êîòîðûå íàêëàäûâàþò ãðóïïîâûå ïîñòóëàòû,
òî òàêèå ãðóïïû íàçûâàþòñÿ ãðóïïàìè Ëè. Åñëè âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f(g{α}),
íåïðåðûâíàÿ íà âñåõ ýëåìåíòàõ ãðóïïû, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, òî ãðóïïó
íàçûâàþò êîìïàêòíîé.

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Ëè îáðàçóåò, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âåùåñò-
âåííûõ ÷èñåë ñî ñëîæåíèåì â êà÷åñòâå ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ.

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ a = axex + ayey + azez â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îá-
ðàçóåò 3-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Ëè (ãðóïïà òðàíñëÿöèé a ∈ T òð¼õìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà) ñ îáû÷íûì çàêîíîì ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ â êà÷åñòâå ãðóïïîâîé
îïåðàöèè.

Ãðóïïàìè Ëè ñ r-ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà íåîñîáåííûõ, âîîáùå
ãîâîðÿ êîìïëåêñíûõ, ìàòðèö ðàçìåðíîñòüþ n×n ñ îáû÷íûì çàêîíîì ìàòðè÷-
íîãî óìíîæåíèÿ â êà÷åñòâå ãðóïïîâîé îïåðàöèè è ñ ýëåìåíòàìè, çàâèñÿùèìè
îò r âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ. Îíè èçîìîðôíû ãðóïïàì ëèíåéíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé â n-ìåðíîì, âîîáùå ãîâîðÿ êîìïëåêñíîì, ïðîñòðàíñòâå. Â ñèëó èçî-
ìîðôèçìà ìîæíî ïîä ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîäðàçóìåâàòü ìàòðèöû,
êîòîðûå åãî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò. Ñðåäè íèõ:

1. Ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà GL(n) � ãðóïïà êîìïëåêñíûõ íåîñîáåííûõ ìàò-
ðèö A (detA 6= 0) ðàçìåðíîñòüþ n× n (r = 2n2).

2. Óíèìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà SL(n) � ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ñ îïðåäå-
ëèòåëåì, ðàâíûì åäèíèöå, ðàçìåðíîñòüþ n× n (r = 2n2 − 2).

3. U(n) � ãðóïïà óíèòàðíûõ (U+U = E) ìàòðèö ðàçìåðíîñòüþ n× n (r =
n2).

4. Óíèòàðíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà � SU(n): U+U = E, detU = 1
(r = n2 − 1).

5. Îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà O(n) � ãðóïïà îðòîãîíàëüðûõ, ò.å. âåùåñòâåííûõ
óíèòàðíûõ, ìàòðèö ðàçìåðíîñòüþ n× n (r = n(n−1)

2 ).
6. Îðòîãîíàëüíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ O+(n) (÷àñòî å¼ îáîçíà÷àþò Rn) � ãðóïïà

îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòüþ n×n ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì åäèíèöå
(r = n(n−1)

2 ). Èçîìîðôíà ãðóïïå âðàùåíèé â n-ìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå.

Âàæíûì äëÿ ïðèëîæåíèé ïðèìåðîì íåïðåðûâíûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà
åâêëèäîâûõ äâèæåíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà E3. Å¼ ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ
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äâèæåíèÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè êîòîðûõ ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè
äâóìÿ òî÷êàìè íå èçìåíÿåòñÿ. Ïîä ïðîèçâåäåíèåì äâóõ äâèæåíèé ïîíèìàþò

ðåçóëüòèðóþùåå äâèæåíèå. Îáùèé å¼ ýëåìåíò ïåðåâîäèò òî÷êó r =

x1

x2

x3


ïðîñòðàíñòâà â òî÷êó r′ =

x′1x′2
x′3

,
r′ = gr + a èëè

x′1x′2
x′3

 = g

x1

x2

x3

+

a1

a2

a3

 ,

÷òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

r′ = fr ≡ (g|a)r, (7)

ãäå ìàòðèöà g � ýëåìåíò ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû g ∈ O(3), à a � ýëå-
ìåíò ãðóïïû ïðîñòðàíñòâåííûõ òðàíñëÿöèé a ∈ T . Â îáîçíà÷åíèÿõ (7) ýëå-
ìåíò ãðóïïû O(3) èçîáðàæàåòñÿ êàê (g|0), à ýëåìåíò ãðóïïû òðàíñëÿöèé �
êàê (E|a). Ãðóïïà E3 � 6-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìàëüíîãî ïðàâèëà óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ãðóïïû E3 âû-
÷èñëèì ïîëîæåíèå òî÷êè r ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ äâóõ åâêëè-
äîâûõ äâèæåíèé îáùåãî âèäà

(g2|a2)(g1|a1)r = (g2|a2)(g1r + a1) = g2g1r + g2a1 + a2 = (g2g1|g2a1 + a2)r.

Òàêèì îáðàçîì,
(g2|a2)(g1|a1) = (g2g1|g2a1 + a2). (8)

Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ ïðîèçâåäåíèå ðàâíûì åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó (E|0),
ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòà (g2|a2) = (g1|a1)

−1 , îáðàòíîãî ýëåìåíòó
(g1|a1):

g2g1 = E, g2a1 + a2 = 0,

÷òî äà¼ò
(g1|a1)

−1 = (g−1
1 | − g−1

1 a1). (9)

Âû÷èñëèì ýëåìåíò, ñîïðÿæåííûé ê ýëåìåíòó (g|a) ∈ E3

(g̃|d)(g|a)(g̃|d)−1 = (g̃gg̃−1|d + g̃a− g̃gg̃−1d), (g̃|d) ∈ E3. (10)

Ïðè g = E èìååì
(g̃|d)(E|a)(g̃|d)−1 = (E|g̃a). (11)

Òàê êàê |g̃a| = |a| = a, òî ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðîâàííûå òðàíñëÿöèè ñ
îäèíàêîâûì ìîäóëåì ÿâëÿþòñÿ â åâêëèäîâîé ãðóïïå âçàèìíî ñîïðÿæåííûìè

14



ýëåìåíòàìè. Èç (11) ñëåäóåò òàêæå èíâàðèàíòíîñòü ïîäãðóïïû òðàíñëÿöèé â
åâêëèäîâîé ãðóïïå, à ñàìà ãðóïïà E3 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ïîëóïðÿ-
ìîå ïðîèçâåäåíèå å¼ ïîäãðóïï T è O(3) :

E3 = T ∧O(3).

Ïîäãðóïïàìè ýòîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû ñèììåòðèè àòîìîâ (ïîëíàÿ îð-
òîãîíàëüíàÿ ãðóïïà � ñì. ðàçäåë 3), ìîëåêóë (òî÷å÷íûå ãðóïïû � ñì. ðàçäåë
4) è êðèñòàëëîâ (ïðîñòðàíñòâåííûå ãðóïïû � ñì. ðàçäåë 5).

Èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû íåïðåðûâíîé ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïðîùå âñåãî íà÷àòü ñ èññëåäîâàíèÿ îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà, êîòî-
ðîé ñîîòâåòñòâóþò ìàëûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ {α}. Ðàçëîæèì g({α}) â ðÿä
è îãðàíè÷èìñÿ ÷ëåíàìè âïëîòü äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî {α}:

g({α}) = E +
r∑

l=1

∂g

∂αl

∣∣∣∣∣
{α}=0

αl + · · · ≡ E +
r∑

l=1

Ilαl + · · · . (12)

Ìàòðèöû

Il =
∂g

∂αl

∣∣∣∣
{α}=0

(l = 1, 2, ..., r) (13)

íàçûâàþòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíûìè ìàòðèöàìè (ãåíåðàòîðàìè) ãðóïïû G.
Èíôèíèòåçèìàëüíûå ìàòðèöû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ãðóïïó, ò. å. ñ èõ ïî-

ìîùüþ ìîæíî îïðåäåëèòü ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû G. Ïóñòü ýëåìåíò g({α})
ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ýëåìåíòîì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû g({α}) =
g(Θ) ∈ GΘ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò íåïðåðûâíîé ãðóïïû ëèáî
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû, ëèáî ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òàêèõ ýëåìåíòîâ. Ïîäãðóïïà GΘ åñòü ñîâîêóï-
íîñòü ìàòðèö g({α}), ïàðàìåòðû êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê äèô-
ôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè îäíîãî ïàðàìåòðà Θ: αl = αl(Θ) (αl(0) = 0). Îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà âñåãäà àáåëåâà, ïîýòîìó ïàðàìåòð Θ ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òîáû

g(Θ1)g(Θ2) = g(Θ1 + Θ2); (14)

g(0) = E. (15)

Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (14) ïî Θ1 è ïîëîæèâ çàòåì Θ1 = 0,
Θ2 = Θ, ïîëó÷èì

dg(Θ)

dΘ
= IΘg(Θ), (16)

ãäå IΘ � èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðàìåòðó Θ, êîòî-
ðàÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ãåíåðàòîðîâ Il:

IΘ =
dg({α(Θ)})

dΘ

∣∣∣∣
Θ=0

=
r∑

l=1

∂g({α(Θ)})
∂αl

∣∣∣∣
αl=0

dαl(Θ)

dΘ

∣∣∣∣
Θ=0

=
r∑

l=1

Il
dαl

dΘ

∣∣∣∣∣
Θ=0

.
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Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (16) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (15):

g(Θ) = exp(IΘΘ). (17)

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé ýëåìåíò g(Θ) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

g(Θ) = exp
∑

l

Il
dαl

dΘ

∣∣∣∣∣
Θ=0

Θ. (18)

Åñëè αl = klΘ, òî âûðàæåíèå (18) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

g({α}) = exp
∑

l

Ilαl, (19)

ãäå exp îò ìàòðèöû ïîíèìàåòñÿ, êàê îáû÷íî, ðàçëîæåíèåì

expA = E + A+
1

2!
A2 + . . .+

1

n!
An + . . .

Åñëè â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé íåïðåðûâíîé ãðóïïå g(α) = α ñî ñëîæåíèåì
÷èñåë α â êà÷åñòâå ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ, òî Iα = 1, g(0) = E è

g(α) = Iαα = α (20)

âìåñòî (19).

1.14 Âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

1. Êàêîé ýëåìåíò â ãðóïïå íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì?
2. Êàêîé ýëåìåíò â ãðóïïå íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì äàííîìó?
3. ×òî òàêîå çàêîí óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ â ãðóïïå?
4. ×òî òàêîå àññîöèàòèâíîñòü çàêîíà ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ?
5. Êàêàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé?
6. Äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà.
7. Äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîãî ýëåìåíòà.
8. Äîêàçàòü, ÷òî (g−1)−1 = g.
9. Äîêàçàòü, ÷òî (g1g2)

−1 = g−1
2 g−1

1 .
10. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ãðóïï.
11. Êàêèå îïåðàöèè îáðàçóþò ãðóïïó C3v?
12. Ñîñòàâèòü òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ ãðóïïû C3v.
13. ×òî òàêîå ëåâûé (ïðàâûé) ñäâèã ïî ãðóïïå?
14. ×òî òàêîå ïîäãðóïïà?
15. Êàêèå ïîäãðóïïû ñîäåðæàòñÿ â ãðóïïå C3v?
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16. ×òî òàêîå ïîðÿäîê ýëåìåíòà?
17. Êàêàÿ ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé?
18. ßâëÿåòñÿ ëè öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà àáåëåâîé?
19. Êàêèå ýëåìåíòû ãðóïïû íàçûâàþòñÿ îáðàçóþùèìè (ãåíåðàòîðàìè)?
20. Êàêèå ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ îïðåäåëÿþùèìè?
21. Óêàæèòå ãåíåðàòîðû è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû C3v.
22. Äàéòå îïðåäåëåíèå ëåâûõ (ïðàâûõ) ñìåæíûõ êëàññîâ
23. ×òî íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïîäãðóïïû â ãðóïïå?
24. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ñìåæíîì êëàññå?
25. Äîêàæèòå, ÷òî ñìåæíûå êëàññû íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ.
26. Îáðàçóþò ëè ýëåìåíòû ñìåæíîãî êëàññà ãðóïïó?
27. Êàê çàïèñûâàåòñÿ ðàçëîæåíèå ãðóïïû G íà ñìåæíûå êëàññû ïî ïîä-

ãðóïïå H?
28. Ïîêàæèòå, ÷òî â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ ñìåæíîãî êëàññà ìîæíî áðàòü

ëþáîé åãî ýëåìåíò.
29. Íàéòè ñìåæíûå êëàññû (ëåâûå è ïðàâûå) ãðóïïû C3v ïî ïîäãðóïïàì C3

è C(i)
s .
30. Êàêîâî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïîðÿäêàìè ãðóïïû è å¼ ïîäãðóïïû?
31. Êàêîé ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì äàííîìó?
32. Äîêàæèòå, ÷òî ñâîéñòâî ñîïðÿæ¼ííîñòè ÿâëÿåòñÿ âçàèìíûì è òðàíçè-

òèâíûì.
33. Êàêèå ýëåìåíòû îáðàçóþò êëàññ?
34. ×òî òàêîå ïîðÿäîê êëàññà?
35. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ îäíîãî êëàññà ñîâïàäàþò.
36. Íàéäèòå êëàññû â ãðóïïå C3v.
37. Êàêàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïîäîáíîé äàííîé?
38. Êàêàÿ ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé?
39. Íàçîâèòå èíâàðèàíòíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû C3v.
40. ×òî òàêîå ôàêòîð-ãðóïïà ãðóïïû G ïî èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïå?
41. Êàêîâû ýëåìåíòû ôàêòîð-ãðóïïû?
42. ×òî èãðàåò ðîëü åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà ôàêòîð-ãðóïïû?
43. Íàçîâèòå ýëåìåíòû ôàêòîð-ãðóïïû C3v/C3.
44. Êàêàÿ ãðóïïà G′ íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôíîé ãðóïïå G ?
45. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè G→ G′ ýëåìåíòó E ∈ G ñîîòâåòñòâóåò E ′ ∈ G′.
46. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè G→ G′ ýëåìåíòó g−1 ∈ G ñîîòâåòñòâóåò (g′)−1 ∈ G′.
47. Ñîâîêóïíîñòü êàêèõ ýëåìåíòîâ íàçûâàþò ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà?
48. Ïîêàæèòå, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà H îáðàçóåò íîðìàëüíûé äåëèòåëü

ãðóïïû G.
49. Ïîêàæèòå, ÷òî âñåì ýëåìåíòàì ñìåæíîãî êëàññà gjH ∈ G ñîîòâåòñâóåò

â ãðóïïå G′ îäèí è òîò æå ýëåìåíò g′j.
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50. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàçíûì ñìåæíûì êëàññàì ãðóïïû G ïî H (ÿäðî ãîìî-
ìîðôèçìà) ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ýëåìåíòû G′.

51. Êàêèå ãðóïïû íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè?
52. Åñëè G→ G′, òî êàêîâî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ãðóïïàìè G/H è G′ (H �

ÿäðî ãîìîìîðôèçìà)?
53. Ìîæíî ëè íàçâàòü èçîìîðôíûìè ïîäãðóïïû C(i)

s è C3v?
54. Ìîæíî ëè íàçâàòü ãîìîìîðôíîé ãðóïïó C(i)

s ãðóïïå C3v?
55. Ìîæíî ëè íàçâàòü ãðóïïó C3 ãîìîìîðôíîé ãðóïïå C3v?
56. Èçîìîðôíû ëè ïîäãðóïïû C3 è C

(i)
s â ãðóïïåC3v?

57. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè G = H · Q (H ⊂ G, Q ⊂ G), òî ïîäãðóïïû H è Q
íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ, êðîìå åäèíè÷íîãî.

58. Â êàêîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå G = H ·Q íàçûâàåòñÿ ïîëóïðÿìûì?
59. Â êàêîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå G = H ·Q íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì?
60. Êàêàÿ èç äâóõ çàïèñåé âåðíà: C3v=C3× C(i)

s èëè C3v=C3∧C(i)
s è ïî÷åìó?

61. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè G = H × Q ýëåìåíòû h ∈ H, q ∈ Q êîììóòèðóþò:
hq = qh.

62. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè G = H ×Q ïåðåìíîæåíèå êëàññîâ ãðóïï H è Q äà¼ò
íåêîòîðûé êëàññ ãðóïïû G.

63. Êàêîâî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïîðÿäêàìè êëàññîâ ãðóïï H, Q è ãðóïïû
G = H ×Q?

64. Êàêàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé?
65. Êàêàÿ ãðóïïà Ëè íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíîé?
66. Îïðåäåëèòå ÷èñëî âåùåñòâåííûõ ïàðìåòðîâ ãðóïïû GL(n).
67. Êîìïàêòíà ëè ãðóïïà GL(n)?
68. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà SL(n) r = 2n2-ïàðâìåòðè÷åñêàÿ?
69. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ r â ãðóïïàõ U(n) è

SU(n) ðàâíî n2 è n2 − 1 ñîîâåòñòâåííî.
70. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ â ãðóïïàõ O(n) è O+(n)

ðàâíî n(n−1)
2 .

71. Êàêèå èç ãðóïï GL(n), SL(n), U(n), SU(n), O(n)O+(n) ÿâëÿþòñÿ êîì-
ïàêòíûìè è ïî÷åìó?

72. Êàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ {α} ñîîòâåòñòâóþò îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî
ýëåìåíòà?

73. Îïðåäåëåíèå ãåíåðàòîðîâ íåïðåðûâíîé ãðóïïû.
74. Êàê âûðàæàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé ÷åðåç åå èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû?
75. Îïèøèòå åâêëèäîâó ãðóïïó E3.
76. Îáùèé ýëåìåíò åâêëèäîâîé ãðóïïû.
77. Çàêîí óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ åâêëèäîâîé ãðóïû.
78. Êëàññû âçàèìíî ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ åâêëèäîâîé ãðóïïû.
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79. Äîêàæèòå èíâàðèàíòíîñòü ïîäãðóïïû òðàíñëÿöèé â åâêëèäîâîé ãðóïïå.
80. Íàéäèòå èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû ãðóïïû ïðîñòðàíñòâåííûõ

òðàíñëÿöèé.

2 Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï

2.1 Îïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû

Ãðóïïà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ D̂(g) â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Ln, ãîìî-
ìîðôíàÿ ãðóïïå G, íàçûâàåòñÿ å¼ ïðåäñòàâëåíèåì. Ïðîñòðàíñòâî Ln íàçûâà-
åòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ, ðàçìåðíîñòü n ïðîñòðàíñòâà Ln � ðàçìåð-
íîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ. Ëþáîé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Ln íàçûâàåòñÿ áàçèñîì
ïðåäñòàâëåíèÿ. Â ñèëó ãîìîìîðôèçìà

D̂(gigj) = D̂(gi)D̂(gj); gigj ∈ G. (21)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì áàçèñå ei (i = 1, 2, . . . n) â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ
Ln îïåðàòîð D̂(g) îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ìàòðèöåé D(g) ñ ýëåìåíòàìè Dji(g):

D̂(g)ei =
n∑

j=1

Dji(g)ej, Dji(g) = (ej, D̂(g)ei).

Îïåðàòîð D̂(g) ïåðåâîäèò ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè xi

x =
n∑

i=1

xiei

â ïðîñòðàíñòâå Ln â âåêòîð

x′ = D̂(g)x =
n∑

i=1

xiD̂(g)ei =
n∑

i,i′=1

xiDi′i(g)ei′ =
n∑

i′=1

x′i′ei′

ñ êîìïîíåíòàìè

x′i =
n∑

i′=1

Dii′(g)xi′,

ò. å. â âåêòîð, ëåæàùèé òàêæå â ïðîñòðàíñòâå Ln.
Ñîîòíîøåíèþ (21) äëÿ îïåðàòîðîâ D̂(g) ñîîòâåòñòâóåò àíàëîãè÷íîå ñîîòíî-

øåíèå äëÿ ìàòðèö D(g):

D(gigj) = D(gi)D(gj).

Ìíîæåñòâî ìàòðèö D(g) (g ∈ G) òàêæå îáðàçóåò ãðóïïó, ãîìîìîðôíóþ ãðóïïå
G, è ðåàëèçóåò å¼ ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå.
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2.2 Ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Ïóñòü Â� íåîñîáåííûé, ò. å. èìåþùèé îáðàòíûé, îïåðàòîð â Ln. Îïåðàòîðû

D̂′(g) = Â−1D̂(g)Â (g ∈ G) (22)

òàêæå îáðàçóþò ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G, íàçûâàåìîå ýêâèâàëåíòíûì ïðåä-
ñòàâëåíèþ îïåðàòîðàìè D̂(g),òàê êàê

D̂′(g2g1) = Â−1D̂(g2)D̂(g1)Â = Â−1D̂(g2)ÂÂ
−1D̂(g1)Â = D̂′(g2)D̂

′(g1).

Ñîîòíîøåíèå (22) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

D̂(g) = ÂD̂′(g)Â−1 = (Â−1)−1D̂′(g)Â−1,

÷òî îçíà÷àåò âçàèìíîñòü ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíî-
ñòè òðàíçèòèâíî: äâà ïðåäñòàâëåíèÿ D̂(1)(g), D̂(2)(g) ãðóïïû G, ýêâèâàëåíòíûå
òðåòüåìó D̂(g), ò.å.

D̂(1)(g) = Â−1
1 D(g)Â1, D̂(2)(g) = Â−1

2 D̂(g)Â2,

ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé:

D̂(2)g = (Â−1
1 Â2)

−1D̂(1)(g)(Â−1
1 Â2).

Â áàçèñå ei (i = 1, 2, . . . n) îïåðàòîðó Â ñîîòâåòñâóåò ìàòðèöà A ñ ýëåìåíòà-
ìè Aji:

Âei =
n∑

j=1

Ajiej, (23)

à ïðåäñòàâëåíèþ îïåðàòîðàìè D̂′(g) (22) � ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðè-
öàìè

D′(g) = A−1D(g)A,

ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèþ ìàòðèöàìè D(g). Äëÿ ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëå-
íèé òàê æå, êàê è äëÿ îïåðàòîðíûõ, ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ âçà-
èìíûì è òðàíçèòèâíûì.

Ñîîòíîøåíèÿ (23) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåõîä ê íîâîìó áàçèñó e′i =
Âei â ïðîñòðàíñòâå Ln. Åñëè Â � óíèòàðíûé îïåðàòîð (Â+ = Â−1), òî ìàòðèöû
D′(g) = A−1D(g)A ñîîòâåòñòâóþò òåì æå îïåðàòîðàì D̂(g), íî â íîâîì áàçèñå
e′i.

Åñëè èçâåñòíî íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû, òî ìîæíî ïîñòðîèòü áåñ-
÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ýêâèâàëåíòíûõ åìó, èñïîëüçóÿ âñåâîçìîæíûå íåîñîáåí-
íûå îïåðàòîðû Â (ìàòðèöû A). Ñðåäè ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëå-
íèé ñëåäóåò âûáðàòü â êàæäîì ñëó÷àå íàèáîëåå óäîáíîå äëÿ ïðèëîæåíèé.
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2.3 Óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Åäèíè÷íîå

ïðåäñòàâëåíèå

Åñëè âñå îïåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ D̂(g) (ìàòðèöû D(g)) óíèòàðíû, ïðåä-
ñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå
êîíå÷íîé ãðóïïû ýêâèâàëåíòíî óíèòàðíîìó (ýòî âåðíî è äëÿ ðÿäà áåñêîíå÷-
íûõ è íåïðåðûâíûõ êîìïàêòíûõ ãðóïï). Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî
òîëüêî ñ ãðóïïàìè, ïðåäñòàâëåíèÿ êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíû óíèòàðíûì.

Åñëè ãîìîìîðôèçì g → D(g) îêàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì g ↔ D(g), ïðåä-
ñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ òî÷íûì.

Äëÿ êàæäîé ãðóïïû ìîæíî óêàçàòü òðèâèàëüíîå îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëå-
íèå, â êîòîðîì êàæäîìó ýëåìåíòó ãðóïïû ñîïîñòàâëÿåòñÿ åäèíèöà. Îíî íàçû-
âàåòñÿ òîæäåñòâåííûì èëè åäèíè÷íûì. Åñëè ýëåìåíòàìè ãðóïïû G ÿâëÿþò-
ñÿ ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî ìàòðèöû ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé äàþò îäíî èç
ïðåäñòàâëåíèé (òî÷íîå) ãðóïïû G.

Ïðèìåð.
Ââåä¼ì â òð¼õìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå L3 îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ: ex, ey, ez. Ýëåìåíòû ãðóïïû C3v ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñîâîêóï-
íîñòü îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â L3 (ñì. ðèñ. 2). Îïåðàòîðû (ìàòðèöû)
ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé îáðàçóþò ãðóïïó C3v è îäíîâðåìåííî çàäàþò îäíî èç å¼
ïðåäñòàâëåíèé (òî÷íûõ). Îíî íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì:

Ðèñ. 2. Ýëåìåíòû
ñèììåòðèè ãðóïïû

C3v.

Ĉ3zex = −1

2
ex +

√
3

2
ey, σ̂1ex = ex,

Ĉ3zey = −
√

3

2
ex −

1

2
ey, σ̂1ey = −ey,

Ĉ3zex = ez, σ̂1ez = ez.

Â âûáðàííîì áàçèñå îïåðàòîðàì Ê, Ĉ3z, σ̂1

ñîîòâåòñòâóþò ìàòðèöû (a = 1/2, b =
√

3/2)

E =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , C3z =

−a −b 0
b −a 0
0 0 1

 , σ1 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 . (24)

Òàêèì æå ñïîñîáîì èëè íà îñíîâàíèè çàêîíîâ ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ íàõîäèì

C2
3z =

−a b 0
−b −a 0
0 0 1

 , σ2 =

−a b 0
b a 0
0 0 1

 , σ3 =

−a −b 0
−b a 0
0 0 1

 . (24a)

Ìàòðèöû (24), (24a) îáðàçóþò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû C3v.

21



2.4 Ïðèâîäèìûå è íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðàìè D̂(g) (ìàòðèöàìè D(g)) íàçûâàåòñÿ íåïðèâî-
äèìûì (ïðèâîäèìûì), åñëè â ïðîñòðàíñòâå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ln íåëüçÿ
(ìîæíî) âûäåëèòü ïîäïðîñòðàíñòâî Lk ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè (k < n), èíâà-
ðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàòîðîâ D̂(g).

Ïóñòü Ln � ïðîñòðàíñòâî ïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, à Lk � ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â Ln, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ D̂(g). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln−k

îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê Lk â Ln (Ln = Lk + Ln−k). Ëþáîé âåêòîð x ∈ Lk

îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó y ∈ Ln−k: (x, y) = 0. Òàê êàê D̂(g)x ∈ Lk, òî
(D̂(g)x, y) = 0. Äëÿ óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ D̂+(g) = D̂−1(g) = D̂(g−1) (â
ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè îáðàòíîìó ýëåìåíòó ñîîòâåòñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð).
Ñëåäîâàòåëüíî,

(D̂(g)x, y) = (x, D̂+(g), y) = (x, D̂(g−1)y) = 0,

ãäå g−1 � ïðîáåãàåò âñþ ãðóïïó G, êîãäà g ïðîáåãàåò âñþ ãðóïïó, ÷òî îçíà÷àåò
èíâàðèàíòíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà Ln−k îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ D̂(g). Åñëè
ïðîñòðàíñòâà Lk è Ln−k ïðèâîäèìû, ðàçîáü¼ì èõ òàêæå íà èíâàðèàíòíûå ïîä-
ïðîñòðàíñòâà åù¼ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè è ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ äî òåõ ïîð,
ïîêà âñå îðòîãîíàëüíûå äðóã äðóãó ïîäïðîñòðàíñòâà L(i)

ni , âõîäÿùèå â ñîñòàâ
Ln, íå îêàæóòñÿ íåïðèâîäèìûìè:

Ln =
l∑

i=1

L(i)
ni
,

l∑
i=1

ni = n.

Ââåä¼ì â êàæäîì èç ïîäïðîñòðàíñòâ L(i)
ni îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

eij; j = 1, 2, . . . ni, i = 1, 2, . . . l. (25)

Ñîâîêóïíîñòü îðòîâ eij îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Ln:

(eij, ei′j′) = δjj′δii′.

Î÷åâèäíî,

D̂(g)eij =

ni∑
j′=1

D
(i)
j′j(g) eij′,

ãäå D(i)(g) � ìàòðèöû íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (ÍÏ) ãðóïïû G ðàçìåð-
íîñòè ni. Ìàòðèöà îïåðàòîðà D̂(g) â áàçèñå (25) â ïðîñòðàíñòâå Ln

Dij,i′j′ = (eij, D̂(g)ei′j′) = D
(i)
jj′(g) δii′ (26)
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èìååò êâàçèäèàãîíàëüíóþ ôîðìó ñ ìàòðèöàìè D(i)(g) â êà÷åñòâå äèàãîíàëü-
íûõ áëîêîâ 

D(1)(g) 0 . . . 0

0 D(2)(g) . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . D(l)(g)

 . (26a)

Ïðåäñòàâëåíèå D(g) íàçûâàþò ïðÿìîé ñóììîé ÍÏ D(i)(g) è óñëîâíî çàïèñû-
âàþò ýòî â âèäå

D(g) =
l∑

i=1

D(i)(g).

Â ïðîñòðàíñòâå Ln ìîæåò áûòü çàäàí ñíà÷àëà íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ e′m, â êîòîðîì ìàòðèöû D′(g) îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ
D̂(g) ÿâëÿþòñÿ óíèòàðíûìè ìàòðèöàìè îáùåãî âèäà. Ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó
áàçèñó (25)

eij =
∑
m

Um,ije
′
m

ïîëó÷àåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå D(g) = U−1D′(g)U ñ ìàòðèöàìè, èìåþùèìè êâàçè-
äèàãîíàëüíóþ ôîðìó (26). Ìàòðèöû (24), (24à) ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû C3v èìå-
þò êâàçèäèàãîíàëüíóþ ôîðìó, ñâèäåòåëüñòâóþùóþ î ñóùåñòâîâàíèè â ïðî-
ñòðàíñòâå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ L3 äâóõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ðàç-
ìåðíîñòè 2 è 1. Â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (îðò ez) ðåàëèçóåòñÿ åäèíè÷íîå
ÍÏ ãðóïïû C3v.

2.5 Ëåììû Øóðà

Ìàòðèöû ÍÏ ãðóïïû îáëàäàþò öåëûì ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ, êî-
òîðûå ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ òåîðåì � ëåìì
Øóðà. Äàäèì ôîðìóëèðîâêè ýòèõ ëåìì áåç äîêàçàòåëüñòâ, êîòîðûå ìîæíî
íàéòè âî ìíîãèõ ó÷åáíûõ ïîñîáèÿõ (ñì., íàïðèìåð [8]).

Ïåðâàÿ ëåììà Øóðà. Ìàòðèöà A, êîììóòèðóþùàÿ ñî âñåìè ìàòðèöàìè ÍÏ
D(g)

D(g)A = AD(g), g ∈ G (27)

êðàòíà åäèíè÷íîé A = λE.
Âòîðàÿ ëåììà Øóðà. Ïóñòü ìàòðèöû D(α)(g) è D(β)(g) îáðàçóþò íåýêâèâà-

ëåíòíûå ÍÏ ãðóïïû G ðàçìåðíîñòåé nα è nβ ñîîòâåòñòâåííî. Ìàòðèöà P ñ nα

ñòðîêàìè è nβ ñòîëáöàìè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ

D(α)(g)P = PD(β)(g), g ∈ G, (27a)

åñòü íóëåâàÿ ìàòðèöà (P = 0).
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2.6 Êðèòåðèé íåïðèâîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ

Åñëè ïðåäñòàâëåíèå D(g) ïðèâîäèìî, òî íàéäóòñÿ ìàòðèöû, îòëè÷íûå îò
λE è êîììóòèðóþùèå ñî âñåìè ìàòðèöàìè D(g). Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, ñ
ìàòðèöàìè ïðåäñòàâëåíèÿ (26à) êîììóòèðóþò ìàòðèöû

λ1E
(1) 0 . . . 0

0 λ2E
(2) . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λlE
(l)


ñ ïðîèçâîëüíûìè ÷èñëàìè λ1, λ2, . . . , λl. Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè ïåðâîé ëåììû
Øóðà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé íåïðèâîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìî, åñëè íå ñóùåñòâóåò ìàòðèöû,
îòëè÷íîé îò êðàòíîé åäèíè÷íîé, êîììóòèðóþùåé ñî âñåìè ìàòðèöàìè ïðåä-
ñòàâëåíèÿ.

2.7 Ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ

íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé

Ïóñòü D(α)(g) è D(β)(g) � äâà íåýêâèâàëåíòíûõ ÍÏ ãðóïïû G ñ ðàçìåðíî-
ñòÿìè nα è nβ. Èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåì ýëåìåíòàì ãðóïïû,
ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ëåìì Øóðà. Íàïðè-
ìåð, îáðàçóåì ìàòðèöó

P =
∑
g′∈G

D(α)(g′)MD(β)(g′−1),

ãäå P è M � ìàòðèöû ñ nα ñòðîêàìè è nβ ñòîëáöàìè, ïðè÷¼ì â îñòàëüíîì
ìàòðèöà M ïðîèçâîëüíàÿ. Ìàòðèöà P óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (27a):

D(α)(g)P =
∑

g′∈G

Dα(gg′)MD(β)(g′−1g−1g) =

=
∑

g′′∈G

Dα(g′′)MD(β)(g′′−1)D(β)(g) = PD(β)(g).

Ïî âòîðîé ëåììå Øóðà P = 0. Âûáåðåì â êà÷åñòâå M ìàòðèöó M (km) ñ ýëå-
ìåíòàìè

(M (km))ij = δkiδmj. (28)

Ðàâåíñòâî íóëþ ëþáîãî (íàïðèìåð, il) ýëåìåíòà ìàòðèöû P ïðèâîäèò ê
ñîîòíîøåíèÿì ∑

g∈G

D
(α)
ik (g)D

(β)
ml (g

−1) = 0. (29)

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöû

A =
∑
g∈G

D(α)(g)MD(α)(g−1),
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ãäå M � ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû nα × nα, êîììóòèðóþò ñî âñåìè ìàòðèöàìè
ÍÏ D(α)(g). Ïî ïåðâîé ëåììå Øóðà A = λ(M)E(nα). Âûáðàâ M = M (km) (28),
ïîëó÷àåì äëÿ il-ãî ýëåìåíòà ýòîãî ìàòðè÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ∑

g∈G

D
(α)
ik (g)D

(α)
ml (g

−1) = λ(Mkm)δil. (30)

Ìíîæèòåëü λ(M (km)) îïðåäåëèì, ïîëîæèâ â ýòîì ñîîòíîøåíèè l = i è ïðîñóì-
ìèðîâàâ ïî i îò 1 äî nα:

λ(M (km)) =
nG

nα
δkm.

Îáúåäèíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (29) è (30), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî ñîîòíîøåíèÿ
îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ÍÏ â îáùåì âèäå è äëÿ óíèòàðíûõ
ÍÏ (D(β)

ml (g
−1) = (D

(β)
lm (g))∗)∑

g∈G

D
(α)
ik (g)(D

(β)
ml (g

−1)) =
nG

nα
δilδkmδαβ,

∑
g∈G

D
(α)
ik (g)(D

(β)
lm (g))∗ =

nG

nα
δilδkmδαβ

(31)

2.8 Õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèé è èõ ñâîéñòâà

Õàðàêòåðîì χ(g) ýëåìåíòà g ∈ G â ïðåäñòàâëåíèè D(g) íàçûâàåòñÿ ñóììà
äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ñëåä) ìàòðèöû D(g):

χ(g) =
∑

i

Dii(g) = Sp(D(g)).

Ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë χ(g) äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðîì
ïðåäñòàâëåíèÿ D(g).

Õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèé îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. Õàðàêòåðû ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðàâíû

χ′(g) = Sp(D′(g)) = Sp(A−1D(g)A) = Sp(D(g)) = χ(g).

2. Ñîïðÿæ¼ííûå ýëåìåíòû èìåþò îäèíàêîâûå õàðàêòåðû

χ(gigg
−1
i ) = Sp(D(gi)D(g)D−1(gi)) = Sp(D(g)) = χ(g).

3. Âçàèìíî îáðàòíûì ýëåìåíòàì ñîîòâåòñòâóþò êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûå
õàðàêòåðû

χ(g−1) = Sp(D−1(g)) = Sp(D+(g)) = Sp(D∗(g)) = χ∗(g).

4. Õàðàêòåð åäèíè÷íîãî ýëåìåíò ðàâåí ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ

χ(α)(E) = nα.
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5. Ïîëàãàÿ â âûðàæåíèè (31) k = l è m = l è ñóììèðóÿ ïî i è l, ïîëó÷àåì
ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ õàðàêòåðîâ ÍÏ:∑

g∈G

χ(α)(g)(χ(β)(g))∗ = nGδαβ. (32)

Òàê êàê õàðàêòåðû ýëåìåíòîâ îäíîãî êëàññà ðàâíû, òî ñîîòíîøåíèå (32) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

kG∑
s=1

nsχ
(α)
s (χ(β)

s )∗ = nGδαβ, (33)

ãäå ns � ïîðÿäîê êëàññà s, à ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì kG êëàññàì
ãðóïïû G.

6. Ïóñòü χ(g) � õàðàêòåð ïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ D(g), çàïèñàííîãî â
áàçèñå, â êîòîðîì ìàòðèöû èìåþò êâàçèäèàãîíàëüíûé âèä (26) ñ ìàòðèöàìè
ÍÏ D(α)(g) íà äèàãîíàëè. Î÷åâèäíî, ÷òî

χ(g) =
∑

α

rαχ
(α)(g), (34)

ãäå rα � ÷èñëî âõîæäåíèé ÍÏ D(α)(g) â ïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå D(g). Èñ-
ïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (32) è (33), ïîëó÷àåì äëÿ ÷èñåë rα èç
âûðàæåíèÿ (34)

rα =
1

nG

∑
g∈G

χ(g)(χ(α)(g))∗ =
1

nG

∑
s

nsχs(χ
(α)
s )∗. (35)

7. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G ñ õàðàêòåðîì (34) âû÷èñëèì∑
g∈G

|χ(g)|2 =
∑

α,β,g∈G

rαrβχ
(α)(g)(χ(β)(g))∗ = nG

∑
α

r2
α ≥ nG. (36)

Çíàê ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî â ñëó÷àå, êîãäà îòëè÷íî îò íóëÿ è ðàâíî åäèíèöå
ëèøü îäíî ÷èñëî rα, ò. å. êîãäà ïðåäñòàâëåíèåD(g) íåïðèâîäèìî è ýêâèâàëåíò-
íî Dα(g). Ñîîòíîøåíèå (36) (ïðè çíàêå ðàâåíñòâà) äà¼ò åù¼ îäèí êðèòåðèé
íåïðèâîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû ñ õàðàêòåðîì χ(g).

Âåðõíèå ëåâûå áëîêè 2x2 â ìàòðèöàõ (24), (24à) ñîîòâåòñòâóþò ïðåäñòàâ-
ëåíèþ ãðóïïû C3v, êîòîðîå ñîãëàñíî êðèòåðèþ (36) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì
(22 + 2 · (−1)2 + 3 · 02 = 6).

2.9 Ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðîãî ìíîãîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïû G

èìååòñÿ òàêîé åäèíè÷íûé âåêòîð eE, ÷òî âñå nG âåêòîðîâ

eg = D̂(g)eE, g ∈ G, (37)
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ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Âåêòîðû (37) îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî LnG

ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçìåðíîñòè nG ãðóïïû G, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì.
Îïðåäåëèì ìàòðèöû R(g) ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â áàçèñå (37):

D̂(g)eg′ = D̂(g)D̂(g′)eE = D̂(gg′)eE = egg′ =
∑
g′′
Rg′′g′(g)eg′′;

Rg′′g′(g) = δg′′,gg′.

Äëÿ õàðàêòåðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷àåì

χ(g) =
∑
g′′

Rg′′g′′(g) =
∑
g′′

δg′′,gg′′ = nGδg,E,

ò.å. õàðàêòåðû âñåõ ýëåìåíòîâ ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì
åäèíè÷íîãî, ðàâíû íóëþ, à õàðàêòåð åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà χ(E) = nG. Ñî-
ãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (35) ÍÏ Dα(g) (ñ õàðàêòåðîì χα(g)) âõîäèò â ðåãóëÿðíîå
ïðåäñòàâëåíèå

rα =
1

nG

∑
g∈G

χ(g)(χ(α)(g))∗ =
1

nG
nGχ

(α)(E) = nα

ðàç, ò.å. ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî ðàçìåðíîñòü.
Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå LnG

ñèììåòðèçîâàííûé áàçèñ, îðòû êîòîðîãî ïðå-
îáðàçóþòñÿ ïî ÍÏ ãðóïïû G. Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöû ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ èìåþò êâàçèäèàãîíàëüíûé âèä ñ ìàòðèöàìè ÍÏ íà äèàãîíàëè, ïðè-
÷¼ì êàæäàÿ ìàòðèöà D(α)(g) ïîâòîðåíà ñòîëüêî ðàç, êàêîâà å¼ ðàçìåðíîñòü.
Èç ïîäñ÷¼òà ðàçìåðíîñòè ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è ðàçìåðíîñòåé ìàòðèö,
ñòîÿùèõ íà äèàãîíàëè, ïîëó÷àåì∑

α

n2
α = nG, (38)

ò. å. ñóììà êâàäðàòîâ ðàçìåðíîñòåé íåýêâèâàëåíòíûõ ÍÏ ãðóïïû ðàâíà å¼
ïîðÿäêó. Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî νG íåýêâèâàëåíòíûõ ÍÏ êî-
íå÷íîé ãðóïïû ðàâíî ÷èñëó kG êëàññîâ â ãðóïïå (νG = kG).

Â ãðóïïå C3v òðè êëàññà, à, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ÍÏ ðàâ-
íî 3. Ðàíåå óæå óïîìèíàëîñü î äâóõ å¼ ÍÏ � îäíîìåðíîì (åäèíè÷íîì) è äâó-
ìåðíîì, ïðÿìàÿ ñóììà êîòîðûõ è îáðàçóåò ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöàìè (24),
(24à). Èç ñîîòíîøåíèÿ (38) óñòàíàâëèâàåì, ÷òî òðåòüå ÍÏ òîæå îäíîìåðíîå.
Åãî õàðàêòåðû ïðîñòî îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé îðòîãîíàëüíî-
ñòè: χ(E) = χ(C3) = 1, χ(σi) = −1.

2.10 Îãðàíè÷åíèå è èíäóöèðîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé.

2.10.1 Îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ

Ïócòü D(α)(g) � ÍÏ ãðóïïû G ïîðÿäêà nG. Ñîâîêóïíîñòü ìàòðèö D(α)(h),
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýëåìåíòàì h åå ïîäãðóïïû H (ïîðÿäêà nH), îáðàçóåò ïðåä-
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ñòàâëåíèå ïîäãðóïïû H. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íà ïîä-
ãðóïïó H ïðåäñòàâëåíèÿ D(α) ãðóïïû G (D(α) ↓ H). Õàðàêòåðû îãðàíè÷åíèÿ
íà ýëåìåíòàõ ïîäãðóïïûH ⊂ G ñîâïàäàþò ñ õàðàêòåðàìè ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G.

Åñëè èçâåñòíû õàðàêòåðû ÍÏ ãðóïïû G è åå ïîäãðóïï H, òî ìîãóò áûòü
ñîñòàâëåíû òàê íàçûâàåìûå êîððåëÿöèîííûå òàáëèöû. Â ïåðâîì ñòîëáöå òà-
êèõ òàáëèö ïåðå÷èñëÿþòñÿ ÍÏ D(α) ãðóïïû G. Êàæäûé ñëåäóþùèé ñòîëáåö
îòíîñèòñÿ ê îäíîé èç âîçìîæíûõ ïîäãðóïï H ⊂ G. Â ýòèõ ñòîëáöàõ â êàæ-
äîé ñòðîêå ïåðå÷èñëÿþòñÿ ÍÏ d(β) ãðóïïû H, ñîäåðæàùèåñÿ â îãðàíè÷åíèè
ïðåäñòàâëåíèÿ D(α) ãðóïïû G, ñ óêàçàíèåì ÷èñåë âõîæäåíèé

r
(α)
β = (nH)−1

∑
h∈H

(χ(α)(h))∗χ(β)(h). (39)

2.10.2 Èíäóöèðîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Ðàçëîæèì ãðóïïó G íà ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå H:

G =
t∑

j=1

gjH, g1 = E, t =
nG

nH
. (40)

Ïóñòü L � ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì äåéñòâóþò îïåðàòî-
ðû D̂(g), îñóùåñòâëÿþùèå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G. Â ýòîì æå ïðîñòðàíñòâå
ðåàëèçóþòñÿ è ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû H ⊂ G.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç e
(β)
i1 áàçèñíûå âåêòîðû ïîäïðîñòðàíñòâà L(1) ÍÏ d(β)(h)

ãðóïïû H ⊂ G:

D̂(h) e
(β)
i1 =

nβ∑
i′=1

d
(β)
i′i (h) e

(β)
i′1 . (41)

×òîáû îòìåòèòü èíâàðèàíòíîñòü ïðîñòðàíñòâà L(1) îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ
D̂(h), èñïîëüçóþò çàïèñü, êîòîðàÿ íå ñâÿçàíà ñ îïðåäåëåííûì âûáîðîì áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ â L(1):

D̂(h) L(1) = L(1).

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî, îáðàçîâàííîå nβt âåêòîðàìè

e
(β)
ij = D̂(gj) e

(β)
i1 , j = 1, 2, . . . , t. (42)

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå tnβ âåêòîðîâ e
(β)
ij ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ïîäïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëÿåìîå âåêòîðàìè e
(β)
ij ïðè ôèêñèðîâàííîì j, îáî-

çíà÷èì L(j). Îïåðàòîðû D̂(gj) ïåðåâîäÿò ïðîñòðàíñòâî L(1) â ïðîñòðàíñòâî L(j):

D̂(gj) L
(1) = L(j).
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Âåêòîðû (1.25) îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî

Ln =
t∑

j=1

L(j),

èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ D̂(g) (g ∈ G). Â ïðîñòðàíñòâå Ln ðåà-
ëèçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå D[β] ãðóïïû G, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííûì
ñ ÍÏ d(β) ïîäãðóïïû H.

Â ãðóïïå G íàðÿäó ñ ïîäãðóïïîé H èìåþòñÿ ïîäîáíûå è èçîìîðôíûå åé
ïîäãðóïïû

H(j) = gjHg
−1
j , h ∈ H, h(j) = gjhg

−1
j ∈ H(j).

Ñîâåðøèâ ïðàâûé ñäâèã ïî ãðóïïå ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà g−1
j (j = 1, 2, . . . , t),

ïåðåïèøåì ðàçëîæåíèå (1.23) ñëåäóþùèì îáðàçîì (çàìåíèâ â íåì èíäåêñ ñóì-
ìèðîâàíèÿ j íà j′′):

G =
t∑

j′′=1

gj′′Hg
−1
j =

t∑
j′′=1

gj′′g
−1
j H(j). (43)

Ñîîòíîøåíèå (1.26) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå ãðóïïû íà ëåâûå ñìåæíûå
êëàññû ïî ïîäãðóïïåH(j) ñ ýëåìåíòàìè gj′′g

−1
j â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé ñìåæ-

íûõ êëàññîâ. Îäíèì èç ñëàãàåìûõ â ýòîì ðàçëîæåíèè ÿâëÿåòñÿ ñàìà ãðóïïà
H(j) (ïðè j′′ = j).

Ðàçëîæåíèå (1.26) è ñîîòíîøåíèå (1.25) ïîçâîëÿþò íàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû èíäóöèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (ÈÏ), ñîîòâåòñòâóþùåé
îïåðàòîðó D̂(g) (g ∈ G) â áàçèñå e

(β)
ij . Äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

îòðàæàåò áëî÷íóþ ñòðóêòóðó ìàòðèö ÈÏ. Êàæäûé áëîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, ýëåìåíòû êîòîðîé íóìåðóþòñÿ ïåðâûì èíäåêñîì áàçèñ-
íîãî âåêòîðà i = 1, 2, . . . , nβ. Âòîðîé æå åãî èíäåêñ j, ñîâïàäàþùèé ñ èíäåêñîì
ïîäïðîñòðàíñòâà L(j), íóìåðóåò áëîêè â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ áëî÷íîé ìàòðèöû
îïåðàòîðà D̂(g).

Ïóñòü g � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G. ×òîáû îïðåäåëèòü, êàê ïðåîá-
ðàçóþòñÿ îðòû ïîäïðîñòðàíñòâà L(j) ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà D̂(g), îáðàòèìñÿ
ê ðàçëîæåíèþ (1.26). Ýëåìåíò g ∈ G âõîäèò â îäèí èç ñìåæíûõ êëàññîâ ýòîãî
ðàçëîæåíèÿ, íàïðèìåð g ∈ gj′′g

−1
j H(j) = gj′′Hg

−1
j , ò.å.

g = gj′′hg
−1
j , h = g−1

j′′ ggj. (44)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòå g è èíäåêñå j îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê ýëåìåíò gj′′, òàê è ýëåìåíò h ∈ H â (1.27).

Ñ ïîìîùüþ (1.24) è (1.25) íàõîäèì

D̂(g) e
(β)
ij = D̂(gj′′) D̂(h) D̂(g−1

j ) e
(β)
ij =

∑
i′

d
(β)
i′i (h) e

(β)
i′j′′. (45)
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Ïåðåïèøåì (1.28) â âèäå

D̂(g) e
(β)
ij =

∑
j′i′

D
[β]
i′j′,ij(g) e

(β)
i′j′ ,

ãäå
D

[β]
i′j′,ij(g) = d

(β)
i′i (g−1

j′′ ggj) δj′j′′ (46)

� ýëåìåíòû ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G, èíäóöèðîâàííîãî ñ ÍÏ d(β)

ïîäãðóïïû H (d(β)(h) ↑ G ≡ D[β](g)).

2.10.3 Õàðàêòåðû èíäóöèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

Ëþáîé âåêòîð ïîäïðîñòðàíñòâà L(j) ïåðåâîäèòñÿ îïåðàòîðîì D̂(g) (g =
gj′′hg

−1
j ) â âåêòîð ïîäïðîñòðàíñòâà L(j′′):

D̂(g) L(j) = L(j′′).

Ïîýòîìó â j-ì ñòîëáöå áëîêîâ ìàòðèöû D[β](g) îòëè÷åí îò íóëÿ ëèøü îäèí
áëîê � j′′-é è îí ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé d(β)(h) = d(β)(g−1

j′′ ggj). Ýòîò îòëè÷íûé
îò íóëÿ áëîê áóäåò äèàãîíàëüíûì â òîì ñëó÷àå, åñëè j′′ = j, ò.å. åñëè g ∈ H(j),
èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, åñëè g−1

j ggj ∈ H.
Ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ äèàãîíàëüíîãî áëîêà â j-ì ñòîëáöå ðàâíà

χ̃
[β]
j (g) =

{
0, åñëè g−1

j ggj /∈ H;

χ(β)(h), åñëè g−1
j ggj ∈ H.

(47)

Ïîýòîìó äëÿ õàðàêòåðà ÈÏ ïîëó÷àåì

χ[β](g) =
t∑

j=1

χ̃
[β]
j (g). (48)

Ïî ýòîé ôîðìóëå ìîæíî âû÷èñëèòü âñå õàðàêòåðû ÈÏ. Åå, îäíàêî, ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü è â äðóãóþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç nS ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êëàññå S ãðóïïû G. Àíàëîãè÷íî
îáîçíà÷èì ÷åðåç ns ïîðÿäîê êëàññà s åå ïîäãðóïïû H. Â êëàññå S ãðóïïû G

êëàññ s åå ïîäãðóïïû H ëèáî íå ñîäåðæèòñÿ, ëèáî ñîäåðæèòñÿ öåëèêîì (îäèí
ðàç).

Ñðåäè nG ýëåìåíòîâ g̃−1gg̃ (g̃ ∈ G ïðîáåãàåò âñþ ãðóïïó) êàæäûé ýëåìåíò
êëàññà S âñòðå÷àåòñÿ nG/nS ðàç, ò.å. èìååòñÿ nG/nS îäèíàêîâûõ íàáîðîâ ýëå-
ìåíòîâ êëàññà S. Â êàæäîì èç íèõ ëèáî èìååòñÿ ns ýëåìåíòîâ êëàññà s ãðóï-
ïû H, ëèáî èõ íåò ñîâñåì. Ïîýòîìó ñðåäè nG ýëåìåíòîâ g̃−1gg̃ ëèáî èìååòñÿ
(nG/nS)ns ýëåìåíòîâ êëàññà s (ïðè s ⊂ S), ëèáî èõ íåò ñîâñåì (ïðè s 6⊂ S).
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Åñëè g−1
j ggj = h ∈ H, òî è

(gjh̃)
−1g (gjh̃) = h̃−1g−1

j ggjh̃ ∈ H.

Êàæäûé èç nH ýëåìåíòîâ ñìåæíîãî êëàññà gjH ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â
ñîâîêóïíîñòè g̃−1gg̃ ýëåìåíòà êëàññà s, åñëè s ⊂ S. Ïîýòîìó ñðåäè t = nG/nH

ýëåìåíòîâ g−1
j ggj (j = 1, 2, . . . , t) ÷èñëî ýëåìåíòîâ êëàññà s ðàâíî

(nG/nH) · (ns/nS), åñëè s ⊂ S;

0, åñëè s 6⊂ S.

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî ôîðìóëà (1.31) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñëåäóþùóþ:

χ
[β]
S =

nG

nHnS

∑
s∈S

nsχ
(β)
s , (49)

ãäå χ(β)
s è χ[β]

S îáîçíà÷àþò õàðàêòåðû ýëåìåíòîâ êëàññà s ãðóïïû H è êëàññà
S ãðóïïû G ñîîòâåòñòâåííî, à ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ëèøü ïî êëàññàì s

ãðóïïû H, ñîäåðæàùèìñÿ â êëàññå S ãðóïïû G.
Ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû èíäóöèðîâàííî åäèíè÷íûì (òîæäåñòâåí-

íûì) ïðåäñòàâëåíèåì åå òðèâèàëüíîé ïîäãðóïïû ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñîñòîÿùåé
èç åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà. Â ðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè ãðóïïû êàæäîå åå ÍÏ
ñîäåðæèòñÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî ðàçìåðíîñòü.

2.10.4 Òåîðåìà âçàèìíîñòè Ôðîáåíèóñà

ÈÏ ÷àùå âñåãî ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì. Íàïèøåì åãî ðàçëîæåíèå ïî ÍÏ
D(α)(g) ãðóïïû G:

D[β](g) =
∑

α

r[β]
α D(α)(g).

×èñëî r[β]
α âõîæäåíèé ïðåäñòàâëåíèÿ D(α)(g) â ïðåäñòàâëåíèå D[β](g) ðàâíî

r[β]
α = n−1

G

∑
g∈G

(χ(α)(g))∗ χ[β](g).

Ïîäñòàâèì χ[β](g) â âèäå (1.31) è ó÷òåì, ÷òî χ̃[β]
j (g) îòëè÷íî îò íóëÿ ëèøü íà

ýëåìåíòàõ g = gjhg
−1
j ∈ H(j) (ñì. 1.30):

r[β]
α = n−1

G

t∑
j=1

∑
g∈H(j)

(χ(α)(g))∗ χ(β)(g−1
j ggj) =

= n−1
G

∑
j

∑
g∈G

(χ(α)(gjhg
−1
j ))∗ χ[β](h).
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Òàê êàê õàðàêòåðû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ðàâíû, îòäåëüíûå ñëàãàåìûå ñóì-
ìû ïî j ôàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò ýòîãî çíà÷êà, à ÷èñëî ÷ëåíîâ ýòîé ñóììû
t = nG/nH . Ïîýòîìó

r[β]
α = n−1

G ·
nG

nH

∑
h∈H

(χ(α)(h))∗ χ(β)(h) = r
(α)
β .

×èñëî r(α)
β � òî æå, ÷òî è â (1.22). Ýòî æå âûðàæåíèå äëÿ r

[β]
α ïîëó÷èòñÿ,

ðàçóìååòñÿ, è ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû (1.32) äëÿ õàðàêòåðà ÈÏ.
Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû âçàèìíîñòè Ôðîáåíèóñà:

ïðåäñòàâëåíèåD[β] ãðóïïû G, èíäóöèðîâàííîå ÍÏ d(β) åå ïîäãðóïïû H, ñòîëü-
êî ðàç (r

[β]
α ) ñîäåðæèò ÍÏ D(α) ãðóïïû G, ñêîëüêî ðàç (r

(α)
β ) îãðàíè÷åíèå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ D(α) íà ïîäãðóïïó H ñîäåðæèò åå ÍÏ d(β). Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñîñòàâ (÷èñëà r[β]

α ) ÈÏ ïî õàðàêòåðàì ÍÏ ãðóïïû è åå
ïîäãðóïïû.

2.11 Ïîñòðîåíèå ñèììåòðèçîâàííîãî áàçèñà

Ïóñòü îðòû e′j ïðîñòðàíñòâà L îáðàçóþò áàçèñ íåêîòîðîãî ïðèâîäèìîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ D̂(g) ðàçìåðíîñòè nL ãðóïïû G.

D̂(g)e′j =

nL∑
j′=1

Dj′j(g)e
′
j′.

Ïî åãî õàðàêòåðàì χ(g) ìîæíî îïðåäåëèòü, ñêîëüêî ðàç ñîäåðæèòñÿ â í¼ì
êàæäîå ÍÏ D(α)(g) ãðóïïû G (35). Ïîñòðîåíèå ñèììåòðèçîâàííîãî áàçèñà, ò.å.
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé îðòîâ e′j, ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïî ÍÏ , ìîæíî îñóùåñòâèòü
ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ

P̂
(α)
ij =

nα

nG

∑
g∈G

(D
(α)
ij (g))∗D̂(g). (50)

Ïîäåéñòâóåì ýòèì îïåðàòîðîì íà îðò e(β)
j′ ïðîñòðàíñòâà ÍÏ D(β)(g) ãðóïïû G

è âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì îðòîãîíàëüíîñòè (31):

P̂
(α)
ij e

(β)
j′ =

nα

nG

∑
g∈G

(D
(α)
ij (g))∗

∑
j′′

D
(β)
j′′j′(g)e

(β)
j′′ = δαβδjj′e

(α)
i .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà P̂ (α)
ij íà îðò e′j′

P̂
(α)
ij e′j′ =

nα

nG

∑
g∈G

nL∑
j′′=1

(D
(α)
ij (g))∗Dj′′j′(g)e

′
j′′

ïîëó÷èòñÿ ëèáî íîëü, ëèáî âåêòîð, ïðîïîðöèîíàëüíûé e(α)
i .
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Åñëè ïðåäñòàâëåíèå α ñîäåðæèòñÿ â D(g) rα > 1 ðàç, òî èç îðòîâ e′j′,
(j′ = 1, 2, . . . nL) ìîæíî ñîñòàâèòü rα íåçàâèñèìûõ íàáîðîâ âåêòîðîâ, ïðåîá-
ðàçóþùèõñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ α. ×òîáû ïîëó÷èòü èõ âñå, ìîæíî äåéñòâîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðèìåíèì îïåðàòîð P̂ (α)
11 ïîî÷åð¼äíî êî âñåì îðòàì e′j. Êàæäûé ðàç ïðè ïî-

ëó÷åíèè íåíóëåâîãî ðåçóëüòàòà ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè âíîâü ïîëó÷åííûé âåê-
òîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûì îò ðàíåå ïîñòðîåííûõ ïåðâûõ îðòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ
α. Åñëè ýòîò âåêòîð ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íèõ, òî äåéñòâóåì îïåðàòîðîì
P̂ α

11 íà ñëåäóþùèé îðò èç èñõîäíîãî áàçèñà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îðòîãîíàëè-
çóåì åãî ê ðàíåå íàéäåííûì è íîðìèðóåì íà åäèíèöó. Ýòó ïðîöåäóðó ïðîäîë-
æàåì äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì âñå rα ïåðâûõ âåêòîðîâ e

(α)
1µ (µ = 1, 2, . . . rα)

ïðåäñòàâëåíèÿ α. Ïî ïîñòðîåíèþ îíè îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó
(e

(α)
1µ , e

(α)
1µ′) = δµµ′ (µ, µ′ = 1, 2, . . . rα).

Äàëåå äîñòðàèâàåì ê ïåðâûì îðòàì îñòàëüíûå ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ P̂ (α)
i1 :

e
(α)
iµ = P̂

(α)
i1 e

(α)
1µ , i = 1, 2, . . . nα, µ = 1, 2, . . . rα.

Âûïîëíèâ òàêîå ïîñòðîåíèå äëÿ âñåõ ÍÏ α, âõîäÿùèõ â ïðåäñòàâëåíèå D(g),
ïîëó÷èì â ïðîñòðàíñòâå L îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó îðòîâ

(e
(α)
iµ , e

(α′)
i′µ′ ) = δαα′δii′δµµ′,

ïðè÷¼ì îðòû ñ ôèêñèðîâàííûìè α è µ îáðàçóþò â í¼ì èíâàðèàíòíûå îòíîñè-
òåëüíî îïåðàòîðîâ D̂(g) ïîäïðîñòðàíñòâà L(α)

µ .
Îïåðàòîð

P̂ (α) =
∑

i

P̂
(α)
ii =

nα

nG

∑
g∈G

(χ(α)(g))∗D̂(g) (51)

îñòàâëÿåò íåèçìåííûì ëþáîé áàçèñíûé âåêòîð, ïðåîáðàçóþùèéñÿ ïî ïðåäñòàâ-
ëåíèþ α, è îáðàùàåò â íóëü âñå îñòàëüíûå:

P̂ (α)e
(β)
iµ = δαβe

(α)
iµ

ò. å. ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî ÍÏ α. Åñëè
ïðåäñòàâëåíèå α âõîäèò rα > 1 ðàç, òî ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà P̂ (α) ìîæíî âû-
äåëèòü â ïðîñòðàíñòâå L ïðèâîäèìîå ïîäïðîñòðàíñòâî

L(α) =

rα∑
µ=1

L(α)
µ .

Äàëüíåéøåå ðàçáèåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà L(α) íà íåïðèâîäèìûå òðåáóåò çíàíèÿ
ìàòðèö ÍÏ D(α)(g) è ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ P̂ (α)

ij (50).
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2.12 Ñèììåòðèÿ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí

Âîëíîâûå ôóíêöèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòå-
ìû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà:

Ĥ(r)ψ(r) = Eψ(r).

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé îäíîé ÷àñòèöû, êîãäà ôóíêöèÿ ψ çà-
âèñèò òîëüêî îò å¼ êîîðäèíàòû r. Ïðè äâèæåíèè (âðàùåíèè èëè îòðàæåíèè â
ïëîñêîñòè) g âñåãî ïðîñòðàíñòâà êàê öåëîãî òî÷êà g−1r âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè ψ(g−1r) ïåðåéä¼ò â ïîëîæåíèå òî÷êè r. Â íåïîäâèæ-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ôóíêöèÿ ψ(r) â ðåçóëüòàòå äâèæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà g
ïðåîáðàçóåòñÿ â ôóíêöèþ ψ̃(r) = ψ(g−1r), à óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ïðèìåò
âèä

Ĥ(g−1r)ψ(g−1r) = Eψ(g−1r).

Ãîâîðÿò, ÷òî g åñòü îïåðàöèÿ ñèììåòðèè ãàìèëüòîíèàíà, åñëè Ĥ(g−1r) = Ĥ(r).
Ìíîæåñòâî îïåðàöèé ñèììåòðèè ãàìèëüòîíèàíà îáðàçóåò ãðóïïó G. Êàæäîé
îïåðàöèè g ∈ G ñîïîñòàâèì îïåðàòîð D̂(g), äåéñòâóþùèé â ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ôóíêöèé ψ(r):

D̂(g)ψ(r) = ψ(g−1r).

Îïåðàòîðû D̂(g) ëèíåéíû, à ñîîòâåòñòâèå g → D̂(g) ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ãðóïïî-
âîì óìíîæåíèè:

D̂(g2)D̂(g1)ψ(r) = D̂(g2)ψ(g−1
1 r) = ψ(g−1

1 g−1
2 r) = ψ((g2g1)

−1r).

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðû D̂(g) îáðàçóþò ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G. Åñëè g ∈
G � îïåðàöèÿ ñèììåòðèè ãàìèëüòîíèàíà Ĥ(r), òî

ĤD̂(g)ψ(r) = Ĥ(r)ψ(g−1r) = Eψ(g−1r) = D̂(g)Eψ(r) = D̂(g)Ĥψ(r).

Ñîîòíîøåíèå ĤD̂(g)ψ = D̂(g)Ĥψ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ñîáñòâåííîé ôóíê-
öèè îïåðàòîðà Ĥ è äëÿ ëþáîé èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, ò. å. äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ãàìèëüòîíèàíà Ĥ. Ïî-
ýòîìó ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî:

D̂(g)Ĥ = ĤD̂(g), g ∈ G, (52)

ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæàþùåå ñèììåòðèþ ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû. Âûïîëíåíèå
êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (52) òîëüêî äëÿ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû îáåñïå÷è-
âàåò èõ âûïîëíåíèå äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû. Ýòî âåðíî íå òîëüêî äëÿ êî-
íå÷íûõ, íî è äëÿ íåïðåðûâíûõ ãðóïï. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü G (g({α}) ∈ G)
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åñòü r-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè ãàìèëüòîíèàíà ñèñòå-
ìû. Äëÿ åå ïðåäñòàâëåíèé âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (52). Äèôôåðåíöèðóÿ
åãî ïî αl (l = 1, 2, ..., r) è ïîëàãàÿ {α} = 0, ïîëó÷àåì

ÂlĤ = ĤÂl, (53)

ãäå

Âl =
∂D̂(g)

∂αl

∣∣∣∣∣
{α}=0

, (l = 1, 2, ..., r)

� èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ D̂(g(α)) ãðóïïû G.
Òàê æå êàê äëÿ ýëåìåíòîâ ñàìîé ãðóïïû G (ñì. (18)), äëÿ îïåðàòîðîâ ïðåä-

ñòàâëåíèÿ íåïðåðûâíîé ãðóïïû D̂(g) ëåãêî ïîëó÷èòü èõ âûðàæåíèå ÷åðåç èí-
ôèíèòåçèìàüíûå îïåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ Âl:

D̂(g) = exp

(∑
l

Âlαl

)
. (18a)

Ââîäÿ îïåðàòîðû B̂l = iÂl, êîòîðûå òàêæå êîììóòèðóþò ñ Ĥ, óáåäèìñÿ,
÷òî ýòè îïåðàòîðû ýðìèòîâû, åñëè ïðåäñòàâëåíèå D̂(g) � óíèòàðíî. Äëÿ èí-
ôèíèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì (Ê = D̂(g)+D̂(g))

Ê = (Ê − i
∑

l

B̂+
l αl + ...)(Ê + i

∑
l

B̂lαl + ...) = Ê + i
∑

l

(Bl −B+
l )αl + ... ,

îòêóäà
B̂+

l = B̂l.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ôèçè÷åñêèì âåëè÷èíàì ñîïîñòàâëÿþòñÿ ýðìèòîâñêèå
îïåðàòîðû, à îïåðàòîðû, êîììóòèðóþùèå ñ ãàìèëüòîíèàíîì, ñîîòâåòñòâóþò
ñîõðàíÿþùèìñÿ ôèçè÷åñêèì âåëè÷èíàì. Ñèììåòðèÿ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû îò-
íîñèòåëüíî r-ïàðàìåòðè÷åñêîé íåïðåðûâíîé ãðóïïû ïðèâîäèò ê çàêîíó ñîõðà-
íåíèÿ r ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.

2.13 Òåîðåìà Âèãíåðà

Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå L ñèììåòðèçîâàííûé áàçèñ � φ
(α)
iµ (r). Â ýòîì áàçèñå

ìàòðèöû îïåðàòîðîâ D̂(g) = ĝ èìåþò êâàçèäèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó (26)

Diαµ,jβν(g) = D
(α)
ij (g)δαβδµν. (54)

Çàïèøåì îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî (52) â âûáðàííîì áàçèñå, èñïîëüçóÿ âèä (54)
ìàòðèö îïåðàòîðîâ D̂(g):∑

i′

Hiαµ,i′βνD
(β)
i′j (g) =

∑
i′

D
(α)
ii′ (g)Hiαµ,i′βν,
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èëè
Hαµ,βνD

(β)(g) = D(α)(g)Hαµ,βν,

ãäå Hαµ,βν � ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè (Hαµ,βν)ij ≡ Hiαµ,jβν.
Ïî ëåììàì Øóðà

Hαµ,βν = H(α)
µν · E ïðè β = α

è
Hαµ,βν = 0 ïðè β 6= α,

ò. å. â ñèììåòðèçîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû èìååò êâà-
çèäèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó (òåîðåìà Âèãíåðà):

Hiαµ,jβν = H(α)
µν δijδαβ.

Áëîê H(α) ïîñòðîåí èç ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ãàìèëüòîíèàíà

H(α)
µν =

∫
φ

(α)∗
iµ (r)Ĥφ

(α)
iν (r)dr,

íå çàâèñèò îò èíäåêñà i = 1, 2, . . . nα è ïîâòîðåí â ìàòðèöå ãàìèëüòîíèàíà nα

ðàç. Â ñèììåòðèçîâàííîì áàçèñå äèàãîíàëèçàöèÿ ìàòðèöû H ñâîäèòñÿ ê äèà-
ãîíàëèçàöèè å¼ äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ. Êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû
H(α) ïîâòîðåíî â îáùåì ñïèñêå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ãàìèëüòîíèàíà Ĥ nα

ðàç. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ĥ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå îäíîìó è òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
îäíîãî èç ÍÏ ãðóïïû ñèììåòðèè G ãàìèëüòîíèàíà, à äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðàòíî-
ñòè âûðîæäåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ðàçìåðíîñòü íåïðè-
âîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîé ãðóïïû. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ĥ êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî ÍÏ åãî ãðóïïû
ñèììåòðèè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Øð¼äèíãåðà â òåîðèè
ìîëåêóë è êðèñòàëëîâ ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçóþò êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà
(íàïðèìåð, îáðàçîâàííûå ôóíêöèÿìè àòîìîâ ìîëåêóëû èëè êðèñòàëëà). Ïðè
ïåðåõîäå ê ñèììåòðèçîâàííîìó áàçèñó çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äèàãîíàëèçàöèè ìàò-
ðèö H(α), ïîðÿäîê êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå îáùåãî ÷èñëà ôóíöêèé â èñ-
õîäíîì áàçèñå, à èç nα áëîêîâ H(α) ìàòðèöû H, îòíîñÿùèõñÿ ê ÍÏ α, äîñòà-
òî÷íî äèàãîíàëèçîâàòü ëèøü îäèí.

2.14 Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèé

Ïóñòü D̂(1)(g) è D̂(2)(g) � ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G, ðåàëèçóþùèåñÿ â ïðî-
ñòðàíñòâàõ L(1)

n1 è L(2)
n2 (χ(1)(g) è χ(2)(g) � õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèé):

D̂(1)(g)e
(1)
i =

n1∑
i′=1

D
(1)
i′i (g)e

(1)
i′ ,
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D̂(2)(g)e
(2)
j =

n2∑
j′1

D
(2)
j′j (g)e

(2)
j′ .

Îáðàçóåì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ Ln1n2
= L

(1)
n1 × L

(2)
n2 , â êîòîðîì â

êà÷åñòâå áàçèñà èñïîëüçóþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû îðòîâ eij = e
(1)
i e

(2)
j . Îïðåäå-

ëèì â ïðîñòðàíñòâå Ln1n2
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ D̂(1)(g) è D̂(2)(g) �

îïåðàòîðû D̂(g) = D̂(1)(g)× D̂(2)(g), äåéñòâèå êîòîðûõ íà îðòû ïðîñòðàíñòâà
Ln1n2

çàäàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D̂(g)eij ≡ D̂(1)(g)e
(1)
i · D̂

(2)(g)e
(2)
j =

=

n1∑
i′=1

n2∑
j′=1

D
(1)
i′i (g)D

(2)
j′j (g)e

(1)
i′ e

(2)
j′ =

n1∑
i′=1

n2∑
j′=1

Di′j′,ij(g)ei′j′.

Îïðåäåëèì ìàòðèöó D(g), ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðîé íóìåðóþòñÿ äâîéíûì
èíäåêñîì (ñíà÷àëà ïðîáåãàåò âñå ñâîè çíà÷åíèÿ âòîðîé èíäåêñ ïðè ôèêñèðî-
âàííîì çíà÷åíèè ïåðâîãî, çàòåì ïîâûøàåòñÿ çíà÷åíèå ïåðâîãî è îïÿòü âòîðîé
èíäåêñ ïðîáåãàåò âñå ñâîè çíà÷åíèÿ è ò.ä.: 11, 12, ..., 1n2, 21, 22, ..., 2n2, ..., n1n2):

Di′j′,ij(g) = D
(1)
i′i (g)D

(2)
j′j (g).

Ìàòðèöà D(g) ≡ D(1)(g)×D(2)(g) íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö
D(1)(g) è D(2)(g). Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðà-
òîðû D̂(g) (ìàòðèöû D(g)) îáðàçóþò ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G, êîòîðîå íà-
çûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïðåäñòàâëåíèé D̂(1)(g) è D̂(2)(g) (D(1)(g) è
D(2)(g)). Åãî õàðàêòåðû χ(g) = χ(1)(g)χ(2)(g).

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ÍÏ D(α)(g) è D(β)(g), âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèâîäèìî. Åãî
ðàçëîæåíèå íà ÍÏ ãðóïïû G

D(α)(g)×D(β)(g) =
∑

γ

r(αβ)
γ D(γ)(g)

íîñèò íàçâàíèå ðàçëîæåíèÿ Êëåáøà-Ãîðäàíà. Êîýôôèöèåíòû r
(αβ)
γ ðàçëîæå-

íèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû îáû÷íûì îáðàçîì (35):

r(αβ)
γ =

1

nG

∑
g∈G

(χ(γ)(g))∗χ(g) =
1

nG

∑
g∈G

(χ(γ)(g))∗χ(α)(g)χ(β)(g).

Ïåðåõîä îò îðòîðîðìèðîâàííîãî áàçèñà e(αβ)
ij = e

(α)
i e

(β)
j ê íîâîìó îðòîíîð-

ìèðîâàííîìó áàçèñó, îðòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûå âåêòîðû e
(γ)
kµ (k =

1, 2, . . . nγ, µ = 1, 2, . . . r
(αβ)
γ ) ÍÏD(γ)(g), îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîé

ìàòðèöû
e
(γ)
kµ =

∑
ij

(α, i; β, j|γ, k, µ)e
(α)
i e

(β)
j .

×èñëà (α, i; β, j|γ, k, µ) íîñÿò íàçâàíèå êîýôôèöèåíòîâ Êëåáøà-Ãîðäàíà.
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2.15 Ñèììåòðèçîâàííûé è àíòèñèììåòðèçîâàííûé êâàäðàòû

ïðåäñòàâëåíèÿ

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ D̂(g) ãðóïïû G (g ∈ G) ðàçìåðíîñòè
n ñ õàðàêòåðàìè χ(g) íà ñàìîãî ñåáÿ äà¼ò ïðåäñòàâëåíèå D̂(g) = D̂(g)× D̂(g)

ðàçìåðíîñòè n2 ñ õàðàêòåðàìè χ2(g). Ïóñòü e(1)
i è e(2)

j (i, j = 1, 2, ..., n) � íåçà-

âèñèìûå áàçèñû â ïðîñòðàíñòâàõ L(1)
n è L

(2)
n , ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî ïðåäñòàâ-

ëåíèþ D̂(g). Â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ Ln2 = L
(1)
n × L

(2)
n ñ áàñèñ-

íûìè îðòàìè eij = e
(1)
i e

(2)
j ðåàëèçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöàìè Di′j′,ij(g) =

Di′i(g)Dj′j(g). Ïåðåéä¼ì ê íîâîìó áàçèñó ýëåìåíòîâ, n+ = 1
2n(n+1) ñèììåòðè-

çîâàííûõ è n− = 1
2n(n−1) àíòèñèììåòðèçîâàííûõ ïî ïåðåñòàíîâêàì èíäåêñîâ:

e
(±)
ij = eij ± eji = e

(1)
i e

(2)
j ± e

(1)
j e

(2)
i , e

(±)
ji = ±e(±)

ij . (55)

Ïðè äåéñòâèè íà íèõ îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷àåì

D̂(g)e
(±)
ij =

∑
i′j′

Di′j′,ij(g)e
(±)
i′j′ =

∑
i′j′

Di′i(g)Dj′j(g)e
(±)
i′j′ . (56)

Ñèììåòðèçîâàííûå e(+)
ij è àíòèñèììåòðèçîâàííûå e(−)

ij ïî ïåðåñòàíîâàì èíäåê-
ñîâ áàçèñíûå âåêòîðû îáðàçóþò â Ln2 èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ
D̂(g) ïîäïðîñòðàíñòâà Ln+

è Ln− ñîîòâåòñòâåííî. ×òîáû íàéòè õàðàêòåðû ðå-
àëèçóþùèõñÿ â íèõ ïðåäñòàâëåíèé, âîñïîëüçóåìñÿ ñèììåòðèåé è àíòèñèììåò-
ðèåé â îòíîøåíèè ïåðñcòàíîâêè èíäåêñîâ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ (55), ïåðåïèøåì
(56) â âèäå

D̂(g)e
(±)
ji =

∑
i′j′

Dj′j(g)Di′i(g)e
(±)
j′i′ = ±

∑
i′j′

Di′j(g)Dj′i(g)e
(±)
i′j′ (57)

è ðàññìîòðèì ïîëóñóììó è ïîëóðàçíîñòü (56) è (57). Èìåÿ â âèäó, ÷òî 1
2(e

(±)
ij ±

e
(±)
ji ) = e

(±)
ij , ïîëó÷èì

D̂(g)e
(±)
ij =

1

2

∑
i′j′

(Di′i(g)Dj′j(g)±Di′j(g)Dj′i(g))e
(±)
i′j′ =

∑
i′j′

D
(±)
i′j′,ij(g)e

(±)
i′j′ .

Îòñþäà äëÿ õàðàêòåðîâ èìååì

χ(±)(g) =
1

2

∑
ij

(Djj(g)Dii(g)±Dij(g)Dji(g)) =
1

2
(χ2(g)± χ(g2)). (58)

Õàðàêòåð ñèììåòðèçîâàííîãî êâàäðàòà ïðåäñòàâëåíèÿ îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ
χ(+)(g) ≡ [χ]2(g), à àíòèñèììåòðèçîâàííîãî � χ(−)(g) ≡ {χ}2(g) Åñëè ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèé ñòðîèòü íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ îäíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ (e(2)

i = e
(1)
i , eij = e

(1)
i e

(1)
j ), òî èç íèõ ìîæíî ïîñòðîèòü òîëüêî ñèììåòðè-

çîâàííûå ïî ïåðåñòàíîâêàì èíäåêñîâ ýëåìåíòû, à ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
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ïðåäñòàâëåíèÿ áóäåò ðàâíà 1
2n(n + 1). Ñèììåòðèçîâàííûå è àíòèñèììåòðè-

çîâàííûå ñòåïåíè ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êàê ïðàâèëî ïðèâîäèìûìè è èõ
ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ïðîâîäèòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì (35).

2.16 Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ãðóïï

Ïóñòü îïåðàòîðû D̂(αi)(g(i)) îáðàçóþò ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Gi ñ õàðàêòå-
ðàìè χ(αi)(g(i)) (g(i) ∈ Gi, i = 1, 2). Ïðÿìîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
îïåðàòîðû D̂(α1)(g(1))× D̂(α2)(g(2)) îáðàçóþò ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G1×G2 �
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï G1 è G2. Õàðàêòåð ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâåí
χ(α1,α2)(g(1)g(2)) = χ(α1)(g(1))χ(α2)(g(2)). Åñëè ïðåäñòàâëåíèÿ D(αi)(g(i)) íåïðè-
âîäèìû, òî ïîëó÷àåòñÿ òàêæå ÍÏ D(α1)(g(1)) × D(α2)(g(2)) ãðóïïû G1 × G2.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ê íåìó êðèòåðèé íåïðèâîäèìîñòè (36), ïîëó÷àåì∑

g(1)g(2)∈G1×G2

|χ(α1,α2)(g(1)g(2))|2 =

=
∑

g(1)∈G1

|χ(α1)(g(1))|2
∑

g(2)∈G2

|χ(α2)(g(2))|2 = nG1
nG2

= nG1×G2
.

Ïåðåìíîæàÿ âñå ν1 íåýêâèâàëåíòíûõ ÍÏ ãðóïïû G1 íà âñå ν2 íåýêâèâàëåíò-
íûõ ÍÏ ãðóïïû G2, ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì ν1ν2 íåýêâèâàëåíòíûõ ÍÏ
ãðóïïû G1×G2. Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G1×G2 èñ÷åðïûâàþò âñå å¼ íåýê-
âèâàëåíòíûå ÍÏ, òàê êàê èõ ÷èñëî ν1ν2 ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êëàññîâ â ãðóïïå.

2.17 Êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííîå ïðåäñòàâëåíèå

Ïóñòü D̂(g) � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Ln, à ei � êîìïëåñíûå áàçèñíûå îðòû â Ln. Îïðåäåëèì îïåðàòîð D̂∗(g),
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîðó D̂(g), ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D̂∗(g)e∗i = (D̂(g)ei)
∗ =

∑
i′

D∗i′i(g)e
∗
i′.

Îïåðàòîðû D̂∗(g) (ìàòðèöû D∗(g)) òàêæå îáðàçóþò ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G.
Îíî íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûì ïðåäñòàâëåíèþ D̂(g), à åãî õàðàê-
òåðû � χ∗(g).

Åñëè χ∗(g) 6= χ(g) (ñðåäè ÷èñåë χ(g), g ∈ G èìåþòñÿ êîìïëåêñíûå), òî
ïðåäñòàâëåíèå D̂∗(g)(D∗(g)) íåýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ D̂(g)(D(g)). Åñëè
χ∗(g) = χ(g), òî ïðåäñòàâëåíèå D(g) è D∗(g) ýêâèâàëåíòíû

D∗(g) = A−1D(g)A. (59)
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Â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ÍÏ D(α)(g)× (D(β)(g))∗ åäèíè÷íîå ÍÏ ñîäåðæèòñÿ
(è ïðèòîì òîëüêî îäèí ðàç) òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà β = α:

r1 =
1

nG

∑
g∈G

χ(α)(g)(χ(β)(g))∗ · 1 = δαβ.

Â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ D(α) × (D(α))∗ ëåãêî âûäåëèòü îðò, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé åäèíè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ �

∑
i

e
(α)
i (e

(α)
i )∗ (e(α)

i è (e
(α)
i )∗ � îðòû â

ïðîñòðàíñòâàõ ïðåäñòàâëåíèé D̂(α)(g) è D̂(α)∗(g)).

2.18 Âåùåñòâåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Ïðåäñòàâëåíèå, ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèþ ñ âåùåñòâåííûìè ìàòðèöà-
ìè, íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì. Äëÿ âåùåñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöà A
â ñîîòíîøåíèè (59) ñèììåòðè÷íà (A = AT ), äëÿ íåâåùåñòâåííîãî � àíòèñèì-
ìåòðè÷íà (A = −AT ).

Ïî õàðàêòåðàì ÍÏ êîíå÷íîé ãðóïïû ìîæíî óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïðåä-
ñòàâëåíèå âåùåñòâåííûì (êðèòåðèé âåùåñòâåííîñòè):.

1

nG

∑
g∈G

χ(g2) =


1 D(g) � âåùåñòâåííîå (A = AT ),

0 D(g) íåýêâèâàëåíòíî D∗(g),

−1
D(g) ýêâèâàëåíòíî D∗(g),

íî íåâåùåñòâåííî (A = −AT ).

2.19 Èíâåðñèÿ âðåìåíè

Åñëè ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû âåùåñòâåí, òî ïåðåõîä âî âðåìåííîì óðàâíåíèè
Øð¼äèíãåðà ê êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííîìó óðàâíåíèþ ñ îäíîâðåìåííûì èçìå-
íåíèåì çíàêà âðåìåíè

i~ =
∂ψ(r, t)

∂t
= Ĥψ(r, t)→ i~

∂ψ∗(r,−t)
∂t

= Ĥψ∗(r,−t)

ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèè ψ(r, t) è ψ∗(r,−t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîãî è òîãî
æå óðàâíåíèÿ. Â ïðèìåíåíèè ê íåçàâèñÿùèì îò âðåìåíè âîëíîâûì ôóíêöèÿì
ψ(r) ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé àíàëîãè÷íàÿ ñèììåòðèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî
ôóíêöèè ψ(r) è ψ(r)∗ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîãî è òîãî æå ñòàöèîíàðíîãî
óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà:

Ĥψ(r) = Eψ(r), Ĥψ∗(r) = Eψ∗(r).

Ïîýòîìó îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ K̂ψ(r) = ψ∗(r) íàçûâàþò îïåðà-
öèåé èíâåðñèè âðåìåíè (â òîì ñëó÷àå, êîãäà Ĥ âåùåñòâåí).
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Ïóñòü ψi (i = 1, 2, . . . n) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè âåùåñòâåííîãî ãàìèëüòî-
íèàíà, ïðèíàäëåæàùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ E è îáðàçóþùèå áàçèñ óíèòàð-
íîãî ÍÏ D̂(g) åãî ãðóïïû ñèììåòðèè G (g ∈ G)

D̂(g)ψi =
n∑

i′=1

Di′i(g)ψi′, D̂(g)ψ = ψD(g) (60)

(ψ � ñòðîêà ôóíêöèé ψi). Ôóíêöèè K̂ψi = ψ∗i òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
ôóíêöèÿìè òîãî æå ãàìèëüòîíèàíà, ïðèíàäëåæàùèìè òîìó æå ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ E, íî îáðàçóþùèìè áàçèñ ÍÏ D̂∗(g) ãðóïïû G.

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:
à) ôóíêöèè ψi è K̂ψi ëèíåéíî çàâèñèìû è ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ýêâèâàëåíòíûì

ÍÏ (χ(g) = χ∗(g));
á) ôóíêöèè ψi è K̂ψi ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ïðåîáðàçóþòñÿ ïî íåýêâèâà-

ëåíòíûì ÍÏ (χ(g) 6= χ∗(g));
â) ôóíêöèè ψi è K̂ψi ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ýêâèâàëåíò-

íûì ÍÏ (χ(g) = χ∗(g)).
Â ñëó÷àÿõ á) è â) ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ E ñîîòâåòñòâóþò 2n ñîñòîÿíèé

ψi è Kψi, îáðàçóþùèõ áàçèñ îáúåäèíåíèÿ ÍÏ D̂(g) è D̂∗(g). Ñëåäîâàòåëüíî,
óðîâåíü E èìååò âäâîå áîëüøóþ êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ òîé,
êîòîðàÿ ñëåäóåò èç îäíîé òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèè ñèñòåìû.

Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ôóíêöèé ψi è K̂ψi â ñëó÷àå á) ñëåäóåò èç íåýêâè-
âàëåíòíîñòè ÍÏ, ïî êîòîðûì îíè ïðåîáðàçóþòñÿ. Â òàáëèöå õàðàêòåðîâ ÍÏ
ãðóïï ñèììåòðèè ìîëåêóë êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûå ÍÏ ôîðìàëüíî îáúåäè-
íÿþò â îäíî ïðåäñòàâëåíèå è íàçûâàþò åãî ôèçè÷åñêè íåïðèâîäèìûì.

Â ñëó÷àå à) è â) ÍÏ D(g) è D∗(g) ýêâèâàëåíòíû (59). Åñëè ôóíêöèè ψ

ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ÍÏ D̂(g) (60), òî ôóíêöèè ψ̃ = ψA (òàê æå êàê è K̂ψ)
ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ÍÏ D∗(g):

D̂(g)ψ̃ = D̂(g)ψA = ψD(g)A = ψAA−1D(g)A = ψ̃D∗(g).

Ñ÷èòàÿ ôóíêöèè ψA è K̂ψ îáðàçóþùèìè îðòîíîðìèðîâàííûå íàáîðû,
ïðåäïîëîæèì èõ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü:

K̂ψ = λψA, |λ|2 = 1. (61)

Îòñþäà
K̂2ψ = ψ = K̂(λψA) = λ∗(K̂ψ)A∗ = λ∗λψAA∗ = ±ψ,

òàê êàê äëÿ óíèòàðíîé ìàòðèöû A èç A = ±AT ñëåäóåò A∗ = ±A−1.
Åñëè ÍÏ D(g) íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, òî ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå

(ψ = −ψ) äîêàçûâàåò îøèáî÷íîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ (61) è îçíà÷àåò ëèíåéíóþ
íåçàâèñèìîñòü ôóíêöèé K̂ψ è ψA, à çíà÷èò, è ôóíêöèé K̂ψ è ψ.
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Âåùåñòâåííîñòü ÍÏ ñîâìåñòèìà ñ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ ôóíêöèé K̂ψ è
ψA (K̂ψ è ψ), õîòÿ îíè ìîãóò è íå áûòü òàêîâûìè. Åñëè ôóíêöèè K̂ψ è ψA
� íåçàâèñèìûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñ îäíèì è òåì æå ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèåì íåêîòîðîãî âåùåñòâåííîãî ãàìèëüòîíèàíà è ïðåîáðàçóþòñÿ ïî îäíîìó è
òîìó æå âåùåñòâåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ, òî ýòî äîáàâî÷íîå âûðîæäåíèå êëàñ-
ñèôèöèðóåòñÿ êàê ñëó÷àéíîå (îíî íå îáóñëîâëåíî íè ïðîñòðàíñòâåííîé, íè
âðåìåííîé ñèììåòðèåé).

2.20 Âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

1. ×òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû?
2. ×òî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ?
3. ×åì îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ?
4. ×òî íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ïðåäñòàâëåíèÿ?
5. Êàê ïðåîáðàçóþòñÿ áàçèñíûå îðòû ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ?
6. Êàê ïðåîáðàçóþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ

ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ?
7. Êàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì äàííîìó?
8. Êàê èçìåíÿþòñÿ ìàòðèöû îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðè ïåðåõîäå ê íî-

âîìó áàçèñó?
9. Ïîêàçàòü âçàèìíîñòü è òðàíçèòèâíîñòü ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåä-

ñòàâëåíèé.
10. Êàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì?
11. Êàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ òî÷íûì?
12. Êàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì?
13. Êàê ïðåîáðàçóþòñÿ îðòû â òð¼õìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, íà-

ïðàâëåííûå ïî êîîðäèíàòíûì, îñÿì ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû C3v?

14. Êàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì (ïðèâîäèìûì)?
15. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ Ln îðòîãîíàëüíîå äîïîë-

íåíèå Ln−k ê ïîäïðîñòðàíñòâó Lk, èíâàðèàíòíîìó îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ
ïðåäñòàâëåíèÿ, ñàìî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî íèõ.

16. Êàêîé âèä èìåþò ìàòðèöû ïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â áàçèñå, îðòû
êîòîðîãî ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ÍÏ ãðóïïû G?

17. Êàê çàïèñûâàåòñÿ ðàçëîæåíèå ïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà íåïðèâî-
äèìûå?

18. Ïîñòðîèòü âñå íåýêâèâàëåíòíûå ÍÏ ãðóïïû C3v. Ïðèâîäèìî ëè âåêòîð-
íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû C3v?
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19. Ñôîðìóëèðóéòå ïåðâóþ è âòîðóþ ëåììû Øóðà.
20. Ïîëüçóÿñü ëåììàìè Øóðà, ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ

ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ÍÏ.
21. Íàïèøèòå ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ óíè-

òàðíûõ ÍÏ.
22. ×òî òàêîå õàðàêòåð ýëåìåíòà â ïðåäñòàâëåíèè?
23. ×òî íàçûâàþò õàðàêòåðàìè ïðåäñòàâëåíèÿ?
24. ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî õàðàêòåðû ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé?
25. Ïîêàæèòå, ÷òî ñîïðÿæ¼ííûå ýëåìåíòû èìåþò îäèíàêîâûå õàðàêòåðû.
26. Â êàêîì îòíîøåíèè íàõîäÿòñÿ õàðàêòåðû âçàèìíî îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ

ãðóïïû?
27. ×åìó ðàâåí õàðàêòåð åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà?
28. Ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ õàðàêòåðîâ ÍÏ.
29. Êàê âû÷èñëèòü ÷èñëî âõîæäåíèé ÍÏ â çàäàííîå ïðèâîäèìîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå?
30. Êðèòåðèé íåïðèâîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû.
31. Êàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì?
32. Êàêîâû õàðàêòåðû ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ?
33. Ñêîëüêî ðàç âõîäèò ÍÏ ãðóïïû â å¼ ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå?
34. Êàêîâî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàçìåðíîñòÿìè íåýêâèâàëåíòíûõ ÍÏ ãðóï-

ïû è å¼ ïîðÿäêîì?
35. Êàêîé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèçîâàí-

íûì?
36. Êàêîé âèä èìååò îïåðàòîð P̂ (α)

ij ?

37. Âû÷èñëèòü ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà P̂ (α)
ij íà îðò e(β)

j′ (j′-é îðò â
ïðîñòðàíñòâå ÍÏ β).

38. Êàêîé âèä èìååò îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ P̂ (α) íà ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðåäñòàâëåíèÿ α?

39. Êàêóþ îïåðàöèþ íàçûâàþò îïåðàöèåé ñèììåòðèè Ãàìèëüòîíèàíà Ĥ?
40. Êàê îïðåäåëåíû îïåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû îðòîãîíàëüíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, çàäàííûõ â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå?
41. Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîðû D̂(g) (D̂(g)ψ(r) = ψ(g−1r)) îáðàçóþò ïðåä-

ñòàâëåíèå ãðóïïû G îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé g.
42. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Âèãíåðà. Êàêîé âèä èìååò ìàòðèöà ãàìèëüòî-

íèàíà â ñèììåòðèçîâàííîì áàçèñå?
43. Êàêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ

L
(1)
n1 è L(2)

n2 ?
44. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ D̂(1)(g) è D̂(2)(g),

äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâàõ L(1)
n1 è L(2)

n2 ?
45. ×òî òàêîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèé?
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46. Êàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö D(1) è D(2)?
47. Îïåðàòîðû D̂(1)(g), D̂(2)(g) (ìàòðèöû D(1)(g), D(2)(g) ) îáðàçóþò ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ãðóïïû G. Ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû D̂(g) = D̂(1)(g)× D̂(2)(g) (ìàò-
ðèöû D(g) = D(1)(g)×D(2)(g)) îáðàçóþò ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G.

48. Îïðåäåëèòü õàðàêòåðû ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðåäñòàëåíèé.
49. Íàïèñàòü ðàçëîæåíèå Êëåáøà-Ãîðäàíà. ×òî òàêîå êîýôôèöèåíòû Êëåá-

øà-Ãîðäàíà?
50. Õàðàêòåð ñèììåòðèçîâàííîãî êâàäðàòà ïðåäñòàâëåíèÿ.
51. Õàðàêòåð àíòèñèììåòðèçîâàííîãî êâàäðàòà ïðåäñòàâëåíèÿ.
52. Êàê ñâÿçàíû ÍÏ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï G1 × G2 ñ ÍÏ ãðóïï G1

è G2?
53. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ÍÏ ãðóïï G1 è G2 ÿâëÿåòñÿ ÍÏ

ãðóïïû G1 ×G2.
54. Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé âñåâîçìîæíûõ ïàð

ÍÏ ãðóïï G1 è G2 èñ÷åðïûâàåò âñå ÍÏ ãðóïïû G1 ×G2.
55. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîð D̂∗(g), êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîðó

D̂(g)?
56. Êàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûì äàííîìó?
57. Êàêîâû õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèÿ, êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííîãî äàííîìó?
58. Ñêîëüêî ðàç ñîäåðæèòñÿ åäèíè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå â ïðÿìîì ïðîèçâåäå-

íèè ÍÏ D(α)(g) è (D(β)(g))∗?
59. Ïîêàçàòü, ÷òî îðò

∑
i

e
(α)
i (e

(α)
i )∗ èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàòî-

ðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ D̂(α)×D̂(α)∗ ãðóïïû G (e(α)
i è (e

(α)
i )∗ � îðòû â ïðîñòðàíñòâàõ

ÍÏ D̂(α) è D̂(α)∗).
60. Êàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì?
61. Êðèòåðèé âåùåñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû.
62. Êàêóþ îïåðàöèþ íàçûâàþò îïåðàöèåé èíâåðñèè âðåìåíè (ïðè âåùå-

ñòâåííîì ãàìèëüòîíèàíå Ĥ)?
63. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ âåùåñòâåííîñòü ãàìèëüòîíèàíà Ĥ (èíâåðñèÿ âðåìåíè)

ïðèâîäèò ê óäâîåíèþ êðàòíîñòè âûðîæäåíèÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ?
64. Êàêîå äîáàâî÷íîå âûðîæäåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ íàçûâàþò ñëó-

÷àéíûì ?
65. Êàêàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ñîõðàíÿåòñÿ â ñèñòåìå, ãðóïïà ñèììåòðèè

êîòîðîé åñòü ãðóïïà ïðîñòðàíñòâåííûõ òðàíñëÿöèé?
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3 Îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñèììåòðèÿ àòîìîâ

3.1 Ãðóïïà âðàùåíèé

Ýëåìåíòàìè ãðóïïû âðàùåíèé ÿâëÿþòñÿ âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà âîêðóã
ðàçëè÷íûõ îñåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó. Êàæäûé òàêîé ïîâîðîò âïîëíå
õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì ~β, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî çàäà¼ò îðèåíòàöèþ îñè
âðàùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå, à åãî äëèíà � âåëè÷èíó óãëà ïîâîðîòà âîêðóã ýòîé
îñè (â êà÷åñòâå ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ âûáèðàåòñÿ, îáû÷íî,
ïîâîðîò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü íàâñòðå÷ó âåêòîðó ~β). Âðàùå-
íèå íà óãîë β â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè ýêâèâàëåíòíî âðàùåíèþ íà óãîë
β â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè âîêðóã îñè, ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííîé.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü âåêòîðû ñ β ≤ π, ïðè÷¼ì ïðè β = π âåê-
òîðû ~β è −~β õàðàêòåðèçóþò îäíî è òî æå âðàùåíèå.

Ýëåìåíòû ãðóïïû âðàùåíèé îáîçíà÷èì ĝ(~β) è çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå
ðàäèóñ-âåêòîðîâ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà ïðè âðàùåíèè ~β â âèäå

r′ = ĝ(~β)r.

Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ei (i = 1, 2, 3) îïåðàòîðó ĝ(~β) ñîîòâåòñòâóåò ìàò-
ðèöà g(~β)

ĝ(~β)ei =
3∑

j=1

gji(~β)ej; gji(~β) = (ej, ĝ(~β)ei). (62)

Ìàòðèöà g(~β) ñ ýëåìåíòàìè gji(~β) îïðåäåëÿåò çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ äåêàð-

òîâûõ êîìïîíåíò ðàäèóñ-âåêòîðà r ∼

x1

x2

x3

 ïðè âðàùåíèè ~β

x′j =
∑

i

gji(~β)xi,

x′1x′2
x′3

 = g(~β)

x1

x2

x3

 . (63)

Ïðè âðàùåíèÿõ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè äëèíû âåêòîðîâ r è óãëû ìåæäó
ðàäèóñ-âåêòîðàìè ëþáûõ äâóõ òî÷åê r1 è r2, à, çíà÷èò, è ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå âåêòîðîâ r1 è r2:

(r′1, r
′
2) = (ĝ(~β)r1, ĝ(~β)r2) = (r1, r2). (64)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (64) è âåùåñòâåííîñòè òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäó-
åò, ÷òî îïåðàòîðû ĝ(~β) (è èõ ìàòðèöû g(~β) â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå) �
îðòîãîíàëüíûå.

Ïðè âðàùåíèÿõ ïðàâàÿ òðîéêà âåêòîðîâ ei ïåðåõîäèò â ïðàâóþ æå òðîéêó
âåêòîðîâ e′i, à êóá åäèíè÷íîãî îáú¼ìà, ïîñòðîåííûé íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ ei
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(i = 1, 2, 3), çàéì¼ò â ïðîñòðàíñòâå íîâîå, ïîâ¼ðíóòîå ïîëîæåíèå, õàðàêòåðè-
çóåìîå åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè e′i, íå èçìåíèâ ñâîåãî îáú¼ìà. Ïîýòîìó

1 = (e′1 [e′2 × e′3]) =
∑
ijk

gi1gj2gk3 (ei · [ej × ek]) = det g (e1 · [e2 × e3]) = det g.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó âðàùåíèþ ~β ñîîòâåòñòâóåò îðòîãîíàëüíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå êîîðäèíàò g(~β) (63) ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì 1.

Âåðíî è îáðàòíîå. Âñÿêîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöå g(~β) ñ åäèíè÷íûì îïðåäå-
ëèòåëåì ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâà, ïðè êîòîðîì ñîõðàíÿåòñÿ ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, à ïðàâàÿ òðîéêà âåêòîðîâ ei ïðåîáðàçóåòñÿ â
ïðàâóþ æå òðîéêó âåêòîðîâ e′i, ò. å. âðàùåíèå.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ãðóïïà âðàùåíèé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èçîìîðôíà
ãðóïïå ëèíåéíûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â òðåõìåðíîì âåùåñòâåííîì
ïðîñòðàíñòâå O+(3) (ñì. ðàçäåë 1.13). Ïîýòîìó òð¼õïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó
O+(3) íàçûâàþò òàêæå ãðóïïîé âðàùåíèé. Å¼ ýëåìåíòàìè áóäåì ñ÷èòàòü ëè-
áî îïåðàòîðû ĝ(~β) (ĝ(~β) ∈ O+(3)), ëèáî èõ ìàòðèöû g(~β) (g(~β) ∈ O+(3)) â
îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.

×àñòî â êà÷åñòâå òð¼õ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ âðàùåíèå, âûáèðàþò
îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì óãëû Ýéëåðà (ψ, θ, ϕ).

Æåñòêî ñâÿæåì ñ ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìó
êîîðäèíàò X ′Y ′Z ′, îñè êîòîðîé â èñõîäíîì ïî-
ëîæåíèè ñîâïàäàþò ñ îñÿìè íåïîäâèæíîé êî-
îðäèíàòíîé ñèñòåìû XY Z. Âñÿêîå âðàùåíèå
ïðîñòðàíñòâà (ñèñòåìû X ′Y ′Z ′) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê ðåçóëüòàò òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïîâîðîòîâ: ñíà÷àëà íà óãîë ñîáñòâåííîãî âðà-
ùåíèÿ ϕ âîêðóã îñè Z, ïîòîì íà óãîë íóòàöèè
θ âîêðóã îñè X, çàòåì îïÿòü âîêðóã îñè Z íà
óãîë ïðåöåññèè ψ (ðèñ. 3). Çíàÿ âçàèìíóþ îðè-
åíòàöèþ îñåé XY Z è X ′Y ′Z ′, ëåãêî íàéòè ýòè

Ðèñ. 3. Óãëû Ýéëåðà.

óãëû. Ïëîñêîñòè XOY è X ′OY ′ ïåðåñåêàþòñÿ ïî ëèíèè óçëîâ ON . Êàê âèäíî
èç ðèñ. 3

ϕ = ∠NOX ′, ψ = ∠XON, θ = ∠ZOZ ′.

Îòìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ íà÷àëà êîîðäèíàò â ïðî-
ñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ãðóïïû âðàùåíèé è åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà ãðóïïû ïðè
îïðåäåëåíèè èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ìàòðèö) ãðóïû îãðàíè÷èâàåò
âîçìîæíûé âûáîð ïàðàìåòðîâ (ñì. ðàçäåë 1.13). Â ÷àñòíîñòè, ñôåðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû (β, ϑ, ϕ) âåêòîðà ~β, â îòëè÷èå îò äåêàðòîâûõ (βx, βy, βz), íå óäî-
âëåòâîðÿþò ýòîìó òðåáîâàíèþ, ïîñêîëüêó åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó ñîîòâåòñòâóåò
β = 0 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ϑ (0 ≤ ϑ ≤ π) è ϕ (0 ≤ ϑ ≤ π), ò. å. íå òîëüêî
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íóëåâûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ β, ϑ è ϕ. Óãëû Ýéëåðà òàêæå íå óäîâëåòâîðÿ-
þò òðåáîâàíèþ îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ íà÷àëà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðîâ ãðóïïû O+(3) è åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà ãðóïïû.

Ìåæäó êîìïîíåíòàìè βx, βy, βz âåêòîðà ~β è óãëàìè ψ, ϕ, θ èìååòñÿ ñâÿçü,
âûðàæàåìàÿ ñîîòíîøåíèÿìè

a = e−iψ+ϕ
2 cos

θ

2
= cos

β

2
− iβz

β
sin

β

2
, b = −ie−iψ−ϕ

2 sin
θ

2
= −βy + iβx

β
sin

β

2
; (65)

|a|2 + |b|2 = 1. (66)

Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà a è b (ïàðàìåòðû Êåéëè-Êëåéíà), ñâÿçàííûå óñëî-
âèåì (66), òàêæå îïðåäåëÿþò òðè âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùèõ
âðàùåíèå.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû g(~β) ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ëþáûå òðè âåùåñòâåí-
íûå ïàðàìåòðà (äåêàðòîâû, öèëèíäðè÷åñêèå èëè ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû âåê-
òîðà ~β, óãëû Ýéëåðà, íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû Êåéëè-Êëåéíà è äð.). Ýòà ìàò-
ðèöà, âûðàæåííàÿ ÷åðåç äåêàðòîâû êîîðèíàòû âåêòîðà ~β, èìååò âèä

g(~β) =


cos β + 2β2

x

β2 sin2 β
2
−βz

β
sin β + 2βxβy

β2 sin2 β
2

βy
β

sin β + 2βxβz
β2 sin2 β

2
βz
β

sin β + 2βxβy
β2 sin2 β

2
cos β + 2

β2
y

β2 sin2 β
2
−βx

β
sin β + 2βyβz

β2 sin2 β
2

−βy
β

sin β + 2βxβz
β2 sin2 β

2
βx
β

sin β + 2βyβz
β2 sin2 β

2
cos β + 2β2

z

β2 sin2 β
2

 , (67)

0 ≤ β ≤ π. (67a)

Îïðåäåëèì êëàññû âçàèìíî ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ (âðàùåíèé ~β′) ãðóïïû
O+(3)

ĝ(~β′) = ĝ(
~̃
β)ĝ(~β)[ĝ(

~̃
β)]−1, ĝ(

~̃
β), ĝ(~β) ∈ O+(3).

Ïóñòü g(~β) � ìàòðèöà âðàùåíèÿ ~β (62) â áàçèñå ei (i = 1, 2, 3): Ðàññìîòðèì
áàçèñ

e′i = ĝ(
~̃
β)ei, ei = [ĝ(

~̃
β)]−1e′i

è âû÷èñëèì â ýòîì áàçèñå ìàòðèöó âðàùåíèÿ g(~β′):

gij(~β
′) = (e′i, ĝ(

~β′)e′j) = (e′i, ĝ(
~̃
β)ĝ(~β)[ĝ(

~̃
β)]−1e′j) =

= ([ĝ(
~̃
β)]−1e′i, ĝ(

~β)[ĝ(
~̃
β)]−1e′j) = (ei, ĝ(~β)ej) = gij(~β).

Çäåñü áûëà èñïîëüçîâàíà îðòîãîíàëüíîñòü îïåðàòîðà [ĝ(
~̃
β)]−1. Ìàòðèöà âðà-

ùåíèÿ g(~β′) â áàçèñå e′i èìååò òàêîé æå âèä, êàê ìàòðèöà g(~β) â áàçèñå ei,
òî-åñòü âåêòîð ~β′ îðèåíòèðîâàí îòíîñèòåëüíî e′i òàêèì æå îáðàçîì, êàê âåêòîð
~β îòíîñèòåëüíî ei. Íî øòðèõîâàííûé áàçèñ e′i ïîâ¼ðíóò îòíîñèòåëüíî íåøòðè-

õîâàííîãî ei âðàùåíèåì
~̃
β. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð ~β′ ïîëó÷àåòñÿ èç âåêòîðà

~β âðàùåíèåì ~̃β:
~β′ = ĝ(

~̃
β)~β.
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Ïðè âðàùåíèè äëèíû âåêòîðîâ íå èçìåíÿòñÿ, ò. å. β′ = β, ñëåäîâàòåëüíî â
îäíè êëàññ âõîäÿò ïîâîðîòû íà îäèí è òîò æå óãîë âîêðóã âñåâîçìîæíûõ îñåé,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó

ĝ(
~̃
β)ĝ(~β)[ĝ(

~̃
β)]−1 = ĝ(ĝ(

~̃
β)~β) äëÿ ìàòðèö g(

~̃
β)g(~β)[g(

~̃
β)]−1 = g(ĝ(

~̃
β)~β). (68)

3.2 Ãðóïïà èíâåðñèè

Ïî îïðåäåëåíèþ èíâåðñèè (â íà÷àëå êîîðäèíàò) Î

Îr = −r, Îei = e′i = −ei, Î2 = E.

Ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà Î î÷åâèäíà. Ýòîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ïðîñòðàíñòâà ìîæ-
íî ñîïîñòàâèòü îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó (â ëþáîì áàçèñå)

I =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 , Iij = −δij (69)

ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì −1.
Ýëåìåíòû Ê è Î (ìàòðèöû E è I) îáðàçóþò ãðóïïó âòîðîãî ïîðÿäêà, íàçû-

âàåìóþ ãðóïïîé èíâåðñèè (îáîçíà÷åíèå Ci). Ïðè èíâåðñèè ïðàâàÿ òðîéêà âåê-
òîðîâ ei ïåðåõîäèò â ëåâóþ e′i = −ei, êîòîðóþ íèêàêèì âðàùåíèåì íåâîçìîæ-
íî ñîâìåñòèòü ñ èñõîäíûì áàçèñîì. Òàê êàê ĝ(~β)Îr = ĝ(~β)(−r) = −ĝ(~β)r =
Î ĝ(~β)r äëÿ ëþáîãî r, òî

Î ĝ(~β) = ĝ(~β)Î , (Ig(~β) = g(~β)I), (70)

ò. å. èíâåðñèÿ ïðîñòðàíñòâà êîììóòèðóåò ñ ëþáûì âðàùåíèåì. Êîììóòàòèâ-
íîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ èì îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö (îïåðàòîðîâ) î÷åâèäíà, òàê
êàê ìàòðèöà èíâåðñèè êðàòíà åäèíè÷íîé.

3.3 Ïîëíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà

Â ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó âõîäÿò âñå ýëåìåíòû ĝ(~β) (ìàòðèöû g(~β))
ãðóïïû âðàùåíèé O+(3) è èõ ïðîèçâåäåíèÿ íà èíâåðñèþ Î (íà ìàòðèöó I).
Òàê êàê ýëåìåíòû ãðóïïû èíâåðñèè êîììóòèðóþò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ãðóï-
ïû âðàùåíèé (70), òî ïîëíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèç-
âåäåíèåì ñâîèõ èíâàðèàíòíûõ ïîäãðóïï O+(3) è Ci:

O(3) = O+(3)× Ci. (71)

Ýëåìåíòû ĝ(~β) ∈ O+(3) íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè ïåðâîãî ðîäà. Èì ñîîòâåò-
ñòâóþò îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû g(~β) ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì +1. Ýëåìåíòû
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Î ĝ(~β) íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè âòîðîãî ðîäà. Èì, êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùå-
ãî, ñîîòâåòñòâóþò îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû Ig(~β) ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì −1.
Ãðóïïà âðàùåíèé òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà è âðàùåíèé, ñîïðîâîæäàåìûõ èí-
âåðñèåé, èçîìîðôíà ãðóïïå âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö. Îòñþäà è íàçâàíèå
ãðóïïû O(3) � ïîëíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà.

Ýëåìåíò âòîðîãî ðîäà

Î ĝ(π~ω) ≡ σ̂(~ω), (Ig(π~ω) ≡ σ(~ω)) (72)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðàæåíèå â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îðòó ~ω (ïëîñ-
êîñòü çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ). Âñÿêèé ýëåìåíò âòîðîãî ðîäà ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

Î ĝ((π + β)~ω) = Î ĝ(π~ω)ĝ(β~ω) = σ̂(~ω)ĝ(β~ω) = Ŝ(β~ω) = Ŝ(~β),

ò. å. êàê ïîâîðîò íà óãîë β âîêðóã îñè, îðèåíòèðîâàííîé â íàïðàâëåíèè ~ω, ñî-
ïðîâîæäàåìûé îòðàæåíèåì â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè ïîâîðîòà (çåð-
êàëüíûé ïîâîðîò). Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòàìè ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé
ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ïîâîðîòû è çåðêàëüíûå ïîâîðîòû. Îòðàæåíèå â ïëîñêîñòè
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çåðêàëüíûé ïîâîðîò íà íóëåâîé óãîë

σ̂(~ω) = Ŝ(0 · ~ω).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýëåìåíòîâ, ñîïðÿæ¼ííûõ âðàùåíèþ g(β~ω) â ãðóïïå O(3),
íóæíî ïîìèìî (68) ðàññìîòðåòü òàêæå ýëåìåíòû

(Î ĝ(
~̃
β))ĝ(~β)(Î ĝ(

~̃
β))−1 = ĝ(

~̃
β)ĝ(~β)[ĝ(

~̃
β)]−1 = ĝ(ĝ(

~̃
β)~β). (73)

Â âûðàæåíèè (73) èñïîëüçîâàíà êîììóòàòèâíîñòü èíâåðñèè ñ ëþáûì âðà-
ùåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå ýëåìåíòîâ âòîðîãî ðîäà â ãðóïïå O(3) íå
ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ ýëåìåíòîâ â êëàññå âçàèìíî ñîïðÿæ¼ííûõ âðà-
ùåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðóïïîé O+(3). Òî÷íî òàê æå ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

ĝ(
~̃
β)Ŝ(~β)[ĝ(

~̃
β)]−1 = Ŝ(ĝ(

~̃
β)~β), (Î ĝ(

~̃
β))Ŝ(~β)(Î ĝ(

~̃
β))−1 = Ŝ(ĝ(

~̃
β)~β). (73a)

Èòàê, â ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïå O(3) â îäèí êëàññ ñîïðÿæ¼ííûõ ýëå-
ìåíòîâ âõîäÿò:

à) ïîâîðîòû íà îäèí è òîò æå óãîë âîêðóã âñåâîçìîæíûõ îñåé;
á) çåðêàëüíûå ïîâîðîòû íà îäèí è òîò æå óãîë âîêðóã âñåâîçìîæíûõ îñåé.
Ãðóïïà O(3) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñèììåòðèè àòîìà.

3.4 Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû âðàùåíèé

Ìû íå áóäåì ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ñïîñîáàõ ïîëó÷åíèÿ ÍÏ ãðóïïû
O+(3) è ïðèâåä¼ì ëèøü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, âàæíûå äëÿ äàëüíåéøåãî.
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Ãðóïïà O+(3) � êîìïàêòíàÿ. Äëÿ êîìïàêòíûõ ãðóïï ìîæíî èñïîëüçîâàòü
âñå òåîðåìû î ÍÏ, êîòîðûå áûëè ñôîðìóëèðîâàíû âî âòîðîì ðàçäåëå, ïî-
ñêîëüêó äëÿ íèõ ëåãêî îáîáùèòü îïåðàöèþ ñóììèðîâàíèÿ ïî ãðóïïå, çàìåíÿÿ
ñóììó íà èíòåãðàë â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó ïðè ðàññìîòðåíèè ÍÏ
ãðóïïû âðàùåíèé ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî óíèòàðíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè.
Îáùèé âèä ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèâåä¼í âûøå (18a).

Èíôèíèòåçåìàëüíûå ìàòðèöû (ãåíåðàòîðû) ãðóïïû âðàùåíèé O+(3) (67)
ïîëó÷àåì ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (13):

Ix =
∂g(~β)

∂βx

∣∣∣∣∣
β=0

=

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , Iy =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , Iz =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .

Ýòè ìàòðèöû àíòèýðìèòîâû è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ïåðåñòàíîâî÷íûì
ñîîòíîøåíèÿì

IxIy − IyIx ≡ [Ix, Iy] = Iz, [Iy, Iz] = Ix, [Iz, Ix] = Iy.

Èíôèíèòåçåìàëüíûå ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèé Ax, Ay, Az òàê æå àíòèýðìèòî-
âû è óäîâëåòâîðÿþò òàêèì æå êîììóòàòöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì, ïîñêîëüêó
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
çàêîíîì óìíîæåíèÿ (6), êîòîðûé ïî îïðåäåëåíèþ ñîâïàäàåò äëÿ ãðóïïû è åå
ïðåäñòàâëåíèé:

[Ax, Ay] = Az, [Ay, Az] = Ax, [Az, Ax] = Ay.

Èç ýòèõ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò òàêæå

[A2, Ai] = 0, i = x, y, z, (A2 ≡ A2
x + A2

y + A2
z).

Ìàòðèöû Ax, Ay, Az (è ñîîòâåòñòâóþùèå èì îïåðàòîðû Âx, Ây, Âz) îïðå-
äåëÿþò ïî (18a) ìàòðèöû (îïåðàòîðû) óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû âðà-
ùåíèé O+(3). Îïåðàòîðû

L̂i = i~Âi (i = x, y, z), L̂2 = −~2Â2 (74)

ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè îïåðàòîðàìè êîîðäèíàò ìîìåíòà èìïóëüñà è åãî êâàä-
ðàòà, à èõ êîììóòàöèÿ ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ, äëÿ êîòîðîãî ãðóïïîé ñèììåòðèè
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà âðàùåíèé, îçíà÷àåò ñîõðàíÿåìîñòü ýòîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷è-
íû (ñì. ðàçäåë 2.12). Îïåðàòîðû L̂i íå êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Ïîýòîìó
íå ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ âñå ïðîåêöèè ìîìåíà èìïóëüñà èìåþò
îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ, ò.å. íå ñóùåñòâóåò äëÿ íèõ îáùåé ñèñòåìû ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé. Íî îíè êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðîì êâàäðàòà ìîìåíòà èìïóëüñà
L̂2 = L̂2

x + L̂2
y + L̂2

z, êîòîðûé òîæå êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ. Òàêèì
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îáðàçîì, ñîõðàíÿþùèìèñÿ âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ êâàäðàò ìîìåíòà èìïóëüñà
L̂2 è îäíà èç åãî êîìïîíåíò (íàïðèìåð, L̂z). À ñóùåñòâîâàíèå òðîéêè âçàèìî
êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ Ĥ, L̂2 è L̂z îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íèõ ñóùåñòâóåò îá-
ùàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è â ýòèõ ñîñòîÿèÿõ ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû îäíîâðåìåííî èìåþò îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ, ðàâíûå
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì èõ îïåðàòîðîâ â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ.

Êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ìàòðèö Ax, Ay, Az è A2 îêàçûâàåòñÿ
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ýòè ìàòðèöû, à, çíà÷èò, è ìàòðèöû ÍÏ ãðóïïû
âðàùåíèé. Îïóñêàÿ äåòàëüíûé âûâîä, ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû.

Êîììóòèðóþùèå ìàòðèöû A
(j)
z è (A2)(j) èìåþò îáùóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ e
(j)
m ñ ñîáñòâåííûìì çíà÷åíèÿìè −im è −j(j + 1) ñîîòâåòñòâåííî:

A(j)
z e(j)

m = −ime(j)
m , (A2)(j)e(j)

m = −j(j + 1)e(j)
m , (75)

ãäå j = 0, 1/2, 1, 3/2, . . ., à m = −j,−j + 1, . . . j − 1, j. ÍÏ ãðóïïû âðàùåíèé
õàðàêòåðèçóåòñÿ âåñîì j, à èõ ðàçìåðíîñòü n ñâÿçàíà ñ âåñîì j ñîîòíîøåíèåì
n = 2j + 1.

Âûáåðåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû e
(j)
m (75) ìàòðèö A

(j)
z è (A2)(j) â êà÷åñòâå

áàçèñíûõ (êàíîíè÷åñêèé áàçèñ). Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî âðàùåíèÿ ~β èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

D
(j)
lm(~β) =

∑
k

√
(j +m)!(j −m)!(j − l)!(j + l)!

k!(j + l − k)!(j −m− k)!(m+ k − l)!
× aj+l−kbk(a∗)j−m−k(−b∗)m+k−l,

k ≥ 0, k ≤ j + l, k ≤ j −m, k ≥ l −m,
(76)

ãäå a è b � ïàðàìåòðû Êåéëè-Êëåéíà (65), (66).
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ õàðàêòåðîâ ÍÏ äîñòàòî÷íî óêàçàòü âèä ìàòðèöû ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ (â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå), ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâîðîòó âîêðóã îñè Z, êî-
òîðàÿ ëåãêî íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (18a) è (75):

D(j)(0, 0, β) =


exp(−ijβ) 0 . . . 0

0 exp(−i(j − 1)β) . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . exp(ijβ)

 (77)

Õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ D(j) äëÿ âðàùåíèé íà óãîë β ðàâåí

χ(j)(β) =

j∑
l=−j

e−ilβ =
sin(j + 1

2)β

sin β/2
. (78)

Ïîâîðîòû íà óãëû β è β+2π ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå âðàùåíèþ, òàê
êàê âðàùåíèå íà óãîë 2π ñîâìåùàåò ïðîñòðàíñòâî ñàìî ñ ñîáîé. Îäíàêî

χ(j)(β + 2π) = (−1)(2j)χ(j)(β).
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Ïðè ïîëóöåëîì j õàðàêòåðû χ(j)(β) è, êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, ñàìè ìàòðèöû
D(j) èçìåíÿþò çíàê ïðè äîáàâëåíèè ê β óãëà 2π. Èíà÷å ãîâîðÿ, â ïðåäñòàâëå-
íèÿõ ñ ïîëóöåëûì âåñîì j êàæäîìó âðàùåíèþ ñîîòâåòñòâóþò äâà îïåðàòîðà
(äâå ìàòðèöû), ðàçëè÷àþùèåñÿ çíàêîì. Òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ íàçûâàþòñÿ äâó-
çíà÷íûìè.

Â ÷àñòíîñòè ìàòðèöû ÍÏ âåñà j = 1/2 â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå èìåþò âèä

D(1/2) =

(
a b

−b∗ a∗

)
. (79)

Ýòè ìàòðèöû ïðè ëþáûõ a è b, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (66), îáðàçóþò
ãðóïïó SU(2) äâóìåðíûõ óíèòàðíûõ óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö (ýòó ãðóïïó íà-
çûâàþò òàêæå ãðóïïîé äâèæåíèÿ). Ìåæäó ãðóïïîé âðàùåíèÿ O+(3) è ãðóïïîé
SU(2) ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå ãîìîìîðôèçìà, ÿäðîì êîòîðîãî ñëó-
æèò èíâàðèàíòíàÿ â ãðóïïå SU(2) ïîäãðóïïà H èç äâóõ ìàòðèö E (åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà) è −E,:

SU(2)/H ←→ O+(3).

Âñå ïðåäñòàâëåíèÿ D(j) (ñ öåëûì è ïîëóöåëûì âåñîì) ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè
(îäíîçíà÷íûìè) ÍÏ ãðóïïû SU(2).

Ôîðìàëüíî âñÿ ñîâîêóïíîñòü ìàòðèö (79), îáðàçóþùèõ ãðóïïó SU(2), ïîëó-
÷àåòñÿ, åñëè ñ÷èòàòü ïàðàìåòðû βx, βy, βz èçìåíÿþùèìèñÿ â ïðåäåëàõ (ñðàâ-
íèòå ñ (67a))

0 ≤ β ≤ 2π, β =
√
β2

x + β2
y + β2

z .

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà SU(2) îêàçûâàåòÿ èçîìîðôíîé ðàñøèðåííîé ãðóïïå
âðàùåíèé O+(3), â êîòîðîé ïîâîðîòû íà óãëû β è β + 2π âîêðóã ëþáîé îñè
ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè. Âðàùåíèþ Ē íà óãîë 2π âîêðóã ëþáîé îñè â ãðóïïå
O+(3) ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà −E â SU(2). Òàê êàê ìàòðèöà −E êîììóòèðóåò
ñî âñåìè ìàòðèöàìè (79), òî ýëåìåíò Ē â ãðóïïå O+(3) ñëåäóåò ñ÷èòàòü êîì-
ìóòèðóþùèì ñî âñåìè îñòàëüíûìè. Ýëåìåíò Ē âìåñòå ñ åäèíè÷íûì îáðàçóåò
â O+(3) èíâàðèàíòíóþ ïîäãðóïïó H (èçîìîðôíóþ H â SU(2)). Ìåæäó ãðóï-
ïàìè O+(3) è O+(3) òàêàÿ æå ñâÿçü, êàê óæå îòìå÷åííàÿ ìåæäó ãðóïïàìè
O+(3) è SU(2). Êàæäîìó âðàùåíèþ g èç O+(3) ñîîòâåòñòâóþò äâà âðàùåíèÿ
g è ḡ = gĒ â O+(3). Ãðóïïó O+(3) ìîæíî íàçâàòü äâîéíîé ïî îòíîøåíèþ ê
ãðóïïå O+(3).

Âñå ïðåäñòàâëåíèÿ D(j) (âêëþ÷àÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ïîëóöåëûì âåñîì) ÿâ-
ëÿþòñÿ îäíîçíà÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû O+(3). Ïðåäñòàâëåíèÿ D(j) ñ
ïîëóöåëûì j ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû O+(3) (ðàçíûì ýëå-
ìåíòàì ãðóïïû O+(3) ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèÿ D(j)).
Ïðåäñòàâëåíèÿ D(j) ñ öåëûì j äàþò íåòî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû O+(3)
� âðàùåíèÿì íà óãëû β è β + 2π âîêðóã îäíîé è òîé æå îñè ñîîòâåòñòâóåò â
O+(3) îäíà è òà æå ìàòðèöà D(j).
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Ïðè öåëûõ j = l = 0, 1, 2, ... â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà ìîæíî âû-
áðàòü ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè

Yl,m(θ, ϕ) = P̃
|m|
l (cos θ)

1√
2π

exp(imϕ), −l ≤ m ≤ l,

ãäå

P̃m
l (t) ≡

√
(2l + 1)(l − |m|)!

2(l + |m|)!
1

2ll!
(1− t2)

m
2 d

l+m

dtl+m
(t2 − 1)l, 0 ≤ m ≤ l

� íîðìèðîâàííûå òàê íàçûâàåìûå ïðèñîåäèíåíûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà.
Â ïðîñòðàíñòâå äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû

åäèíè÷íîãî ðàäèóñà Yl,m(θ, ϕ) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ýðìèòîâ-
ñêèõ îïåðàòîðîâ

L̂2Yl,m(θ, ϕ) = −~2

{
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

}
Yl,m(θ, ϕ) = ~2l(l + 1)Yl,m(θ, ϕ)

è

L̂3Yl,m(θ, ϕ) = L̂zYl,m(θ, ϕ) = −i~ ∂

∂ϕ
Yl,m(θ, ϕ) = ~mYl,m(θ, ϕ)

è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì îïåðàòîðîâ Â2 ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè −l(l + 1) è
Â3 = Âz ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè −im (74).

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèåD(j′)×D(j) ÍÏ ãðóïïû âðàùåíèé ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãî-
âîðÿ, ïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì è ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî íà ïðÿìóþ ñóììó
ÍÏ (ðàçëîæåíèå Êëåáøà-Ãîðäàíà):

D(j′) ×D(j) =

j′+j∑
i=|j′−j|

D(i) (80)

Â ñóììå (80) 2j + 1 ÷ëåíîâ (ïðè j′ > j). Êàæäîå èç 2j + 1 ÍÏ âõîäèò â
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îäèí ðàç. Åñëè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé
ôóíêöèåé, ïðåîáðàçóþùåéñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ D(i), òî, êàê óæå óêàçûâàëîñü
âûøå, êâàäðàò ìîìåíòà èìïóëüñà èìååò â ýòîì ñîñòîÿíèè îïðåäåë¼ííîå çíà÷å-
íèå ~2i(i+ 1).

Âåëè÷èíû, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ D(j), íàçûâàþò ñïèíîðàìè
ðàíãà j. Âîëíîâûå ôóíêöèè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðåä-
ñòàâëåíèÿì ãðóïïû âðàùåíèé ñ öåëûì âåñîì j = l = 0, 1, 2 . . .. Ñïèíîðû ðàíãà
j = 1

2 íàçûâàþò ïðîñòî ñïèíîðàìè. Ñïèíîðîì ÿâëÿåòñÿ âîëíîâàÿ ôóêöèÿ, îïè-
ñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû, îáëàäàþùåé ñîáñòâåííûì (âíóòðåííèì) ìåõà-
íè÷åñêèì ìîìåíòîì (ñïèíîì), ðàâíûì 1

2 . Ê òàêèì ÷àñòèöàì îòíîñÿòñÿ ýëåêòðî-
íû, ïðîòîíû, à òàêæå íåêîòîðûå äðóãèå ÷àñòèöû, íàçûâàåìûå ôåðìèîíàìè.
Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâóþ ôóíêöèþ ýëåêòðîíà â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé
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ìåõàíèêå íåîáõîäèìî ïðåäñòàâëÿòü äâóõêîìïîíåíòíîé âåëè÷èíîé

(
ψ1

2
(r)

ψ− 1
2
(r)

)
,

êîòîðàÿ ïðè âðàùåíèÿõ g(~β) ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó

ψ′i(r) = D̂(g(~β))ψi =
∑

j

D
(1/2)
ji (ĝ(~β))ψj([ĝ(~β)]−1r). (81)

Åñëè ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû íå çàâèñèò ÿâíî îò ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà ÷à-
ñòèöû (ñïèíà), òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà ôàêòîðèçóåòñÿ, ò. å. ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé è ñïèíîâîé ôóíêöèé:(

ψ1
2
(r)

ψ− 1
2
(r)

)
= ϕ(r)

(
χ 1

2

χ− 1
2

)
= ϕ(r) · χ, (82)

ãäå χ � ïîñòîÿííûé (íåçàâèñÿùèé îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò) ñïèíîð,
ïðåîáðàçóþùèéñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ D(1/2), à ϕ(r) � ôóíêöèÿ, ïðåîáðàçóþùà-
ÿñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ ñ öåëûì âåñîì l è îïèñûâàþùàÿ îðáèòàëüíîå äâèæåíèå
÷àñòèöû. Òàêèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïðåä-
ñòàâëåíèé D(l) × D(1/2), êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì ãðóïïû âðàùåíèé è ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî íà ïðÿìóþ ñóììó ÍÏ
ñîãëàñíî (80).

Ôîðìóëà (80) ïðè j′ = l, j = 1/2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà
ýëåêòðîíà âî âñåõ ñîñòîÿíèÿõ ñ l 6= 0 ìîæåò ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ j = l± 1

2 ,
ãäå l = 1, 2, . . ..

3.5 Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû

Ïîëíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà O(3) � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû âðàùå-
íèé O+(3) íà ãðóïïó èíâåðñèè Ci. Êàê âñÿêàÿ ãðóïïà âòîðîãî ïîðÿäêà ãðóïïà
Ci èìååò äâà îäíîìåðíûõ ÍÏ: ag(1, 1) è au(1,−1).

ÍÏ ãðóïïû O(3) ïîëó÷àþòñÿ ïåðåìíîæåíèåì ÍÏ ãðóïï O+(3) è Ci. Êàæäîå
ÍÏ D(j) ãðóïïû O+(3) ñ öåëûì âåñîì ïîðîæäàåò äâà ÍÏ ãðóïïû O(3):

D(j)
g (g) = D(j)

g (Ig) = D(j)(g), D(j)
u (g) = −D(j)

u (Ig) = D(j)(g); , g ∈ O+(3).

Ïî ÍÏ D
(1)
u ïðåîáðàçóåòñÿ îáû÷íûé (ïîëÿðíûé) âåêòîð (íàïðèìåð, ðàäèóñ-

âåêòîð r ñ êîìïîíåíòàìè x, y, z), à ïî ÍÏD
(1)
g � òàê íàçûâàåìûé ïñåâäîâåêòîð

èëè àêñèàëüíûé âåêòîð R (íàïðèìåð, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîëÿðíûõ
âåêòîðîâ).

Êàæäîå äâóçíà÷íîå ïðåäñòàâëåíèå D(j) (ñ ïîëóöåëûì j) ãðóïïû O+(3) ïî-
ðîæäàåò îäíî, òàêæå äâóçíà÷íîå, ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû O+(3). Â í¼ì ëþáîìó
èç ýëåìåíòîâ g, Ig ∈ O(3) ñîîòâåòñòâóþò äâå ìàòðèöû ±D(j).

54



3.6 Âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

1. Îïðåäåëèòå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ â ãðóïïàõ O(2) è O+(3) è ïðèâåäèòå ïðè-
ìåðû âîçìîæíîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ.

2. Êàê îïðåäåëÿþòñÿ óãëû Ýéëåðà?
3. Âñåãäà ëè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ óãëû Ýéëåðà äëÿ çàäàííîãî âðàùå-
íèÿ ïðîñòðàíñòâà?

4. Íàéäèòå èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû ãðóïïû O+(3).
5. Íàéäèòå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ ãðóïïû O+(3).

6. Êàêèå ýëåìåíòû ãðóïïû O+(3) âõîäÿò â êëàññû âçàèìíî ñîïðÿæ¼ííûõ
ýëåìåíòîâ?

7. Êàêèå ýëåìåíòû âõîäÿò â ãðóïïó èíâåðñèè?
8. Êàêèå ýëåìåíòû âõîäÿò â ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó?
9. Êàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ çåðêàëüíûì ïîâîðîòîì?
10. Óêàæèòå êëàññû âçàèìíî ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû O(3).
11. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ÍÏ ãðóïïû âðàùåíèé?
12. ×òî òàêîå âåñ óíèòàðíîãî ÍÏ ãðóïïû âðàùåíèé?
13. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ D(j) èñ÷åðïûâàþò âñå óíèòàðíûå íåýêâèâà-

ëåíòíûå ÍÏ ãðóïïû âðàùåíèé.
14. Êàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ íàçûâàþòñÿ äâóçíà÷íûìè?
15. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèðåííàÿ ãðóïïà O+(3)?
16. ×òî òàêîå ñïèíîð?
17. Êàê ïðåîáðàçóåòñÿ ñïèíîð?
18. ×òî òàêîå ðàçëîæåíèå Êëåáøà-Ãîðäàíà?
19. Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì Êëåáøà-Ãîðäàíà, ðàçëîæèòü íà ïðÿìóþ ñóììó

ÍÏ ãðóïïû O+(3) ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå D(3/2) ×D(1) ×D(1/2).

4 Òî÷å÷íûå ãðóïïû è ñèììåòðèÿ ìîëåêóë

Ìîëåêóëû ñîñòîÿò èç ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûõ ÿäåð è äâèæóùèõñÿ â èõ
ïîëå ýëåêòðîíîâ. Åñëè èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ïîñòóïàòåëüíîå è âðàùà-
òåëüíîå äâèæåíèÿ ìîëåêóëû êàê öåëîãî è îòâëå÷üñÿ îò íåêîòîðûõ ñïåöèàëü-
íûõ ñëó÷àåâ, òî äâèæåíèå ÿäåð â ìîëåêóëàõ íîñèò õàðàêòåð ìàëûõ êîëåáàíèé
îêîëî èõ ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé, îáðàçóþùèõ ðàâíîâåñíóþ êîíôèãóðàöèþ.
Ïðè èññëåäîâàíèè ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû ìîëåêóë ìîæíî ïðèáëèæ¼ííî ñ÷è-
òàòü (è ýòî ïðèáëèæåíèå â áîëüøèíñòâå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé
îïðàâäàíî), ÷òî ÿäðà ôèêñèðîâàíû â ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè. Îðòîãîíàëü-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ ÿäåðíûé îñòîâ ìîëåêóëû â ðàâíîâåñíîé êîí-
ôèãóðàöèè ñîâìåùàåòñÿ ñàì ñ ñîáîé, íàçûâàþòñÿ îïåðàöèÿìè ñèììåòðèè ìîëå-
êóëû. Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ îïåðàöèé îáðàçóåò ãðóïïó G ñèììåòðèè ìîëåêóëû.
Ãðóïïû G ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû
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O(3) (ñì. ðàçäåë 3). Îíè íàçûâàþòñÿ òî÷å÷íûìè, òàê êàê èõ îïåðàöèè ñèì-
ìåòðèè îñòàâëÿþò íåïîäâèæíîé ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó ïðîñòðàíñòâà.

Ñèììåòðèþ íàïðàâëåíèé ñîâåðøåííûõ êðèñòàëëîâ õàðàêòåðèçóþò 32 òî-
÷å÷íûå ãðóïïû. Èõ íàçûâàþò êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèìè (ñì. ðàçäåë 5). Îíè æå
ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè ñèììåòðèè êðèñòàëëîâ ñ òî÷å÷íûìè äåôåêòàìè.

4.1 Òî÷å÷íûå ãðóïïû ñèììåòðèè

Ðàññìîòðèì îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ ýëåìåíòîâ òî÷å÷íûõ ãðóïï.

Ïîâîðîòû âîêðóã îñè n-ãî ïîðÿäêà Cn íà óãëû, êðàòíûå 2π/n, îáîçíà÷àþòñÿ
Ck

n. Åñëè òàêèå ïîâîðîòû ñîïðîâîæäàþòñÿ îòðàæåíèåì â ïëîñêîñòè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé îñè, òî îñü íàçûâàåòñÿ çåðêàëüíî-ïîâîðîòíîé Sn. Îñü ñèììåòðèè
íàèâûñøåãî ïîðÿäêà Cn (èëè Sn), åñëè îíà îäíà, íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé îñüþ
ñèììåòðèè. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü å¼ íàïðàâëåííîé ïî îñè z (âåðòèêàëüíîé).

Îñè ñèììåòðèè âòîðîãî ïîðÿäêà, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ãëàâíîé îñè, îáîçíà-
÷àþòñÿ U , ïëîñêîñòü ñèììåòðèè, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ãëàâíîé îñè � σh (σz),
ïëîñêîñòü ñèììåòðèè, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ãëàâíóþ îñü � σv (σd, åñëè îíà äåëèò
ïîïîëàì óãîë ìåæäó îñÿìè U). Îñè (ïîâîðîòíûå èëè çåðêàëüíî-ïîâîðîòíûå)
íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè â ãðóïïå åñòü îïåðàöèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ èõ
äðóã â äðóãà. Îòðàæåíèå â ïëîñêîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çåðêàëüíûé
ïîâîðîò íà íóëåâîé óãîë.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîì ðàçäåëå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ
ïîäãðóïïàìè ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû O(3), â êîòîðîé âñå ïîâîðîòíûå
(çåðêàëüíî-ïîâîðîòíûå) îñè ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó. Ñîîòíîøåíèÿ (73) è
(73a) îñòàþòñÿ âåðíûìè è äëÿ ãðóïï G, ò.å. ïîâîðîòû (çåðêàëüíûå ïîâîðîòû)
íà îäèí è òîò æå óãîë âîêðóã ýêâèâàëåíòíûõ îñåé âõîäÿò â îäèí êëàññ.

Îñü íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííåé, åñëè ïîâîðîòû Ck
n è C

−k
n = Cn−k

n (Sk
n è S

n−k
n )

âõîäÿò â îäèí êëàññ. Ñîãëàñíî (68), (73) è (73a) îñü Cn(Sn) ÿâëÿåòñÿ äâóñòî-
ðîííåé, åñëè â ãðóïïå åñòü ïîâîðîò íà óãîë π âîêðóã îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
Cn(Sn), ëèáî ïëîñêîñòü îòðàæåíèÿ, ñîäåðæàùàÿ Cn(Sn).

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ îòðàæåíèé â ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñ-
êîñòÿõ ñ óãëîì ϕ ìåæäó íèìè åñòü ïîâîðîò íà óãîë 2ϕ
âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ïî ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé
(ñì. ðèñ. 4): σ2σ1 = C(2ϕ).
Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîâîðîòîâ íà óãîë π âîêðóã ïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ îñåé U1 è U2 ñ óãëîì ϕ ìåæäó íèìè åñòü ïîâîðîò íà
óãîë 2ϕ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ

Ðèñ. 4.
Ïðîèçâåäåíèÿ
U2U1 è σ2σ1.

è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæàò îñè U1 è U2 (ñì. ðèñ. 4):
U2U1 = C(2ϕ). Â òàáë. 2 äàíû îñíîâíûå ñâåäåíèÿ ïî òî÷å÷íûì ãðóïïàì. Äëÿ
òî÷å÷íûõ ãðóïï èñïîëüçóþòñÿ êàê îáîçíà÷åíèÿ Øåíôëèñà, òàê è èíòåðíàöè-
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Òàáëèöà 2: Òî÷å÷íûå ãðóïïû

Ñèìâîë ãðóïïû Ýëåìåíòû Ãåíåðàòîðû è îïðåäåëÿ-
Øåí- Èíòåðíàö. nG ñèììåòðèè þùèå ñîîòíîøåíèÿ kG

ôëèñ ïîëí. êðàò.
Cn n n n Cn a = Cn, a

n = E n
Cnv nmm nmm 2n Cn, nσv a = Cn, b = σv, a

2 = E, (n+ 6)/2
(nm) (nm) b2 = E; ba = an−1b ((n+ 3)/2)

S2n n n 2n S2n a = S2n, a
2n = E 2n

Cnh n/m n/m 2n Cn, nσh a = Cn, b = σh, a
2 = E, 2n

(2n) (2n) b2 = E, ba = ab
Dn n22 n22 2n Cn, nU a = Cn, b = U, a2 = E, (n+ 6)/2

(n2) (n2) b2 = E, ba = an−1b. ((n+ 3)/2)

Dnh
n
m

2
m

2
m

n
mmm

4n Cn, nU, a = Cn, b = U, c = σh, n+ 6
σh, nσv an = E, b2 = E, c2 = E,

(2nm2) (2nm2) ba = an−1b, ac = ca, (n+ 3)
bc = cb

Dnd 2n2m 2n2m 4n S2n, nU, a = S2n, b = U, a2n = E, n+ 3

(n 2
m

) (nm) nσd b2 = E, ba = a2n−1b

T 23 23 12 3C2, 4C3 a = C2z, b = C31, a
2 = E, 4

b3 = E, bab = ab2a

Td 43m 43m 24 4C3, 3S4 a = S−1
4z , b = c31, a

4 = E, 5

6σ b3 = E, aba == b2.

Th
2
m

3 m3 24 4C3, 3C4, a = C2z, b = S61, a
2 = E, 8

3σ b6 = E, bab = ab2a

O 432 432 24 4C3, 3C4, a = C4z, b = C31, a
4 = E, 5

6σ b3 = E, aba = b2.

Oh
4
m

3 2
m

m3m 48 4S6, 3C4, a = C4z, b = S61, a
4 = E, 10

6U, 3σ, b6 = E, ab3 = b3a,

6σ′ ba3b = a

Y 532 532 60 6C5, 10C3, a = C51, b = C31, a
5 = E, 5

15C2 b3 = E, aba = b2.

Yh 53 2
m

53m 120 6S10, 10S6, a = C51, b = S61, a
5 = E, 10

15C2, 15σ b6 = E, ba4b = a,

ab3 = b3a
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îíàëüíûå. Â èíòåðíàöèîíàëüíîé ñèñòåìå ïîâîðîòíàÿ îñü n-ãî ïîðÿäêà îáî-
çíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì n, à ïëîñêîñòü îòðàæåíèÿ � ñèìâîëîì m. Ñî÷åòàíèå îñè
âðàùåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòüþ îòðàæåíèÿ ïåðåäà¼ò-
ñÿ ñèìâîëîì n

m . Åñëè ïëîñêîñòü îòðàæåíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç îñü âðàùåíèÿ n-ãî
ïîðÿäêà, òî èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë nm.

Èíâåðñèîííûå îñè (ïîâîðîòû âîêðóã íèõ ñîïðîâîæäàþòñÿ èíâåðñèåé) â èí-
òåðíàöèîíàëüíîé ñèñòåìå îáîçíà÷àþòñÿ n̄. Ïîëíûé ñèìâîë òî÷å÷íîé ãðóïïû
â èíòåðíàöèîíàëüíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîäåðæèò ïåðå÷èñëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ
åé íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè. Íàðÿäó ñ ïîëíûìè èñïîëüçóþòñÿ è ñî-
êðàù¼ííûå èíòåðíàöèîíàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Â òàáë. 2 äëÿ ãðóïï Cnh, Cnv,
Dn, Dnh, Dnd èíòåðíàöèîíàëüíûé ñèìâîë ïðèâåä¼í ñíà÷àëà äëÿ ÷¼òíîãî n, à
çàòåì äëÿ íå÷¼òíîãî n. (â ñêîáêàõ). Íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ìåæäó
òî÷å÷íûìè ãðóïïàìè ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.

Òàáëèöà 3: Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íåêîòîðûìè òî÷å÷íûìè ãðóïïàìè

G C1 C2 C3 C4 C5 C6 D2 D3 D4 D5 D6 T O Y

G′ ↔ G Ci S4 C3h C2v C3v C4v C5v C6v Td

Cs S6 C2h D2d D3h

D3d

G× Ci Ci C2h S6 C4h S10 C6h D2h D3d D4h D5d D6h Th Oh Yh

G× Cs Cs C2h C3h C4h C5h C6h D2h D3h D4h D5h D6h

G ∧ C ′
2 D2 D3 D4 D5 D6

G ∧ C ′
s C2v C3v C4v C5v C6v D2d D4d D6d

T = D2 ∧ C3, O = D2 ∧D3

Òî÷å÷íûå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè ñèììåòðèè íåêîòîðûõ ïðàâèëüíûõ
ìíîãîãðàííèêîâ: ïðàâèëüíàÿ n-óãîëüíàÿ ïèðàìèäà (Cnv), ïðàâèëüíàÿ n-óãîëü-
íàÿ ïðèçìà (Dnh), òåòðàýäð (Td), êóá, îêòàýäð (Oh), ïåíòàãîíàëüíûé äîäåêà-
ýäð (Yh). Ðàññìîòðåíèå ñèììåòðèè òàêèõ ìíîãîãðàííèêîâ ïîçâîëÿåò íàãëÿäíî
ïðåäñòàâèòü ñåáå ñîâîêóïíîñòü îïåðàöèé ñèììåòðèè ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû.

Îòäåëüíî ñëåäóåò óïîìÿíóòü î ãðóïïàõ ñèììåòðèè ëèíåéíûõ ìîëåêóë C∞v

è D∞h êàê ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ãðóïï Cnv è Dnh ïðè n→∞.

4.2 Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ òî÷å÷íûõ ãðóïï

Çäåñü ìû ïðèâåä¼ì ÍÏ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ òî÷å÷íûõ ãðóïï è ãðóïï
ñ îñÿìè ïÿòîãî ïîðÿäêà. Îíè ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè ñèììåòðèè ïîäàâëÿþùå-
ãî áîëüøèíñòâà ìîëåêóë. ×èñëî ÍÏ êîíå÷íîé ãðóïïû êîíå÷íî è ðàâíî ÷èñ-
ëó êëàññîâ â íåé. Ðàçìåðíîñòè ÍÏ ñâÿçàíû ñ ïîðÿäêîì ãðóïïû ñîîòíîøåíè-
åì (38). Ãîâîðÿ î ÍÏ ãðóïïû, â ïåðâóþ î÷åðåäü èìåþò â âèäó èõ õàðàêòå-
ðû. Õàðàêòåðû ÍÏ ãðóïïû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì îðòîãîíàëüíîñòè è

58



íîðìèðîâêè (32). Èçîìîðôíûå ãðóïïû èìåþò îäèíàêîâûå ñîâîêóïíîñòè ÍÏ.
Ìíîãèå ãðóïïû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé ñâîèõ
ïîäãðóïï. Õàðàêòåðû ÍÏ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé ïîëó÷àþòñÿ ïåðåìíîæåíèåì
õàðàêòåðîâ ÍÏ ãðóïï-ñîìíîæèòåëåé.

Òàáë. 4 ñîäåðæèò õàðàêòåðû 28-ìè òî÷å÷íûõ ãðóïï (24 èç íèõ � êðèñòàë-
ëîãðàôè÷åñêèå). Êàæäàÿ èç íèõ äà¼ò ÍÏ ñðàçó äëÿ âñåõ èçîìîðôíûõ äðóã
äðóãó òî÷å÷íûõ ãðóïï. Â ñòîëáöå ïîä ñèìâîëîì ãðóïïû ïî Øåíôëèñó óêàçà-
íû ñèìâîëû ÍÏ. Â ñòðîêå, ñîäåðæàùåé ñèìâîë ãðóïïû, ïåðå÷èñëåíû êëàññû
ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ. Êëàññ çàäà¼òñÿ óêàçàíèåì îäíîãî èç åãî ýëåìåíòîâ.
×èñëî ïåðåä ñèìâîëîì ýëåìåíòà îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â êëàññå. Ñàìè
õàðàêòåðû äàíû â ñòðîêàõ, ñîäåðæàùèõ ñèìâîë ÍÏ.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îäíîìåðíûõ ÍÏ èñïîëüçóþòñÿ áóêâû a è b, äâóìåðíûõ
� e, òð¼õìåðíûõ � t, ÷åòûðåõìåðíûõ � g, ïÿòèìåðíûõ � h. Áóêâîé a (b)
îáîçíà÷àþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ, â êîòîðûõ ïîâîðîòó íà íàèìåíüøèé óãîë âîêðóã
ãëàâíîé îñè (åñëè îíà åñòü) ñîïîñòàâëÿåòñÿ 1 (-1). Ñèìâîë ÷¼òíîãî îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèè σh ïðåäñòàâëåíèÿ ñíàáæàåòñÿ øòðèõîì, íå÷¼òíîãî � äâóìÿ
øòðèõàìè. Ñèìâîë ÷¼òíîãî îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè ïðåäñòàâëåíèÿ äîïîëíÿ-
åòñÿ èíäåêñîì g, à íå÷¼òíîãî � èíäåêñîì u. Ïàðû êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ
îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé îáúåäèíåíû è îáîçíà÷åíû îäíèì ñèìâîëîì e (e(1),
e(2)), òàê êàê îáðàçóþò ôèçè÷åñêè íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå (ñì. ðàçäåë
2.19).

Äëÿ ìíîãîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé â òàáë. 4 ïðèâåäåíû òàêæå ìàòðèöû äëÿ
ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû. Â êà÷åñòâå ãåíåðàòîðà âûáðàí èìåííî òîò ýëåìåíò, êîòî-
ðûé óêàçàí êàê ïðåäñòàâèòåëü êëàññà â òàáëèöå õàðàêòåðîâ. Ñèìâîë ìàòðèöû
(A2, B2 è ò. ä.) äàí â ñêîáêàõ ïîä õàðàêòåðîì ýëåìåíòà, à ñàìè ìàòðèöû �
ïîñëå òàáëèö õàðàêòåðîâ ÍÏ. Åùå íèæå ïðèâåäåíû ÍÏ, ïî êîòîðûì ïðåîáðà-
çóþòñÿ êîìïîíåíòû x, y, z âåêòîðà r.

Îñòàëüíûå âîñåìü êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ ãðóïï � ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ
óæå ðàññìîòðåííûõ ãðóïï íà ãðóïïó èíâåðñèè Ci (ñì. òàáë. 3). Ïðÿìîå ïðîèç-
âåäåíèå G×Ci èìååò âäâîå áîëüøå êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ è ÍÏ, ÷åì
ãðóïïà G. Òàáëèöà õàðàêòåðîâ ãðóïïû G × Ci ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç òàáëèöû
õàðàêòåðîâ ÍÏ ãðóïïû G. Ïîëîâèíà êëàññîâ ãðóïïû G×Ci ñîâïàäàåò ñ êëàñ-
ñàìè S ãðóïïû G. Îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ èç êëàññîâ ãðóïïû G óìíîæåíèåì íà
èíâåðñèþ I: IS. Åñëè êëàññàì S è IS â ãðóïïå G×Ci ñîïîñòàâèòü õàðàêòåðû
êëàññîâ S ãðóïïû G, òî ïîëó÷àòñÿ ÷¼òíûå îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè ÍÏ ãðóïïû
G×Ci. Èõ îáîçíà÷àþò òåìè æå ñèìâîëàìè, ÷òî è ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G, íî
äîáàâëÿþò èíäåêñ g. Åñëè â ïîëó÷åííûõ ÍÏ ãðóïïû G×Ci óìíîæèòü õàðàê-
òåðû êëàññîâ IS íà −1, òî ïîëó÷àòñÿ õàðàêòåðû íå÷¼òíûõ ÍÏ ãðóïïû G×Ci.
Äëÿ íèõ èñïîëüçóþò äðóãîé èíäåêñ � u.
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Òàáëèöà 4: Õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé íåêîòîðûõ òî÷å÷íûõ ãðóïï

w = exp(2πi/3), γ = exp(2πi/5), u = (
√

5 + 1)/2 = 2 cos(2π/5)

C1 E
a 1

C3 E C3z C−1
3z

a 1 1 1
e(1) 1 w w2

e(2) 1 w2 w

Ci E I
C2 E C2z

Cs E σz

ag a a′ 1 1
au b a′′ 1 −1

C2h E C2z I σz

C2v E C2z σy σx

D2 E C2z C2y C2x

ag a1 a 1 1 1 1
au a2 b1 1 1 −1 −1
bg b1 b2 1 −1 1 −1
bu b2 b3 1 −1 1 −1

C4 E C4z C2z C−1
4z

S4 E S4z C2z S−1
4z

a a 1 1 1 1
b b 1 −1 1 −1
e(1) e(1) 1 i −1 −i
e(2) e(2) 1 −i −1 i

C3v E 2C3z 3σy

D3 E 2C3z 3Uy

a1 a1 1 1 1
a2 a2 1 1 −1
e e 2 −1 0

(A2) (B2)

T E 4C31 4C−1
31 3C2z

a 1 1 1 1
e(1) 1 w w2 1
e(2) 1 w2 w 1
t 3 0 0 −1

(A3) (C3)

C6 E C6z C3z C2z C−1
3z C−1

6z

C3i E S6z C3z I C−1
3z S−1

6z

C3h E S−1
3z C3z σz C−1

3z S6z

a ag a′ 1 1 1 1 1 1
b au a′′ 1 −1 1 −1 1 −1

e
(2)
2 e

(1)
g e′(1) 1 w2 w 1 w2 w

e
(1)
2 e

(2)
g e′(2) 1 w w2 1 w w2

e
(1)
1 e

(1)
u e′′(1) 1 −w2 w −1 w2 −w

e
(2)
1 e

(2)
u e′′(2) 1 −w w2 −1 w −w2

D6 E 2C6z 2C3z C2z 3Uy 3Ux

C6v E 2C6z 2C3z C2z 2σy 3σx

D3h E 2S3z C3z σz 3Uy 3σx

a1 a1 a′1 1 1 1 1 1 1
a2 a2 a′2 1 1 1 1 −1 −1
b1 b1 a′′1 1 −1 1 −1 1 −1
b2 b2 a′′2 1 −1 1 −1 −1 1
e1 e1 e′′ 2 1 −1 −2 0 0

(C2) (−B2)
e2 e2 e′ 2 −1 −1 2 0 0

(−C2) (B2)

C4v E 2C4z C2z 2σx 2σxy

D4 E 2C4z C2z 2Uy 2Uxy

D2d E 2C4z C2z 2Uy 2σxy

a1 a1 a1 1 1 1 1 1
a2 a2 a2 1 1 1 −1 −1
b1 b1 b1 1 −1 1 1 −1
b2 b2 b2 1 −1 1 −1 1
e e e 2 0 −2 0 0

(D2) (−B2)

O E 8C31 3C2z 6C4z 6Uxy

Td E 8C31 3C2z 6S−1
4z 6σxy

a1 a1 1 1 1 1 1
a2 a2 1 1 1 −1 −1
e e 2 −1 2 0 0

(A2) (F2)
t1 t1 3 0 −1 1 −1

(A3) (B3)
t2 t2 3 0 −1 −1 1

(A3) (−B3)
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C5 E C5 C2
5 C3

5 C4
5

a 1 1 1 1 1

e
(1)
1 1 γ γ2 γ3 γ4

e
(2)
1 1 γ4 γ3 γ2 γ

e
(1)
2 1 γ2 γ4 γ γ3

e
(2)
2 1 γ3 γ γ4 γ2

C5v E 2C5z 2C2
5z 5σv

D5 E 2C5z 2C2
5z 5U

a1 a1 1 1 1 1
a2 a2 1 1 1 −1
e1 e1 2 u −u− 1 0
e2 e2 2 −u− 1 u 0

Y E 12C5z 12C2
5z 20C3 15C2

a 1 1 1 1 1
t1 3 u 1− u 0 −1
t2 3 1− u u 0 −1
g 4 −1 −1 1 0
h 5 0 0 −1 1

A2 =

(
−c −d
d −c

)
, B2 =

(
1 0
0 −1

)
, C2 =

(
c −d
d c

)
, D2 =

(
0 −1
1 0

)
, F2 =

(
−c d
d c

)
,

c = 1/2, d =
√

3/2.

A3 =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 , B3 =

0 0 1
0 −1 0
0 0 1

 , C3 =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 .

Ci C2 Cs C2h C2v D2 C4v D4 D2d T O Td

x au b a′ bu b1 b3 e e e t t1 t2
y au b a′ bu b2 b2 e e e t t1 t2
z au a a′′ au a1 b1 a1 a2 b2 t t1 t2

C3 C3v D3 C4 S4 C6 C3i C3h D6 C6v D3h

x− iy e(1) e e e(1) e(1) e
(1)
1 e

(1)
u e′(1) e1 e1 e′

x+ iy e(2) e e e(2) e(2) e
(2)
1 e

(2)
u e′(2) e1 e1 e′

z a a1 a2 a b a au e′′ a2 a1 a′′

4.3 Êëàññèôèêàöèÿ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé ìîëåêóëû

Ìîëåêóëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ êâàíòîâî-ìåõàí÷åñêóþ ñèñòåìó. Îä-
íèì èç ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ ñïîñîáîâ ïðèáëèæ¼ííîãî íàõîæäåíèÿ å¼ ñòàöèîíàð-
íûõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ àäèàáàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé, èñïîëüçóþùàÿ â
êà÷åñòâå ìàëîãî ïàðàìåòðà âåëè÷èíó κ = (m/M)1/4, ãäå m � ìàññà ýëåê-
òðîíà, à M � ñðåäíÿÿ ìàññà ÿäåð ìîëåêóëû. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ ýëåêòðîííîå
è ÿäåðíîå (ïîñòóïàòåäüíîå, âðàùàòåëüíîå è êîëåáàòåëüíîå) ñîñòîÿíèÿ ìîëå-
êóëû. Ýëåêòðîííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà äëÿ
ýëåêòðîíîâ â ïîëå, ñîçäàâàåìîì ÿäåðíûì îñòîâîì â ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðà-
öèè. Â îäíîýëåêòðîííîì ïðèáëèæåíèè ïîëíàÿ ýëåêòðîííàÿ ôóíêöèÿ ñòðîèòñÿ
â âèäå àíòèñèììåòðèçîâàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ îäíîýëåêòðîííûõ ôóíêöèé. Ïî-
ñëåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé, ñèììåòðèÿ êîòîðûõ çàäà¼òñÿ ñèììåòðè-
åé ðàâíîâåñíîé ÿäåðíîé êîíôèãóðàöèè, õàðàêòåðèçóåìîé îäíîé èç òî÷å÷íûõ
ãðóïï G. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû Âèãíåðà îäíîýëåêòðîííûå ýíåðãèè è âîëíîâûå
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ôóíêöèè ìîãóò áûòü ïðîêëàññèôèöèðîâàíû ïî ÍÏ ãðóïïû G. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
óðîâíè ýíåðãèè ìîæíî ñíàáäèòü äâóìÿ çíà÷êàìè. Îäèí çíà÷îê (γ) óêàçûâàåò
íà ÍÏ, ïî êîòîðîìó ïðåîáðàçóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå åìó âîëíîâûå ôóíêöèè,
à âòîðîé � (n) íóìåðóåò óðîâíè ýíåðãèè íåçàâèñèìûõ ñîñòîÿíèé, ïðåîáðàçó-
þùèõñÿ ïî ýêâèâàëåíòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì: Eγn. Ñàìè æå ñîñòîÿíèÿ êðîìå
ýòèõ äâóõ çíà÷êîâ ìîãóò èìåòü òðåòèé, ðàçëè÷àþùèé ôóíêöèè, ïðåîáàçóþùè-
åñÿ ïî îäíîìó è òîìó æå ïðåäñòàâëåíèþ, åñëè îíî ìíîãîìåðíî: ψiγn. Êðàòíîñòü
âûðîæäåíèÿ óðîâíÿ ðàâíà ðàçìåðíîñòè nγ ÍÏ γ.

Äëÿ ïðèìåðà ïðèâåä¼ì îäíîýëåêòðîííûå óðîâíè ýíåðíèè âåðõíèõ âàëåíò-
íûõ ñîñòîÿíèé ìîëåêóëû CCl4 â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ýíåðãèé (ðèñ. 5).

Ðèñ. 5. Îäíîýëåêòðîííûå óðîâíè ýíåðãèè âåðõíèõ âàëåíòíûõ ñîñòîÿíè ìî-
ëåêóëû CCl4.

4.4 Âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

1. Êàêèå ýëåìåíòû îáðàçóþò ãðóïïó ñèììåòðèè ìîëåêóëû?
2. Êàêèå òî÷å÷íûå ãðóïïû íàçûâàþòñÿ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèìè?
3. ×òî òàêîå ïîâîðîòíàÿ îñü n-ãî ïîðÿäêà? Êàê îíà îáîçíà÷àåòñÿ?
4. ×òî òàêîå çåðêàëüíî-ïîâîðîòíàÿ îñü n-ãî ïîðÿäêà? Êàê îíà îáîçíà÷àåòñÿ?
5. Êàê îáîçíà÷àþòñÿ ïîâîðîòû âîêðóã îñåé ñèììåòðèè (ïîâîðîòíûõ è çåð-

êàëüíî-ïîâîðîòíûõ)?
6. Êàêàÿ îñü íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé îñüþ ñèììåòðèè?
7. Êàê îáîçíà÷àþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûå îñè ñèììåòðèè âòîðîãî ïîðÿäêà?
8. Êàê îáîçíà÷àþòñÿ ïëîñêîñòè îòðàæåíèÿ?
9. Êàêèå ýëåìåíòû ñèììåòðèè íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè?
10. Êàêàÿ îñü íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííåé?
11. Êàê îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îñü äâóñòîðîííåé?
12. Êàêèå îïåðàöèè ñèììåòðèè òî÷å÷íûõ ãðóïï âõîäÿò â îäèí êëàññ?
13. Êàêîâ ñèìâîë ïîâîðîòíîé îñè n-ãî ïîðÿäêà â èíòåðíàöèîíàëüíîé ñèñòå-

ìå îáîçíà÷åíèé?
14. Êàê îáîçíà÷àåòñÿ ïëîñêîñòü îòðàæåíèÿ â èíòåðíàöèîíàëüíîé ñèñòåìå?
15. ×òî òàêîå èíâåðñèîííàÿ îñü è êàê îíà îáîçíà÷àåòñÿ â èíòåðíàöèîíàëü-

íîé ñèñòåìå?
16. Êàêèì ñèìâîëîì ïåðåäà¼òñÿ â èíòåðíàöèîíàëüíîé ñèñòåìå ñî÷åòàíèå îñè

n-ãî ïîðÿäêà ñ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê íåé ïëîñêîñòüþ îòðàæåíèÿ (ñ ïðîõîäÿùåé
÷åðåç íå¼ ïëîñêîñòüþ îòðàæåíèÿ)?

17. ×òî îáîçíà÷àþò ñèìâîëû a, b, e, t, g è h â îáîçíà÷åíèÿõ ÍÏ òî÷å÷íûõ
ãðóïï?
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18. Êàê ïî ñèìâîëó ÍÏ îïðåäåëèòü åãî ÷åòíîñòü îòíîñòèòåëüíî îòðàæåíèÿ
â ïëîñêîñòè σh?

19. Êàê ïî ñèìâîëó ÍÏ îïðåäåëèòü åãî ÷åòíîñòü îòíîñòèòåëüíî èíâåðñèè?
20. Êàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ òî÷å÷íûõ ãðóïï íàçûâàþòñÿ ôèçè÷åñêè íåïðèâî-

äèìûìè?
21. Êàê ïî òàáëèöàì õàðàêòåðîâ ãðóïïG è Ci ïîñòðîèòü òàáëèöó õàðàêòåðîâ

ãðóïïû G× Ci?
22. Êàêèì îáðàçîì íóìåðóþòñÿ îäíîýëåêòðîííûå óðîâíè ýíåðãèè è âîëíî-

âûå ôóíêöèè ïðè èõ êëàññèôèêàöèè ïî ÍÏ ãðóïïû ñèììåòðèè ìîëåêóëû?

5 Ïðîñòðàíñòâåííûå ãðóïïû è ñèììåòðèÿ êðèñòàëëîâ

Äëÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ òâ¼ðäûõ òåë õàðàêòåðíî ðåãóëÿðíîå ðàñïîëîæåíèå
àòîìîâ â ïðîñòðàíñòâå, âûðàæàþùååñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, â ïîâòîðÿåìîñòè
îïðåäåë¼ííîé ñîâîêóïíîñòè àòîìîâ ïðè ñäâèãàõ â òð¼õ íåçàâèñèìûõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ. Â ðåàëüíûõ êîíå÷íûõ êðèñòàëëàõ, ñòðîãî ãîâîðÿ, òàêàÿ ïåðèîäè÷íîñòü
îòñóòñòâóåò èç-çà íàëè÷èÿ ãðàíèö. Íî ÷åì äàëüøå íàõîäèòñÿ àòîì îò ãðàíèöû,
òåì ìåíüøåå âëèÿíèå îêàçûâàåò ãðàíèöà íà óñëîâèÿ, â êîòîðûõ îí íàõîäèò-
ñÿ. Â ìàêðîñêîïè÷åñêèõ îáðàçöàõ êðèñòàëëà ÷èñëî àòîìîâ âáëèçè ãðàíèöû
ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ÷èñëîì àòîìîâ â êðèñòàëëå. Ïîýòîìó, åñëè èí-
òåðåñîâàòüñÿ åãî "îáú¼ìíûìè" ñâîéñòâàìè, òî öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü
ìîäåëü áåçãðàíè÷íîãî êðèñòàëëà. Êðîìå òîãî, â ðåàëüíîì êðèñòàëëå, êàê ïðà-
âèëî, ïðèñóòñòâóþò äåôåêòû â âèäå àòîìîâ çàìåùåíèÿ, àòîìîâ â ìåæäîóçëè-
ÿõ, âàêàíñèé è ò. ä. Â äàëüíåéøåì áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ èäåàëèçèðîâàííàÿ
ìîäåëü êðèñòàëëà � áåñêîíå÷íûé (à, ñëåäîâàòåëüíî, è áåçãðàíè÷íûé) áåçäå-
ôåêòíûé êðèñòàëë. Êàê èçâåñòíî, àòîìû ñîâåðøàþò ìàëûå êîëåáàíèÿ âîêðóã
ñâîèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ãîâîðÿ î ñèììåòðèè ìîäåëè áåñêîíå÷íîãî êðè-
ñòàëëà, ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ñèììåòðèþ åãî ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè,
êîãäà âñå àòîìû íàõîäÿòñÿ â ïîëîæåíèÿõ ðàâíîâåñèÿ.

Ñèììåòðèÿ ðàñïîëîæåíèÿ àòîìîâ â êðèñòàëëå îáóñëàâëèâàåò è ñèììåòðèþ
åãî ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Äâå òî÷êè â êðèñòàëëå íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè îäèíàêîâû âñå èõ ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà (ðàñïîëîæåíèå
ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè, ðàñïîëîæåíèå àòîìîâ âîêðóã íèõ, ïëîòíîñòü çàðÿäà,
íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëåé è ò. ä.). Îïåðàöèåé ñèììåòðèè êðèñòàëëà íàçûâàåòñÿ
òàêîå åãî ïðåîáðàçîâàíèå â ïðîñòðàíñòâå, ïðè êîòîðîì ëþáàÿ åãî òî÷êà ïåðå-
õîäèò â ýêâèâàëåíòíóþ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýêâèâàëåíòíûå àòîìû,
îáðàçóþùèå êðèñòàëë, ïåðåõîäèëè äðóã â äðóãà (ñîâìåùåíèå êðèñòàëëà ñàìî-
ãî ñ ñîáîé). Ñîâîêóïíîñòü îïåðàöèé ñèììåòðèè êðèñòàëëà îáðàçóåò åãî ãðóïïó
ñèììåòðèè, íàçûâàåìóþ ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïîé F . Ãðóïïà F � ïîäãðóïïà
åâêëèäîâîé ãðóïïû E3 (ñì. ðàçäåë 1.13).
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5.1 Ïîäãðóïïà òðàíñëÿöèé

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñâîéñòâî òð¼õìåðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïå-
ðèîäè÷íîñòè êðèñòàëëà ìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ãðóïïû òðàíñëÿöèé
T , ÿâëÿþùåéñÿ áåñêîíå÷íîé, äèñêðåòíîé ïîäãðóïïîé íåïðåðûâíîé ïîäãðóïïû
òðàíñëÿöèé åâêëèäîâîé ãðóïïû E3. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ an, ïðè ñäâèãàõ íà êî-
òîðûå âñå àòîìû êðèñòàëëà (âåðíåå èõ ðàâíîâåñíûå ïîëîæåíèÿ) ñîâìåùàþòñÿ
ñàìè ñ ñîáîé, çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ, êîòîðîå è
âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ãðóïïîâîé îïåðàöèè. Ëþáîé âåêòîð ýòîãî ìíîæåñòâà ìî-
æåò áûòü çàïèñàí â âèäå öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè òð¼õ âåêòîðîâ
îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé ai (i = 1, 2, 3):

an = n1a1 + n2a2 + n3a3, n = (n1, n2, n3), ni � öåëûå ÷èñëà. (83)

Ñàìó òðàíñëÿöèþ íà âåêòîð an áóäåì îáîçíà÷àòü (E|an). Ãðóïïà òðàíñëÿ-
öèé T ñ ýëåìåíòàìè (E|an) ∈ T àáåëåâà è èìååò ñòðóêòóðó ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ òð¼õ ãðóïï òðàíñëÿöèé T (i) ñ ýëåìåíòàìè (E|niai) (i = 1, 2, 3, ni � öåëûå
÷èñëà):

T : T (1) × T (2) × T (3).

5.2 Ðåøåòêè Áðàâå è ñèíãîíèè

Îòëîæèì âñå âåêòîðû an (83) îò îäíîé òî÷êè, êîòîðóþ ïðèìåì çà íà÷à-
ëî êîîðäèíàò. Êîíöû âåêòîðîâ an ÿâëÿþòñÿ óçëàìè òàê íàçûâàåìîé ðåø¼òêè
Áðàâå ãðóïïû òðàíñëÿöèé T . Ðåø¼òêà Áðàâå äà¼ò íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î
òð¼õìåðíîé ïåðèîäè÷íîñòè êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Âåêòîðû an íàçûâàþò
òàêæå âåêòîðàìè ðåø¼òêè (Áðàâå).

Ãðóïïà òðàíñëÿöèé T (èëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ðåø¼òêà Áðàâå) îáëàäàåò
ñîáñòâåííîé òî÷å÷íîé ñèììåòðèåé � ñîâîêóïíîñòüþ îðòîãîíàëüíûõ îïåðàöèé,
ïåðåâîäÿùèõ âåêòîð ðåøåòêè â âåêòîð ðåøåòêè (ñîâìåùàþùèõ ðåø¼òêó Áðàâå
ñàìó ñ ñîáîé). Ýòè îïåðàöèè îáðàçóþò òî÷å÷íóþ ãðóïïó G0.

Ãðóïïà G0 îïðåäåëÿåò êðèñòàëëè÷åñêóþ ñèñòåìó èëè ñèíãîíèþ. Ñ òðàíñëÿ-
öèîííîé ñèììåòðèåé ñîâìåñòèìû ëèøü ñåìü òî÷å÷íûõ ãðóïï. Îíè ïåðå÷èñëå-
íû è íàçâàíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñèíãîíèè â òàáë. 5. Äâå ðåø¼òêè Áðàâå ñ
îäíîé è òîé æå ãðóïïîé G0 íàçûâàþòñÿ îäíîòèïíûìè, åñëè îíè ìîãóò áûòü ïå-
ðåâåäåíû äðóã â äðóãà íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèåé, íå ïîíèæàþùåé ñèììåòðèè
ðåø¼òêè.Âñåãî â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâåò 14 òèïîâ ðåø¼òîê Áðàâå, ðàñ-
ïðåäåëåíèå êîòîðûõ ïî ñèíãîíèÿì ïîêàçàíî òàêæå â òàáë. 5. Â êðèñòàëëàõ â
ïðåäåëàõ îäíîé ïðèìèòèâíîé ÿ÷åéêè ìîæåò íàõîäèòüñÿ îäèí èëè íåñêîëüêî
àòîìîâ. Åñëè çàäàòü èõ ïîëîæåíèå â íóëåâîé ïðèìèòèâíîé ÿ÷åéêå, òî ïîëî-
æåíèå àòîìîâ â äðóãèõ ïðèìèòèâíûõ ÿ÷åéêàõ îïðåäåëèòñÿ òðàíñëÿöèîííîé
ñèììåòðèåé êðèñòàëëà.
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Òàáëèöà 5: Ðàñïðåäåëåíèå êðèñòàëëè÷åñêèõ êëàññîâ è ðåøåòîê Áðàâå ïî ñèíãîíèÿì Go

G0 è êðèñòàëë. êëàññû G Òèï ðåøåòêè Âåêòîðû îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé
Òðèêëèííàÿ S2 P Γt Ïðîèçâîëüíûå íåêîìïëàíàðíûå
E, S2

Ìîíîêëèííàÿ Ñ2h P Γm (0,−b, 0), (a sin γ,−a cos γ,−c), (0, 0, c)
Ñs, C2, C2h A,B.C Γb

m (0,−b, 0), (a sin γ,−b cos γ,−c)/2,
(a sin γ,−b cos γ, c)/2

Ðîìáè÷åñêàÿ D2h P Γo (0,−b, 0), (a, 0, 0), (0, 0, c)
Ñ2v, D2, D2h A,B.C Γb

o (1/2)(a,−b, 0), (1/2)(a, b, 0), (0, 0, c)
F Γf

o (a, 0, c)/2, (0,−b, c)/2, (a,−b, 0)/2
I Γv

o (a, b, c)/2, (−a,−b, c)/2, (a,−b,−c)/2
Òåòðàãîíàëüíàÿ D4h P Γq (a, 0, 0), (0, a, 0), (0, 0, c)
S4, D2d, C4, C4h, C4v I Γv

q (1/2)(−a, a, 0), (1/2)(a,−a, c), (a, a,−c)
D4, D4h

Òðèãîíàëüíàÿ D3d R Γrh (a, 0, c), (−a/2,
√

3a/2, c),

Ñ3, S6, C3v, D3, D3d (−a/2,−
√

3a/2, c)

Ãåêñàãîíàëüíàÿ D6h H Γh (
√

3a/2,−a/2, 0), (0, a, 0), (0, 0, c)
Ñ3, S6, C3v, C3h, D3, D3d

D3h, C6, C6v, C6h, D6, D6h

Êóáè÷åñêàÿ Oh P Γc (a, 0, 0), (0, a, 0), (0, 0, c)
T, Th, Td, O, Oh F Γf

c (0, a, a)/2, (a, 0, a)/2, (a, a, 0)/2
I Γv

c (−a, a, a)/2, (a,−a, a)/2, (a, a,−a)/2

Ðèñ. 6. Êðèñòàëëû ñ ãðàíåöåíòðèðîâàííîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêîé ñ îäíèì
(Cu), äâóìÿ (NaCl) è òðåìÿ (CaF2) àòîìàìè â ïðèìèòèâíîé ÿ÷åéêå.

Îïåðàöèè g ∈ G0 â ñî÷åòàíèè ñ îïåðàöèÿìè òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè T
îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñèììåòðèè ðåø¼òêè Áðàâå F0. Åñëè ïðè îïåðàöèÿõ
èç ãðóïïû F0 êðèñòàëë ñîâìåùàåòñÿ ñàì ñ ñîáîé, òî F0 ÿâëÿåòñÿ è ãðóïïîé
ñèììåòðèè êðèñòàëëà F = F0. Òàê îáñòîèò äåëî â îäíîàòîìíûõ (îäèí àòîì
â ïðèìèòèâíîé ÿ÷åéêå) êðèñòàëëàõ, â êîòîðûõ àòîìû ìîæíî ñ÷èòàòü ðàñïî-
ëîæåííûìè â óçëàõ ðåø¼òêè Áðàâå è âñå îíè òðàíñëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíû
(íàïðèìåð, êðèñòàëëû ìåäè ñ ãðàíåöåíòðèðîâàííîé ðåø¼òêîé Áðàâå). Òàê ìî-
æåò áûòü è ïðè íåñêîëüêèõ àòîìàõ, ïðèõîäÿùèõñÿ íà îäíó ïðèìèòèâíóþ ÿ÷åé-
êó. Ïðèìåðàìè òàêèõ êðèñòàëëîâ ìîãóò ñëóæèòü êðèñòàëëû ïîâàðåííîé ñîëè
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( Na Cl ) è ôëþîðèòà ( Ca F2) ñ ãðàíåöåíòðèðîâàííîé êóáè÷åñêîé ðåø¼òêîé
(ðèñ. 6).

5.3 Ïðèìèòèâíàÿ ÿ÷åéêà, ÿ÷åéêà Âèãíåðà-Çåéòöà

Ìèíèìàëüíàÿ ïî îáú¼ìó îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, òðàíñëÿöèÿìè êîòîðîé íà
âåêòîðû (83) ìîæíî ïîêðûòü âñ¼ ïðîñòðàíñòâî áåç ïðîìåæóòêîâ è íàëîæå-
íèé, íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé ÿ÷åéêîé. Å¼ ìîæíî âûáðàòü ìíîæåñòâîì ñïî-
ñîáîâ. Óêàæåì äâà èç íèõ. Ïðèìèòèâíîé ÿâëÿåòñÿ ÿ÷åéêà â ôîðìå ïàðàëëå-
ëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà òð¼õ âåêòîðàõ îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé ai. Åãî îáú¼ì
Va = |(a1, [a2 × a3])|. Î÷åâèäíî, âñå ïðèìèòèâíûå ÿ÷åéêè íåçàâèñèìî îò èõ
ôîðìû èìåþò îäèíàêîâûå îáú¼ìû. Äðóãèì ÷àñòî óïîòðåáëÿåìûì âûáîðîì
ïðèìèòèâíîé ÿ÷åéêè ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ ÿ÷åéêà (èëè ÿ÷åéêà Âèãíåðà �
Çåéòöà). Äëÿ å¼ ïîñòðîåíèÿ íóæíî ñîåäèíèòü íóëåâîé óçåë ðåø¼òêè Áðàâå
(íà÷àëî êîîðäèíàò) ñî âñåìè îñòàëüíûìè (äîñòàòî÷íî ñ íåñêîëüêèìè ïåðâû-
ìè "ñëîÿìè" óçëîâ ðåø¼òêè Áðàâå) è ïðîâåñòè ÷åðåç ñåðåäèíû ýòèõ îòðåçêîâ
ïåðïåíäèêóëÿðíûå èì ïëîñêîñòè. Îíè è âûðåæóò â ïðîñòðàíñòâå âîêðóã íó-
ëåâîãî óçëà ìíîãîãðàííèê, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé èç òî÷å÷íîé
ãðóïïû G0 è îáðàçóþùèé òàêæå ïðèìèòèâíóþ ÿ÷åéêó ñ îáú¼ìîì Va.

Îòìåòèì òàêæå íåîäíîçíà÷íîñòü âûáîðà âåêòîðîâ îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé ai.
Î÷åâèäíî, ëþáûå òðè âåêòîðà

a′i′ =
∑

i

li′iai,

ïîëó÷åííûå èç ai ñ ïîìîùüþ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû l ñ L = | det l| = 1,
òàêæå ìîãóò áûòü ïðèíÿòû çà âåêòîðû îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé è îïðåäåëÿþò
òó æå ñàìóþ ãðóïïó òðàíñëÿöèé T . Îáû÷íî çà âåêòîðû îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé
âûáèðàþò ñàìûå êîðîòêèå, îáðàçóþùèå ïðàâóþ òðîéêó âåêòîðîâ.

5.4 Ýëåìåíòû ñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû

Íåêîòîðûå g ∈ Go ìîãóò è íå áûòü îïåðàöèÿìè ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Âîç-
ìîæíî òàêæå, ÷òî äëÿ ñîâìåùåíèÿ êðèñòàëëà ñ ñîáîé îïåðàöèþ g ñëåäóåò ñî-
ïðîâîäèòü ïîñòóïàòåëüíûì ïåðåìåùåíèåì (òðàíñëÿöèåé) íà âåêòîð ãg, îòëè÷-
íûé îò âåêòîðà ðåø¼òêè. Âåêòîð ãg íàçûâàþò âåêòîðîì íåñîáñòâåííîé òðàíñ-
ëÿöèè. Îïåðàöèåé ñèììåòðèè â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ êîìáèíèðîâàííàÿ îïå-
ðàöèÿ (g|ãg): îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå g, ñîïðîâîæäàåìîå íåñîáñòâåííîé
òðàíñëÿöèåé íà âåêòîð ãg.

Ïóñòü g(~βo) � ïîâîðîò íà óãîë β âîêðóã îñè, íàïðàâëåííîé ïî âåêòîðó ~βo è
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó Î. Ðàçëîæèì âåêòîð ãg íà äâå ñîñòàâëÿþùèå: ã‖||~βo

è ã⊥ ⊥ ~βo (ãg = ã‖ + ã⊥).
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Ðèñ. 7. Âèíòîâàÿ îñü O′

(O′|ã‖) = (O|ã).

Âûïîëíåííîå íà ðèñ. 7 ïîñòðîåíèå ïîêàçûâà-
åò, ÷òî îïåðàöèÿ (g(~βo)|ã⊥) åñòü ïîâîðîò íà óãîë
β âîêðóã îñè O′, ïàðàëëåëüíîé îñè O è îòñòî-
ÿùåé îò íå¼ íà âåêòîð d, ñâÿçàííûé ñ ã⊥ ñî-
îòíîøåíèåì d − g(~βo)d = ã⊥. Â öåëîì îïåðà-
öèÿ (g(~βo)|ã) = (g(~βo′)|ã‖) ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì
íà óãîë β âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
O′, ñîïðîâîæäàåìûì òðàíñëÿöèåé íà âåêòîð ã‖
âäîëü îñè âðàùåíèÿ. Òàêîå âðàùåíèå íàçûâàåò-
ñÿ âèíòîâûì, à îñü O′ � âèíòîâîé.

Ïóñòü σ(~ω) � îòðàæåíèå â ïëîñêîñòè, ïîëîæåíèå êîòîðîé â ïðîñòðàíñòâå îïðå-
äåëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì ~ω, ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïëîñêîñòè. Îïåðàöèÿ

(σ(~ω)|ã) = (σ(~ω)|ã⊥ + ã‖) = (σ′(~ω)|ã⊥)

åñòü îòðàæåíèå â ïëîñêîñòè σ′, ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè σ è ñìåù¼ííîé îò íå¼
íà âåêòîð d = ã‖/2, ñîïðîâîæäàåìîå òðàíñëÿöèåé â ïëîñêîñòè σ′ íà âåêòîð
ã⊥ ⊥ ~ω. Òàêàÿ îïåðàöèÿ íîñèò íàçâàíèå ñêîëüçÿùåãî îòðàæåíèÿ (σ′ � ïëîñ-
êîñòü ñêîëüçÿùåãî îòðàæåíèÿ, ðèñ. 8).

Ðèñ. 8. Ïëîñêîñòü
ñêîëüçÿùåãî
îòðàæåíèÿ.

Âñÿêàÿ îïåðàöèÿ ñèììåòðèÿ êðèñòàëëà ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â âèäå f = (g|ãg + an), f ∈ F.
Ïîä äåéñòâèåì îïåðàöèè (g|ãg + an) òî÷êà r ïðî-
ñòðàíñòâà ïåðåõîäèò â òî÷êó

r′ = (g|ãg + an)r = gr + ãg + an.
Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå äâóõ òàêèõ ïðåîáðà-
çîâàíèé ê âåêòîðó r ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó çàêîíó
óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè êðèñòàëëà:

(g2|ã2 +an2)(g1|ã1 +an1) = (g2g1|ã2 +an2 + g2ã1 + g2an1). (84)

Â ÷àñòíîñòè èç ôîðìóëû (84) ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò, îáðàòíûé ê (g|ã + an),
èìååò âèä

(g|ãg + an)−1 = (g−1| − g−1ãg − g−1an).

5.5 Êðèñòàëëè÷åñêèå êëàññû

Ñîâîêóïíîñòü îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé g, âõîäÿùèõ â îïåðàöèè ñèì-
ìåòðèè f ∈ F êðèñòàëëà, îáðàçóþò ãðóïïó G ⊆ G0. Ãðóïïà G õàðàêòåðèçó-
åò ñèììåòðèþ íàïðàâëåíèé â êðèñòàëëå, òàê êàê îïåðàöèè ïåðåâîäÿò ëþáîå
íàïðàâëåíèå â ýêâèâàëåíòíîå (îáëàäàþùåå òåìè æå ôèçè÷åñêèìè è ãåîìåòðè-
÷åñêèìè ñâîéñòâàìè). Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå g ∈ G
ìîæåò è íå áûòü ýëåìåíòîì ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Êðèñòàëëû ñ îäíîé è òîé æå
ãðóïïîé G îòíîñÿò ê îäíîìó êðèñòàëëè÷åñêîìó êëàññó. Âñåãî ñóùåñòâóþò 32
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êðèñòàëëè÷åñêèõ êëàññà G, òàê êàê ñåìü ãðóïï G0, îïðåäåëÿþùèõ ñèíãîíèþ,
èìåþò 32 ïîäãðóïïû. Êðèñòàëëè÷åñêèé êëàññ G îòíîñÿò ê ñèíãîíèè G0, åñëè
G ⊆ G0 è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ðåø¼òêà Áðàâå ìàëîé äåôîðìàöèåé âåêòîðîâ
îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé íå ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà â îäèí èç òèïîâ ðåø¼òîê áîëåå
íèçêîé ïî ñèììåòðèè ñèíãîíèè. Ðàñïðåäåëåíèå 32-õ êðèñòàëëè÷åñêèõ êëàññîâ
ïî ñèíãîíèÿì óêàçàíî â òàáë. 5.

Ïÿòü êëàññîâ ñèíãîíèè D3d ïîâòîðåíû â ñèíãîíèè D6h èìåííî ïîòîìó, ÷òî
ðåø¼òêè Áðàâå Γh è Γrh íå ìîãóò áûòü ïåðåâåäåíû äðóã â äðóãà ìàëîé äåôîð-
ìàöèåé âåêòîðîâ îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé.

5.6 Ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðóïï è èõ ñèìâîëû èíòåðíàöè-

îíàëüíûå è ïî Ø¼íôëèñó

Ñîîòíîøåíèå

f(E|an)f−1 = (E|gan) (f = (g|ãg + am) ∈ F )

ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîäãðóïïà T â ãðóïïå F ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé. Íàïèøåì
ðàçëîæåíèå ãðóïïû F íà ñìåæíûå êëàññû ïî èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïå T :

F =
∑
g∈G

(g|ãg)T . (85)

Ôàêòîð-ãðóïïà F/T èçîìîðôíà ãðóïïå G (êðèñòàëëè÷åñêîìó êëàññó).
Äëÿ çàäàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû F íåîáõîäèìî óêàçàòü:
1. âåêòîðû îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé ai, îïðåäåëÿþùèå ãðóïïó òðàíñëÿöèé T ;
2. òî÷å÷íóþ ãðóïïó G ⊆ G0 (êðèñòàëëè÷åñêèé êëàññ);
3. ðàñïîëîæåíèå ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè (îñè è ïëîñêîñòè) îòíîñèòåëüíî âåê-

òîðîâ ai;
4. íàáîð íåñîáñòâåííûõ òðàíñëÿöèé ãg, ñîïðîâîæäàþùèõ îïåðàöèè g ∈ G.
Îáû÷íî íà÷àëî êîîðäèíàò âûáèðàþò â öåíòðå èíâåðñèè (åñëè îí åñòü) èëè â

òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ âîçìîæíî áîëüøåãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè (îñåé è/èëè
ïëîñêîñòåé). Åñëè âûáîðîì íà÷àëà ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû âñå ïðåäñòàâèòåëè
ñìåæíûõ êëàññîâ â ðàçëîæåíèè (85) áûëè îðòîãîíàëüíûìè îïåðàöèÿìè (âñå
ãg = 0), òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñèììîðôíîé è ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì (ïîëó-
ïðÿìûì) äâóõ ñâîèõ ïîäãðóïï T è G : F = T ∧G. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðóïïà
íàçûâàåòñÿ íåñèììîðôíîé. Èç 230 ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðóïï â òð¼õìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå 73 � ñèììîðôíûå è 137 � íåñèììîðôíûå.

Êàæäîé ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïå ïðèñâîåí íîìåð (îò 1 äî 230). Â øåíôëè-
ñîâñêèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðóïï èñïîëüçóþò øåíôëèñîâñêèé
ñèìâîë êðèñòàëëè÷åñêîãî êëàññà. Â ïðåäåëàõ îäíîãî êëàññà ãðóïïû ðàçëè-
÷àþòñÿ âåðõíèì èíäåêñîì. Íàïðèìåð, O1

h, O
5
h, O

7
h, D

6
3d è ò. ä. Íàèáîëüøóþ

èíôîðìàöèþ îá ýëåìåíòàõ ãðóïïû ñîäåðæèò å¼ èíòåðíàöèîíàëüíûé ñèìâîë,
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â êîòîðîì óêàçàí òèï ðåø¼òêè (P � ïðîñòàÿ, F � ãðàíåöåíòðèðîâàííàÿ, I �
îáú¼ìíîöåíòðèðîâàííàÿ, A, B, C � áàçîöåíòðèðîâàííûå). Äëÿ ñèììîðôíûõ
ãðóïï ñèìâîëîì êðèñòàëëè÷åñêîãî êëàññà ñëóæèò èíòåðíàöèîíàëüíîå îáîçíà-
÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé åìó òî÷å÷íîé ãðóïïû. Íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâåííîÿ
ãðóïïà O5

h (� 225) â èíòåðíàöèîíàëüíûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò ñèìâîë Fm3m.
Äëÿ íåñèììîðôíûõ ãðóïï â ñèìâîëå òî÷å÷íîé ãðóïïû óêàçûâàåòñÿ òàêæå,

êàêèå ïîâîðîòíûå îñè ÿâëÿþòñÿ âèíòîâûìè è êàêèå ïëîñêîñòè � ïëîñêîñòÿìè
ñêîëüçÿùåãî îòðàæåíèÿ. Íàïðèìåð, ãðóïïà � 136 èëè D14

4h â èíòåðíàöèîíàëü-
íûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò ñèìâîë P 42/mnm. Òî÷å÷íàÿ ãðóïïà êðèñòàëëè÷å-
ñêîãî êëàññà â ýòîì ïðèìåðå èìååò ñèìâîë 4/mmm èëè â áîëåå ïîëíîé çàïèñè
4

m

2

m

2

m
, ÷òî óêàçûâàåò íà ïðèñóòñòâèå îñè ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà, äâóõ ïàð ïåð-

ïåíäèêóëÿðíûõ åé îñåé âòîðîãî ïîðÿäêà è ïåðïåíäèêóëÿðíûõ èì ïëîñêîñòåé
îòðàæåíèÿ. Â ñèìâîëå ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû îòðàæåíî, ÷òî îñü ÷åòâ¼ðòîãî
ïîðÿäêà � âèíòîâàÿ ñ òðàíñëÿöèåé íà ïîë-ïåðèîäà âäîëü ýòîé îñè ïðè ïîâîðîòå
íà óãîë π/2 è äâå èç ÷åòûð¼õ âåðòèêàëüíûõ ïëîñêîñòåé ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòÿ-
ìè ñêîëüçÿùåãî îòðàæåíèÿ ñ òðàíñëÿöèÿìè â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè (n
ñèìâîëèçèðóåò ïëîñêîñòü ñêîëüçÿùåãî îòðàæåíèÿ ñ íåñîáñòâåííîé òðàíñëÿöè-
åé â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè).

5.7 Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäãðóïïû òðàíñëÿöèé

Íà÷í¼ì èçó÷åíèå ÍÏ ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû F ñ ïðåäñòàâëåíèé å¼ èí-
âàðèàíòíîé ïîäãðóïïû T . Òàê êàê ãðóïïà T àáåëåâà, òî âñå å¼ ÍÏ îäíîìåðíû.
Ýëåìåíòó (E|an) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ÷èñëî, ïî ìîäóëþ ðàâíîå åäèíèöå. Ñîâîêóï-
íîñòü ÷èñåë exp[−i (k, an)] ïðè ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå k è îáðàçóåò ÍÏ ãðóï-
ïû òðàíñëÿöèé T . Äåéòñâèòåëüíî, ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ (E|an)(E|am) =
(E|an + am) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë

exp[−i (k, an)] exp[−i (k, am)] = exp[−i (k, (an + am))].

Âåêòîð k, íàçûâàåìûé âîëíîâûì âåêòîðîì, íóìåðóåò ÍÏ ãðóïïû T . Åñëè
U(k) � áàçèñíûé âåêòîð k-ãî ÍÏ ãðóïïû T , òî

(̂E|an)U(k) = exp[−i (k, an)]U(k).

5.8 Îáðàòíàÿ ðåøåòêà, çîíà Áðèëëþýíà

Ïîñòðîèì òðè âåêòîðà

B1 = 2π
a2 × a3

Va
, B2 = 2π

a3 × a1

Va
, B3 = 2π

a1 × a2

Va
,

óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì (Bi, aj) = 2πδij. Âåêòîðû Bi íàçûâàþò âåê-
òîðàìè îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé îáðàòíîé ðåø¼òêè. Âåêòîð

Bm = m1B1 +m2B2 +m3B3, (m1,m2,m3 � öåëûå ÷èñëà)
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîëüíûé âåêòîð îáðàòíîé ðåø¼òêè. Êîíöû âñåâîç-
ìîæíûõ âåêòîðîâ Bm, îòëîæåííûõ îò îäíîé òî÷êè, îáðàçóþò îáðàòíóþ ðå-
ø¼òêó, êîòîðàÿ èìååò, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, òó æå òî÷å÷íóþ ãðóïïó ñèììåòðèè
G0, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïðÿìàÿ ðåø¼òêà. Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
èìååì (Bm, an) = 2π

∑
i

mini. Ïîýòîìó

exp [−i (k + Bm, an)] = exp [−i (k, an)] , (86)

ò. å. âîëíîâûå âåêòîðû, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà íà âåêòîð îáðàòíîé ðå-
ø¼òêè (ýêâèâàëåíòíûå âåêòîðû), îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå ÍÏ ãðóïïû T .

Âîëíîâîé âåêòîð k ìîæíî ñ÷èòàòü èçìåíÿ-
þùèìñÿ â ïðåäåëàõ îäíîé è òîé æå ïðèìèòèâ-
íîé ÿ÷åéêè îáðàòíîé ðåø¼òêè, êîòîðóþ âûáè-
ðàþò ñèììåòðè÷íîé. Å¼ íàçûâàþò çîíîé Áðèë-
ëþýíà (ÇÁ). Îíà ñòðîèòñÿ òî÷íî òàêèì æå îá-
ðàçîì, êàê ÿ÷åéêà Âèãíåðà-Çåéòöà ïðÿìîé ðå-
ø¼òêè. Èç ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ÇÁ íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî âíóòðè íå¼ íåò íè îäíîé
ïàðû ýêâèâàëåíòíûõ âåêòîðîâ, à íà ïîâåðõíî-
ñòè ëþáàÿ òî÷êà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó
åé ýêâèâàëåíòíóþ, ëåæàùóþ òàêæå íà ïîâåðõ-
íîñòè ÇÁ. Íà ðèñ. 9 ïðåäñòàâëåíà ÇÁ äëÿ ãðà

Ðèñ. 9. Çîíà Áðèëëþýíà
äëÿ ãðàíåöåíòðèðîâàííîé
êóáè÷åñêîé ðåø¼òêè.

íåöåíòðèðîâàííîé êóáè÷åñêîé (ÃÖÊ) ðåø¼òêè, äëÿ êîòîðîé îáðàòíàÿ ðåøåòêà
ÿâëÿåòñÿ îáú¼ìíîöåíòðèðîâàííîé.

Â ìîäåëè êîíå÷íîãî, íî áåçãðàíè÷íîãî êðèñòàëëà (êðèñòàëë ñ çàìêíóòû-
ìè äðóã íà äðóãà ïðîòèâîïîëîæíûìè ãðàíÿìè), ãðóïïà òðàíñëÿöèé êîíå÷íà
è ÷èñëî åå ÍÏ òîæå êîíå÷íî. Âîëíîâûå âåêòîðû k, íóìåðóþùèå ÍÏ ãðóïïû
F , â ýòîì ñëó÷àå îáðàçóþò äèñêðåòíóþ ñîâîêóïíîñòü, à ÷èñëî âîçìîæíûõ çíà-
÷åíèé k ðàâíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ â ãðóïïå T , ò. å. ÷èñëó ïðèìèòèâíûõ ÿ÷ååê â
êðèñòàëëå.

5.9 Ãðóïïà âîëíîâîãî âåêòîðà è å¼ äîïóñòèìûå íåïðèâîäèìûå

ïðåäñòàâëåíèÿ

Èçó÷èì òåïåðü ñòðóêòóðó ÍÏ ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû F . Ïóñòü ìàòðè-
öû D(f) îáðàçóþò íåêîòîðîå ÍÏ ãðóïïû F . Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå ÍÏ â
êà÷åñòâå áàçèñíûõ âåêòîðû U(k) ÍÏ ãðóïïû òðàíñëÿöèé T . Â ýòîì áàçèñå
ìàòðèöû D((E|an)) èìåþò äèàãîíàëüíûé âèä ñ ÷èñëàìè (86) íà äèàãîíàëè.
Ïóñòü Ui(k) (i = 1, 2 . . . p) ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå ÍÏ
D(f), ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî k-ìó ÍÏ ãðóïïû T . Òàê êàê f = (g|ãg + an) è

(̂E|an)f̂ Ui(k) = f̂ ̂(E|g−1an)Ui(k) = exp[−i(gk, an)]f̂Ui(k), (87)
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òî âåêòîð Ui(fk) = f̂Ui(k) ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ÍÏ fk = gk ãðóïïû T . Îòáåð¼ì
èç ãðóïïû F ýëåìåíòû fs, êîòîðûå îñòàâëÿþò âåêòîð k íåèçìåííûì, ëèáî
ïåðåâîäÿò åãî â åìó ýêâèâàëåíòíûé:

f̂sk = k + Bm.

Îíè îáðàçóþò ãðóïïó Fk, òàê êàê óäîâëåòâîðÿþò âñåì ãðóïïîâûì àêñèîìàì.
Ãðóïïà Fk, íàçûâàåìàÿ ãðóïïîé âîëíîâîãî âåêòîðà k, ñîäåðæèò ãðóïïó T â
êà÷åñòâå èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïû. Çàïèøåì ðàçëîæåíèå ãðóïïû Fk íà ëåâûå
ñìåæíûå êëàññû ïî èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïå òðàíñëÿöèé:

Fk =
∑

s

f̂sT , f̂ = (ĝs|ãs). (88)

Îðòîãîíàëüíûå îïåðàöèè ĝs îáðàçóþò òî÷å÷íóþ ãðóïïó Gk, íàçûâàåìóþ òî-
÷å÷íîé ãðóïïîé âîëíîâîãî âåêòîðà. Âåêòîðû Ui(k) (i = 1, 2, . . . p) ïîä äåéñòâè-
åì îïåðàòîðîâ f̂(f ∈ Fk) ïðåîáðàçóþòñÿ äðóã ÷åðåç äðóãà. Ñëåäîâàòåëüíî,
îíè îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî L(k) ïðåäñòàâëåíèÿ D(kγ) ãðóïïû Fk. Äàëåå áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî îíî íåïðèâîäèìî. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Fk îáëàäàåò òîé
îñîáåííîñòüþ, ÷òî íà ýëåìåíòàõ ãðóïïû òðàíñëÿöèé (E|an) ìàòðèöû ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ êðàòíû åäèíè÷íîé ñ ìíîæèòåëåì exp[−i (k, an)], ò. å. èõ áàçèñ ñîñòîèò
èç âåêòîðîâ, ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïî îäíîìó è òîìó æå (k-ìó) ÍÏ ãðóïïû òðàíñ-
ëÿöèé. Òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Fk íàçûâàþòñÿ äîïóñòèìûìè. Ðàçëîæèì
ãðóïïó F íà ñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå Fk:

F =

q∑
t=1

f̂ ′t Fk, f̂ ′t = (ĝ′t|ã′t).

Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (87) ýëåìåíòû f̂ ′t ïåðåâîäÿò âåêòîð k â âåêòîð kt = f̂ ′tk =
ĝ′tk. Âåêòîðû f̂ ′t Ui(k) (i = 1, 2, . . . p) ïðè ôèêñèðîâàííîì t îáðàçóþò ïðîñòðàí-
ñòâî L(kt), ïðåîáðàçóþùååñÿ ïî kt-ìó ÍÏ ãðóïïû T , è òàêæå ñîäåðæàòñÿ â
ïðîñòðàíñòâå L èñõîäíîãî ÍÏ D(f) ãðóïïû F . Ôóíêöèè

f̂ ′t Ui(k), (i = 1, 2, . . . p, t = 1, 2, . . . q) (89)

è îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî L ýòîãî ÍÏ D(f) ðàçìåðíîñòè pq:

L =

q∑
t=1

L(kt).

Ïîêàæåì, ÷òî äîïóñòèìîå ïðåäñòàâëåíèå D(kγ) ãðóïïû Fk íåïðèâîäèìî.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è âûäåëèì â ïðîñòðàíñòâå L(k) ðàçìåðíîñòè p ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè p′ < p ÍÏ ãðóïïû Fk ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè Ũi′(k)
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(i′ = 1, 2, . . . p′). Òîãäà âåêòîðû f̂ ′tŨi′(k) (i′ = 1, 2, . . . p′, t = 1, 2, . . . q) îáðàçî-
âûâàëè áû ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû F ðàçìåðíîñòè qp′ < qp, ÷òî
íåâîçìîæíî â âèäó åãî íåïðèâîäèìîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî L èñõîäíîãî ÍÏ ãðóïïû F ðàçáèâàåòñÿ íà q
ïîäïðîñòðàíñòâ L(kt) ðàçìåðíîñòè p. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïîäïðîñòðàíñòâå
L(kt) ðåàëèçóåòñÿ äîïóñòèìîå ÍÏ ãðóïïû Fkt

= f̂ ′tFkf̂
′−1
t (ãðóïïà âîëíîâîãî

âåêòîðà kt).

5.10 Çâåçäà âîëíîâîãî âåêòîðà

Ñîâîêóïíîñòü âîëíîâûõ âåêòîðîâ kt = f̂ ′tk (t = 1, 2, . . . q) îáðàçóåò çâåç-
äó ∗k âîëíîâîãî âåêòîðà k. Âñÿ çâåçäà îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì îäíîãî (ëþáîãî)
âåêòîðà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñòàëüíûõ âåêòîðîâ çâåçäû äîñòàòî÷íî ïîäåéñòâîâàòü
íà íåãî îïåðàöèÿìè g ∈ G è îòîáðàòü èç ïîëó÷åííûõ nG (ïîðÿäîê ãðóïïû G)
âåêòîðîâ íåýêâèâàëåíòíûå. ×èñëî âåêòîðîâ â çâåçäå ðàâíî q = nG/nGk

, ãäå nGk

� ïîðÿäîê òî÷å÷íîé ãðóïïû âîëíîâîãî âåêòîðà k è ìîæåò ìåíÿòüñÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò ïîëîæåíèÿ âåêòîðà k â ÇÁ îò 1 äî nG. Íàïðèìåð äëÿ k = 0 (òî÷êà Γ
â ÇÁ) GΓ = G è q = 1. Åñëè òî÷êà k íå ëåæèò íà êàêîì-ëèáî ýëåìåíòå ñèììåò-
ðèè (îñè âðàùåíèÿ èëè ïëîñêîñòè îòðàæåíèÿ), òî Gk íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ,
êðîìå åäèíè÷íîãî, è q = nG.

Êàæäîìó ÍÏ ãðóïïû F ñîîòâåòñâóåò íåêîòîðàÿ çâåçäà ∗k â ÇÁ. Ôèêñèðî-
âàííîé çâåçäå ∗k â ÇÁ ìîæåò îòâå÷àòü íåñêîëüêî ÍÏ ãðóïïû F . Ïîýòîìó äëÿ
èíäåêñàöèè ÍÏ ãðóïïû F èñïîëüçóþò äâà ñèìâîëà: ñèìâîë çâåçäû è çíà÷îê
γ, ðàçëè÷àþùèé ÍÏ ñ îäíîé è òîé æå çâåçäîé.

5.11 Ìàëûå è ïîëíûå ÍÏ ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû

Èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó ïîëíûìè ÍÏ ãðóïïû F ñ çàäàí-
íîé çâåçäîé ∗k è äîïóñòèìûìè ÍÏ ãðóïïû âîëíîâîãî âåêòîðà Fk ñóùåñòâóåò
âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ ñâÿçü. Èç áàçèñà Ui(k) äîïóñòèìîãî ÍÏ ãðóïïû Fk èíäó-
öèðóåòñÿ áàçèñ ÍÏ ãðóïïû F (89). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû ÍÏ ãðóïïû
F â ýòîì áàçèñå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìàòðèöû äîïóñòèìîãî ÍÏ ãðóïïû Fk. Ïî-
ýòîìó äîïóñòèìûå ÍÏ ãðóïïû Fk íàçûâàþò ìàëûìè ÍÏ ãðóïïû F . Âî ìíîãèõ
ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðóïï äîñòàòî÷íî çíàíèå ìàëûõ ÍÏ
ãðóïï F .

Ãðóïïà Fk ñàìà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé (ñîäåðæèò ïîäãðóïïó òðàíñëÿ-
öèé) è èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÍÏ. Îäíàêî ñ ÍÏ ãðóïïû F ñâÿçàíû òîëüêî
äîïóñòèìûå ÍÏ ãðóïïû Fk, ò.å. òàêèå, êîòîðûå ïðè îðãàíè÷åíèè íà ãðóïïó
òðàíñëÿöèé T ðàñïàäàþòñÿ íà ýêâèâàëåíòíûå ÍÏ ýòîé ãðóïïû, õàðàêòåðèçó-
åìûå âåêòîðîì k.
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Ãðóïïà Fk ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, íî äëÿ ïîëíîãî çà-
äàíèÿ å¼ äîïóñòèìîãî ÍÏ äîñòàòî÷íî óêàçàòü ìàòðèöû (èëè õàðàêòåðû) òîëü-
êî äëÿ ýëåìåíòîâ f̃s â ðàçëîæåíèè (88), òàê êàê òðàíñëÿöèÿì (E|an) ñîîòâåò-
ñòâóþò åäèíè÷íûå ìàòðèöû, óìíîæåííûå íà exp [−i (k, an)].

Òàáëèöà 6: Ìàëûå ÍÏ ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû O7
h

B1 =
2π

a
(−1, 1, 1), B2 =

2π

a
(1,−1, 1), B3 =

2π

a
(1, 1,−1);

k Gk Ìàëûå ÍÏ exp(−i πp)
Γ (0, 0, 0) Oh (1) òàáë.4
X (0, 1/2, 1/2) D4h (3) òàáë.6a
L (1/2, 1/2, 1/2) D3d (4) òàáë.4, C3z −→ C31, Uy −→ Uyz

W (1/4, 1/2, 1/4) D2d (6) òàáë.6b
∆ (0, p, p) C4v (6) òàáë.4, C4z −→ C4x, C2z −→ C2x, C4x, C

−1
4x

σx −→ σy, σxy −→ σyz σy, σz

Λ (p, p, p) C3v (8) òàáë.4, C3z −→ C31, σy, σyz

Σ (p/2, p/2, p) C2v (12) òàáë.4, C2z −→ Uxy, σy −→ σxy Uxy, σz

σx −→ σz

Z (p/2, 1/2, (p+ 1)/2) C2v (12) òàáë.6c
S (p, (p+ 1)/2, (p+ 1)/2) C2v (12) òàáë.4, C2z −→ Uyz, σy −→ σyz

σx −→ σx

Q ((2p+ 1)/2, 1/2, (3− 2p)/2) C2 (24) òàáë.4, C2z −→ Uxz

Òàáëèöà 6 a
X E C2x σyz σyz Uyz Uyz

1 2 2 2 2 0 0
4 2 2 −2 −2 0 0
2 2 −2 0 0 2 −2
3 2 −2 0 0 −2 2

Òàáëèöà 6 b
W E S4y S−1

4y

1 2 1− i 1 + i

2 2 1 + i 1− i

Òàáëèöà 6 c
Z E

1 2

Ó ãðóïïû F áåñêîíå÷íî ìíîãî ÍÏ, íî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ òèïîâ ÍÏ êîíå÷íî è
ñðàâíèòåëüíî íåâåëèêî. Â òàáëèöàõ ìàëûõ ÍÏ ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðóïï ïðè-
âîäÿòñÿ äîïóñòèìûå ÍÏ ãðóïï Fk, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèììåòðè÷íûì òî÷êàì
ÇÁ, à òàêæå äëÿ òî÷åê k, ëåæàùèõ íà ýëåìåíòàõ ñèììåòðèè (îñÿõ âðàùåíèÿ è
ïëîñêîñòÿõ îòðàæåíèÿ) â ÇÁ. Ñèììåòðè÷íîé íàçûâàþò òàêóþ èçîëèðîâàííóþ
òî÷êó ÇÁ, â ìàëîé îêðåñòíîñòè êîòîðîé íåò òî÷åê ñ ðàâíîé åé ñèììåòðèåé.
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê k â ÇÁ èñïîëüçóþòñÿ çàãëàâíûå áóêâû ãðå÷åñêîãî è
ëàòèíñêîãî àëôàâèòîâ (ñì. ðèñ. 9 ).

Â êà÷åñòâå ñèìâîëà ìàëîãî ÍÏ ãðóïïû F èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë òî÷êè k.
Íåýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñ îäíèì è òåì æå âîëíîâûì âåêòîðîì ðàç-
ëè÷àþòñÿ ÷èñëîâûì èíäåêñîì ïðè ñèìâîëå òî÷êè, à òàêæå çíàêàìè ± èëè
øòðèõîì, ïðîñòàâëÿåìûìè ñïðàâà ñâåðõó ñèìâîëà òî÷êè (Γ+

3 , Γ−4 , X2 è ò. ä.).
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Êàê ïðèìåð â òàáë. 6 ïðèâåäåíû ìàëûå ÍÏ ãðóïïû O7
h (ðåø¼òêà êóáè÷åñêàÿ

ãðàíåöåíòðèðîâàííàÿ). Â ýòîé ãðóïïå äëÿ ýëåìåíòîâ (ĝ|ã) â ðàçëîæåíèè (85)
ã = 0 äëÿ g ∈ Td è ã =

(1
4

1
4

1
4

)
äëÿ g ∈ ITd. Ñèììåòðèåé O7

h îáëàäàþò ìíî-
ãèå êðèñòàëëû, â ÷àñòíîñòè, àëìàç, èäåàëèçèðîâàííûé β-êðèñòîáàëèò SiO2,
øïèíåëü Al2MgO4.

Â òàáë. 6 â ïåðâîé ñòðîêå ïðèâåäåíû äåêàðòîâû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ îñ-
íîâíûõ òðàíñëÿöèé Bi îáðàòíîé ðåøåòêè (a � ðåáðî êóáè÷åñêîé ÿ÷åéêè). Â
ïåðâîì ñòîëáöå ïåðå÷èñëåíû òî÷êè ÇÁ ñ óêàçàíèåì èõ êîîðäèíàò κ1, κ2, κ3 (â
ðàçëîæåíèè ïî âåêòîðàì Bi: k =

∑
i

κiBi). Âî âòîðîì ñòîëáöå äàíû òî÷å÷íûå

ãðóïïû Gk âîëíîâûõ âåêòîðîâ k. Â ñêîáêàõ óêàçàíî ÷èñëî ëó÷åé â çâåçäå ∗k.
Â òðåòüåì ñòîëáöå äàíà ññûëêà íà òàáëèöó ìàëûõ ÍÏ ãðóïïû Γ ñ çàäàííîé
çâåçäîé (äîïóñòèìûõ ÍÏ ãðóïï Fk). Â ýòèõ òàáëèöàõ ïðèâîäÿòñÿ õàðàêòåðû,
â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è ìàòðèöû, òîëüêî äëÿ ýëåìåíòîâ f̃s � ïðåäñòàâèòåëåé
ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû Fk â ðàçëîæåíèè (88).

Äîïóñòèìûå ÍÏ íåêîòîðûõ ãðóïï Fk ñâÿçàíû ñ ÍÏ òî÷å÷íûõ ãðóïï. Îä-
íàêî ýëåìåíòû ñèììåòðèè (îñè è ïëîñêîñòè) â ãðóïïå Fk ìîãóò èìåòü äðóãóþ
îðèåíòàöèþ â ïðîñòðàíñòâå, ÷åì òà, êîòîðàÿ ïðèíÿòà â òàáë. 4. Ïîýòîìó â
òðåòüåì æå ñòîëáöå òàáë. 6 óêàçàíî, êàê ñëåäóåò èçìåíèòü îðèåíòàöèþ ýëå-
ìåíòîâ ñèììåòðèè (ñèìâîëû îïåðàöèè ñèììåòðèè) â òàáëèöàõ ÍÏ òî÷å÷íûõ
ãðóïï, ÷òîáû ïîëó÷èòü íóæíûå òàáëèöû äîïóñòèìûõ ÍÏ ãðóïï Fk. Êðîìå
òîãî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ õàðàêòåðû (è ìàòðèöû) â ýòèõ òàáëèöàõ ñëåäóåò
óìíîæèòü íà exp(−iπp). Ýòè ñëó÷àè îòìå÷åíû â ÷åòâ¼ðòîì ñòîëáöå òàáë. 6.

5.12 Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè

Êàæäàÿ òî÷êà k â ÇÁ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîåé òî÷å÷íîé ãðóïïîé ñèììåò-
ðèè Gk. Ïðè äâèæåíèè ïî ÇÁ îò òî÷êè k ê òî÷êå k′, îáëàäàþùåé ìåíüøåé
ñèììåòðèåé (Gk′ ⊂ Gk), ìû ïåðåõîäèì îò ãðóïïû Fk ê å¼ ïîäãðóïïå Fk′. Ïðè
îãðàíè÷åíèè äîïóñòèìûõ ÍÏ ãðóïïû Fk íà ïîäãðóïïó Fk′ ïîëó÷àþòñÿ, âîîáùå
ãîâîðÿ, ïðèâîäèìûå å¼ ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ðàçëîæèòü íà íåïðèâî-
äèìûå. Óñòàíàâëèâàåìàÿ òàêèì îáðàçîì ñâÿçü ÍÏ ãðóïï Fk è Fk′ íîñèò íàçâà-
íèå óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè. Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû O7

h îíè ïðèâåäåíû
â òàáë. 7.

Òàáëèöà 7: Òàáëèöû ñîâìåñòíîñòè äëÿ ÍÏ ãðóïïû O7
h

Γ 1+ 1− 2+ 2− 3+ 3− 4+ 4− 5+ 5−

∆ 1 2 3 4 1, 3 2, 4 2, 5 1, 5 4, 5 3, 5
Λ 1 2 2 1 3 3 2, 3 1, 3 1, 3 2, 3
Σ 1 2 4 3 1, 4 2, 3 2, 3, 4 1, 3, 4 1, 2, 3 1, 2, 4
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X 1 2 3 4

∆ 1, 4 5 5 2, 3
Z 1 1 1 1
S 1, 3 3, 4 1, 2 2, 4

L 1+ 1− 2+ 2− 3+ 3−

Λ 1 2 2 1 3 3
Q 1 1 2 2 1, 2 1, 2

W 1 2

Z 1 1
Q 1, 2 1, 2

Êîãäà äîïóñòèìûå ÍÏ ñâÿçàíû ñ ÍÏ òî÷å÷íîé ãðóïïû, èì ïðèñâîåíû ÷èñ-
ëîâûå èíäåêñû, ñîâïàäàþùèå ñ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì ïðåäñòàâëåíèÿ â òàáëèöå
ÍÏ ýòîé òî÷å÷íîé ãðóïïû, à ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ðàçíîé ÷¼òíîñòüþ ïî îòíîøåíèþ
ê èíâåðñèè ðàçëè÷àþòñÿ çíàêàìè ±.

Äëÿ êðàòêîñòè â óñëîâèÿõ ñîâìåñòíîñòè ñèìâîëû òî÷åê k óêàçàíû ëèøü
îäèí ðàç â íà÷àëå ñòðîêè, äàëåå â ñòðîêå êðóïíî äàíû ñàìè ÷èñëîâûå èíäåê-
ñû è çíàêè ± (ãäå îíè íåîáõîäèìû). Íàïðèìåð, èç òàáë. 7 ñëåäóåò, ÷òî ïðè
ïåðåõîäå èç òî÷êè Γ íà íàïðàâëåíèÿ ∆, Λ, Σ

Γ+
5 → ∆4 + ∆5; Γ+

5 → Λ1 + Λ3; Γ+
5 → Σ1 + Σ2 + Σ3.

5.13 Êëàññèôèêàöèÿ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé è óðîâíåé ýíåðãèè

êðèñòàëëîâ

Ïóñòü ϕ(r) � îäíîýëåêòðîííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ñîáñòâåí-
íîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà ýíåðãèè Ĥ ýëåêòðîíà â ïåðèîäè÷åñêîì ïîëå êðèñòàë-
ëà, ãðóïïà ñèììåòðèè êîòîðîãî � ïðîñòðàíñòâåííàÿ ãðóïïà F . Ñîãëàñíî òåîðå-
ìå Âèãíåðà (ñì. ïîäðàçäåë 2.13) ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
(îäíîýëåêòðîííûå ýíåðãèè) îïåðàòîðà Ĥ ìîãóò áûòü ïðîêëàññèôèöèðîâàíû ïî
ÍÏ åãî ãðóïïû ñèììåòðèè F .

ÍÏ (∗k, γ) ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû õàðàêòåðèçóåòñÿ íåïðèâîäèìîé çâåç-
äîé ∗k è èíäåêñîì γ, ðàçëè÷àþùèì íåýêâèâàëåíòíûå ÍÏ ñî çâåçäîé ∗k. Áà-
çèñíûå âåêòîðû ÍÏ (∗k, γ) ðàçëè÷àþòñÿ âîëíîâûìè âåêòîðàìè kt = ĝt k (t =
1, 2, . . . , pk; gt ∈ G) èç çâåçäû ∗k è ïðè ôèêñèðîâàííîì kt � èíäåêñîì i

(i = 1, 2, . . . , nγ), íóìåðóþùèì îðòû äîïóñòèìîãî ÍÏ ãðóïïû Fkt
. Íåçàâèñè-

ìûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ĥ, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî ýêâèâàëåíòíûì
ïðåäñòàâëåíèÿì, áóäåì ðàçëè÷àòü èíäåêñîì µ. Òàêèì îáðàçîì, îäíîýëåêòðîí-
íàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì èíäåêñîâ kt, γ, i, µ:

ϕγiµ(kt; r). (90)

Ôóíêöèÿ (90) ïðåîáðàçóåòñÿ ïî kt-ìó ÍÏ ãðóïïû òðàíñëÿöèé T

(̂E|an)ϕγiµ(kt; r) = exp [−i(kt, an)]ϕγiµ(kt, r). (91)

Å¼ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ϕγiµ(kt; r) = ei(kt,r)Uγiµ(kt; r), (92)
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ãäå Uγiµ � ïåðèîäè÷åñêàÿ (ñ ïåðèîäàìè ðåø¼òêè ai) ôóíêöèÿ:

U(kt; r + an) = U(kt; r).

Ôóíêöèè, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì (91) (èëè âèäîì (92)) íàçûâàþòñÿ áëîõîâ-
ñêèìè.

Ôóíêöèè (90) ñ ôèêñèðîâàííûìè γ è µ îáðàçóþò áàçèñ ÍÏ (∗k, γ) ãðóï-
ïû F è ñîîòâåòñòâóþò pkt

nγ � êðàòíî âûðîæäåííîìó âñëåäñòâèå ñèììåòðèè
îäíîýëåêòðîííîìó óðîâíþ ýíåðãèè

Eγµ(kt) = Eγµ(ĝkt).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðîâíè ýíåðãèè Eγµ(kt) è ôóíêöèè ϕγiµ(kt; r) ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè âîëíîâîãî âåêòîðà kt. Ýòî ïðèâîäèò ê íåïðåðûâíî-
ìó õàðàêòåðó ñïåêòðà îïåðàòîðà Ĥ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå ýíåðãèé, íàçûâàå-
ìîì ýíåðãåòè÷åñêîé çîíîé (çîíîé ðàçðåø¼ííûõ ýíåðãèé). Ïðè ôèêñèðîâàííîì
kt îäíîýëåêòðîííûå óðîâíè ýíåðãèè nγ-êðàòíî âûðîæäåíû, à ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èì îäíîýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ (90) ñ ôèêñèðîâàííûìè γ, µ, kt îáðàçóþò
áàçèñ nγ-ìåðíîãî äîïóñòèìîãî ÍÏ (kt, γ) ãðóïïû âîëíîâîãî âåêòîðà Fkt

.
Åñëè ïðè ëþáîì k èç ÇÁ îäíîýëåêòðîííûå óðîâíè ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû

íåâûðîæäåíû, òî çîíó íàçûâàþò ïðîñòîé (èëè íåâûðîæäåííîé). Ãîâîðÿò òàê-
æå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ îäíîëèñòíîé ýíåðãåòè÷åñêîé çîíîé.

Åñëè ïðè íåêîòîðîì k ñîñòîÿíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû ïðåîáðàçóþòñÿ ïî
ìíîãîìåðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ (k, γ) ðàçìåðíîñòè nγ ≥ 2 ãðóïïû Fk, òî ïðè
ýòîì ïðîèñõîäèò ñìûêàíèå nγ ýíåðãåòè÷åñêèõ ëèñòîâ. Ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè
â òî÷êàõ ñèììåòðèè èëè òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà íàïðàâëåíèÿõ ñèììåòðèè ÇÁ.
Ñîâîêóïíîñòè âçàèìíî ñâÿçàííûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ëèñòîâ îáðàçóþò ñëîæíóþ
èëè âûðîæäåííóþ çîíó.

Çîíû ðàçðåø¼ííûõ ýíåðãèé ðàçäåëåíû èíòåðâàëàìè çàïðåù¼ííûõ ýíåðãèé
(çàïðåù¼ííûå çîíû). Â ìàêðîñêîïè÷åñêîì, íî êîíå÷íîì êðèñòàëëå ñ N (N �
î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî) ïðèìèòèâíûìè ÿ÷åéêàìè âîëíîâîé âåêòîð k, êàê îò-
ìå÷àëîñü ðàíåå, ïðèíèìàåò äèñêðåòíûé íàáîð çíà÷åíèé. Îäíàêî èíòåðâàëû,
ðàçäåëÿþùèå áëèæàéøèå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ k íàñòîëüêî ìàëû, ÷òî k ïî-
ïðåæíåìó ìîæíî ñ÷èòàòü ïðàêòè÷åñêè íåïðåðûâíî èçìåíÿþùèìèñÿ â ÇÁ. Â
îäíîýëåêòðîííîì ïðèáëèæåíèè ýëåêòðîíû ñ÷èòàþòñÿ íåçàâèñèìûìè äðóã îò
äðóãà (âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó íèìè ó÷èòûâàåòñÿ ÷åðåç óñðåäí¼ííîå ñàìîñî-
ãëàñîâàííîå ïîëå êðèñòàëëà). Îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ êðèñòàëëà ñîîòâåòñòâóåò
çàïîëíåíèå âñåõ ñàìûõ íèæíèõ ïî ýíåðãèè îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé. Åñ-
ëè çàíÿòûìè îêàçûâàþòñÿ âñå îäíîýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà
ýíåðãåòè÷åñêèõ çîí, êðèñòàëë ÿâëÿåòñÿ äèýëåêòðèêîì èëè ïîëóïðîâîäíèêîì
â çàâèñèìîñòè îò øèðèíû çàïðåù¼ííîé çîíû, îòäåëÿþùåé ïîëíîñòüþ çàïîë-
íåííûå çîíû îò ïîëíîñòüþ ñâîáîäíûõ. Âåðõíèå çàïîëíåííûå çîíû íàçûâàþòñÿ
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âàëåíòíûìè, âñå ñâîáîäíûå � çîíàìè ïðîâîäèìîñòè. Åñëè åñòü ýíåðãåòè÷åñêàÿ
çîíà, çàïîëíåííàÿ ýëåêòðîíàìè ëèøü ÷àñòè÷íî, òî ìû èìååì äåëî ñ ìåòàëëîì.

Ðèñ. 10. Âåðõíÿÿ âàëåíòíàÿ çîíà
â êðèñòàëëå àëìàçà (ãðóïïà Î7

h).

Íàãëÿäíîå, íî íå ïîëíîå ïðåäñòàâëå-
íèå îá ýíåðãåòè÷åñêîé çîíå äà¼ò ãðàôèê
çàâèñèìîñòè E(k) âäîëü íåêîòîðûõ íà-
ïðàâëåíèé â ÇÁ. Íà ðèñ. 10 ïðåäñòàâ-
ëåíà âåðõíÿÿ âàëåíòíàÿ çîíà â êðèñòàë-
ëå àëìàçà, ñîñòîÿùàÿ èç ÷åòûð¼õ ýíåð-
ãåòè÷åñêèõ ëèñòîâ. Óêàçàíà ñèììåòðèÿ
ñîñòîÿíèé â òî÷êàõ Γ, X, L, W è íà íà-
ïðàâëåíèÿõ, èõ ñîåäèíÿþùèõ. Âåðõíèé

ýíåðãåòè÷åñêèé ëèñò äâóêðàòíî âûðîæäåí (ñîñòîÿíèÿ ñ ñèììåòðèåé L+
3 , X4,

W1 â òî÷êàõ ñèììåòðèè ÇÁ è Λ3, ∆5, Z1 íà íàïàâëåíèÿõ ñèììåòðèè).
Â çàäà÷å î êîëåáàíèÿõ ðåø¼òêè ìîæíî òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ìîëåêóë, ââå-

ñòè íîðìàëüíûå ìîäû (ñì. ïîäðàçäåë 6.3). Íî òåïåðü äëÿ èõ êëàññèôèêàöèè
ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ÍÏ ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû F ñèììåòðèè êðèñòàë-
ëè÷åñêîé ðåø¼òêè. ×àñòîòû íîðìàëüíûõ ìîä òàê æå, êàê è îäíîýëåêòðîííûå
ýíåðãèè, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âîëíîâîãî âåêòîðà k, íàçûâàåìûìè âåòâÿìè êî-
ëåáàíèé. Åñëè â ïðèìèòèâíóþ ÿ÷åéêó âõîäÿò σ àòîìîâ, à ÷èñëî ïðèìèòèâíûõ
ÿ÷ååê â êðèñòàëëåN , òî ïîëíîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàâíî 3σN . Ó÷èòûâàÿ,
÷òî âîëíîâîé âåêòîð k â ÇÁ ïðèíèìàòåN çíà÷åíèé, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò 3σ âåòâåé êîëåáàíèé. Êàê ïîêàçûâàåò ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è,
òðè èç íèõ òàêîâû, ÷òî ωj(k) → 0 (j = 1, 2, 3) ïðè k → 0. Ýòè âåòâè êîëåáà-
íèé íàçûâàþòñÿ àêóñòè÷åñêèìè, òàê êàê äëèííî-âîëíîâàÿ ÷àñòü ýòèõ âåòâåé
� çâóêîâûå êîëåáàíèÿ â êðèñòàëëå. Îñòàëüíûå 3σ−3 âåòâè (j = 4, . . . , 3σ) íà-
çûâàþòñÿ îïòè÷èñêèìè. Âåòâè êîëåáàíèé, òàê æå êàê çîíû îäíîýëåêòðîííûõ
ýíåðãèé, îáëàäàþò ñèììåòðèåé ω(ĝk) = ω(k) (äëÿ ĝ ∈ G èç òî÷å÷íîé ãðóïïû
êðèñòàëëà), à ñìûêàíèå âåòâåé ìîæåò èìåòü ìåñòî â òî÷êàõ ñèììåòðèè è íà
íàïðàâëåíèÿõ ñèììåòðèè, ãäå èìåþòñÿ íåîäíîìåðíûå äîïóñòèìûå ÍÏ ãðóïïû
âîëíîâîãî âåêòîðà.

Ïåðåõîä ê êâàíòîâîé çàäà÷å î êîëåáàíèÿõ ðåø¼òêè ìîæíî îñóùåñòâèòü, êàê
è â ñëó÷àå ìîëåêóë, âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì äëÿ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà
â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóì-
ìû ãàìèëüòîíèàíîâ íåçàâèñèìûõ îñöèëëÿòîðîâ (â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæå-
íèè). Âîçáóæä¼ííûå ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðîâ â ñëó÷àå êðèñòàëëà íàçûâàþòñÿ
ôîíîíàìè. Âîçáóæäåíèå îñöèëëÿòîðà ñ ýíåðãèåé ~ωj(k)

(
njk + 1

2

)
òðàêòóåòñÿ

êàê ïîÿâëåíèå njk ôîíîíîâ ñ ÷àñòîòîé ωj(k). Èíäåêñ j, ïðèíèìàþùèé 3σ çíà-
÷åíèé è ðàçëè÷àþùèé âåòâè êîëåáàíèé èëè ôîíîíû ïðè îäíîì è òîì æå k,
ìîæíî çàìåíèòü áîëåå äåòàëüíîé òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé õàðàêòåðèñòèêîé, óêà-
çûâàÿ âìåñòî íåãî èíäåêñ γ äîïóñòèìîãî ÍÏ ãðóïïû Fk è, âîçìîæíî, âòîðîé
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èíäåêñ, ðàçëè÷àþùèé íåçàâèñèìûå êîëåáàíèÿ ñ äàííûì k, ïðåîáðàçóþùèåñÿ
ïî ýêâèâàëåíòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì γ. Ñàìè íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû èìåþò
è òðåòèé èíäåêñ, ðàçëè÷àþùèé íåçàâèñèìûå êîëåáàíèÿ, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî
îäíîìó è òîìó æå ÍÏ γ, åñëè îíî ìíîãîìåðíî.

5.14 Âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

1. Êàêèå òî÷êè â êðèñòàëëå íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè?
2. ×òî íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé ñèììåòðèè êðèñòàëëà?
3. Êàêîâû ýëåìåíòû ãðóïïû òðàíñëÿöèé?
4. Êàêàÿ îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûì óìíîæåíèåì â ãðóïïå òðàíñëÿöèé?
5. Êàêèå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé?
6. Êàêîé âåêòîð íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ðåø¼òêè?
7. ×òî òàêîå ðåø¼òêà Áðàâå?
8. Êàêèå ðåø¼òêè Áðàâå îòíîñÿò ê îäíîé ñèíãîíèè?
9. Êàêèå ðåø¼òêè Áðàâå íàçûâàþò îäíîòèïíûìè?
10. ×òî òàêîå ïðèìèòèâíàÿ ÿ÷åéêà?
11. ×åìó ðàâåí îáú¼ì ïðèìèòèâíîé ÿ÷åéêè?
12. Êàê ñòðîèòñÿ ÿ÷åéêà Âèãíåðà-Çåéòöà?
13. Êàêîâ îáú¼ì ÿ÷åéêè Âèãíåðà-Çåéòöà?
14. Ïîñòðîèòü ÿ÷åéêè Âèãíåðà-Çåéòöà äëÿ êóáè÷åñêèõ ðåø¼òîê (Ï, ÃÖ, ÎÖ).
15. Êàêàÿ òðàíñëÿöèÿ íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííîé?
16. Êàêîå âðàùåíèå íàçûâàåòñÿ âèíòîâûì?
17. Êàêîå îòðàæåíèå â ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ñêîëüçÿùèì?
18. Ñàìàÿ îáùàÿ çàïèñü îïåðàöèè ñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû.
19. Êàêèìè îïåðàöèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ êðèñòàëëè÷åñêèé êëàññ ?
20. Êàê ðàñïðåäåëÿþò êðèñòàëëè÷åñêèå êëàññû ïî ñèíãîíèÿì?
21. ×åìó ðàâíî ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû

(ĝ2|ã2 + an′)(ĝ1|ã1 + an′) =?
22. Îïðåäåëèòü ýëåìåíò (ĝ|ã + an)−1, îáðàòíûé (ĝ|ã + an).
23. Äîêàçàòü èíâàðèàíòíîñòü ïîäãðóïïû òðàíñëÿöèé T â ïðîñòðàíñòâåííîé

ãðóïïå F .
24. Íàïèñàòü ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû F íà ñìåæíûå êëàññû ïî

ïîäãðóïïå òðàñëÿöèé.
25. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ôàêòîð-ãðóïïîé F/T è êðèñòàëëè÷åñêèì êëàññîì G.
26. Êàêóþ èíôîðìàöèþ íóæíî óêàçàòü äëÿ çàäàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóï-

ïû?
27. Êàêàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñèììîðôíîé?
28. Øåíôëèñîâñêèå îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðóïï.
29. Èíòåðíàöèîíàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðóïï.
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30. Êàêîâà ðàçìåðíîñòü ÍÏ ãðóïïû òðàíñëÿöèé?
31. Êàêèì èíäåêñîì êëàññèôèöèðóþò ÍÏ ãðóïïû òðàíñëÿöèé?
32. Êàê ñòðîÿòñÿ âåêòîðû îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé îáðàòíîé ðåø¼òêè?
33. Êàê ñâÿçàíû òî÷å÷íûå ãðóïïû ñèììåòðèè ïðÿìîé è îáðàòíîé ðåø¼òêè?
34. ×òî òàêîå çîíà Áðèëëþýíà?
35. Êàêèå âîëíîâûå âåêòîðû k íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè?
36. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ÍÏ ãðóïïû òðàíñëÿöèé T , ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêâè-

âàëåíòíûì âîëíîâûì âåêòîðàì?
37. Êàê "äåéñòâóþò" îïåðàöèè ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû íà âîëíîâîé âåê-

òîð?
38. Êàêèå îïåðàöèè îáðàçóþò ãðóïïó âîëíîâîãî âåêòîðà Fk?
39. ×òî òàêîå òî÷å÷íàÿ ãðóïïà âîëíîâîãî âåêòîðà Gk?
40. Êàêèå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Fk íàçûâàþòñÿ äîïóñòèìûìè?
41. Êàê îïðåäåëèòü âåêòîðû kt, âõîäÿùèå â îäíó çâåçäó ∗kt?
42. Êàê ñâÿçàíî ÷èñëî âåêòîðîâ â çâåçäå ñ ïîðÿäêàìè ãðóïï G è Gk?
43. Êàê ñâÿçàíû áàçèñû äîïóñòèìîãî ÍÏ ãðóïïû âîëíîâîãî âåêòîðà Fk è

ñîîòâåòñòâóþùåãî ÍÏ âñåé ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû F ?
44. Êàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ íàçûâàþòñÿ ìàëûìè ÍÏ ãðóïïû F ?
45. Îáîçíà÷åíèÿ (èíäåêñàöèÿ) ÍÏ ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû?
46. Ñêîëüêî ó ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû O7

h ÍÏ ñî çâ¼çäàìè, îïðåäåëÿåìûìè
âîëíîâûìè âåêòîðàìè Γ, X, L,W,∆,Λ,Σ, Z, S,Q?

47. Ïî òàáë. 6 ñîñòàâèòü ìàëûå ÍÏ ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû O7
h â òî÷êå L

â ÇÁ. Êàêîâà ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïîëíûõ ïðåäñòàâëåíèé
ãðóïïû O7

h?
48. ×òî òàêîå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè?
49. Êàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ áëîõîâñêèìè?
50. Êàê ïðåîáðàçóþòñÿ áëîõîâñêèå ôóíêöèè ïðè òðàíñëÿöèè íà âåêòîð ðå-

ø¼òêè an?
51. ×òî òàêîå ýíåðãåòè÷åñêàÿ çîíà?
52. Êàêàÿ çîíà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé?
53. Êàêàÿ çîíà íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé (èëè âûðîæäåííîé)?
54. Â êàêèõ òî÷êàõ ÇÁ ìîæåò ïðîèñõîäèòü ñìûêàíèå íåñêîëüêèõ ýíåðãåòè÷å-

ñêèõ ëèñòîâ âñëåäñòâèå ñèììåòðèè? Ïî÷åìó?
55. Êàêèìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè îáëàäàåò îäíîýëåêòðîííàÿ ýíåðãèÿ E(k)

êàê ôóíêöèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà k?
56. ×òî òàêîå âåòâü êîëåáàíèé ðåø¼òêè?
57. Êàêèå âåòâè íàçûâàþòñÿ àêóñòè÷åñêèìè?
58. Êàêèå âåòâè íàçûâàþòñÿ îïòè÷åñêèìè?
59. Êàêèìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè îáëàäàþò ÷àñòîòû ωj(k) êîëåáàíèé ðåø¼ò-

êè êàê ôóíêöèè âîëíîâîãî âåêòîðà k?
60. ×òî òàêîå ôîíîíû?
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6 Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ãðóïï

6.1 Ïðàâèëà îòáîðà

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ðàçâèòîãî îïïàðàòà. Êàê
èçâåñòíî, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âåêòîð ñîñòîÿíèÿ íå èçìåðèì. Íàáëþäàåìûå
âåëè÷èíû â êâàíòîâîé òåîðèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Íà-
ïðèìåð, âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà êâàíòîâîé ñèñòåìû èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ϕi

â êîíå÷íîå ψj ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ V̂p îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòîì ìîäóëÿ
èíòåãðàëà âèäà

Vjpi = (ψj, V̂p ϕi) =

∫
ψ∗j (r) V̂p ϕi(r)dr. (93)

Ïóñòü ôóíêöèè ψj (j = 1, 2, . . . , nα) ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ÍÏ D(α) ãðóïïû G,
ôóíêöèè ϕi (i = 1, 2, . . . , nβ) ïî ÍÏ D(β), à îïåðàòîðû V̂p (p = 1, 2, . . . , nγ) ïî
ÍÏ D(γ) òîé æå ãðóïïû.

Âåëè÷èíû Vjpi ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ nαnβnγ ôóíêöèé
ψ∗j V̂p ϕi. Ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò áàçèñ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G, ÿâëÿþùåãîñÿ
ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïðåäñòàâëåíèé

D = D(α)∗ ×D(γ) ×D(β). (94)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψmδµ(r) ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé ψ∗j V̂p ϕi, ïðåîá-
ðàçóþùèåñÿ ïî ÍÏ D(δ) ãðóïïû G (èíäåêñ m íóìåðóåò îðòû â ïðîñòðàíñòâå
ïðåäñòàâëåíèÿ δ, à èíäåêñ µ ðàçëè÷àåò íåçàâèñèìûå áàçèñû, ïðåîáðàçóþùèåñÿ
ïî ýêâèâàëåíòíûì ÍÏ D(δ)). Ïîäèíòåãðàëüíûå ôóíêöèè ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ
÷åðåç Ψmδµ:

ψ∗j (r)V̂p ϕi(r) =
∑
mδµ

Cjpi
mδµΨmδµ(r).

Ïîýòîìó

Vjpi =
∑
mδµ

Cjpi
mδµ

∫
Ψmδµ(r)dr. (95)

Äëÿ ôèãóðèðóþùèõ â ôîðìóëå (95) èíòåãðàëîâ èìååì:∫
Ψmδµ(r)dr =

∫
Ψmδµ(ĝ

−1r)dr =
∑
m′

D
(δ)
m′m(g)

∫
Ψm′δµ(r)dr, (96)

ãäå èñïîëüçîâàíà èíâàðèàíòíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâà-
íèþ r′ = ĝ−1r dr = d(ĝ−1r). Ïðîñóììèðîâàâ (96) ïî g ∈ G è ðàçäåëèâ íà
ïîðÿäîê ãðóïïû nG, ïîëó÷èì∫

Ψmδµ(r)dr =
∑
m′

 1

nG

∑
g∈G

D
(δ)
m′m(g)

∫ Ψm′δµ(r)dr. (97)
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Íî
1

nG

∑
g∈G

D
(δ)
m′m(g) =

1

nG

∑
g∈G

D
(1)
11 (g)D

(δ)
m′m(g) = δ1δδ1m′δ1m, (98)

òàê êàê ýòî � ÷àñòíûé ñëó÷àé ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè
äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ÍÏ (31) ãðóïïû G, êîãäà îäíî èç ïðåäñòàâëåíèé �
òîæäåñòâåííîå (δ = 1).

Ñ ó÷¼òîì âûðàæåíèÿ (98) ïåðåïèøåì (97)∫
Ψmδµ(r)dr =δδ1δm1

∫
Ψ11µ(r)dr = δδ1δm1Ṽµ.

Èíà÷å ãîâîðÿ, èíòåãðàë îò ëþáîé ôóíêöèè, ïðåîáðàçóþùåéñÿ ïî ïðåäñòàâ-
ëåíèþ ãðóïïû G, îòëè÷íîìó îò åäèíè÷íîãî, ðàâåí íóëþ.

Äëÿ èñõîäíûõ èíòåãðàëîâ (93) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (95) ïîëó÷àåì

Vjpi =

r1∑
µ=1

Cjpi
11µṼµ.

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûðàæàåò ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Vjpi ÷åðåç íåçàâèñèìûå âåëè-
÷èíû Ṽµ. Êîëè÷åñòâî ïîñëåäíèõ r1 ðàâíî ÷èñëó âõîæäåíèé åäèíè÷íîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå (94). Õàðàêòåð åãî ðàâåí

χ(g) = χ(α)∗(g)χ(γ)(g)χ(β)(g).

Ïîýòîìó

r1 =
1

nG

∑
g∈G

χ(α)∗(g)χ(γ)(g)χ(β)(g).

Ýòó ôîðìóëó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü è èíà÷å � îíà äà¼ò ÷èñëî âõîæäåíèé
ÍÏ D(α) â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå D(γ) ×D(β) èëè ÷èñëî âõîæäåíèé ÍÏ D(γ)∗ â
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå D(α)∗ ×D(β).

Îòìåòèì, ÷òî âàðèàöèè ôóíêöèè Ψ11µ(r), íå èçìåíÿþùèå å¼ ñâîéñòâ ñèì-
ìåòðèè, áóäóò ìåíÿòü çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ Ṽµ. Â ÷èñëå ýòèõ çíà÷åíèé ìîãóò
áûòü è íóëåâûå. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå, ÷òî Ṽµ 6= 0 íå ñëåäóåò ïðèíèìàòü àá-
ñîëþòíî. Â òî æå âðåìÿ ðàâåíñòâî íóëþ èíòåãðàëà (97) ïðè δ 6= 1 èìååò ìåñòî
ïðè ëþáûõ âàðèàöèÿõ ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, íå èçìåíÿþùèõ å¼ ñâîéñòâ
ñèììåòðèè.

Âîçâðàùàÿñü ê ôèçè÷åñêîìó ñîäåðæàíèþ çàäà÷è, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âåðî-
ÿòíîñòü ïåðåõîäà ðàâíà íóëþ, à ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåõîä çàïðåù¼í ïî ñèì-
ìåòðèè, åñëè ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèé D(α)∗×D(γ)×D(β) íå ñîäåð-
æèò åäèíè÷íîãî. Òàêèì îáðàçîì, ëèøü ïî ñèììåòðèéíûì õàðàêòåðèñòèêàì
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû è îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ ìîæíî îòîáðàòü òàêèå ïàðû ñî-
ñòîÿíèé, ìåæäó êîòîðûìè ïåðåõîä íå çàïðåù¼í ïî ñèììåòðèè. Ïîëó÷åííûé
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ðåçóëüòàò íîñèò îáùèé õàðàêòåð è èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè àòîìîâ (G � ïîëíàÿ
îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà), òåîðèè ìîëåêóë (G � òî÷å÷íûå ãðóïïû) è â òåîðèè
êðèñòàëëîâ (G � ïðîñòðàíñòâåííûå ãðóïïû).

Íàïðèìåð, ïðè âîçäåéñòâèè íà àòîì ïîëåì ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû îñíîâ-
íîé âêëàä â âîçìóùåíèé äà¼ò ýëåêòðîäèïîëüíîå âçàèìîäåéñòâèå Ṽ = d · E
(E � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ). Âûíîñÿ ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü E
çà çíàê èíòåãðàëà (ðàçìåðû ñèñòåìû ìíîãî ìåíüøå äëèíû âîëíû), ïîëó÷èì,
÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîì îïåðàòîðà äè-
ïîëüíîãî ìîìåíòà d, êîòîðûé ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ D

(1)
u ãðóïïû

ñèììåòðèè àòîìà O(3) êàê ïîëÿðíûé âåêòîð. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Êëåáøà-
Ãîðäàíà (80), ïîëó÷èì, ÷òî åñëè ϕi(r) ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ D

(j)
u(g),

òî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êî-
ãäà ψj(r) ïðåîáðàçóåòñÿ ïî îäíîìó èç ïðåäñòàâëåíèé D

(j±1)
g(u) èëè D(j)

g(u). Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïðàâèëî îòáîðà ∆j = 0,±1 äëÿ ýëåêòðîäèïîëüíûõ ïå-
ðåõîäîâ.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðàâèëà îòáîðà, ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå, ïîçâîëÿþò óñòà-
íîâèòü ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ, îòëè÷íûõ îò íóëÿ (ïî ñèììåòðèè) èíòå-
ãðàëîâ è âûðàçèòü èñõîäíûå èíòåãðàëû ÷åðåç íåçàâèñèìûå.

6.2 Ïðèìåíåíèå òåîðèè ãðóïï â òåîðèè âîçìóùåíèé

Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà, îïðåäåëÿþùåãî ñòàöèîíàðíûå ñî-
ñòîÿíèÿ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü â èñêëþ÷èòåëü-
íûõ ñëó÷àÿõ. Îáû÷íî ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû, îäíèì èç
êîòîðûõ (è, ïîæàëóé, íàèáîëåå èñïîëüçóåìûì) ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé.
Ïðèìåíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé âîçìîæíî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ãàìèëüòîíèàí
ñèñòåìû óäà¼òñÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , (99)

ãäå Ĥ0 � ãàìèëüòîíèàí çàäà÷è, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå, à V̂ �
îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ, êîòîðûé ñîäåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð. Îáû÷íî ãàìèëü-
òîíèàí áîëåå ïðîñòîé çàäà÷è Ĥ0 îáëàäàåò áîëåå âûñîêîé ñèììåòðèåé G0, ÷åì
òî÷íûé ãàìèëüòîíèàí H ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè G ⊂ G0.

Óðîâíè ýíåðãèè ïðèáëèæ¼ííîé çàäà÷è ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ0 êëàññèôèöè-
ðóþòñÿ ïî ÍÏ Γ ãðóïïû G0. Êðàòíîñòü èõ âûðîæäåíèÿ ðàâíà ðàçìåðíîñòè
ÍÏ, ïî êîòîðîìó ïðåîáðàçóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ĥ0.
Îäíàêî ïðåäñòàâëåíèå, íåïðèâîäèìîå ïî îòíîøåíèþ ê áîëåå øèðîêîé ãðóïïå,
ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðèâîäèìûì ïî îòíîøåíèþ ê å¼ ïîäãðóïïå. Â ýòîì ñëó÷àå
ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ðàñùåïëåíèå óðîâíåé ñèñòåìû íà ïîäóðîâíè ñ ìåíüøåé
êðàòíîñòüþ âûðîæäåíèÿ. Äëÿ êà÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ êàðòèíû ðàñùåïëåíèÿ
äîñòàòî÷íî ñèììåòðèéíîãî ðàññìîòðåíèÿ.
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Ïóñòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ϕi (i = 1, 2, . . . , nΓ) ñîîòâåòñòâóþò óðîâíþ E0

íåâîçìóù¼ííîãî ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0 è ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ÍÏ Γ ãðóïïû G0. Åñ-
ëè âîçìóùåíèå äîñòàòî÷íî ìàëîå, òî óðîâíè ýíåðãèè Ej âîçìóùåííîé çàäà-
÷è ìîæíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü óðîâíÿì E0 íåâîçìóùåííîé çàäà÷è. Åñëè
óìåíüøàòü âîçìóùåíèå, íå ìåíÿÿ åãî ñèììåòðèè, òî âñå ïîäóðîâíè ýíåðãèè
âîçüóùåííîé çàäà÷èEj, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííîìó óðîâíþE0, áóäóò ñòðåìèòü-
ñÿ ê E0: Ej → E0. Â ïðåäåëå V → 0 òî÷íûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψjm, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ýíåðãèÿì Ej è ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî ÍÏ γj ãðóïïû ñèììåòðèè G
òî÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà Ĥ, ïåðåõîäÿò â ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íåâîçìóù¼ííîãî
ãàìèëüòîíèàíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ ñóììà ïðåäñòàâëåíèé γ =

∑
j γj áóäåò

îòëè÷àòüñÿ îò Γ òîëüêî óíèòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ò. å. ïðåäñòàâëåíèÿ Γ(g)
è γ(g) ýêâèâàëåíòíû: γ(g) = U−1Γ(g)U , g ∈ G. Ïîýòîìó

U−1Γ(g)U =
∑

j

rjγj(g), g ∈ G. (100)

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü õàðàêòåð ðàñùåïëåíèÿ óðîâíÿ ýíåðãèè E0

ïðè âêëþ÷åíèè âîçìóùåíèÿ, íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü ïðåäñòàâëåíèå Γ ãðóïïû
G0 íà ïðÿìóþ ñóììó ÍÏ ãðóïïû G ⊂ G0 (íàïîìíèì, ÷òî Γ � ÍÏ ãðóïïû G0,
íî ìîæåò áûòü ïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G).

Íàïðèìåð, ïðè âêëþ÷åíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ê ãàìèëüòîíèàíó àòîìà äîáàâ-
ëÿåòñÿ âîçìóùåíèå

V̂ =
e

2µc
~H ·~l,

êîòîðîå ïîíèæàåò ñèììåòðèþ çàäà÷è îò ãðóïïû O(3) äî ãðóïïû C∞h, âêëþ-
÷àþùåé â ñåáÿ ïîâîðîòû âîêðóã îñè z|| ~H íà ïðîèçâîëüíûé óãîë è îòðàæåíèÿ
â ïëîñêîñòè z = 0. Âñå ïðåäñòàâëåíèÿ àáåëåâîé ãðóïïû C∞h îäíîìåðíû. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðè âêëþ÷åíèè ïîëÿ óðîâíè ýíåðãèè àòîìà, èìåþùèå êðàòíîñòü
âûðîæäåíèÿ 2j + 1 (ðàçìåðíîñòü ÍÏ D

(j)
g(u) ãðóïïû O(3)), ðàñùåïëÿþòñÿ íà

íåâûðîæäåííûå ïîäóðîâíè, õàðàêòåðèçóåìûå êâàíòîâûì ÷èñëîì m, îïðåäå-
ëÿþùèì ÍÏ ãðóïïû C∞h − exp(imϕ), ãäå m = −j,−j + 1, . . . j. Êàæäîå ÍÏ
γj âõîäèò â ðàçëîæåíèå (100) îäèí ðàç. Ïîýòîìó ñîáñòâåííûå ôóíêöèè òî÷-
íîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåêòîðû êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà ãðóïïû ñèì-
ìåòðèè ïðèáëèæ¼ííîãî ãàìèëüòîíèàíà. Ðàññìîòðåííûé ïðîñòîé ïðèìåð îïè-
ñûâàåò íîðìàëüíûé ýôôåêò Çååìàíà � ðàñùåïëåíèå óðîâíåé ýíåðãèè àòîìà â
ìàãíèòíîì ïîëå áåç ó÷¼òà ñïèíà (j = l = 0, 1, 2, . . .).

6.3 Çàäà÷à î ìàëûõ êîëåáàíèÿõ àòîìîâ â ìîëåêóëå

6.3.1 Ëàãðàíæåâ ôîðìàëèçì, íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû

Â íîðìàëüíîé íåëèíåéíîé n-àòîìíîé ìîëåêóëå 3 ñòåïåíè ñâîáîäû ÿâëÿþòñÿ
ïîñòóïàòåëüíûìè, 3 - âðàùàòåëüíûìè è 3n−6 - êîëåáàòåëüíûìè. Â ìîëåêóëÿð-
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íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîëîæåíèå àòîìîâ îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðàìè rl = l + xl

(l = l1, l2, . . . ln), ãäå âåêòîð l çàäàåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ àòîìà è èñïîëüçó-
åòñÿ äëÿ åãî íóìåðàöèè, à âåêòîð xl õàðàêòåðèçóåò ñìåùåíèå àòîìà l èç ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äåêàðòîâû êîìïîíåíòû xl,i (i = 1, 2, 3) âåêòîðîâ xl âûáå-
ðåì â êà÷åñòâå îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò. Â çàäà÷å î ìàëûõ êîëåáàíèÿõ ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà ìîëåêóëû èìååò âèä ñóììû äâóõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì (òî÷êà íàä
ïåðåìåííîé îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè)

L = T − V =
1

2

∑
l,i

mlẋ
2
l,i −

1

2

∑
l,i6=l′,i′

Ṽl,i;l′,i′ xl,i xl′,i′.

Òàê êàê îáå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûå, òî ëèíåé-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî èõ ïðèâåñòè îäíîâðåìåííî ê ñóììå êâàäðàòîâ
(äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íà ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü ëèøü îäíîé êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåéä¼ì ñíà-
÷àëà ê íîâûì ïåðåìåííûì yl =

√
ml xl (yl,i =

√
ml xl,i). Â íîâûõ ïåðåìåííûõ

T =
1

2

∑
l,i

ẏ2
l,i, V =

1

2

∑
l,i6=l′,i′

Vl,i;l′,i′ yl,i yl′,i′, (101)

ãäå ìàòðèöà V ñ ýëåìåíòàìè Vl,i;l′,i′ =
Ṽl′,i′;l,i√
mlml′

� ñèììåòðè÷åñêàÿ (Vl,i;l′,i′ =

Vl′,i′;l,i). Êàê èçâåñòíî, ñîáñòâåííûå âåêòîðû ξl,i;j (j = 1, 2, ..., 3n) ìàòðèöû V∑
l′,i′

Vl,i;l′,i′ξl′,i′;j = ω2
j ξl,i;j (102)

ìîæíî âûáðàòü îáðàçóþùèìè îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð (ìàòðèöà ñ ýëåìåí-
òàìè ξl,i;j îðòîãîíàëüíàÿ, îáðàòíàÿ ðàâíà òðàíñïîíèðîâàííîé (ξ−1)l,i;j = ξj;l,i)∑

l,i

ξl,i;jξl,i;j′ = δjj′, (103)

à ïåðåõîä ê ïåðåìåííûì qj ïî ôîðìóëàì
√
ml xl,i = yl,i =

∑
j

ξl,i;jqj, (qj =
∑
l,i

ξj;l,i yl,i), (104)

ñîõðàíÿÿ äèàãîíàëüíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, äèàãîíàëèçóåò (ïðèâîäèò ê
ñóììå êâàäðàòîâ) âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

T =
1

2

∑
l,i

∑
j

ξl,i;j q̇j
∑
j′

ξl,i;j′ q̇j′ =
1

2

3n∑
j=1

q̇2
j ,

V =
1

2

∑
l,i6=l′,i′

Vl,i;l′,i′
∑

j

ξl,i;jqj
∑
j′

ξl′,i′;j′qj′ =
1

2

∑
j

ω2
j q

2
j .

(105)
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Â ïåðåìåííûõ qj (j = 1, 2, . . . 3n) óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà
d

dt

∂

∂q̇j
− ∂L

∂qj
= 0 èìåþò

âèä
q̈j + ω2

j qj = 0,

à èõ ðåøåíèÿ �
qj = Cj cos(ωjt+ δj),

ãäå Cj è δj � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïåðåìåííûå qj íàçûâàþòñÿ íîðìàëü-
íûìè êîîðäèíàòàìè. Íîðìàëüíîé ìîäîé íàçûâàåòÿ êîëåáàíèå àòîìîâ ìîëåêó-
ëû, êîãäà îòëè÷íà îí íóëÿ òîëüêî îäíà íîðìàëüíàÿ êîîðäèíàòà. Èç ôîðìóëû
(104) èìååì

√
ml x

(j)
l,i = y

(j)
l,i = ξl,i;j qj = ξl,i;j Cj cos(ωjt+ δj).

Ïðè ýòîì âñå àòîìû â ìîëåêóëå ñîâåðøàþò êîëåáàíèÿ ñ îäíîé è òîé æå ÷à-
ñòîòîé ωj è èìåþòñÿ âïîëíå îïðåäåë¼ííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó àìïëèòóäàìè
è ôàçàìè êîëåáàíèé ðàçëè÷íûõ àòîìîâ ìîëåêóëû, îïðåäåëÿåìûå ýëåìåíòàìè
ìàòðèöû ξ.

6.3.2 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ çàäà÷è î ìàëûõ êîëåáàíèÿõ

Äàäèì òåïåðü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ðåøåíèþ çàäà÷è î ìàëûõ
êîëåáàíèÿõ ìîëåêóëû. Ñîâîêóïíîñòü âåëè÷èí yl,i áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê äå-
êàðòîâû êîìïîíåíòû âåêòîðà â 3n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå L3n. Âåêòîð

y =
∑
l,i

yl,iel,i (l = l1, l2, . . . ln; i = 1, 2, 3) (106)

â ïðîñòðàíñòâå L3n ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèè ìîëåêóëû, êîãäà äåêàðòîâû
êîìïîíåíòû ñìåùåíèé àòîìîâ èç èõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ðàâíû xl,i =

yl,i√
ml

.

Åäèíè÷íûé îðò el,i â ïðîñòðàíñòâå L3n ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèè ìîëåêóëû,
êîãäà îòëè÷íî îò íóëÿ ëèøü ñìåùåíèå l-ãî àòîìà ïî îñè i è îíî ÷èñëåííî ðàâíî
(ml)

−1/2.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ y è y′ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

(îíî óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ â âåùå-
ñòâåííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå):

(y,y′) =
∑
l,i

yl,iy
′
l,i.

Â ÷àñòíîñòè
(el,i, el′,i′) = δll′ δii′.

Íîðìàëüíîé ìîäå j (qj ′ = δjj ′, ñì. (104)) â ïðîñòðàíñòâå L3n ñîîòâåòñòâóåò
âåêòîð

ej =
∑
l,i

ξl,i;j el,i, el,i =
∑

j

ξj;l,i ej. (107)
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Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò ïåðåõîä îò îäíîãî áàçèñà el,i ê äðóãîìó ej (j =
1, 2, . . . 3n) è îáðàòíî. Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèöû ïåðåõîäà ξl,i;j áàçèñ ej

òîæå îðòîíîðìèðîâàí:

(ej, ej′) =
∑
l,i;l′,i′

ξl,i;j ξl′,i′;j′(el,i′, el′,i′) = δjj′.

Ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ìîëåêóëû â êîíôèãóðàöèè y çàïèøåì â âèäå

V =
1

2
(y, V̂ y) =

1

2

∑
l,i;l′,i′

yl,iyl′,i′(el,i, V̂ el′,i′) =
1

2

∑
l,i;l′,i′

Vl,i;l′,i′yl,iyl′,i′,

ãäå äåéñòâèå îïåðàòîðà V̂ íà îðòû el′,i′ îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V̂ el′,i′ =
∑
l,i

Vl,i;l′,i′ el,i. (108)

Â áàçèñå ej

y =
∑

j

qj ej,

à ìàòðèöà îïåðàòîðà V̂ äèàãîíàëüíà. Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (107),
(108), (102), (103), èìååì

Vjj′ = (ej, V̂ ej′) =
∑
l,i;l′,i′

ξl,i;jξl′,i′;j′Vl,i;l′,i′ =
∑
l,i

ξl,i;jω
2
j′ξl,i;j′ = ω2

j′δjj′,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ôîðìå ñóììû êâàäðàòîâ (105).

6.3.3 Òåîðåòèêî-ãðóïïîâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýàäà÷è î ìàëûõ êîëåáàíèÿõ

Ïóñòü G (g ∈ G) � ãðóïïà ñèììåòðèè n-àòîìíîé ìîëåêóëû. Â 3n-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå L3n ñìåùåíèé àòîìîâ ìîëåêóëû ñîïîñòàâèì êàæäîìó ýëåìåíòó
g ∈ G îïåðàòîð D̂(g), äåéñòâóþùèé íà îðòû el,i ïðîñòðàíñòâà L3n ñëåäóþùèì
îáðàçîì

D̂(g) el,i = g eg−1l,i. (109)

Îïåðàòîðû D̂(g) îáðàçóþò ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G, òàê êàê ïðîèçâåäåíèþ
ýëåìåíòîâ g2g1 ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ D̂(g2)D̂(g1):

D̂(g2)D̂(g1)el,i = D̂(g2)g1eg−1
1 l,i = g2g1eg−1

1 g−1
2 l,i = D̂(g2g1)el,i.

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ D̂(g) ïðåäñòàâëåíèÿ â áàçèñå el,i ðàâíû

Dl′,i′;l,i(g) = gi′,i δgl′,l = gi′,i δl′,g−1l.
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Îïåðàòîð D̂(g) ïåðåâîäèò èñõîäíóþ êîíôèãóðàöèþ ìîëåêóëû, õàðàêòåðèçóå-
ìóþ ñìåùåíèÿìè xli, â êîíôèãóðàöèþ ñî ñìåùåíèÿìè

x′l,i =
∑
l′,i′

Dl,i;l′,i′(g)xl′,i′ =
∑
l′,i′

δgl,l′ gii′ xl′,i′ =
∑

i′

gii′ xgl,i′

è ñ òåì æå çíà÷åíèåì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè V . Ýòîìó ïðåîáðàçîâàíèþ â
ïðîñòðàíñòâå 3n ïåðåìåííûõ yl,i =

√
ml xl,i ñîîòâåòñòâóåò àíàëîãè÷íîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå (òàê êàê ìàññû ñèììåòðèéíî ýêâèâàëåíòíûõ àòîìîâ îäèíàêîâû)

y′l,i =
∑
l′,i′

Dl,i;l′,i′(g) yl′,i′ =
∑
l′,i′

δgl,l′ gii′ yl′,i′ =
∑

i′

gii′ ygl,i′.

6.3.4 Ìåõàíè÷åñêîå, ïîñòóïàòåëüíîå, âðàùàòåëüíîå è êîëåáàòåëüíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ

Ïðåäñòàâëåíèå D(g) íîñèò íàçâàíèå ìåõàíè÷åñêîãî. Â ñèëó ðàâåíñòâà ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè â êîíôèãóðàöèÿõ y è y′ = D̂(g) y

(y, V̂ y) = (y′, V̂ y′) = (D̂(g) y, V̂ D̂(g) y) = (y, D̂−1(g)V D̂(g) y).

Òàê êàê ýòî ñîîòíîøåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîé êîíôèãóðàöèè y, òî

V̂ = D̂−1(g)V̂ D(g) èëè D̂(g)V̂ = V̂ D̂(g).

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì ñèììåòðèè ñèñòåìû (ìîëåêó-
ëû), ñîâåðøàþùåé ìàëûå êîëåáàíèÿ, îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû G

ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîñòü îïåðàòîðà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè V̂ (ìàòðèöû V )
ñ îïåðàòîðàìè D̂(g) (ìàòðèöàìè D(g)) ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G.

Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó ñëó÷àþ òåîðåìó Âèãíåðà, ïðèõîäèì ê âûâîäó: â îòñóò-
ñòâèè äîïîëíèòåëüíîãî (ñëó÷àéíîãî) âûðîæäåíèÿ êàæäîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå
ωj êîëåáàíèé ìîëåêóëû ñîîòâåòñòâóþò íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû, ïðåîáðàçóþ-
ùèåñÿ ïî îäíîìó èç ÍÏ ãðóïïû ñèììåòðèè ìîëåêóëû G.

Õàðàêòåð ìåõàíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ X(g) ðàâåí

X(g) =
∑
li

Dli,li(g) =
∑

i

gii

∑
l

δl,g−1l = χ(g)ng, (110)

ãäå χ(g) � õàðàêòåð îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ g â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, ïî êîòîðîìó ïðåîáðàçóþòñÿ êîîðäèíàòû ïîëÿðíîãî âåêòîðà (ïðåäñòàâëå-
íèå D(1)

u îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû O(3), ñì. ðàçäåë 3), à ng � ÷èñëî àòîìîâ,
îñòàþùèõñÿ íà ìåñòå ïðè ïðåîáðàçîâàíèè g. Åñëè g � ïîâîðîò C(ϕ) èëè çåð-
êàëüíûé ïîâîðîò S(ϕ) íà óãîë ϕ, òî

D(1)
u (C(ϕ)) =

cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 , D(1)
u (S(ϕ)) =

cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0

0 0 −1


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è
χ(1)

u (C(ϕ)) = 2 cosϕ+ 1, χ(1)
u (S(ϕ)) = 2 cosϕ− 1. (111)

Êîîðäèíàòû àêñèàëüíîãî âåêòîðà ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ D
(1)
g ,

ò.å. ïðè ÷èñòûõ âðàùåíèÿõ C(ϕ) îíè ïðåîáðàçóþòñÿ òàê æå êàê êîîðäèíàòû
ïîëÿðíîãî âåêòîðà, à ïðè çåðêàëüíûõ ïîâîðîòàõ S(ϕ) = C(ϕ+ π)I ïîâîðà÷è-
âàþòñÿ íà óãîë ϕ+ π, òàê êàê íå èçìåíÿþòñÿ ïðè èíâåðñèè I:

D(1)
g (C(ϕ)) =

cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 , D(1)
g (S(ϕ)) =

− cosϕ sinϕ 0
− sinϕ − cosϕ 0

0 0 1


è

χ(1)
g (C(ϕ)) = 2 cosϕ+ 1, χ(1)

g (S(ϕ)) = −2 cosϕ+ 1. (112)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè îòðàæåíèè â ïëîñêîñòè χ(1)
g (σ) = χ

(1)
g (S(0)) = −1.

Â ïðîñòðàíñòâå L3n ìîæíî âûäåëèòü ïîäïðîñòðàíñòâà L
(tr)
3 è L(rot)

3 , ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïîñòóïàòåëüíîìó è âðàùàòåëüíîìó äâèæåíèþ ìîëåêóëû êàê öåëîãî
(íóëåâûå ÷àñòîòû ωj). Ïðè ïîñòóïàòåëüíîì ïåðåìåùåíèè xl = x, yl =

√
ml x

(xl,i = xi, yl,i =
√
ml xi),

y =
∑

i

xi

∑
l

√
ml el,i ∈ L(tr)

3 .

Âåêòîðû

e
(tr)
i =

1√
M

∑
l

√
ml el,i, (i = 1, 2, 3, M =

∑
l

ml) (113)

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L
(tr)
3 è ïðåîáðàçóåòñÿ ïî âåêòîðíîìó

ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû G (îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ D(1)
u (g) ïîëíîé îðòîãî-

íàëüíîé ãðóïïû íà ãðóïïó G) . Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüýóÿ (109), ïîëó÷àåì

D̂(g) e
(tr)
i =

1√
M

∑
l

√
ml g eg−1l,i = g

(
1√
M

∑
l

√
ml el,i

)
=
∑

i′

gi′ie
(tr)
i′

ñ õàðàêòåðàìè χ(tr), ñîâïàäàþùèìè ñ (111). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå áûë èñïîëü-
çîâàí òîò ôàêò, ÷òî ìàññû ñèììåòðèéíî ýêâèâàëåíòíûõ àòîìîâ ðàâíû (ml =
mgl), à ñóììèðîâàíèå ïî gl ýêâèâàëåíòíî ñóììèðîâàíèþ ïî l.

Ïðè âðàùåíèè ìîëåêóëû êàê öåëîãî íà ìàëûé óãîë β àòîìû ñîâåðøàþò
ñìåùåíèÿ

xl =
−→
β × l, xl,i =

∑
j,k

εijk βj lk, (114)
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ãäå
−→
β � àêñèàëüíûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé ïî îñè âðàùåíèÿ è èìåþùèé äëè-

íó, ðàâíóþ âåëè÷èíå óãëà ïîâîðîòà β (ε � àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð òðåòüå-
ãî ðàíãà, îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû ε123 = ε231 = ε312 =
1, ε132 = ε321 = ε213 = −1). Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (114) â (106), ïîëó÷àåì

y =
∑

j

βj

∑
l,i,k

√
ml εijk lk el,i =

∑
j

βj e
(rot)
j . (115)

Êîîðäèíàòû βj àêñèàëüíîãî âåêòîðà
−→
β ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ ñ

õàðàêòåðàìè (112). Çíà÷èò, áàçèñíûå âåêòîðû e
(rot)
j îáðàçóþò òðåõìåðíîå èí-

âàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L(rot)
3 â ïðîñòðàíñòâå ñìåùåíèé L3n è ïðåîáðàçó-

þòñÿ êàê àêñèàëüíûå âåêòîðû, ò. å. ïî ïðåäñòàâëåíèþ ñ õàðàêòåðàìè

χ(rot)(C(ϕ)) = 2 cosϕ+ 1, χ(rot)(S(ϕ)) = χ(rot)(C(ϕ+ π)) = −2 cosϕ+ 1.
(116)

Âû÷èòàÿ èç õàðàêòåðîâX(g) ìåõàíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (110) õàðàêòåðû
χ(tr) è χ(rot), ïîëó÷àåì õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçìåðíîñòè 3n− 6, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî êîëåáàòåëüíûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû

χ(vib)(C(ϕ)) = (2 cosϕ+1)(nC(ϕ)−2), χ(vib)(S(ϕ)) = (2 cosϕ−1)nS(ϕ). (117)

6.3.5 Ñèììåòðèçîâàííûå ñìåùåíèÿ àòîìîâ â ìîëåêóëå âîäû

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìàëûå êîëåáàíèÿ àòîìîâ â ìîëåêóëå âîäû H2O.
Â ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè àòîìû çàíèìàþò ïîçèöèè â âåðøèíàõ ðàâíîáåä-
ðåííîãî òðåóãîëüíèêà (ñì. ðèñ. 11). Ðàñïîëîæèì ìîëåêóëó â ïëîñêîñòè ëè-
ñòà. Íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåñòèì â öåíòð èíåðöèè ìîëåêóëû, îñü z íàïðàâèì
ââåðõ, îñü y � íàïðàâî, îñü x � íà ÷èòàòåëÿ. Îáîçíà÷èì mO è mH ìàññû àòî-
ìîâ êèñëîðîäà è âîäîðîäà, M = mO + 2mH � ìàññó âñåé ìîëåêóëû, l0, l1 è
l2 � âåêòîðû, îïðåäåëÿþùèå ïîëîæåíèÿ àòîìîâ â ðàâíîâåñíîé êîôèãóðàöèè
îòíîñèòåëüíî öåíòðà èíåðöèè ìîëåêóëû, α � ïîëîâèíó óãëà ïðè âåðøèíå ðàâ-
íîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòîðîãî çàíÿòû àòîìàìè ìîëåêóëû â
ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè.

Ðèñ. 11. Ìîëåêóëà âîäû â ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè.

Ãðóïïà ñèììåòðèè ìîëåêóëû � C2v. Õàðàêòåðû ìåõàíè÷åñêîãî, ïîñòóïà-
òåëüíîãî, âðàùàòåëüíîãî è êîëåáàòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèé, âû÷èñëåííûå ïî
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ôîðìóëàì (110), (111), (116), (117), äàíû íèæå (ñïðàâà ïðèâåäåíû èõ ðàç-
ëîæåíèÿ íà ÍÏ ãðóïïû C2v, ïîëó÷åííûå ñîãëàñíî (35) ñ èñïîëüçîâàíèåì ÍÏ
ãðóïïû C2v â òàáëèöå 4)

E C2 σy σx

X(g) 9 −1 1 3

χ(tr)(g) 3 −1 1 1 a1 + b1 + b2
χ(rot)(g) 3 −1 −1 −1 a2 + b1 + b2
χ(vib)(g) 3 1 1 3 a1 + a1 + b2

Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ P̂ (α)
ik (50) ïîñòðîèì ñìåùåíèÿ àòîìîâ ìîëåêóëû, ïðå-

îáðàçóþùèåñÿ ïî ÍÏ ãðóïïû C2v.

a1 : e0z, e1z + e2z, e1y − e2y; (118)

a2 : e1x − e2x;

b1 : e0x, e1x + e2x;

b2 : e0y, e1z − e2z, e1y + e2y. (119)

Èç ýòèõ ñìåùåíèé ëåãêî ïîñòðîèòü êîìáèíàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòóïà-
òåëüíûì è âðàùàòåëüíûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû (113) è (115).

e
(tr)
1 =

√
m0e0x +

√
mH(e1x + e2x) � ïåðåìåùåíèå ïî îñè x ( ÍÏ b1);

e
(tr)
2 =

√
m0e0y +

√
mH(e1y + e2y) � ïåðåìåùåíèå ïî îñè y ( ÍÏ b2);

e
(tr)
3 =

√
m0e0z +

√
mH(e1z + e2z) � ïåðåìåùåíèå ïî îñè z ( ÍÏ a1);

e
(rot)
1 = −

2
√
m0mH

M
e0y +

√
mHmO

M
(e1y + e2y) −

√
mH tgα (e1z − e2z)

� âîêðóã îñè x (ÍÏ b2);

e
(rot)
2 = −

2
√
m0mH

M
e0x −

√
mHmO

M
(e1x + e2x) � âîêðóã îñè y (ÍÏ b1);

e
(rot)
3 =

√
mH tgα (e1x − e2x) � âîêðóã îñè z (ÍÏ a2);

Â ïðîñòðàíñòâå ñìåùåíèé L9 ìîëåêóëû âîäû èìååòñÿ òð¼õìåðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî âåêòîðîâ, ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïî ÍÏ a1 (118). Ïîñòðîåííàÿ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ e

(tr)
3 îïèñûâàåò ïîñòóïàòåëüíîå ïåðåìåùåíèå ìîëåêóëû, à îðòîãî-

íàëüíûå ê íåé

e
(vib)
1 = e1y − e2y è e

(vib)
2 = −2

√
mHe0z +

√
m0(e1z + e2z)

ôîðìèðóþò äâå êîëåáàòåëüíûå ìîäû ñèììåòðèè a1 (ðèñ. 12)
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Ðèñ. 12. Êîëåáàòåëüíûå êîîðäèíàòû ñèììåòðèè a1.

Íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýòèõ ñèì-
ìåòðèçîâàííûõ ñìåùåíèé, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû
òîëüêî â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è.

Â ïðîñòðàíñòâå ñìåùåíèé L9 ìîëåêóëû âîäû èìååòñÿ òàêæå òð¼õìåðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ, ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïî ÍÏ b2 (119). Äâà ïîñòðîåí-
íûõ îòíîñÿòñÿ ê ïîñòóïàòåëüíîìó è âðàùàòåëüíîìó äâèæåíèÿì ìîëåêóëû êàê
öåëîãî. Ïîñòðîèâ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ, îðòîãîíàëüíóþ ê ýòèì äâóì, ïîëó-
÷èì ñìåùåíèÿ àòîìîâ ìîëåêóëû, ñîîòâåòñòâóþùèå êîëåáàòåëüíîé íîðìàëüíîé
êîîðäèíàòå ñèììåòðèè b2 (ðèñ. 13)

e
(vib)
3 = −2

√
mH e0y +

√
m0 (e1y + e2y) +

√
m0 ctgα (e1z − e2z).

Ðèñ. 13. Êîëåáàòåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ìîäà ñèììåòðèè b2.

6.3.6 Êâàíòîâîå ðàññìîòðåíèå çàäà÷è î ìàëûõ êîëåáàíèÿõ

Ïåðåõîä ê êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîìó ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è î ìàëûõ êîëå-
áàíèÿõ àòîìîâ â ìîëåêóëå ïðîùå âñåãî îñóùåñòâèòü, èñïîëüçóÿ äëÿ T è V

âûðàæåíèÿ (105) â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ:

H = T + V =
3n∑
j=7

Hj =
3n∑
j=7

1

2
(p2

j + ω2
j q

2
j ),

ãäå pj = −i~ ∂
∂qj

� îïåðàòîðû èìïóëüñîâ. Èç ãàìèëüòîíèàíà èñêëþ÷åíû ÷ëå-
íû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòóïàòåëüíîìó (j = 1, 2, 3) è âðàùàòåëüíîìó (j =
4, 5, 6) äâèæåíèÿì ìîëåêóëû êàê öåëîãî. Îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà äëÿ êîëåáà-
íèé ìîëåêóëû èìååò âèä ñóììû ãàìèëüòîíèàíîâ íåçàâèñèìûõ îñöèëëÿòîðîâ
(j = 7, 8, ..., 3n). Åñëè

ψnj
(qj) ∼ exp

(
−
ωjq

2
j

2~

)
Hnj

(√
ωj

~
qj

)
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è

Enj
= ~ωj

(
nj +

1

2

)
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è óðîâíè ýíåðãèè îòäåëüíûõ îñöèëëÿòîðîâ, òî ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè Ψ è óðîâíè ýíåðãèè E îïåðàòîðà H âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íèõ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

Ψ(n7,n8,...n3n) =
3n∏
j=7

ψnj
(qj), E(n7,...n3n) =

3n∑
j=7

Enj
.

Çàïèøåì â âîëíîâîé ôóíêöèè ïðîèçâåäåíèÿ ýêñïîíåíò â âèäå îäíîé ýêñïî-
íåíòû:

Ψ(n7,n8,...n3n) ∼ exp

(
− 1

2~
∑

j

ωjq
2
j

)∏
j

Hnj

(√
ωj

~
qj

)
. (120)

Íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû qj, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîé è òîé æå ÷àñòîòå ωj, ïðå-
îáðàçóþòñÿ ïî ÍÏ γ ðàçìåðíîñòè nγ ãðóïïû ñèììåòðèè ìîëåêóëû G. Ñóììà
nγ∑
j=1

q2
j èíâàðèàíòíà ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ èç ãðóïïû G. Ñëåäîâàòåëüíî, èíâà-

ðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ è âåñü ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü â âûðàæåíèè (120).
Äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîëåêóëû âñå nj = 0. Òàê êàê ïîëèíîì Ýðìèòà

H0 = 1, òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî êîëåáàòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîëåêóëû
ïðåîáðàçóåòñÿ ïî òîæäåñòâåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû G.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íèæíèå âîçáóæä¼ííûå ñîñòîÿíèÿ, êîãäà âîçáóæäåíà
ëèøü îäíà íîðìàëüíàÿ ìîäà j = J è nJ = 1. Òàê êàê H1 ∼ qJ , òî âîëíî-
âûå ôóíêöèè òàêèõ ñîñòîÿíèé ìîëåêóëû (èõ íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíûìè)
ïðåîáðàçóþòñÿ ïî òåì æå ÍÏ γ ãðóïïû G, ÷òî è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû
qJ . Êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî èì óðîâíÿ ðàâíà ðàçìåðíîñòè
nγ ïðåäñòàâëåíèÿ γ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü îáåðòîííûå ñîñòîÿíèÿ,
êîãäà nJ = 2, 3 . . . è êîìáèíàöèîííûå ñîñòîÿíèÿ, êîãäà îäíîâðåìåííî âîçáóæ-
äåíû íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ìîä.

Äëÿ âîçáóæäåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñîñòîÿíèé íåîáõîäèìà ýíåðãèÿ ~ωj, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ äëÿ áîëüøèíñòâà ìîëåêóë èíôðàêðàñíîé îáëàñòè ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî èçëó÷åíèÿ. Âåðîÿòíîñòü ïîãëîùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ýëå-
ìåíòîì d0J îïåðàòîðà äèïîëüíîãî ìîìåíòà ìîëåêóëû ìåæäó îñíîâíûì è ôóí-
äàìåíòàëüíûì å¼ ñîñòîÿíèÿìè. Îïåðàòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïðåîáðàçóåòñÿ
ïî âåêòîðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû ñèììåòðèè ìîëåêóëû. Ïîëüçóÿñü ïðà-
âèëàìè îòáîðà è ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè îñíîâíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðè ïîãëîùåíèè èçëó÷åíèÿ âîçáóæäàòüñÿ
ìîãóò ëèøü ôóíäàìåíòàëüíûå ñîñòîÿíèÿ, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî ÍÏ ãðóïïû G,
âõîäÿùèå â ñîñòàâ å¼ âåêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
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Íàïðèìåð, äëÿ ãðóïïû C2v âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå ñîäåðæèò ÍÏ a1, b1 è
b2 (ñì. òàáë. 4). Ñëåäîâàòåëüíî, â ìîëåêóëå âîäû èçëó÷åíèå ìîæåò âîçáóäèòü
âñå ôóíäàìåíòàëüíûå ñîñòîÿíèÿ (äâà êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿíèÿ ñèììåòðèè a1

è îäíî ñèììåòðèè b2).

6.4 Ïîñòðîåíèå ñèììåòðèçîâàííûõ êîìáèíàöèé èç àòîìî-

ïîäîáíûõ ôóíêöèé

Â òåîðèè àòîìà ôóíêöèÿìè s-òèïà íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè, ïðåîáðàçóþùèå-
ñÿ ïî ÍÏ D̂

(0)
g (g) (åäèíè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû).

Òàêèå ôóíêöèè çàâèñÿò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà ñèììåòðèè è íå èçìå-
íÿþòñÿ ïîä äåéñòâèåì âñåõ îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ:

D̂(0)
g (g)ψ(r) = ψ(r) (g ∈ O(3))

Òðè ôóíêöèè x1 ≡ x = (r, ex), x2 ≡ y = (r, ey), x3 ≡ z = (r, ez) ïðåîá-

ðàçóþòñÿ ïî ÍÏ D
(1)
u (g) ãðóïïû Î(3):

D
(1)
u (g)xi = D

(1)
u (g)(r, ei) = (g−1r, ei) = (r, gei) =

= (r,
3∑

j=1
gj,iej) =

3∑
j=1

gj,i(r, ej) =
3∑

j=1
gj,ixj,

ò.å. ìàòðèöû âðàùåíèÿ g(~β) (67) â ñîâîêóïíîñòè ñ ìàòðèöàìè −g(~β) äëÿ ýëå-
ìåíòîâ âòîðîãî ðîäà Ig ãðóïïû Î(3), ÿâëÿþòñÿ è ìàòðèöàìè ÍÏ D

(1)
u (g) ãðóï-

ïû Î(3) ((D(1)
u (g))j,i = gj,i). Ïî ýòîìó æå ïðåäñòàâëåíèþ ïðåîáðàçóþòñÿ áà-

çèñíûå âåêòîðû ei (îðòû ïî äåêàðòîâûì îñÿì; ñì. (62) è ðàçäåë 3.5) è ôóíê-
öèè ψi(r) ≡ xiR(r), ãäå R(r) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò
ðàññòîÿíèÿ r äî öåíòðà ñèììåòðèè, òàê êàê D(1)

u (g) × D
(0)
g (g) = D

(1)
u (g) (ñì.

ðàçäåë 2.14).
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ñèììåò-

ðèçîâàííîãî áàçèñà íà ïðèìåðå ìíîæåñòâà
ôóíêöèé s- è p-òèïà, öåíòðèðîâàííûõ íà
àòîìàõ êîìïëåêñà NaCl6 ñ ñèììåòðèåé Îh

(ðèñ. 14). Íà÷àëî êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû ïî-
ìåñòèì â öåíòð ñèììåòðèè, ãäå ðàñïîëîæåí
àòîì Na. Øåñòü àòîìîâ õëîðà ðàñïîëîæåíû
íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ íà îäèíàêîâûõ ðàñ-
ñòîÿíèÿõ îò öåíòðà ñèììåòðèè. Ïîëîæåíèå
àòîìîâ îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðàìè:
l0 = (0, 0, 0)
l1 = (0, 0, a), l2 = (a, 0, 0), l3 = (0, a, 0),
l4 = (0, 0,−a), l5 = (−a, 0, 0), l6 = (0,−a, 0).

Ðèñ. 14. Êîìïëåêñ NaCl6
è åãî ïîâîðîòíûå ýëå-
ìåíòû ñèììåòðèè
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Èñõîäíûé áàçèñ ñîñòîèò èç 28 (4 × 7) íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, êîòîðûå äëÿ
êðàòêîñòè çàïèñè áóäåì îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

si, xi, yi, zi; (i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6).

Àòîì Na íàõîäèòñÿ â ïîçèöèè ñ ñèììåòðèåé Oh, à ôóíêöèè s0 è x0, y0, z0
îáðàçóþò áàçèñû ÍÏ a1 è t1u â ïðîñòðàíñòâàõ L

(Na)
1s è L(Na)

3p . Àòîìû Cl çàíèìàþò
ïîçèöèè ñ ñèììåòðèåé C4v ⊂Oh. Íàïðèìåð äëÿ àòîìà Cl â ïîçèöèè l1 = (0, 0, a)
ýëåìåíòàìè ãðóïïû ëîêàëüíîé ñèììåòðèè ÿâëÿþòñÿ

E, C4z, C2z, C
3
4z, σx, σy, σxy, σxy.

Â ðàçëîæåíèè ãðóïïû Oh íà ñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå C4v

Oh =
6∑

g=1

giC4v

ïðåäñòàâèòåëè ñìåæíûõ êëàññîâ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû îíè ñàìè îáðàçî-
âûâàëè ãðóïïó, à èìåííî öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó S6 ñ ýëåìåíòàìè

S6 : g1 = E, g2 = S6, g3 = S2
6 = C3, g4 = S3

6 = i, g5 = S4
6 = C2

3 , g6 = S5
6 .

Ôóíêöèÿ s1 è ôóíêöèÿ z1 ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ÍÏ a1 ãðóïïû ëîêàëüíîé ñèì-
ìåòðèè C4v. Ôóíêöèè æå x1 è y1 ïðåîáðàçóþòññÿ ïî ÍÏ e ýòîé ãðóïïû.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå îïåðàòîðîâ D̂(g) ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G íà ôóíê-
öèè àòîìîïîäîáíîãî áàçèñà

D̂(g)ψ(r− li) = ψ(g−1r− li) = ψ(g−1(r− gli))

Îïåðàòîðû D̂(g) â îáùåì ñëó÷àå ìåíÿþò òî÷êó öåíòðèðîâàíèÿ ôóíêöèè è îá-
ðàçóþò ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé íà íîâîì öåíòðå. Ïðè èíäóöèðîâàíèè
(ñì. ðàçäåë 2.10) áàçèñíûå ôóíêöèè ÍÏ ïîäãðóïïû H=C4v ⊂ G=Oh ïîðîæäà-
þò èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G=Oh ïîä-
ïðîñòðàíñòâà � áàçèñíûå ôóíêöèè èíäóöèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ïðè÷åì
íåçàâèñèìûå áàçèñû ÍÏ ëîêàëüíîé ãðóïïû ïîðîæääàþò íåçàâèñèìûå áàçèñû
èíäóöèðîâàííûõ ïðåäñòàâëåíèé. Â íàøåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ s1-òèïà ψ(|r−l1|) ≡
s1 è ôóíêöèÿ p-òèïà ψ3(r− l1) = (r− l1, ez) ·R(|r− l1|) ≡ z1 èíäóöèðóþò íåçà-
âèñèìûå ïîäïðîñòðàíñòâà L(Cl)

6s è L(Cl)
6z (ðàçìåðíîñòè 6), à ôóíêöèè p-òèïà x1

è y1 � ïîäïðîñòðàíñòâî L(Cl)
12xy ðàçìåðíîñòè 12.

Áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç 28 (4×7) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, îáðàçóåò èí-
âàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Oh ïðîñòðàíñòâî
L28, êîòîðîå î÷åâèäíûì îáðàçîì ðàçáèòî íà 5 íåçàâèñèìûõ è èíâàðèàíòûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ

L28 = L
(Na)
1s + L

(Na)
3p + L

(Cl)
6s + L

(Cl)
6z + L

(Cl)
12xy,
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ãäå L(Na)
1s è L(Na)

3p � ðàññìîòðåííûå ðàíåå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ôóíê-
öèé, öåíòðèðîâàííûõ íà àòîìàõ Na, à

L
(Cl)
6s : s1, s2, s3, s4, s5, s6;

L
(Cl)
6z : z1, x2, y3, z4, x5, y6;

L
(Cl)
12xy : x1, y1, y2, z2, z3, x3, x4, y4, y5, z5, z6, x6.

Òàáëèöà 8: Èíäóöèðîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé α(C4v) ↑ Oh ãðóïïû Oh ñ ÍÏ α ëîêàëüíîé ïîä-
ãðóïû C4v

α(C4v) E 2C4z C2z 2σx 2σxy α(C4v) ↑ Oh

a1 1 1 1 1 1 a1g + eg + t1u

a2 1 1 1 −1 −1 a1u + eu + t1g

b1 1 −1 1 1 −1 a2g + eg + t2u

b2 1 −1 1 −1 1 a2u + eu + t2g

e 2 0 −2 0 0 t1g + t2g + t1u + t2u

β(Oh) β(Oh) ↓ C4v

a1g 1 1 1 1 1 a1

a2g 1 −1 1 1 −1 b1
eg 2 0 2 2 0 a1 + b1
t1g 3 1 −1 −1 −1 a2 + e
t2g 3 −1 −1 −1 1 b2 + e
a1u 1 1 1 −1 −1 a2

a2u 1 −1 1 −1 1 b2
eu 2 0 2 −2 0 a2 + b2
t1u 3 1 −1 1 1 a1 + e
t2u 3 −1 −1 1 −1 b1 + e

Â òàáëèöå 8 ïðèâåäåíû õàðàêòåðû χ(α)(C4v) ÍÏ ãðóïïû C4v è õàðàêòåðû
χ(β)(Oh) ↓ C4v îãðàíè÷åíèé ÍÏ ãðóïïû Oh íà ïîäãðóïïó C4v . Â ïðàâîé íèæ-
íåé ÷àñòè òàáëèöû äàíû ðàçëîæåíèÿ íà ÍÏ îãðàíè÷åíèé ÍÏ ãðóïïû Oh íà
ïîäãðóïïó C4v (β(Oh) ↓ C4v), à â ïðàâîé âåðõíåé ÷àñòè äàíû ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû Oh, èíäóöèðîâàííûå ñ ÍÏ α ãðóïïû C4v (α(C4v) ↑ Oh). Îíè ñâÿçàíû
äðóã ñ äðóãîì òåîðåìîé âçàèìíîñòè Ôðîáåíèóñà (ñì. ðàçäåë 2.10), ñîãëàñíî
êîòîðîé êàæäîå ÍÏ α ïîäãðóïïû H ⊂ G èíäóöèðóåò ïðåäñòàâëåíèå α(H) ↑ G
ãðóïïû G, â êîòîðîì êàæäîå ÍÏ β ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî
îãðàíè÷åíèå ÍÏ β(G) ↓ H ñîäåðæèò ÍÏ α ïîäãðóïïû H ⊂ G. Òàê, íàïðèìåð,
ÍÏ a1 ãðóïïû C4v ñîäåðæèòñÿ â îãðàíè÷åíèÿõ ÍÏ a1g, eg, t1u ãðóïïû Oh ïî
îäíîìó ðàçó. Ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà ÍÏ a1 ãðóïïû C4v èíäóöèðóåò â ãðóï-
ïå Oh ïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå ñîäåðæèò òîëüêî ÍÏ a1g, eg, t1u ãðóïïû Oh è
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òîëüêî ïî îäíîìó ðàçó. Ïîä÷åðêíóòû â òàáëèöå ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ
ñèììåòðèçàöèè çàäàííîãî áàçèñà.

Ïðîâåäåííûé àíàëèç, ïîñòðîåííûé íà èäåå èíäóöèðîâàííûõ ïðåäñòàâëå-
íèé, çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ïîñòðîåíèå ñèììåòðèçîâàííîãî áàçèñà.

Òàáëèöà 9: Äåéñòâèå îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ íà áàçèñíûå ôóíêöèè s1, z1, x1, y1
E C4z C2 C3

4z σx σy σxy σxy

s1 s1 s1 s1 s1 s1 s1 s1 s1
z1 z1 z1 z1 z1 z1 z1 z1 z1
x1 x1 y1 −x1 −y1 −x1 x1 −y1 y1
y1 y1 −x1 −y1 x1 y1 −y1 −x1 x1

E C31 C2
31 S61 S3

61 S5
61

s1 s1 s2 s3 s4 s5 s6
z1 z1 x2 y3 −y6 −z4 −x5
x1 x1 y2 z3 −z6 −x4 y5
y1 y1 z2 x3 −x6 −y4 −z5

Â òàáëèöå 9 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ
íà áàçèñíûå ôóíêöèè s1, z1, x1, y1 àòîìà õëîðà â ïîçèöèè l1. Ïðèìåíèì îïå-
ðàòîðû P̂ β

ij (50) ê ôóíêöèÿì èñõîäíîãî áàçèñà â ïîäïðîñòðàíñòâàõ L(Cl)
6s , L(Cl)

6z è

L
(Cl)
1xy . Ïîñòðîåííûå ñèììåòðèçîâàííûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé èñõîäíîãî áàçèñà

ïðèâåäåíû â òàáëèöå 10. Ïðè ïîñòðîåíèè èñïîëüçîâàëèñü ìàòðèöû ÍÏ ãðóïïû
O, ïðèâåäåííûå â Ïðèëîæåíèè.

Òàáëèöà 10: Ñèììåòðèçîâàííûé áàçèñ äëÿ êîìïëåêñà NaCl6

L ÍÏ Ñèììåòðèçîâàííûé áàçèñ
L

(Na)
1s a1g s0;

L
(Na)
3p t1u x0, y0, z0;

L
(Cl)
6s a1g s1 + s2 + s3 + s4 + s5 + s6;

eg s2− s3 + s5− s6, 2 · s1− s2− s3 + 2 · s4− s5− s6;
t1u s2− s5, s3− s6, s1− s4;

L
(Cl)
6z a1g z1 + x2 + y3− z4− x5− y6;

eg x2− y3− z5 + y6, 2 · z1− x2− y3− 2 · z4 + x5 + y6;
t1u x2 + x5, y3 + y6, z1 + z4;

L
(Cl)
12xy t1g y1− z3− y4 + z6, x1− z2− x4 + z5, y2− x3− y5 + x6;

t1u x1 + x3 + x4 + x6, y1 + y2 + y4 + y5, z2 + z3 + z5 + z6;
t2g y1 + z3− y4− z6, x1 + z2− x4− z5, y2 + x3− y5− x6;
t2u x1− x3 + x4− x6, y1− y2 + y4− y5, z2− z3 + z5− z6;

6.5 Âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ

1. ×òî òàêîå ïðàâèëà îòáîðà ïî ñèììåòðèè?
2. Íàéäèòå ïðàâèëà îòáîðà äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ýëåêòðîäèïîëüíîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ â çàäà÷å ñ ñèììåòðèåé O+(3) áåç ó÷¼òà ñïèíà.
3. Êàê îïðåäåëèòü, íà ñêîëüêî ïîäóðîâíåé ðàñùåïëÿåòñÿ óðîâåíü ýíåðãèè

E0, åñëè ãðóïïà ñèììåòðèè H0 − O(3), à ãðóïïà ñèììåòðèè V̂ − C∞v (çàäà÷à
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î ðàñùåïëåíèè óðîâíÿ E0 â îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå � ýôôåêò Øòàð-
êà)?

4. Íà ñêîëüêî ïîäóðîâíåé ðàñùåïëÿåòñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå óðîâåíü j = 3/2?
5. Âèä ôóíêöèè Ëàãðàíæà â çàäà÷å î ìàëûõ êîëåáàíèÿõ àòîìîâ â ìîëåêóëå.
6. Êàêèå ïåðåìåííûå íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè?
7. ×òî òàêîå íîðìàëüíàÿ ìîäà?
8. Âèä ôóíêöèè Ëàãðàíæà â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ â çàäà÷å î ìàëûõ

êîëåáàíèÿõ àòîìîâ â ìîëåêóëå.
9. Âèä óðàâíåíèé Ëàãðàíæà äëÿ íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò.
10. Êàê äåéñòâóþò íà ñìåùåíèÿ àòîìîâ îïåðàòîðû ìåõàíè÷åñêîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ?
11. Êàêîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ìåõàíè÷åñêèì?
12. Êàêîé âèä èìåþò ìàòðèöû ìåõàíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ?
13. ×åìó ðàâíû õàðàêòåðû ìåõàíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ?
14. Êàê âû÷èñëÿþòñÿ õàðàêòåðû ïîñòóïàòåëüíîãî, âðàùàòåëüíîãî, êîëåáà-

òåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèé?
15. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðû ìåõàíè÷åñêîãî, ïîñòóïàòåëüíîãî, âðàùàòåëüíîãî

è êîëåáàòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ìîëåêóëû H2O (ãðóïïà ñèììåòðèè C2v).
16. Ïîñòðîèòü ñèììåòðèçîâàííûå ñìåùåíèÿ àòîìîâ ìîëåêóëû H2O.
17. Ïîñòðîèòü ñèììåòðèçîâàííûå ñìåùåíèÿ àòîìîâ ìîëåêóëû H2O, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå êîëåáàòåëüíûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû.
18. Íàïèñàòü îïåðàòîð ýíåðãèè äëÿ êîëåáàòåëüíûõ äâèæåíèé ìîëåêóëû â

íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ.
19. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîëåáàòåëüíîãî ãàìèëü-

òîíèàíà ìîëåêóëû.
20. Ïî êàêîìó ÍÏ ïðåîáðàçóåòñÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êîëåáàòåëü-

íîãî ãàìèëüòîíèàíà ìîëåêóëû?
21. Êàêèå êîëåáàòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ ìîëåêóëû íàçûâàþòñÿ ôóíäàìåíòàëü-

íûìè?
22. Ïî êàêèì ÍÏ ïðåîáðàçóþòñÿ âîëíîâûå ôóíêöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ñî-

ñòîÿíèé ìîëåêóëû? Êàêîâà êðàòíîñòü èõ âûðîæäåíèÿ?
23. Êàêèå ôóíäàìåíòàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ìîëåêóëû ìîãóò áûòü âîçáóæäåíû

ýëåêòðîìàãíèòíûì èçëó÷åíèåì (â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè)?
24. Êàêîâà ñèììåòðèÿ êîëåáàòåëüíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñîñòîÿíèé ìîëåêó-

ëû âîäû?
25. Êàêèå èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ñîñòîÿíèé ìîëåêóëû âîäû ìîãóò áûòü âîç-

áóæäåíû ýëåêòðîìàãíèòíûì èçëó÷åíèåì (â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè)?
26. Ïîñòðîèòü ñèììåòðèçîâàííûé s-, p-áàçèñ äëÿ òåòðàýäðè÷åñêîãî óãëåðîä-

íîãî êîìïëåêñà Ñ4 (àòîìû óãëåðîäà â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà).
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Ïðèëîæåíèå
Ìàòðèöû ÍÏ ãðóïïû O (a = 1

2 , b =
√

3
2 )

E C2x C2y C2z C4x C4y

a1 1 1 1 1 1 1
a2 1 1 1 1 −1 −1

e

(
1 0
0 1

) (
1 0
0 1

) (
1 0
0 1

) (
1 0
0 1

) (
a −b
−b −a

) (
a b
b −a

)

t1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 −1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 1 0 0
0 0 −1
0 1 0

  0 0 1
0 1 0
−1 0 0


t2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 −1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 −1 0 0
0 0 1
0 −1 0

 0 0 −1
0 −1 0
1 0 0


C4z C3

4x C3
4y C3

4z Uxy uxy

a1 1 1 1 1 1 1
a2 −1 −1 −1 −1 −1 −1

e

(
−1 0
0 1

) (
a −b
−b −a

) (
a b
b −a

) (
−1 0
0 1

) (
−1 0
0 1

) (
−1 0
0 1

)

t1

0 −1 0
1 0 0
0 0 1

 1 0 0
0 0 1
0 −1 0

 0 0 −1
0 1 0
1 0 0

  0 1 0
−1 0 0
0 0 1

  0 −1 0
−1 0 0
0 0 −1

 0 1 0
1 0 0
0 0 −1


t2

 0 1 0
−1 0 0
0 0 −1

 −1 0 0
0 0 −1
0 1 0

  0 0 1
0 −1 0
−1 0 0

 0 −1 0
1 0 0
0 0 −1

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

  0 −1 0
−1 0 0
0 0 1


Uxz Uxz Uyz Uyz C31 C32

a1 1 1 1 1 1 1
a2 −1 −1 −1 −1 1 1

e

(
a b
b −a

) (
a b
b −a

) (
a −b
−b −a

) (
a −b
−b −a

) (
−a −b
b −a

) (
−a −b
b −a

)

t1

 0 0 −1
0 −1 0
−1 0 0

 0 0 1
0 −1 0
1 0 0

 −1 0 0
0 0 −1
0 −1 0

 −1 0 0
0 0 1
0 1 0

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 0 0 −1
1 0 0
0 −1 0


t2

0 0 1
0 1 0
1 0 0

  0 0 −1
0 1 0
−1 0 0

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 1 0 0
0 0 −1
0 0 −1

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 0 0 −1
1 0 0
0 −1 0


C33 C34 C2

31 C2
32 C2

33 C2
34

a1 1 1 1 1 1 1
a2 1 1 1 1 1 1

e

(
−a −b
b −a

) (
−a −b
b −a

) (
−a b
−b −a

) (
−a b
−b −a

) (
−a b
−b −a

) (
−a b
−b −a

)

t1

 0 0 −1
−1 0 0
0 1 0

  0 0 1
−1 0 0
0 −1 0

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

  0 1 0
0 0 −1
−1 0 0

  0 −1 0
0 0 1
−1 0 0

 0 −1 0
0 0 −1
1 0 0


t2

 0 0 −1
−1 0 0
0 1 0

  0 0 1
−1 0 0
0 −1 0

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

  0 1 0
0 0 −1
−1 0 0

  0 −1 0
0 0 1
−1 0 0

 0 −1 0
0 0 −1
1 0 0


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Â 2009 ãîäó Óíèâåðñèòåò ñòàë ïîáåäèòåëåì ìíîãîýòàïíîãî êîíêóðñà, â ðå-
çóëüòàòå êîòîðîãî îïðåäåëåíû 12 âåäóùèõ óíèâåðñèòåòîâ Ðîññèè, êîòîðûì
ïðèñâîåíà êàòåãîðèÿ "Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíè-âåðñèòåò". Ìè-
íèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðà-öèè áûëà óòâåðæäåíà
ïðîãðàììà åãî ðàçâèòèÿ íà 2009-2018 ãîäû. Â 2011 ãîäó Óíèâåðñèòåò ïîëó÷èë
íàèìåíîâàíèå "Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíè-
âåðñèòåò èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ìåõàíèêè è îïòèêè".

ÊÀÔÅÄÐÀ ÂÛÑØÅÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Êàôåäðà âûñøåé ìàòåìàòèêè (ÂÌ) áûëà îðãàíèçîâàíà â 1930 ãîäó. Ïåðâûì
çàâåäóþùèì êàôåäðîé ÂÌ áûë ïðîôåññîð Ã.Ä. Ãðîäñêèé. Ñ êîíöà 1936 ãîäà
êàôåäðîé ÂÌ çàâåäîâàë ïðîôåññîð È.Ï.Íàòàíñîí, èçâåñòíûé ñïåöèàëèñò ïî
òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé.

Â äåêàáðå 1944 ãîäà çàâåäóþùèì êàôåäðîé ÂÌ ñòàíîâèòñÿ ïðîôåññîð Âëà-
äèìèð Àáðàìîâè÷ Òàðòàêîâñêèé (1901-1973), çàìå÷àòåëüíûé ìàòåìàòèê è ïå-
äàãîã. Ïðîôåññîð Òàðòàêîâñêèé ÿâëÿëñÿ îäíèì èç êðóïíåéøèõ ñîâåòñêèõ àë-
ãåáðàèñòîâ. Èì ïîëó÷åíû ïîëüçóþùèåñÿ ìèðîâîé èçâåñòíîñòüþ ðåçóëüòàòû ïî
ïðîáëåìå òîæäåñòâà â òåîðèè áåñêîíå÷íûõ ãðóïï. Èçâåñòíîñòü ïîëó÷èëè òàê-
æå åãî ðàáîòû ïî èñïîëüçîâàíèþ òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ ìåòîäîâ â òåîðèè èçãè-
áàíèÿ ïîâåðõíîñòåé, òåîðèè äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé. Ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå
Â.À.Òàðòàêîâñêèì, îêàçàëè çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà äàëüíåéøèå èçûñêàíèÿ
âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè íå òîëüêî â íàøåé ñòðàíå, íî è
çà ðóáåæîì.

Îáëàäàÿ èñêëþ÷èòåëüíîé ýíåðãèåé è òåìïåðàìåíòîì, Â.À.Òàðòàêîâñêèé
óäåëÿë ìíîãî âíèìàíèÿ íàó÷íî-îáùåñòâåííîé ðàáîòå. Åùå â òðèäöàòûå ãîäû
îí â ñîñòàâå êîìèññèè Íàðêîìïðîñà ó÷àñòâîâàë â ðàçðàáîòêå ïðîãðàììû ïî
ìàòåìàòèêå äëÿ ñðåäíåé øêîëû. Â òå÷åíèå äîëãîãî âðåìåíè áûë ÷ëåíîì ïðå-
çèäèóìà ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîãî ñîâåòà ïðè ÌÂ ÑÑÎ ÑÑÑÐ, âõîäèë â êîìèññèþ
ïî ðåôîðìå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ñòðàíå, áûë îäíèì èç èíèöèàòîðîâ
ïðîâåäåíèÿ ñðåäè øêîëüíèêîâ Ëåíèíãðàäà ïåðâîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèà-

100



äû. Â.À.Òàðòàêîâñêèé ó÷àñòâîâàë â îðãàíèçàöèè Ëåíèíãðàäñêîãî îòäåëåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÀÍ ÑÑÑÐ èì. Â.À.Ñòåêëîâà è áûë ïåðâûì åãî äè-
ðåêòîðîì. Îí âîñïèòàë ìíîãèõ òàëàíòëèâûõ ìàòåìàòèêîâ, ñðåäè íèõ àêàäåìèê
Þ.Â. Ëèííèê � êðóïíåéøèé ñïåöèàëèñò ïî òåîðèè ÷èñåë, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

Â ðàçíîå âðåìÿ íà êàôåäðå âûñøåé ìàòåìàòèêè ïðåïîäàâàëè àêàäåìèê
Â.È.Ñìèðíîâ, ÷ëåí-êîðð. ÀÍ ÑÑÑÐ Ä.Ê.Ôàääååâ, ïðîôåññîðà Ô.È.Õàðøè-
ëàäçå, È.Ñ.Ñîìèíñêèé, À.Ô.Àíäðååâ, È.À.Ìîëîòêîâ, Þ.Â.Àëåíèöûí.

Ñ 1979 ïî 1997 ãîä êàôåäðó âîçãëàâëÿë äîêòîð òåõíè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
Â.Ã.Äåãòÿðåâ, ñïåöèàëèñò ïî òåîðèè óñòîé÷èâîñòè è òåîðèè äâèæåíèÿ êîñìè-
÷åñêèõ àïïàðàòîâ.

Ñ 1997 ãîäà êàôåäðîé ðóêîâîäèò äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî-
ôåññîð È.Þ.Ïîïîâ, â îáëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ êîòîðîãî âõîäÿò òåîðèÿ ðàñ-
ñåÿíèÿ, òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, ìîäåëèðîâàíèå ñëîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì.

Íàøà êàôåäðà îñóùåñòâëÿåò îáó÷åíèå ñòóäåíòîâ âñåõ ñïåöèàëüíîñòåé óíè-
âåðñèòåòà ïî äèñöèïëèíå "Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà", ñàìîé áîëüøîé ïî îáúåìó
÷àñîâ. Êðîìå òîãî, äëÿ ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòîâ åñòåñòâåííîíàó÷íîãî, ãóìàíè-
òàðíîãî è êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé è óïðàëåíèÿ ÷èòàåòñÿ ðÿä ñïåöèàëüíûõ
äèñöèïëèí ìàòåìàòè÷åñêîãî öèêëà.

Êàôåäðà ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ìíîãî÷èñëåííîé â óíèâåðñèòåòå ïî ÷èñëó ïðåïîäà-
âàòåëåé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà êàôåäðå ðàáîòàþò òàêèå çàìå÷àòåëüíûå ó÷åíûå
êàê ïðîôåññîðà Â.Â.Æóê, À.Ï.Êà÷àëîâ, Ã.Ï.Ìèðîøíè÷åíêî, À.Ã.Ïåòðàøåíü,
Â.Ï.Ñìèðíîâ, Â.Ì.Óçäèí, Â.Þ.Òåðòû÷íûé. Çà ïîñëåäíèå ïÿòü ëåò ïðåïîäà-
âàòåëè êàôåäðû çàùèòèëè 4 äîêòîðñêèõ è 2 êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèè.

Ïðåïîäàâàòåëè êàôåäðû àêòèâíî ó÷àñòâóþò â íàó÷íîé ðàáîòå êàê â îáëàñòè
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïî ìàòåìàòèêå è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, òàê
è â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ. Íà êàôåäðå ñëîæèëàñü íàó÷íàÿ øêîëà ïî ìà-
òåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ñëîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, àêòèâíî ðàçâè-
âàþòñÿ íàïðàâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íàíîôèçèêîé è íàíîòåõíîëîãèÿìè, êâàíòî-
âûìè êîìïüþòåðàìè è êâàíòîâûìè òåõíîëîãèÿìè. Ïðåïîäàâàòåëè ïðèíèìàþò
àêòèâíîå ó÷àñòèå â ðàáîòå ðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåí-
öèé, âûñòóïàþò ñ äîêëàäàìè è ïðåïîäàþò çà ðóáåæîì.
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Ñìèðíîâ Âÿ÷åñëàâ Ïàâëîâè÷

Ãðóïïîâûå ìåòîäû â òåîðèè àòîìîâ,
ìîëåêóë è êðèñòàëëîâ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå

Â àâòîðñêîé ðåäàêöèè
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