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� ()��  ��%�*�$�+  

��
���� , �"
��+,����  ��  �������������  �	�������	�(�  ����� -
���� , ��
��+�  �  ������  ��������  ����
+,��  ���� : 

1 �%'!�2  �
1. #������  �  �����������  &
	��� . 
2. #���������  �  ��  �������� . 

2 �%'!�2   
3. $��(���� . 
4. )
	���  ��	���	��  �������� . 
5. *��� . 
6. '�&&����������  
������ . 

'���  �������  ������  �����/��  ������  ��  ����  ����� . �  ��  ��+���  
	���	��  ���������	��  
	����� , ������  ���  �������������(�  ������ -
��  �  �������  ���  ����������	� . 

� �������	
  �  �������	� : 

1. �������  ������  ����������  �  ��������  ������� . 
2. ��  �"��/	�  ��"������  
	�����  &�����+ , ����  (�
��� , ����  

�������  �  ���
  �����  ������(�  ������� . 
3. ��/���  ������  ����������  �  ����  ������� . 1�����  
���
 -

+��� . !������  ������  ��"������  ���������� . 
4. *�3���  ���/�  �����/���  ���  ��"�������  �������  �  ���
 -

	� . 

����  1. � ��,�%  �  $�������$�
�-  

�������  1. ���������  ������  ������� : 

1.1 
3 2

32

2 4 8
lim

8x

x x x
x®-

+ - -
+

; 

1.2 
70

1 1
lim
x

x x

x®

+ - -
���  ( )2 2lim 5 4

x
x x x x

®+¥
+ + - + ; 

1.3 
( ) ( )

3

ln 2 ln 2 1
lim

sinx

x x

xp®

+ - -
; 

1.4 ( )
ctg 2
sin3

2
lim cos

x
x

x
x

p®
. 

�� ���� . 

1.1 #�������	�  �  ����  ����/���  ��������(�  ������  ��(
����  

2x = -  ��������  	  �������������  ����  
0
0

� �
� �� �

, � .� . 2x = -  ��������  	����  
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�"���  ��(������ . *����/��  ���������  �  ���������  ���"�  �  ��/� -
���� . �  ���������  "
���  ������������  �����  (�
������	�  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )23 2 2 22 4 8 2 4 2 2 4 2 2x x x x x x x x x x+ - - = + - + = + - = + - , �  �  

���������  &���
�
  �
���  	
"�� ( )( )3 28 2 2 4x x x x+ = + - + . ������  ��� -

�"���
��  ����/��� , ����,��  ���  ��	��  �������  

( ) 23 2

32 2

22 4 8
lim lim

8x x

xx x x
x®- ®-

++ - -
=

+
( )

( )
2

2

x

x

-

+ ( )
( )( )

22 2

2 2
lim

2 42 4 x

x x

x xx x ®-

+ -
=

- +- +
. 

1����  ��  ��	��,���  ���"�  �  ��/����� , 	������  �"��,���  �  ����� -

���� , �  ���������  �  ��� . � .� . ��  ��"��������  ��  �������������  
0
0

� �
� �� �

. 

������  �,�  ���  �����������  ���������  ������  ��(
����  �  ���
����  
( )( ) ( )( )

( )22 2

2 2 2 2 2 2 0
lim lim 0

2 4 4 2 2 4 12x x

x x

x x®- ®-

+ - - + - -
= = =

- + - × - +
.(1) 

��!�� .
3 2

32

2 4 8
lim 0

8x

x x x
x®-

+ - -
=

+
. 

1.2 �  ������  �������  ���	��������  �������������  ����  
0
0

� �
� �� �

. #� -

�������  ��������������  ��  ���������  �  ��������� . '��  ���(�  
��/� -
��  ���������  �  ���������  ���"�  �  ����/���  �����/���  ��������+  

1 1x x+ + - , �  ������������3���  &���
���  �������  	�������� , ���
 -
����  

( )( )
( )

( ) ( )

7 70 0

67

7 70 0 0

1 1 1 11 1
lim lim

1 1

1 1 2 2
lim lim lim .

1 11 1 1 1

x x

x x x

x x x xx x

x x x x

x x x x

x xx x x x x x

® ®

® ® ®

+ - - + + -+ - -
= =

+ + -

+ - +
= = =

+ + -+ + - + + -

 

��	�����  ���"�  �  7 x , ��"�������  ��  �������������
0
0

� �
� �� �

. 

#����������  ���������  ������  ��(
����  0x =  �  �	��������  
����� : 

                                           
(1) &��������  1.  ���  ���  ������  ��������	�  ����  ���
������  �������������  ����  

0
0

� �
� �� �

, ��� -

���
�
  ����
��  ��������� . 
&��������  2.  ���  ����	�+�  ��
�����  �  �����/���  ��(������  �  ��/����� , ��/�  �� -

������  ���������  �  ���������  ���"�  «
(��	�� » �  ��
���  ����  x a- , (��  a  – ���������  ������  
��(
���� .  



6 
 

67

0

2 0
lim 0

1 11 1x

x

x x®
= =

++ + -
. 

��!�� .
70

1 1
lim 0
x

x x

x®

+ - -
= . 

��  ������  �������  �����  �������������  ����  [ ]¥ - ¥ . '��  ��  
���	�����  ��������
����  ���  /�  �������  (�������  ��������������  ��  
���������  �  ��������� ). 

( )2 2lim 5 4
x

x x x x
®+¥

+ + - + =  

( )( )2 2 2 2

2 2

5 4 5 4
lim

5 4x

x x x x x x x x

x x x x®+¥

+ + - + + + + +
= =

+ + + +
 

2

lim
x

x
®+¥

=
25 4x x+ + -

2 2 2 2

4 4
lim

5 4 5 4x

x x

x x x x x x x x®+¥

- +
=

+ + + + + + + +
. 

#����  ��������  ����"��������  ���
����  �������������  �� -

��  
¥� �

� �¥� �
. '��  ��  ���	�����  ��/�  ������������  ����
+,��  ������� : ��� -

���  ���3���  ��
�  ��(������  ����	����  ������  ����  ���3��+  
	��&&�������  ���  �����3��  ������ . �  ����  ��
���  ���������  �  
���������  ������  ������ , ������
  

2 2

4 4 4
lim 2

1 15 4x

x

x x x x®+¥

+
= =

++ + + +
. 

��!�� . ( )2 2lim 5 4 2
x

x x x x
®+¥

+ + - + = . 

1.3 �  ����  ������  �����  �������������  ����  
0
0

� �
� �� �

. '��  ��  ���	�� -

���  "
���  ������������  �	���������  "��	����  �����  (#����/���  1). 
������  �������  ����
  ��������  3y x= - , ��(��  3x y= + . %������ , 
���  ����  3x ® , ��  0y ® , ������
  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )3 0

ln 3 2 ln 2 3 1ln 2 ln 2 1
lim lim

sin sin 3x y

y yx x

x yp p® ®

+ + - + -+ - -
= =

+
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( ) ( )
( ) ( )0 0 0

5 ln 1ln
ln 5 ln 2 5 2 52 5

lim lim lim .
sin 3 sin siny y y

yy
y y yy

y y yp p p p p® ® ®

� �-+ +	 
+ - + ++ � �= = =
+ + -

 

#��  ����  ����"���������  "���  �����������  ��������  ��(���&�� -
���	��  �  ���(����������	��  &
	��� . 

1������  "��	����  �����  �  �	��������� . #��  0y ®

ln 1 ~
2 5 2 5

y y
y y

� �- -
+	 
+ +� �

, �  sin ~y yp p , ������
  �	��������  ���
���  

0 0 0

ln 1
2 5 2 5lim lim lim

siny y y

y y
yy y

y yp p® ® ®

� �- -+	 
 -+ +� � = =
- - yp- ( ) ( )0

1 1
lim

2 5 52 5 y yy p p®
= =

++
. 

��!�� .
( ) ( )

3

ln 2 ln 2 1 1
lim

sin 5x

x x

xp p®

+ - -
= . 

1.4 #���������  �  ����  ����/���  ���������  ������  ��(
����  
2x p=  ���
���  �������������  ����  1¥� �� � , ���  ��  ���	�����  ��������
 -

����  ������  ������������  ��������  ( )
1

0
lim 1 ea
a

a
®

+ = . 

#������������ , 	�	  �  �  ������
,��  ������� , �������  ����
  �� -
������  

( ) [ ] ( )( )
( )
( )

( ) ( )

ctg 2 2ctg 2
sin3 2sin 3

ctg 2 1
sin3 sin3 tg 2

2 0

0 0

lim cos 2 ,  2 lim cos 2

lim cos lim cos .

yx
yx

y
y y y

x y

y y

x y x x y y

y y

p
p

p
p p p

+

+

×

® ®

® ®

= = - = + = + =

= =
 

������  �  �������  ��������  �������  ������  	  ���
  1 a+ , �  �  ��	� -
������  �������  ��/�����  1

a . 

( ) ( )( )( )( ) 1
11 sin 3 tg 2

cos 1sin 3 tg 2

cos 1

0 0
lim cos lim 1 cos 1

y y
yy y

y

y y
y y

×
-×

- ×

® ®
= + - . 

#�  ������
  ������������
  ������
  ����/��� , ����,��  �  �������  
������  ����  e, ������
  

( )( )( )( ) ( )
1 11 sin 3 tg 2 sin 3 tg 2cos 1 0

cos 1 lim cos 1

0
lim 1 cos 1

y y y yy y

y y

y
y e

× ×- ®

- × - ×

®
+ - = . 

#��  ���������  �������  �  ��	�������  ������  "
���  ������������  
�	���������  "��	����  ����� . 

( )

2

2

0 0 0

1 2lim cos 1 lim lim
sin3 tg2 3 2y y y

y
y

y
y y y y® ® ®

- -
- × = =

× × 212 y

1
12

= - . 
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��(��  �	��������  �����  ( )
ctg 2 1
sin3 12

2
lim cos

x
x

x
x e

p

-

®
= . 

��!�� . ( )
ctg 2 1
sin3 12

2
lim cos

x
x

x
x e

p

-

®
= . 

�������  2. 	�����"!#��  ������$  �#  �������!�"��� . %��#�"!���  ���  
�"���  �#&��!#  �  �&"'�#&���  (���&  )�#���#  �������  !  "��� -
���"���  �"���  �#&��!# : 

( )
2

2

x
f x x

x

+
= +

+
. 

�� ���� . 

)
	���  ( )f x ��������  ���������  �  ���	�  0x  ���� , 

·  ( )f x  ���������  �  �	������  �	��������  ����  ���	� ; 

·  �
,����
+�  	�����  ����������  �������  ( )
0 0

lim
x x

a f x
® -

= �  

( )
0 0

lim
x x

b f x
® +

= ; 

·  ���  �������  ����  �����+  &
	���  �  ���	�  0x : 

( )0a b f x= = . 
��������
����  ����  	��������  ���  �����������  &
	���  �  ���� -

������� , �&���
�������  �������������  ����������  �����  ������� : 
·   ���  �  ���	�  0x  &
	���  �  �
,����
�� , �  a b= , ��  ���	�  0x  

���������  ���	��  
�������(�  �������  �����(�  ���� . 
·   ���  �  ���	�  0x  &
	���  �  �
,����
��  �  a b¹ , ��  ���	�  0x  

���������  ���	��  �
�������(�  �������  �����(�  ���� . 
·  ���	�  ������� , ���������  ���	��  �������  �����(�  ���� , ����  

��  	�����  ����  ���  ��  ����������  ��������  �  �
,��� -
�
��  ���  ����  "��	�������  

.
���  �����������  &
	��+  �  ���	�  2x = - , �  	������  &
	���  �  
�
,����
�� . ��������  ����������  �������  

( )
( )

2 0 2 0 2 0

22
lim lim lim

2x x x

xx
f x x

x®- - ®- - ®- -

- ++
= + =

+ 2x +
1 2 3x+ = - - = -  �   

( )
2 0 2 0 2 0

2 2
lim lim lim

2x x x

x x
f x x

x®- + ®- + ®- +

+ +
= + =

+ 2x +
1 2 1x+ = - = - . 

1����  ��  ������������  ����������  ���
�� . 
#��	���	
  ( ) ( )

2 0 2 0
lim lim

x x
f x f x

®- - ®- +
¹ , ��  �  ���	�  2x = -  ������  �����(�  

����  (�
�������� ). (*��
�	  1) 
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*��
�	  1 

��!�� . �  ���	�  2x = -  ������  �����(�  ���� . 

&	,	��  ,%+  ������.  �	
�����  

�������  1. ���������  ������  ������� : 

1.1 3 2

21

3 7 5
lim

2x

x x x
x x®-

+ + +
- -

 

21 tg 3 1
lim

1 cos8p®

+ -

-�

�

�
 

 1.16 3

3 22

8
lim

2 4 8x

x
x x x®

-
+ - -

 

( )
sin

22

2 1
lim

ln 2 1

x

x x x

p

®

-

- +
 

1.2 2

5

25
lim

2 1x

x

x®

-

- -
 

( )
1
2arctg 2

0
lim cos x

x
x

®
 

 1.17 2

1

1 1
lim

tgx

x x
xp®

- + -  

( )2lim 4 3
x

x x
®¥

+ - +  

1.3 2

31

2 1
lim

3 2x

x x
x x®-

+ -
- -

 

( )2 2lim 2
x

x x x x
®¥

+ - -  

 1.18 4

21

2 1
lim

2x

x x
x x®-

+ +
- -

 

( )
3 3 21 4 6 2

tg 1
lim
x x x

x

e e®- - +

+

-
 

1.4 ( )
2

6tg tg3
lim sin

x x

x
x

p

×

®
 

2

20

4 2
lim

9 3x

x

x®

+ -

+ -
 

 1.19 3 2

4 22

3 4
lim

4x

x x
x x®

- +
-

 
1
2tg

2

3
lim 4

cos

x

x xp®

� �-	 

� �

 

1.5 3 2

21

2 2
lim
x

x x x
x x®-

+ - -
+

 

( ) 11

1
lim 2 1

x
xx

x
e --

®
-  

 1.20 3 2

3 20

3 4
lim

5 8x

x x
x x®

-
+

 

( ) ( )
1

3ln 12

0
lim 1 sin x

x
x x p+

®
-  
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1.6 ( )22

3 23

2 3
lim

4 9x

x x

x x®-

+ -

+ -
 

4

ln tg
lim

cos 2x

x
xp®

 

 1.21 3

3 21

3 2
lim

2 2x

x x
x x x®-

- -
+ - -

 
2

sin 1

sin
lim

2 2xx

x

p

p
+® -

 

1.7 
2

cos3 cos
lim

tg 2x

x x
xp®

-  

( )2 2lim 3 9
x

x x x
®¥

+ - +  

 1.22 2

3 22

4 5 6
lim

3 7 2x

x x
x x x®

- -
- +

 

( )
1
2

ln 4 1
lim

1 cos 1x

x

xp®

-

- -
 

1.8 4 3

21

1
lim

2 1x

x x x
x x®

- + -
- -

 
2

2

cos2 1
lim
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+
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=
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 4.26 2 6

2
x x

y
x
- -

=
-
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-
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-
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-
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���  ���  &
	���  ( )y f x= ���������� (3) 3f ¢ = . #��  	�	��  
(���  	  
���  Ox �������/��  	���������  	  (��&�	
  &
	���  ���  3x = ? 

2. .
���  ��  &
	��� , ��&&������
����  �  ���	�  2x = , ���������  �  
����  ���	� ? 

3. #
���  &
	���  ( )y f x=  ��������  �  ���	�  5x = . ��/�  ��  
���� -
/���� , ���  ���  &
	���  �����  ��������
+  �  
	�����  ���	� ? 

4. '�	����� , ���  ����������  �����  &
	���  -  ������  &
	��� . 
5. #
���  &
	��� ( )f x ��������  �  X , 0x XÎ , ( ) 0f x¢ < ���  0x x< �  

( ) 0f x¢ >  ���  0x x> , �  �  ���	�  0x x= ����������  ( )f x¢ �  �
,����
�� . 
$������  ��  �  ���	�  0x  �	�����
� , �  ����  ������� , ��  	�	�� ? 

6. #
���  ����������  &
	���  ( )y f x= ����  ������  �  ��������  

( )1,3- . .
���  ��  &
	���  ��������+,��  �  ����  �������� ? 

7. )
	���  ( )y f x= ��&&������
���  �  ( ),a b �  �  3����  ���	��  ���(�  

��������  ( ) 0f x¢ = . ��/��  ��  ( )f x �����  �  ( ),a b  ������  ����
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8.  ���  &
	���  ( )y f x=  �����  �  ���	�  0x  ��	���
� , ��  "
���  ��  �����  

��	���
�  &
	���  ( )( )2
y f x=  �  ����  ���	� ? 

9. ��/��  ��  &
	���  ( )y f x=  �  �	������  ���	�  ( , )x a bÎ  �����  ���� -

��  ���3�� , ���  �+"��  ��  ����
���  ����  &
	���  �  ( ),a b ? 

10. ��/��  ��  �����3��  ������  &
	���  ( )y f x= , [ , ]x a bÎ  ������� -
��  �  ���	�  x b= ? 

11. #
���  &
	���  ( )y f x=  �����  �  [ , ]a b  ��	�����  ��	���
�  �  ��	��� -
��  ����
� . ��/��  ��  ��  ��"���3��  ������  �  ���������  �  �� -
	�����  ��	���
��� , �  �����3��  – �  ��	�����  ����
��� ? 

12. #
���  (��&�	  &
	���  ( )y f x=  �����  ���
	����� , �������
+  

����� . �
��  ��������  ���
	�����  	�����  ( )y f xl= :  
� ) ���  0l > ; " ) ���  0l < ? 

13. #
���  (��&�	  &
	���  ( )y f x= �����  �  ��������  ( ),a b ���  ���	�  �� -
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���  ( )y f x=  ��������  ���
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���  ��������  ���  	�����  �  ( )3,x b ? 

14. #
���  ( ) 0f x¢¢ = . ��/�  ��  
����/���� , ���  0x  – ���	�  ����(�"� ?  

15. #
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+  ��������
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����  3. � $��'�	%  

�������  6. ���������  ��"����������,  ����)�#� : 

6.1 
6

3

4 2 2

2 2 2

x x
dx

x x

- - -

- + - ; 

6.2 2 sin 3x xdx . 

�� ���� . 

6.1 $��(���  �����������  �  ����,�+  �����  �������� . #��	���	
  
������(������  &
	���  �����/��  	���  ������ , �������  �  3�����  ��� -
��� , ������  ��
+  ������
+  (� .	 . ( )�%� 2,3,6 6= , 62x t- = , ��(��  

( )3 56
6 5

3 23

4 64 2 2
2, 6

22 2 2

t t tx x
dx x t dx t dt dt

t tx x

-- - -
� �= = + = =� � +- + -  . 

#����  ����"��������  (���������  ���"�  �����  �  ���������  «
(�� -
	�� ») �������  ��"�����  ���(��������  (#����/���  3) 

( )3 5 6 4
5 4 3 2

3 2

6 5 4 3 2

4 6 4 240
6 6 4 8 15 30 60 120

2 2 2

2 8 15
6 10 30 120 240ln 2 .

3 5 4

t t t t t
dt dt t t t t t dt

t t t t

t t t t t t t C

- - � �= = - + - + - + =	 
+ + +� �

� �= - + - + - + + +	 

� �

  

������  ��"������  ���
����  	  ������  ��������  

( ) ( ) ( )
6

5 26 3
3

3 6 6

4 2 2 48 45
4 2 2 2

5 22 2 2

60 2 180 2 720 2 1440ln 2 2 .

x x
dx x x x

x x

x x x x C

- - -
= - - - + - -

- + -

- - + - - - + - + +


 

6.2 #��  ���������  ���(�  ���(����  "
���  ������������  &���
�
  � -
��(��������  ��  ������  udv uv vdu= -  . �������  ����"��������  �  �� -

�
���  

2
2 2

2       
          1 2

sin3 cos3 cos31
3 3cos3   sin3

3

du xdx
u x

x xdx x x x xdx
v xdv xdx

=� �=� �= = - +� �
= -=� �� �

  . 

'��  ���������  ���(���� , ����,�(�  �  ������  �����  ����  ��������   
&���
�
  ���(��������  ��  ������  

      
          

cos3 1
cos3 sin3   

3
1 1 1 1

sin3 sin3 sin3 cos3 .
3 3 3 9

du dx
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x xdx
dv xdxv x

x x xdx x x x C

=� �=� �
= =� �

= =� �� �

= - = + +
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#��
����  ���
�����  �����������  �  ������  �������� : 
2 2

2

1 2 1 1
sin 3 cos3 sin 3 cos3

3 3 3 9

1 2 2
cos3 sin3 cos3 .

3 9 27

x xdx x x x x x C

x x x x x C

� �= - + + + =	 

� �

= - + + +


 

��!�� .
( ) ( ) ( )

6
5 26 3

3

3 6 6

4 2 2 48 45
4 2 2 2

5 22 2 2

60 2 180 2 720 2 1440ln 2 2 ,

x x
dx x x x

x x

x x x x C

- - -
= - - - + - -

- + -

- - + - - - + - + +


 

2 21 2 2
sin3 cos3 sin3 cos3

3 9 27
x xdx x x x x x C= - + + + . 

&	,	��  ,%+  ������.  �	
�����  

�������  6. ���������  ��"�����������  ����)�#�� . 

6.1 ( )3

1 1

1 1 1

x
dx

x x

- +

+ + +  2 cos2x xdx  

6.2 
4

1

x x
dx

x

+

+  2sinx xdx  

6.3 ( )2 63

3

1 1

1 1

x x
dx

x x

+ + +

+ + +  sin cosx x xdx  

6.4 
( ) ( )3

56

1 1x x
dx

x

+ +
  ( )2 sin 2 3x x dx-  

6.5 ( )
23 6

31

x x x
dx

x x

+ +

+  ( )2 sin 1x x dx+  

6.6 
32 1 2 1

2 1

x x
dx

x

+ + +

+  ( )2 xx x e dx-+  

6.7 
3 6

1

1 1

x
dx

x x

-

- + -  ( )2 xx x e dx+  

6.8 
3

3

1 2 1

2 1 1

x x
dx

x x

- - -

- + -  arctg 2x xdx  

6.9 
3 6

3

3 3

x
dx

x x

+

+ + +  ( )ln 5x dx-  

6.10 
6

3

1

1 1

x
dx

x x

-

- + -  2ctgx xdx  

6.11 
3

3

1 3

x
dx

x

+

+ +  arcsin 5xdx  
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6.12 
3

6

x x
dx

x x

+

+  2sin
x

dx
x  

6.13 
6

3

3

3 3

x
dx

x x

+

+ + +  2cos
x

dx
x  

6.14 
( )

( ) ( )
2 63

3

1 1 1

1 1 1

x x x
dx

x x

+ + + + +

+ + +  2tgx xdx  

6.15 ( )3

1

1

x
dx

x x

-

+  ( )2 22 xx e dx-+  

6.16 
3

3 1 2

3 1 2 3 1

x
dx

x x

+ +

+ + +  2 2sinx xdx  

6.17 
( )23 2 1 2 1

dx

x x+ - +
  arcctg3xdx  

6.18 
3

3 6 1

x x
dx

x x

-

- -  ( )2 3 12 xx e dx-+  

6.19 
41

x
dx

x-  ( )3 3 sinx xdx+  

6.20 
6

3

3 1 1

3 1 3 1

x
dx

x x

+ +

+ - +  ( )2 3 cosx xdx-  

6.21 
234

x
dx

x x-
  arccos 4xdx  

6.22 ( )
23

31

x x x
dx

x x

+ +

+  ( )2 sin 2x x dx-  

6.23 
23

x
dx

x x-
  2 2cosx xdx  

6.24 
233

x
dx

x x+
  ( )2 sinx x xdx+  

6.25 
31

x
dx

x-  ( )2 cosx x xdx+  

6.26 ( )
23

61

x x
dx

x x

-

+  2 3xx e dx  

6.27 
41

x
dx

x+  ( )ln 2 3x dx+  
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+ + +  arctg
5
x

x dx  
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6.30 ( )3

1 1

1 1 1

x
dx

x x

+ -

+ + +  
2

ln x
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1. #
���  ( )f x  �  ( )g x  ���������  &
	���  �  ( ) ( )= f x dx g x dx. ��� -

�  �� , ���  ( ) ( )=f x g x ? 

2. #��  	�	��  a  �   b  &
	���  ( ) = + + +b 2a
F x x 2x x 1

3
 ��������  ������" -

�����  ���  ( ) ( )= +
2

f x 2x 1 ? 

3. #��  	�	��  a , b  �  c  &
	���  ( ) += 3x 1F x 2e  ��������  ������"�����  ���  

( ) += bx cf x ae ? 

4. $������ ,  ���  ( ) =
b

a

f x dx 0. ����
��  ��  ���+�� , ���  ( ) ºf x 0 �  [ ];a b . 

5. $������
�  (����������	��  �����  ���(���� , ���������  -
1

2

0

1 x dx. 

6. 1��  &
	��+  �����������������  ��
��  ( )
2

3 12
6
t

f t t= - + - , ��������  

�"7��  �����������  ����
	���  �  �����	�  [ ]8,11 . 

����  4. /  $�0�+  $�
��%-��.  ����"�$$�.  

�������  7. �#,��  �#�'"�� ��  �  �#�-��� ��  &�#�����  �������  
2 2z x y xy x y= + - - -  !  "'�#���  0 3,  0 3x x y£ £ £ + £ . 

�� ���� . 

#��  ���/����  ��"���3�(�  �  �����3�(�  ������  &
	���  � -
�	���	��  �������� , ���������  �  �	������  ���	
���  ��/����� , 
����
��  �����  �  ���
 , ���  ���  ������  �����(�+���  ���  �  ���	��  �	���� -
�
�� , ���  �  (�����  ��/����� . 

��  	���������  ����	����  ���"�����  ����
+  �"�����  (*��
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*��
�	  3 

$�����
��  &
	��+  �  �	�����
�  �
���  �"����� . 
'��  ���(�  �����  ����������  ���	�  ��
������  

2 1 0

2 1 0  

z
x y

x
z

y x
y

¶� = - - =� ¶�
� ¶� = - - =

¶��

. 

*�3��  ������
 , ���
����  ���	
  ( )1;1M , 	������  ��������  �
���  �" -

����� . 1�����  &
	���  �  ����  ���	�  ����  ( ) ( )1;1 1z M z= = - . 
'����  ������
��  ��������  &
	���  �  (������  �"����� , 	������  �  

�3��  ��
���  ��������  �����
(�����  ���
(����	�� . 
1. 8�����  OA �����  
������  0x =  ���  ����  [ ]0,3yÎ . ��  ����  

�����  (�����  2z y y= - -  &
	���  ����  �������� . ��	  	�	  
2 1 0z y¢= - =  (���  0,5y = ),��  �����3��  �  ��"���3��  ������  &
	 -

���  ��/��  ��������  �  ���	�  ( )1 0;0,5M , �  ��	/�  �  (������  ���	��  

( )2 0;0M  �  ( )3 0;3M . ��������  ������  &
	���  ��  ����  ����  ���	�� : 

( ) ( )1 0;0,5 0,25z M z= = - , ( ) ( )2 0;0 0z M z= = , ( ) ( )3 0;3 6z M z= = . 

2. 8�����  OB �����  
������  0y =  ���  [ ]0,3xÎ . ��  ����  �����  

(�����  2z x x= - . ��	  	�	  2 1 0z x¢= - =  ���  0,5x= , �����  ����
��  ��� -
��������  ���	
 ( )4 0,5;0M , �  ��	/�  (������  ���	� ( )2 0;0M  �  ( )5 3;0M . 

��������  ������  &
	���  �  ���	�� : ( ) ( )4 0,5;0 0,25z M z= = - , 

( ) ( )5 3;0 6z M z= = . 

3. 8�����  AB �����  
������  3y x= -  ���  [ ]0,3xÎ . ��  ����  

�����  (�����  ( ) ( ) ( )22 3 3 3z x x x x x x= + - - - - - -  ���  �����  ����"���� -

����  23 9 6z x x= - + . ��	  	�	  6 9 0z x¢= - =  ���  1,5x= , ��(��  
3 1,5 1,5= - =y . #��
����  ���	
 ( )6 1,5;1,5M , ������  &
	���  �  ��  

( ) ( )6 1,5;1,5 0,75z M z= = - . 8������  ���	� ( )3 0;3M �  ( )5 3;0M  "���  ��� -
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�������  ���� . 
%	��������  ���
���� , ��"���3��  ������  &
	���  

( ) ( )��" 0;3 3;0 6z z z= = = , �  �����3��  ( )��� 1;1 1z z= = - . 

��!�� . ( ) ( )��" 0;3 3;0 6z z z= = = , ( )��� 1;1 1z z= = - . 

�������  8. ���������  �!",�",  ����)�#�  

( )2 2 3 3 2 324 48 , : 1, ,
D

x y x y dxdy D x y x y x- = = - = . 

�� ���� . 

��  	���������  ����	����  ���"�����  �"�����  ���(��������  
(*��
�	  4). 
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%� �����(�  ���(����  ��������  	  ��������
 , ����������  �������  
���(��������  �  ������������  �  ���
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1
2 2 3 3 2 2 3 3

0

24 48 24 48
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D x
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�  ��  ���(������  	�����  ��&&���������(�  
������  
( )¢=y f x  ������	����� ? 

2. 4��  ��	��  �",��  ��3���  ��&&���������(�  
������  �����(�  �� -
���	� ? �����(�  �����	� ? 

3. 4��  ��	��  ������  ��3� ? 
4. ��	��  ��&&����������  
������  �����(�  �����	�  ��  ����� ? 
5. ��	��  ��&&����������  
������  ���������  
�������  �  ����� -

��+,�����  ��������� ? 
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6. ��	��  ��&&����������  
������  ���������  �������� ? 
7. ��	
+  ����
  �������
+�  ���  ��3���  �������(�  ��&&�������� -

�(�  
������ ? 
8. �  ���  ��	�+������  �����  .��
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9. 1���3���  ����
  .��
���  ���  ��3���  �����(�  ��&&���������(�  


������  �����(�  �����	� . 
10. !������  ������  ������������  �������  &
	���  �  �	������  �� -

���	� . 
11. ���������  ������  ��������  ��&&����������  
������  �  ����� -

����  	��&&�������� , &
����������  �������  ��3���  	������  
a. 2 3, , -x x xe e e ; 
b. 2 3, , ,x x x xe xe x e e . 
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� ��%�*�$��  1 

��1���  ��2�2�����3�  1���������  ��3�  

sin ~  ���  0x x x®  

tg ~  ���  0x x x®  

arcsin ~  ���  0x x x®  

arctg ~  ���  0x x x®  

2

1 cos ~  ���  0
2
x

x x- ®  

1 ~  ���  0xe x x- ®  

1~ ln  ���  0xa x a x- × ®  

( )ln 1 ~  ���  0x x x+ ®  

( )log 1 ~ log  ���  0a ax x e x+ × ®  

( )1 1~  ���  0
k

x k x x+ - × ® , �  ��������  1 1~  ���  0
2
x

x x+ - ®  
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�4�2��  ��55�4����4�2����  
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1 1 2 1
2

2 2

y y y y y
y y

¢
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x
x a

a dx C
a

, e e= + x xdx C 

cos sin= + xdx x C 

sin cos= - + xdx x C 

2 ctg
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�4�6����  ����������  ����23�  4���2  
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!4�2�����  2��4�7�  ��4����  �  ��������3��  ���55���������  

0¢¢ ¢+ + =y py qy  

9���	����������	��  
������ : 2 0+ + =k pk q  �����  	��� : 
  
�������������  �  ��������  1k  �  2k , ��(��   1 2

�" 1 2
k x k xy C e C e= +  

  
�������������  �  �����  1 2k k k= = , ��(��   �" 1 2

kx kxy C e C xe= +  
  
	�����	���  1k ia b= + , 2k ia b= - , ��(�� ( )�" 1 2cos sinxy e C x C xa b b= +  
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