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�
���	#	�$�� %������ ������� �������� �	&��'$ ���������$ ������
�� �'�(�� $	��$	���� «"�'�������'� �����
����	���'� %
	������», 

��� ��%������ 1-#� �%
�	 (���
�� ��$���
) ������#� � ����
��#� ���������
������)���
�'* �����	��������. � �+$ 
	��$��
��' ����%,��� ��$': 

�����
����	���'� %
	������ ��
��#� ��
���	 � �'�(�* ��
�����, �
$����' �* ����#
�
��	���; ������'� �����
����	���'� %
	������; 
�����$' ��'�������'* �����
����	���'* %
	������ � �* �
���)����. 
������� ����
)�� ����	����� ����(�� ���������� 
	&��
	��'* �
�$�
��
� ���)�� ��$��� ��%����	$ �
� �	$�����������$ �&%����� �	��'*

	&����� �%
�	 � %������* ���
	�+���#� ���������	 	%����
�'* &	�����. 

� ����� ������� �
�������� ������ ����
	�%
', ����
	�
������&��	�	�� �
� �	���	��� �	���#� �������, ��& ������������'*
��'���. 

�$����� ����)������	� 
����&�� �	 �	���� %������ �������
�����
	 ��*�������* �	%�, �
������
	 -.�. .	��(��	.  

����$�����	�� � ���	�� ��+�'$ ������$
������������	%���#� �	�%�����	 ��� ��� � !"
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Quidquid praecepies, esto brevis 

(�
	���
. �������� �
0�0����, ����
�
0���) 
4�$% �' �' �� %���, �%�� �
	���
5	������ 2�
	���

�+�"� 1.  
	$&'�%"!��&! (���!)!�*��+ �&! ,)�"�!��# �!)"%/%

�%)#('�. 

§ 1.1. �������� ���	
�	. 

�
� �&%����� 
	&����'* ��&������* ������� �� ���#�	 %�	+���

�	��� &	���, �����
��������� ���&'�	,��� ����$%, �%����, � ��- 

&	����$%, ��
�$���%,, �� �	��� �'�	�� ��&$�)�� %��	������ ���&�

$�)�% 0��� �%������, �+ �
��&������ � ��&	����$�� ��
�$�����. 

�
	������, �'
	)	,��� �	�%, ���&�, �	&'�	���� �����������	
���

���������. 

������.  ���, �$�,��� ��$��
	�%
% 0τ � $�$��� 00 =t , ��$����� �

�
��% � ��$��
	�%
�� T . �%)�� �	��� &	���, �� ����
�$% �%���

�&$������� ��$��
	�%
	 0��#� ���	 � &	����$���� �� �
�$���. 

�������.  "��&�	��$ ����$%, ��$��
	�%
% )(tτ  (����, ��� ��	 ��������

�%������ �
�$��� t ). �& &	���	 ��&��� �&������, ��� ���
����

�*�	)����� ���	 �
���
����	���	 
	&����� �#� ��$��
	�%
' �

��$��
	�%
' �*�	)�	,��� �
��', �.�. 

)( ττ −= Tk
dt

d
,      (1) 

#�� k  - ��0�������� �
���
����	�������. 

������(���� (1) �������� $	��$	�������� $�����, �	���#�

��&������#� �
�����	. "�� �	&'�	���� �����������	
��� ���������, 
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����$% ��� � ��#� �	
��% � ���&������� �%������ )(tτ �*���� � �+

�
��&����	�
dt

dτ
. ���
%��� %��������, ��� �%�����  

Tect kt +⋅= −)(τ       (2) 

%��������
��� �	���$% �����
����	����$% %
	�����,, �.�. �������� �#�


�(����$ (&���� c - �
��&�����	� �����	��	). 5	$���$, ��� �� %�����,

&	�	��

00| 0
)( ττ ===ttt . 

�
���$	� �� ���$	��� 0�� %������, ����
�� �	&'�	���� ����	
���, 

���
%��� �	��� &�	����� ���������� c . 3������������, ���	#	� �

�	������$ 
�(���� (2) 0=t , 0ττ = , ���%��$

Tc +=0τ , 

���%�	 ����%��

Tc −= 0τ . 

�����	���� �	������� &�	����� c � �'
	)���� (2), �����	������

���%��$: 

TeTt kt +⋅−= −)()( 0ττ . 

�	� ����$, �	���$% %
	�����, %��������
��� �� ���	 �%�����, 	

����� ��$������ �%�����. �� �%�����, %��������
�,�	� �	���$%

�	�	����$% %�����,, ������ ���	. 

� ����$ ��%�	� �����������	
��� ��������� ��������

��������, ����������� ���������� ���������, ������ ������ � ��

�����������. 6��� ����$	� �%����� &	����� ������ �� ����� ��
�$�����, 

�� %
	������ �	&'�	���� ������������ �����������	
��� ���������, 	

���� ����$	� �%����� &	����� �� ���������* ��
�$���'*, �� %
	������

�	&'�	���� �����������	
��� ��������� � ������� �����������. �
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�	���$ ������� $' �%��$ 
	��$	�
��	�� ������ ��'�������'�

�����
����	���'� %
	������. 

�������� �����
����	����#� %
	������ �	&'�	���� ��
����

��	
(�� �
��&������, �*������ � %
	������. 

�
	������ 0),,( =′yyxF , ���&'�	,��� ��&	����$%, ��
�$���%,

x , ����$%, �%����, )(xy � �� �
��&����%, )(xy′ , �	&'�	����

������������ �����������	
��� ��������� ������� �������.

����	� �����
����
%�$	� �	 ������
�$ �
�$�)%��� �%����� )(xy , 

��
	�	,�	� %
	������ � ��)������ �
� �����	����� �+ � %
	������, 

�	&'�	���� �������� �����������	
���� �������� � �	)��� ����� 0��#�

�
�$�)%��	. 

�
����� ��'��	���


�(���� ��'��������#�

�����
����	����#�

%
	������ ��'��� ���&	�

� �	*�)�����$

����#
	���, ��0��$% ��

�	&'�	����

���������������

�����������	
����

��������. 5	$���$, ���

���
	��� �&����

����
��������#� ����#
	�	 �	&'�	���� ����������; ��$���$ �	�)� ��� �

���
�� �����
����	���'* %
	������ ��� ��$����$ dxxf� )( ����$	,�

��'��� �	�%,-���%�� ���% ��
����
	&�%,, 	 ��������%, ����#
�
��	���

�
����'�	,� �������� � �	������ ��	#	�$�#�. 

• );( 00 yxM

y

x

���.1.
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�	��$��
�$ �����
����	����� %
	������ x
dx

dy = . ���
%��� �	���

�#� 
�(����: 

� +=+= c
x

cxdxy
2

2

. 

 	��$ ��
	&�$, $' ���%���� ����� ��$������ 
�(���� (
��.1). 

� 
	��$��
����$ �'(� �
�$�
�
2

)(
2

1

x
xy = , 2

2
)(

2

2 += x
xy , 

5
2

)(
2

3 −= x
xy �
����	���,� �& ���� 
	&����'� ������� ������� 0��#�

%
	������; ��$������ cxxy += 2

2

1
)( �������� �#� ����� ��������. 

"������� �	�)�, ��� ������(���� 022 =+− cyx  - �#� ����� �������	, 	

������(���� 022 =− yx �������� �#� ������� �������	��. 

6��� ��'��������� �����
����	����� %
	������ ��
��#� ��
���	

$�)�� �'�� 
	&
�(��� ������������ �
��&������ y′ , �.�. &	���	�� � ����

),( yxf
dx

dy = ,      (3) 

#�� ),( yxf  - �&�����	� �%�����, ��
�������	� � ������
�� ���	��� D �	

��������� yx0 , �� #���
��, ��� �����
����	����� %
	������ &	���	�� �

�����	
��� �����  ���. 

"��	 �& �	)���(�* &	�	� ���
�� �����
����	���'* %
	������ – 

�	� �	&'�	�$	� ������  ���. "�	 ��
$%��
%���� ����%,��$ ��
	&�$.  

�
��� ���* 
�(���� �	���#� �����
����	����#� %
	������ ��
��#�

��
���	 �	��� 
�(���� )(xyy = , ����
�� �
� &	�	���$ &�	�����

	
#%$���	 0xx = �
���$	�� &	�	���� �����
��	���� &�	����� 0y , �.�. 


�(����, ����
�� %��������
��� �	� �	&'�	�$�$% �	�	����$% %�����,
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00
| yy xx == = . 

� #��$��
�������

����� &
���� 0��� &	�	��

����������%�� &	�	�	

��'��	��� �
��� ���*

����#
	���'* �
��'*

��� �
����, ����
	�

�
�*���� ��
�& ����%

),( 00 yxM  (�$. 
��.1). 

.%��$ #���
���, ��� &	�	�	 ��(� � �	�	���'$ %������$

00
| yy xx == = �$��� ������������ 
�(����, ���� �%�����%�� �	��� �����

0>h , ��� � ����
�	�� hxx <− 0 ��
������� 
�(���� )(xyy = �	���, 

��� 00 )( yxy = , � �� �%�����%�� 
�(����, ��
��������#� � 0��$ )�

����
�	�� � �� ����	�	,��#� � 
�(����$ )(xyy = , *��� �' � ����� �����

����
�	�	 hxx <− 0 , �������� �� ����� 0xx =  (
��.2). � �
������$

��%�	� �%��$ #���
���, ��� � ����� ),( 00 yx �	
%(	���� ��������������


�(���� &	�	�� ��(�. 6����������, ��� ��&���	�� ���
��: ���#�	 ��

�%�����%�� 
�(���� &	�	�� ��(� � ���� ��� �%�����%��, �������� �� ���

����������'$. 

"���� �	 0��� ���
�� �	+� ���
�$	, ����
%, $' �
�����$ ��&

���	&	�������	 � � %�
��+���� ��
$%��
����. 

�������. 6��� � %
	������

),( yxf
dx

dy =      (4) 
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�%����� ),( yxf � �+ �	���	� �
��&����	�
y

yxf

∂
∂ ),(

���
�
'��' �

������
�� ���	��� D ��������� yx0 , �� �	���	 �' �� �'�	 ����	 ),( 00 yx

���	��� D , �%�����%�� ������������ 
�(���� )(xyy = %
	������ (4), 

��
����+���� � ������
�$ ����
�	��, ����
)	��� ����% 0x �

%��������
�,��� %�����, 00 )( yxy = . 

� �	�������, ���� ��	 
�(���� )(1 xy � )(2 xy %
	������ (4) 

����	�	,� *��� �' ��� ����#� &�	����� x , �� 0�� 
�(���� ��)���������


	��' ��� ���* ��* &�	����� x , ��� ����
'* ��� ��	 ��
������'. 

!������������� ����	 0��� ���
�$' ������� � ��$, ��� ��
�&

�	)�%, ����% ),( 00 yx ���	��� D �
�*���� ���	 � ������ ���	

����#
	���	� �
��	� %
	������ (4) ���, �
%#�$� ����	$�, ��� ���	��� D ,

���
'�	 ����#
	���'$� �
��'$� %
	������ (4), ����
'� ��#�� ��

��
����	,��� $�)�% �����. 

������. ��(��� &	�	�% ��(� ��� ��'��������#�

�����
����	����#� %
	������

xy 2=′ , 2| 1==xy . 

�������. ����#
�
%�

�	���� %
	������, ���%��$

�#� ����� 
�(����

cxy += 2
. 

����)�$ &���� ,2=y

1=x .  �#�	 ���%��$: 

012 c+= , ���%�	 ���%�	�$

10 =c . �����	����$

�	������� &�	����� 0c �

1 2-2 -1-3 0

2

x

y

• M(1;2)

���.3.
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����� 
�(����, ���%��$ 12 += xy . 

7�� � ���� ����$�� �	����� 
�(���� ��*����#� %
	������, ����
�� �

�������� 
�(����$ &	�	�� ��(�, ���
$%��
��	���� � %������ &	�	�� (�$. 


��. 3). 

5	$���$, ��� �����
����	����� %
	������

),( yxf
dx

dy =

$�)�� �$��� 
�(���� )(xy ψ= , ����
�� �� ����
)���� � ��$������ �#�

����#� 
�(����.  	��� 
�(���� �	&'�	,� ������ ��������. 

������. �	��$��
�$ %
	������  

3 23 yy ⋅=′

 	� �	� �
	�	� �	��� �	���#� %
	������ � �+ �	���	� �
��&����	�  

3

3

1

3 2 2

3

2
3)3(

y
yy

y
=⋅=⋅

∂
∂ −

%��������
�,� %���-

���$ ���
$%��
�-

�	���� �'(�

���
�$' �� ���*

����	* ���������

yx0 &	 ����,��-

���$ �����, ��)	-

��* �	 ��� x0 , ��

��
�& �,�%, ����%  

),( 00 yx �
�  00 ≠y

�
�*���� ���������-

�	� ����#
	���	�

�
��	� �	���#�

1 2-2 -1-3

( )3
2+= xy

3xy =

3)2( −= xy

x

y

���.4.
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%
	������. 3�� ��'��	��� ����#� 
�(���� &	��(�$ �	���� %
	������

�	�: dxdyy =
−

3

2

3

1
. � ����� �	��� 
	������	 ����� �����
����	� �%�����

3

1

y , 	 � �
	��� – �����
����	� �%����� x , �.�. $' �$��$: 

dxdy =3

1

���%�	 ����%��, ���

cxy +=3

1

, 

��� �	�

( )3
cxy += . 

7�	 �%����� �������� ����$ 
�(����$ �	���#� %
	������ ��,�% �	

���������  yx0 , &	 ����,�����$ ���  x0 . 

"��	��, �����
��������� �����, ��� �����	��� 0=y � ��*�����

%
	������, $' ���%��$ ��)������. � 0�� � �&�	�	��, ��� 0=y ��������


�(����$ �	���#� %
	������, �
���$ ����'$ 
�(����$, �.�. ��� �� $�)��

�'�� ���%���� �& ����#� 
�(���� 3)( cxy += �� �
� �	��$ &�	�����

���������� c  (
��.4). 

§ 1.2. �������	 � �����	������	 ����������

"�'��������� �����
����	����� %
	������ ��
��#� ��
���	

�	&'�	���� ��������� � �����	�������� �����������, ���� �#� $�)��

�
����	���� � ����

)()( 21 yfxf
dx

dy ⋅= ,     (1) 

#�� �%����� )(1 xf ��
������	 � ���
�
'��	 �	 ������
�$ ����
�	��  

);( ba , 	 �%����� )(2 yf ��
������	 � �$��� ���
�
'��%, �
��&����%,
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�	 ����
�	�� );( dc . �
������)�$, ��� �%����� )(2 yf �� ��
	�	���� �

�%�� �� � ����� ����� ����
�	�	 );( dc . �$��)�$ ��� �	��� %
	������ (1) 

�	 dx � 
	&����$ �#� �	 )(2 yf , ��#�	 ���%��$

dxxf
yf

dy
)(

)(
1

2

=      (2) 

5���� � ����� �	��� 
	������	 ����� �����
����	� ������
��

�%�����, &	������� ������ �� y , 	 � �
	��� �	��� 
	������	 – 

�����
����	� �%�����, &	������� ������ �� x . 

����� �	��#� �
���
	&��	��� $' �
�(�� � %
	�����,, ����
��

�	&'�	���� �����������	
��� ��������� � �����	������ �����������. 

�& ������(���� (2) � �����������, ����%�� 
	�������

cxf
yf

dy +=� � )(
)(

1

2

,    (3) 

����
�� �
����	����� ����, ����� ����#
	� %
	������ (1) � ���	��� D : 

{ }dycbxa <<<< ; . 5	$���$, ��� ����)��  0)(2 =yf , $' ���%��$ �

�	������ 
�(���� �%����,  0yy = , ����
	� �������� 
�(����$ ��*����#�

%
	������ (1). 

"�$���$, ��� %
	������ � 
	&����,��$��� ��
�$���'$� $�)�� �'��

&	�	�� � ��$$��
����� ������������ x � y ��
$�: 

0)()()()( 2211 =⋅+⋅ dyyxfdxyxf ϕϕ ,   (4) 

#�� �%����� )(1 xf , )(2 xf , )(1 yϕ � )(2 yϕ &	�	�' � ���
�
'��'

�������������� � ����
�	�	* );( ba � );( dc , �
���$ �%����� )(1 yϕ �

)(2 xf �� ��
	�	,��� � �%��. �	&����� %
	������ (4) �	 �
��&�������

�%�����  )()( 21 xfy ⋅ϕ , �
���$ � %
	�����, � 
	&���+��'$�

��
�$���'$�
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0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1 =+ dy
y

y
dx

xf

xf

ϕ
ϕ

, 

�, �'������ ����#
�
��	���, ���%��$ ����� ����#
	� %
	������ (4) �

�
�$�%#������� { }dycbxa <<<< ; � ����: 

cdy
yy

yy
dx

xf

xf =+� �
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1 . 

������ 1. �	��� ����� 
�(���� %
	������

x

dx

yy

dy

sinln
=

�������. "�������, ��� $' �$��$ %
	������ � 
	&���+��'$�

��
�$���'$�. ��
�*��� � ����#
	�	$, ���%��$: 

� �=
x

dx

yy

dy

sinln
. 

"�������, ��� 1|ln|ln
ln

ln

ln
cy

y

yd

yy

dy +==� � . 

��(�$ ���
�� ����#
	�, ��� ��#� ����	�$ &	$��% ��
�$�����: 

dt
x

dx
t

x
tg =�=

2
cos

2

1

2 2

. 

 �#�	

�� � ==
⋅

=

22
cos

2

2
cos

2
sin

2

1

sin 2 x
tg

x

x
d

xx

dx

x

dx

2
lnln

2
ln 22

x
tgcc

x
tg

t

dt =+=� . 

"����	������ ���%��$ ����� 
�(���� �	���#� %
	������: 

2

x
tgc

ey
⋅

= . 
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5	$���$, ��� 
	&����� ��
�$���'�, &���� $' �� ����
��$ � ��

�
���
��+$ ��(��* 
�(����. 3������������, ���	#	� 0ln =yy , 

0sin =x , $' ���%��$ �	����� 
�(����, ����
)	����� � ��$������

����#� 
�(���� �
� ����
���'* &�	�����* c . 

§ 1.3. ��������� �������	. 

�	��$��
�$ ����
� %
	������ ���	: 

0),(),( =+ dyyxNdxyxM ,   (5) 

#�� ),( yxM � ),( yxN ���� ����
���'� �%����� ����	����� �������

����
�������. 

�	��$��$, ��� �%����� ),( yxf �	&'�	���� ���������� �%������

������� ����
������� m , #�� m  - �,��� ������������ �����, ���� ���

�,��#� t �$��� $���� 
	�������

),(),( yxfttytxf m=

�	�
�$�
, �%����� xyxyxf 2),( 2 += �������� ����
�����

�%������ ���
�� ������� ����
�������. 3������������: 

),()2())((2)(),( 2222 yxftxyxttytxtxytxtf =+=+= , 

�.�. ),(),( 2 yxfttytxf = . 

�
	������ ���	 (5) �	&'�	���� ���������� ��������� ��
��#�

��
���	, ���� �%����� ),( yxM � ),( yxN ����,��� ����
���'$�

�%�����$� ����	����� ������� ����
�������. "�� ����#
�
%���� �

��$���, �����	�����: 

)(xuxy ⋅= , 

#�� )(xu  - ���&�����	� �%�����. 

� ���% �����	����� �$��$: 

)()( xxdudxxudy += . 

 �#�	 ��*����� %
	������ �
���
��	�� ���: 
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0])[,(),( =++ xduudxxuxNdxxuxM . 

����'�	�, ��� ),( yxM � ),( yxN  - ����
���'� �%����� �������

m , &	��(�$ %
	������ � ����: 

0),1()],1(),1([ 1 =++ + duuNxdxuuNuMx mm
. 

���%��$ %
	������ � �����	�������� ��
�$���'$�. ���
	�	� �	

x � 
	&����� ��
�$���'�, ���%��$: 

0
),1(),1(

),1( =
+

+
uuNuM

duuN

x

dx
. 

����#
�
%�, �$��$: 

||ln
),1(),1(

),1(
c

uuNuM

duuN

x

dx =
+

+ �� . 

"��%�	 ����%��: 

� +
−=

),1(),1(

),1(
||ln||ln

uuNuM

duuN
cx .

"��&�	�	�: 

)(
),1(),1(

),1(
u

uUNuM

duuN ψ=
+

− � , 

$�)�$ �'
	&��� x : 

)( xcex ψ= . 

5	$���� &���� � ���% ��*����� �����	����� u �	
x

y
, �����	������

���%��$ ����� ����#
	� �	���#� ����
����#� %
	������: 

)(
x

y

cex
ψ

=

������: �
�����#
�
��	�� %
	������ 0)( 22 =+− dxydyxyx . 
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�������: "�������, ��� 0�� – ����
����� %
	������, �	� �	�

��0��������' �
� dx � dy ���� ����
���'� �%����� ���
�� �������

����
�������. �����	����	 )(xuxy ⋅= �	�� �	$: 

udxxdudy += . 

�
	������ �
���
��	�� ���: 

0)1( =+− udxduux . 

�	&����� ��
�$���'�, ���%��$: 

0
1 =−+ du

u

u

x

dx
. 

"��%�	 ����� ����#
�
��	��� � �������
��	��� ����%��: 

ceux u =⋅⋅ −
. 

5	$���� u �	
x

y
, �����	������ ���%��$ ����� ����#
	�: 

x

y

ecy ⋅= . 

§ 1.4 �������� �������	 ������ ��	���. 

3����
����	����� %
	������ ���	: 

)()( xqyxp
dx

dy =⋅+ ,    (1) 

�	&'�	���� 	������� ������������ %
	������$ ��
��#� ��
���	. 5����

��0��������' )(xp � )(xq �
�����	#	,��� ���
�
'��'$� � ������
��

���	��� (���
%��� &	$�����, ��� �
� �	��* �
������)����* �'������'

%������ ���
�$' �%�������	��� � �������������� 
�(���� ��� %
	������


	��$	�
��	�$�#� ���	). 

����$	� �%����� )(xy � �+ �
��&����	�
dx

dy
�*���� � %
	������ �

��
��� �������, �.�. 	������, ��$ � ��
��������� �	&�	��� %
	������. 
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�	��$��
�$ ��	 $����	 
�(���� �������#� %
	������ ��
��#�

��
���	. 

I. .%��$ ���	�� 
�(���� �������#� %
	������ (1): 

)()( xqyxp
dx

dy =⋅+

� ���� �
��&������� ��%* �%����� )()( xvxuy ⋅= . 8���, ���

)()()()( xvxuxvxu
dy

dx ′⋅+⋅′= . 

�����	��$ )(xy �
dx

dy
� %
	������ (1), ��#�	 ���%��$: 

)()()()()( xq
dx

dy
xvxvxp

dx

dv
xu =⋅+��

�
��

� ⋅+⋅

�'��
�$ �%����, )(xv �	���, ����' ��
	���	�� � ���� ��	�
	��	�

�����	, �.�. ����' �'��: 

0)()( =⋅+ xvxp
dx

dv
. 

"�������, ��� $' ���%���� �����
����	����� %
	������ ��
��#�

��
���	 � 
	&����,��$��� ��
�$���'$� ��� ��'��	��� ���&�������

�%����� )(xv . �	&����� ��
�$���'�, ���%��$: 

�+−=�⋅−= � � ||ln)()( 1cdxxp
v

dv
dxxp

v

dv

�−= dxxpcv )(||ln||ln 1 . 

8���, ��� 0)( ≠xv . ��������% $' ����)��� 
	���� �%�,

��	�
	��%, �����%, ��� ��
�������� �%����� )(xu �$��$ %
	������: 

)(
)(

)( xq
dx

xdu
xv =⋅ . 

"��%�	 ����%��: 
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dx
xv

xq
xdu

)(

)(
)( = . 

�����	���� �,�	 ������ ��� �	������� &�	����� )(xv : 

��⋅
dxxp

e
c

xq
xdu

)(

1

)(
)(

2

)(

1

)(
1

)( cdxexq
c

xu
dxxp

+�⋅= � . 

"��	+��� �	���	�� ����� 
�(���� %
	������: 

=�⋅�
�

�
�
�

�
+�⋅=⋅=

−

�
dxxpdxxp

eccdxexq
c

xvxuxy
)(

12

)(

1

)(
1

)()()(

�⋅+�⋅⋅�=
−−

�
dxxpdxxpdxxp

eccdxexqe
)(

12

)()(

)( . 

"��&�	�	� ccc =⋅ 12 , �����	������ ���%��$: 

�⋅+�⋅⋅�=
−−

�
dxxpdxxpdxxp

ecdxexqexy
)()()(

)()(

��� �	�: 

))(exp())(exp()())(exp( �−⋅+�⋅⋅�−= � dxxpcdxdxxpxqdxxpy

5	$���$, ��� $' �
�(�� �' � ����� �	��$% )� 
�&%���	�%, ���� �'

�
� ��'��	��� �%����� )(xv ����)��� �' ��������%, ����#
�
��	���

11 =c , �.�. 0||ln 1 =c . !' �$��$ �
	�� 0�� ����	��, �	� �	� �	$ �%)�	

�	�	�-���%�� ���	 �%����� )(xv , 	 �� �* ��$������. 

������. �	��� ����� 
�(���� %
	������ 1
1

2 +=
+

−′ x
x

y
y �

�'������ ����#
	���%, �
��%,, �
�*����%, ��
�& ����% )1,0(0M . 

�������. "�
	��$ ���$	��� �	 ��, ��� �	$ �
����)��� 
�(���

&	�	�% ��(� ��� �	���#� �������#� %
	������, �.�. �& ��$�����	 ����#�
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�(���� $' ���)�' �'������ �	����� 
�(����, %��������
�,���

%�����, 1| 0 ==xy . 

"�$���$ �
�$� ��#�, ��� 1−≠x . 

��	�, �%��$ ���	�� ����� 
�(���� �	���#� �������#� %
	������ �

����: 

)()( xvxuy ⋅= , 

�����	���� 0�% �����
%���, � ��*����� %
	������, ���%��$: 

1
1

2
1

1

2 +=��
�

��

�

+
−′+′�+=

+
−′+′ x

x

v
vuvux

x

uv
vuvu . 

�
�
	����$ � �%�, ��	�
	��%, �����%, �$��$: 

0
1

2 =
+

−′
x

v
v . 

���%���� %
	������ ��
��#� ��
���	 � 
	&����,��$���

��
�$���'$�, 
	&����� ����
'�, ���%��$: 

� � �
+

=�
+

=
1

2
1

2

x

dx

v

dv

x

dx

v

dv

|1|ln2||ln||ln ++= xcv . 

����)�$ 1=c , ��#�	 2)1( += xv . 3�� �	*�)����� )(xu �$��$: 

)1()1( 2 +=+⋅′ xxu . "��%�	 ����%��: 

� � �
+

=�
+

=
1

)(
1

1)(

x

dx
xdu

xdx

xdu

|)1(|ln)(||ln|1|ln)( +=�++= xcxucxxu . 

"����	������ �$��$: |)1(|ln)1()()()( 2 +⋅+=⋅= xcxxvxuxy , �.�. 

|)1(|ln)1( 2 +⋅+= xcxy . 
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����)�$ ����
� &���� 1,0 == yx , ��#�	 ��� ��'��	��� c �$��$

%
	������: ecc =�= ln1 , �.�. �	����� 
�(����, %��������
�,���

%�����, 1| 0 == =xy �$��� ���: 

[ ])1ln(1)1( 2 ++⋅+= xxy . 

2
	��� 0��� �%����� � �%��� �
����	����� ����$%, ����#
	���%,

�
��%,. 

II. �	��$��
�$ ����
� ������ ����� ����#
�
��	��� �������#�

%
	������: 

)()( xqyxp
dx

dy =⋅+ ,    (1) 

����
'� �	&'�	���� ������� �������� �������	
��� ���������� (���

������� �������� �������	
��� ���������� "�����#�) 

�	��$��
�$ ����$�#	������� %
	������: 

0)( =⋅+′ yxpy ,     (2) 

����
�� �	&'�	���� ������'$ ����
���'$ %
	������$, ����������%,��$

�	���$% �������$% %
	�����,. "�������, ��� ��� ��#�� ����#
�
%����, 

�	� �	� �
����	����� ����, %
	������ ��
��#� ��
���	 � 
	&����,��$���

��
�$���'$�. ��	�, 
	&����� ��
�$���'� � %
	������ (2), ���%��$: 

�⋅=�−=
− dxxp

ecxydxxp
y

dy )(

)()( . 

3�� ��'��	��� ����#� 
�(���� �	���#� �������#� ������
����#�

%
	������ (1), �������&%�$�� �	�����'$ ����$ 
�(����$ �������#�

%
	������ � �%��$ ���	�� ����� 
�(���� %
	������ (1) � ����: 

�⋅=
− dxxp

excxy
)(

)()( ,     (3) 

#�� )(xc  - ������
	� �%�����, �����)	�	� ��
�������,. (�
� 0��$

#���
��: «�
��	
��
%�$ �
��&�����%, ��������%, c »). ��	�, 

�����
����
%� (3), ���%��$: 
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)()()()(
)()(

xpexcexcxy
dxxpdxxp

⋅�⋅−�⋅′=′ −−
.  (4) 

�����	��$ �
	�'� �	��� ������(���� (3) � (4) � ��*����� %
	������

(1): 

+⋅�⋅−�⋅′ −−
)()()(

)()(

xpexcexc
dxxpdxxp

�=�⋅⋅
−

)()()(
)(

xqexcxp
dxxp

�⋅=′�=�⋅′ − dxxpdxxp

exqxcxqexc
)()(

)()()()( .

"��%�	 ����%��: 

� +�⋅= cdxexqxc
dxxp )(

)()( . 

�����	���� �	������� &�	����� )(xc � ��
$%�% (3), �����	������

���%��$ ����� 
�(���� �������#� %
	������ (1): 

=�⋅��
�

��
� +�⋅=

−

�
dxxpdxxp

ecdxexqy
)()(

)(

�⋅+�⋅⋅�=
−−

�
dxxpdxxpdxxp

ecdxexqe
)()()(

)(

���
%��� &	$�����, ��� � �
��'�%��$ ��%�	� I $' ���%���� �����

�	��� )� 
�&%���	�. 

"��	+��� ������ 
�(+��'� ��
�'$ �������$ �
�$�
 
�(���

$�����$ �	
�	��� �
��&������� ����������. 

������. �	��� ����� 
�(���� %
	������ 1
1

2 +=
+

−′ x
x

y
y . 

�������. �	��(�$ ����������%,��� �������� ����
�����

%
	������: 

0
1

2 =
+

−′
x

y
y

� �
�����#
�
%�$ �#�, 
	&����� ��
�$���'�: 
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�
+

=� �
1

2
x

dx

y

dy

2)1(|1|ln2||ln||ln +⋅=�++= xcyxcy . 

�
��	
��
%�$ ����
� �
��&�����%, ��������%,, �.�. �%��$ ���	��

����� 
�(���� ��*����#� �������#� %
	������ � ����: 2)1()( +⋅= xxcy . 

���%��$: ( )12)()1()( 2 +⋅++⋅′=′ xxcxxcy . 

�����	���� y � y′ � ��*����� %
	������, ���%��$: 

�+=
+

+⋅⋅−+⋅++⋅′=′ 1
1

)1()(2
)1(2)()1()(

2
2 x

x

xxc
xxcxxcy

�
+

=′�+=+⋅′
1

1
)(1)1()( 2

x
xcxxxc

� +⋅=++=
+

= |)1(|ln|1|lnln
1

)( xcxc
x

dx
xc . 

��	�, |)1(|ln)1()( 2 +⋅⋅+= xcxxy , ��� ����	�	�� � ���%����'$

�'(� 
�&%���	��$. 

§ 1.5 �������� �������. 

� �������$% %
	�����, ��#�� �
�������� %
	������ .�
�%���: 

nyxqyxpy ⋅=⋅+′ )()(     (1) 

5���� )(xp � )(xq  - &	�	��'� �%����� �� x , 	 n  - ������
��

���������� �����. .%��$ ���	#	��, ��� 0≠n � 1≠n , �.�. �
� 0=n $'

���%�	�$ 
	��$��
����� �������� %
	������, 	 �
� 1=n �$��$

%
	������ � 
	&����,��$��� ��
�$���'$�. 

�	&����$ ��� �	��� %
	������ (1) �	 ny , ���%��$: 

)()( 1 xqqxpyy nn =⋅+′⋅ +−−
    (2) 
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����+$ ���%, �%����, z , ����)�� 1+−= nyz , ��#�	 �%���

yynz n ′⋅⋅+−=′ −)1( , ���%�	
1+−

′
=′⋅−

n

z
yy n

. 

�����	���� ��� 0�� � %
	������ (2), �$��$: 

)()(
1

1
xqzxpz

n
=⋅+′

+−
. 

�$��)	� �	���� �'
	)���� �	 )1( +−n , ���%�	�$ ��������

%
	������: 

)()1()()1( xqnzxpnz ⋅+−=⋅⋅+−+′ . 

��(�� 0�� %
	������, �	���$ z �	� �%����, x � c . 5	$���� z �	 1+−ny , 

���%��$ ����� ����#
	� %
	������ .�
�%���. 

������. �
�����#
�
��	�� %
	������ yxy
x

y =−′ 4
. 

�������. "�������, ��� �	$ �	�� %
	������ .�
�%���: 
2

1=n . 

�	&����$ ��� �	��� %
	������ �	 y : 

xy
x

y
y

=−′ 41

����	�$ &	$��% ��
�$����� yz = , ��#�	 �%���: 

y
y

z ′⋅=′
2

1
; zy

y
′=′ 2

1
. 

3	���� %
	������ �
���
��	�� ���: 

xz
x

z =−′ 4
2

���

2

2 x
z

x
z =−′ . 
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3��	�$ �����	����% )()( xvxuz ⋅= , )()()()( xvxuxvxuz ′⋅+⋅′=′ , ��#�	

�$��$: 

2
)

2
(

x
uv

x
vvu =−′+′

�����
	�$ )(xv �	��$ ��
	&�$, ����' �'��: 

0
2 =−′ v
x

v . 

�	&����� &���� ��
�$���'� � ����#
�
%�, ���%�	�$: 

2)(ln2ln
2

xxvxv
x

dx

v

dv =�=�= . 

 �#�	 %
	������ �
���$	�� ���
2

x
vu =′ ���

2

2 x
xu =′ , ���%�	

�$��$: cxxu
x

u +=�=′ ln
2

1
)(

2

1
.  	��$ ��
	&�$, �%���: 

2ln
2

1
xcxvuz ⋅	




�
�


� +=⋅= . 

5	$���� &���� z �	 y , ���%��$ ����� ����#
	� �	���#�

�����
����	����#� %
	������ .�
�%���: 

2ln
2

1
xcxy ⋅	




�
�


� +=

$��������. 5	$���$, ��� �����
����	����� %
	������ .�
�%���

$�)��, �� �
����� � �������$% %
	�����,, ����#
�
��	�� �����	������

)()( xvxuy ⋅=

§ 1.6 ��������������� �������� � ������

�������������. 

%��������� � ��	��� �����������	�� �	&'�	����

�����
����	����� %
	������ ��
��#� ��
���	 ���	: 
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0),(),( =+ dyyxQdxyxP .    (1) 

� �	���, ��� ���	� �	��� 0��#� %
	������ �������� ����'$

�����
����	��$ ������
�� �%����� ��%* 	
#%$����� ),( yx& , �.�. ����: 

( )yxd&dyyxQdxyxP ,),(),( =+    (2) 

7��, �	� �&������, �
� ���
�
'��'* �%�����* ),( yxP �

),( yxQ ;
y

yxP

∂
∂ ),(

�
x

yxQ

∂
∂ ),(

�$��� $���� ��#�	 � ������ ��#�	, ��#�	

�'��������� %������: 

y

yxP

x

yxQ

∂
∂=

∂
∂ ),(),(

     (3) 

�	��$��$, ��� %������ (3) �������� ����*���$'$ � ����	����'$

%������$ ��&	����$���� �
����������#� ����#
	�	: 

� +
AM

dyyxQdxyxP ),(),(     (4)

�� �%�� ����#
�
��	���, 	 �%����� � +=
),(

),( 00

),(),(),(
yx

yx

dyyxQdxyxPyx&

�	� 
	& � �������� ��� �	$��

�%������ ),( yx& , ���

����
�� �'��������� %������

(3).  	��$ ��
	&�$, ���

�	*�)����� �%�����

),( yx& ����	����� �&���

�
���������'� ����#
	�

� +
),(

),( 00

),(),(
yx

yx

dyyxQdxyxP ��

�,��� �
����, �������,��� ����� ),( 00 yx � ),( yx , ��(� �' ������ �	

0��� �
���� �� �	
%(	���� �
	���	 ���
�$' �%�������	��� ����#
	�	 (4). 

x

y

0

),(
00

yxA

),( yxM

���.5.
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������ � �	������

�
���� AM �
	�� ��$	�%,

����,, �������%, �&

��
�&���, �	
	������'*

���
���	��'$ ���$ x0 �

y0 (
��.6). 

�	��� �	��$ ��
	&�$

�%����, ),( yx& , ���	����

�	���	�� ����� ����#
	�

%
	������ (1), �
�
	���� �	�����%, �%����, ),( yx& � ���������� c : 

cyx& =),( . 

������. 3��	&	��, ��� �����
����	����� %
	������

032 223 =+ dyyxdxxy �������� %
	������$ � ����'* �����
����	�	*. 

�	��� �#� ����� ����#
	� � �	��� ����#
	���%, �
��%,, �
�*����%,

��
�& ����% )1,1(0M . 

�������. "��&�	��$ 32),( xyyxP = , 
223),( yxyxQ = . �	���$

x

Q

∂
∂

�
y

P

∂
∂

.  
26xy

x

Q =
∂
∂

, 
26xy

y

P =
∂
∂

. ����$, ���
y

P

x

Q

∂
∂=

∂
∂

. 5�	���, 

�	���� %
	������ �������� %
	������$ � ����'* �����
����	�	*, �.�. 
),(32 223 yxd&dyyxdxxy =+

� �%����, ),( yx&

$�)�� �	���, �'������

�
���������'� ����#
	� ��

����%
% AIBIIM (���
%���

%��������, ��� �	 0���

�
���� �� �	
%(	,���

%������ �%�������	���x

y

),( yxM

���.7.

)0,0(A

)0,(xB

II

I

x

y

0

),( 00 yxA

),( yxM

���.6.

),( 0yxB
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�
����������#� ����#
	�	) 3������������: � =+=
AIBIIM

dyyxdxxyyx& 223 32),(

=+++= ��
BIIMAIB

dyyxdxxydyyxdxxy 223223 3232

�	 AIB : 
dxdxxx

dyy

=∈
==

],,0[

0,0
   �	 BIIM : 

dydyyy

dxconstx

=∈
==

],,0[

0,

32223 yxdyyx
y

o

== � .  	��$ ��
	&�$ 32),( yxyx& = , �.�. cyx =32

- ����� ����#
	� �	���#� %
	������. 

���+$ �	���, ��� 1| 1 ==xy , ���%��$ 111 00

32 =�=⋅ cc . �$��$

132 =yx , ���%�	 ����%��, ��� ����#
	���	� �
��	� �
�*���� ��
�& ����%

)1,1(0M : 3

2
−

= xy . 

§ 1.7 � ���
������� ��������������� �������� ������

��	���. 

!' 
	��$��
��� ������' ����#
�
��	��� ������'* �����

�����
����	���'* %
	������ ��
��#� ��
���	. �������$ ����
� ���+

���$	��� ������
'$ �
���)����$ �����
����	���'* %
	������, #�� ��

%������$ &	�	�� ��	�	�	 �%)�� ����	���� %
	������, 	 ����$ %)� �#�

�
�����#
�
��	��. 3�� ��)���
	 �������� ����
���' � �	)�'

�
���)���� �����
����	���'* %
	������ � 
	&����'$ ��*�������$

&	�	�	$. � �
���)����* �����
����	���'� %
	������ ���
��	,��� �����

�	���, ����$% ��� �� $��#�* ��%�	�* �
��� � ������������ %��	������

������(���� $�)�% ���������� $	�'$� 0��$���	$� ����
��%,��* �	�

������� (��� �
������ � �����
����	����$% %
	�����,), 	 ����$ %)�, �	

�����	��� 0��* ������(����, ���	�� &	����$���� $�)�% �	$�$�

�������	$�. "��	�� %��	������ 0�% &	����$���� $�)�% ��
�$���'$�

�����
��������� �	��� ��	&'�	���� ����&$�)��, �	� �	� 0�	 &	����$����
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$�)�� �'�� � ����� ���)���. � �	��* ��%�	�* $' 
	��$	�
��	�$ �������, 

�	� #���
�� «� ���������� $	��$». � �$����: �	�$ 	
#%$���% (�
�$���, 

��$��
	�%
�, �	�����, � �.�.) ����������-$	��� �
�
	�����, ���%�	�$

����������-$	��� �
�
	����� �%����� � %��	�	����	�$ ������(����

$�)�% 0��$� �
�
	�����$�. 

�
� %��	�������� �	��#� ������(���� (&	����$����) $�)�%

����������-$	�'$� �
�
	�����$�, ����%�� ����&��	���� �����&$�)�'$�

%�
��	,��$� ���%�����$� � �
����)+��'$� &	$��	$�, �������$��� �

��$%, ��� $' �
����
�#	�$ ����������-$	�'$� �'�(�* ��
�����

(��
	���$�
��� ���)���� � ������� ����������-$	��#� �
�$�)%��	

�
�$��� �
���$	�$ &	 
	���$�
���, 0��$���	
�%, �%#% &	$����$

���#��	,��� �+ *�
��� � �.�.). � �	������� ��� ����������-$	�'�

�
�
	����� 
	��$	�
��	�$'* ������� ���#�	 &	$����$ �	

�����
����	�', ���, �	� $' &�	�$, �������� � ���
	�'�	��, ����������-

$	�'* �'�(�* ��
�����. 

�	)�� ��$�����, ��� ���%�	,����� � 
�&%���	�� 0��* %�
������

%
	������ ���	: 

0),(),( =+ dyyxQdxyxP , 

�%��� �� �
����)���'$, 	 ����'$. � �	$�$ ����, ���� �' $' ��

���
	�'�	�� ����������-$	�'� � �� &	$����� �' �
�
	����� ��
�$���'*

�* �����
����	�	$�, �� ���%���� �' %
	������ ���	: 

α=∆+∆ yyxQxyxP ),(),( , 

��� α  - �&�	�	�� �%$$% ���* ����������-$	�'* �'�(�#� ��
���	, ��$ x∆ . 

�	&����$ ��������� 
	������� �	 x∆ : 

xx

y
yxQyxP

∆
=

∆
∆+ α

),(),(
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� ��
����$ � �
����% �
� 0→∆x ; �.�. 0
0→∆

→
∆ xx

α
, �� � �
����� ���%�	�$


	������� 0),(),( =+
dx

dy
yxQyxP , �.�. ��	&'�	����, 0�� %
	������ – 

������. 

��	�, ��� ����	������ �����
����	����#� %
	������ �&%�	�$�#�

������� (�
�����	) �
�*������ 
	��$	�
��	�� ����������-$	�'� 0��$���'

����
��%,��* �	� � ������� ������� � %��	�	����	�� &	����$���� $�)�%

0��$� 0��$���	$�. 

���#�	 0��#� %�	+��� �&��)	��. 7�� �'�	�� � ��* ��%�	�*, ��#�	 $'

����&%�$�� %)� #����'$� �������$� � ���
���� �&$������ �������' ���

�'������'$ 
	��� ��&������$ &	����$�
�����$. 

� ��$���, ��'�������'* �����
����	���'* %
	������, �	��$

��
	&�$, %�	+��� �
�$�����
��	��, �.�. �
����	���� � ���� ������
��

$	��$	�������� $�����, $��#�� ���	$������� �
�����', �
���*������ �

��
%)	,��$ �	� $�
�. �	$ �$'�� �
��&������, �����
����	�	, �	+� �	$

����� %���
)�	��, ��� ���%�	,�	��� �
� 0��$ $����� ����'�	��

�&$������ (�
�*�)�����) 
�	����#� �
�����	 �� �
�$���. "��,�	 $�)��

����	�� �'���, ��� 	��	
	� �����
����	���'* %
	������ – ���� �& �	$'*

�����'* � 0��������'* �
����� ����	��� ��&������* (	 �	�)�

$�*	�������*, *�$������*, �����#������* � �.�.) ������� � �*

�����������$ 
	&�����. .�& �	��* $������ ��$'���$� ��������	���

�
�
���'* &	����$�
������, � %�+��$ 
	&��#� 
��	 �
��%��* �$

*	
	���
����� � �	
	$��
��. 

.�& ���
�� �����
����	���'* %
	������ ������� ����#�	 �' ��

�
���� � �	��' ���
��� ��&���, #����� ��)���
��, �� �'��� �' � ���$��

���	�����'� 	��	
	�'. 

�	)�� &	$�����, ��� �����
����	����� %
	������ – 0�� ���	�

	���
	���	� $����� 
�	����#� �
�����	. "� ��#�, �	������� �����
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��������	���� %�+� ��� �	$'� �	)�'� ����������� �
�����	, ����
'� ��

�$�����
��	�, ����	���� %
	������, &	�����, �	������� 	����	���

(��)��������� �����) �	���� %
	������ � �#� 
�(���� ����'�	��

��&������� �
�����. 

5	$���$, ��� �	���� �� ���#�	 %�	+��� �	��� 
�(����

���%���(�#��� �����
����	����#� %
	������ � ��	�
	�%
	*, ��� �
�����

� ����*���$���� 
	&
	�	�'�	�� ����	�#����� ������ ����#
�
��	���

��'�������'* �����
����	���'* %
	������. 

�'(� ��	&	���� �	+� �����	��� ����	��, ��� �����
����	���'�

%
	������ � �* �
���)���� – ���� �& �	$'* �	)�'* � ���
�$���'*


	&����� $	��$	����. 

�	��$��
�$ ��������� �
�$�
�� ����	������ � ����#
�
��	���

�����
����	���'* %
	������ 
�	���'* ��&������* �������. 

������ 1. � �+��'� ���'� ����, �
� ��*��� &	��������	, ��	 �#�
� �

13�. 30 $��. ���	
%)��� �	 �%�� �%*�#� *��
���	 �%(% %����#� ����#�

�	�	�	. "�$��
 �%(� ���	&	�, ��� �'��
�� �
	�����
	 �'� ����'$ � �	�	�

�'� %��� �	���	�.  �$��
	�%
	 �%(� �	�	�	 �'�	 
	��	 31 C0

(��
$	���	� ��$��
	�%
	 �	�	�	 37 C0
).  �$��
	�%
	 ��&�%*	 � $�$���

���	
%)���� �'�	 
	��	 21 C0
. ����$	�, ��� �
	�����
 ��
�+��� &	

���'���, ��� %�
'���� ���	���� �� �%(� �	�	�	. � 14 �	��� � %����$%

)������$% ����(�� ��	 �������	. "�� ��
��	�� ���, �
��	������� �

�
	�����
���%. 3�� ���	&	�������	 �* ���������� �%)�� �'�� %�������

�
�$�, ��#�	 �'� %��� �	�	�, %���'�	�, ��� � 14 �	�. 30 $��. ��$��
	�%
	

�%(� �	�	�	 �'�	 
	��	 29 C0
. 

�������. ��,��� %��	����� &	���: ���
���� �*�	)����� ���	

�
���
����	���	 
	&����� ��$��
	�%
 ���	 � �
��' (��&�%*	), �.�. 

)( Txk
dt

dx −−= , 
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#�� x  - ��$��
	�%
	 ���	 � $�$��� �
�$��� t ; T  - ��$��
	�%
	 ��&�%*	; k

- ����)������'� ��0��������. � 14 �	��� � � 14 �	�. 30 $��. ��$��
	�%
	

��&�%*	 T ��-�
�)��$% 
	����	�� C021 . 5	���	� �	����

�����
����	����� %
	������ � 
	&����,��$��� ��
�$���'$� � ����: 

kdt
Tx

dx −=
−

, 

� �'������ ����#
�
��	���, ���%��$ �� −=
−

t

t

x

x

dtk
Tx

dx

00

, ���%�	 ����%��:  

)(ln 0

0

ttk
Tx

Tx −−=
−
−

, 

#�� 0t  - �	�	���'� $�$��� �
�$���, 	 )( 00 txx = . "��,�	 �'���	��: 

Tx

Tx

tt
k

−
−

−
= 0

0

ln
1

.     (*) 

������&%� �$�,����� �	��'� �	 �
�$�)%��� �� 13,5 �	� �� 14,5 �	�, 

�	��+$ ��	�	�	 &�	����� k : 

22314,025,1ln
2129

2131
ln

5,135,14

1 ==
−
−

−
=k

�	&
�(�� %
	������ (*) ������������ 0tt − � 
	��$	�
��	� �#� �	

�
�$�)%��� �� $�$���	 �'��
��	 t �� 5,13 �	���, �%��$ �$���: 

1063,26,1ln
22314,0

1

2131

2137
ln

22314,0

1
5,13 −=−=

−
−=−t . 

5�	���, $�)�% $�$����$ �'��
��	 � $�$����$ ���	
%)����

�#�
�$� �	�	�	 �
�(�� 2� 6$��., 	 �	$ �'��
�� �'� �
��&�+��� � 11 �	���

24 $��. 

������ 2. ������ �����. 

5	��� 
	��	�	 
	��� &	��,�	���� � ��$, ��� ���
���� 
	��	�	

�
���
����	���	 �	�����$% ���������% 
	���. 3	�� &	����$����
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���������	 
	��� �� �
�$���, &�	�, ��� ��
�& 1600 ��� ���	����� �������	

�	�	����#� ���������	 
	���. 

��(����. �%��� � $�$��� �
�$��� t ���������� 
	��� 
	��� R . 

���
���� 
	��	�	 
	��	
dt

dR
� &	��� 
	��	�	 
	��� &	��(���� � ����: 

kR
dt

dR −= , 

#�� k  - ��0�������� �
���
����	�������. 5	$���$, ��� &�	� $��%� �

�
	��� �	��� $' �&��� ����$%, ��� ���������� 
	��� R �%��� %�'�	�� ��

�
�$���$ �, &�	���, �#� �
��&����	� �� �
�$��� �%��� ��
��	�������. 

�	&����� ��
�$���'�, ���%��$: 

ktecRcktRkdt
R

dR −⋅=�+−=�−= lnln . 

6��� � �	�	���'� $�$��� 0=t �	������ ���������� 
	��� 0R , ��

�� 0��$% %�����, $' ��
�����$ ��������%, c : 

00

0

00 RcecR =�= , 

	 ��#�	 �$��$: 

kteRR −= 0       (*) 

�� %�����, &	�	�� �&������, ��� ��
�& 1600 ��� ���	+��� ������

�������	 �	�	����#� ���������	 
	���. 7�� ��&������ ��
�������

��0�������� �
���
����	������� k . ���	#	� � ��������$ ������(����

1600=t �
2

0R
R = , ���%�	�$

1600

1

1600

0

0

2

1

2
	



�
�


�=�⋅= −− kk eeR
R

. 

�����	���� 0�� &�	����� � (*), $' ���%�	�$ �����	������

&	����$���� ���������	 
	��� �� �
�$���: 

1600

1

0
2

1
	



�
�


�= RR . 
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������ 3. �������� �������� �����	����. 

3��%���$, ��� � 
	����$ ��$������ ��9+$	 V �%�.$. �
���*����

�
���'� �'������� (#	&��'�, ������'�, �'���'� � �.�.) � ���������� A

������ � �	�. � �%��� ��� ��
��' � 0��$� �
���'$� �'�������$�

%��
���	 ����������, �	,�	� ��$�� ��&�%*	 � ���������� M �%�.$. � �	�. 

�
� 0��$ �
�����'� ��&�%* �	�)� $�)�� ����
)	�� �
���%, �
�$��� �

�������
	��� a . 

��&���	�� ���
��: �	��� �%��� �������	 �������
	��� x  (�	 1 

�%�.$.) 
	��$	�
��	�$�� �
������� � 
	����$ ��$������ ��
�& t �	���

����� �	�	�	 
	���' ���� � �	�	�� 
	���' (�
� 0=t ) �+ &�	����� �'��

0x . 

��(����. �%��� � $�$��� �
�$��� t �������
	��� �
����� �
�$���


	��	 x . ���	����$ �
�
	����� �
���'* �
�$���� &	 $	�'� �
�$�)%���

�
�$��� t∆ . �������
	��� %�������	���� �	 x∆ , ����� )� ����������

�
������� �	 xV ∆⋅ . 7�� �
�
	����� ���	�'�	���� ����%,��$ ��
	&�$. 

 �*����#������� �
�����' ��&�	�� tA ∆⋅ ������ �
�������. �
�����'�

��&�%* �
��+� � ����� tMa ∆⋅⋅ ������. "��,�	 �%)�� ������ ��

���������� �
���'* �'�������, ����
�� %(�� �& ��$������ �$���� �

�&����+��'$ �& ��#� ��&�%*�$. �
����
�#	� �&$������$ �������
	��� x

&	 ���������� $	�'� �
�$�)%��� �
�$��� t∆ , $�)�� 0�� ����������

����	�� 
	��'$ tMx ∆⋅⋅ . 

��	�, �$��$: 

tMxtMatAxV ∆⋅⋅−∆⋅⋅+∆⋅=∆⋅ . 

7�� � ���� �������� %
	������ ����������. �
���$	� �� ���$	���, 

��� �
�
	����� ��&	����$�� ��
�$����� ����	�	�� � �+ �����
����	��$, 

���%��$, ������� ��
�$���'�: 

dt
V

M

xMaMA

Mdx −=
−+

−
. 

����#
�
%�, �$��$: 
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ct
V

M
xMAaM ln)ln( +−=−+ , 

���, �������
%�: 

t
V

M

ecxMAaM

−

⋅=−+ . 

���	#	� 0xx = �
� 0=t , ���%��$: 

MxAaMC 0−+= , 

�, &�	���

t
V

M

e
MxAaM

xMAaM −
=

−+
−+

0

. 

"��,�	

t
V

M
t

V

M

exe
M

A
ax

−−
+		



�
��


�
−	




�
�


� += 01 . 
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�+�"� 2.  
����!)!�*��+ �&! ,)�"�!��# "&.0�1 �%)#('%". 

§ 2.1. �������� ���	
�	. 

�	��$��
�$ ��'��������� �����
����	����� %
	������ n -#�

��
���	 0))(),....,(),(,( )( =′ xyxyxyxF n
. 

�	��$��$, ��� ��
���� %
	������ ��
��������� ��
����$ �*������

� ��#� ��	
(�� �
��&������ ����$�� �%�����. 

����	� �%����� )(xy ϕ= , ��
����+��	� � �����
����
%�$	� n 
	&

� ����
�	�� ( )ba; , �	&'�	���� �������� �	���#� %
	������ � 0��$

����
�	��, ���� ��	 ��
	�	�� �	���� %
	������ � ��)������: 

0))(),....,(),(,( )( ≡′ xxxxF nϕϕϕ , 

��
	�������� ( )bax ;∈∀ . 

"��	����$�� �	 ������� ������  ��� ��� 
	��$	�
��	�$�#�

%
	������. ��� &	�	��� ��(� ����$	,� &	�	�% ��'��	��� �
��� ���*


�(���� �	���#� %
	������ �	��#� 
�(���� )(xyy = , ����
�� �$���� ��

���$� �
��&����'$� �� )1( −n -#� ��
���	 ���,�������� �
���$	��

&	�	��'� &�	����� � ����� 0x , �.�. 00 )( yxy = , 

00 )( yxy ′=′ ,…,
)1(

00

)1( )(
−− = nn yxy , #�� 0x , 0y′ ,…,

)1(

0

−ny  - &	�	��'� ����	. 

3��%���$, ��� %
	������ 0))(),....,(),(,( )( =′ xyxyxyxF n $�)��


	&
�(��� ������������ ��	
(�� �
��&������, �.�. &	���	�� � ����: 

)](),...(),(,[ )1()( xyxyxyxfy nn −′= . 

� 0��$ ��%�	� #���
��, ��� �����
����	����� %
	������ &	���	�� �

�����	
��� �����  ���. 
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�
����+$ ��& ���	&	�������	 � %�
��+���� ��
$%��
���� ���
�$%

(������ ������) ������������ � �������������� ������� ������

 ��� ��� �����
����	����#� %
	������ n -#� ��
���	, 
	&
�(+���#�

������������ ��	
(�� �
��&������. 

������� (���
�$	 ���	
	). 

6��� � %
	������ ),...,,,,( )1()( −′′′= nn yyyyxfy �%�����

),....,,,( )1( −′= nyyyxff � �+ �	���'� �
��&����'�
)1(

,...,, −∂
∂

′∂
∂

∂
∂

ny

f

y

f

y

f

���
�
'��' � ���	��� D: axx ≤− 0 , byy ≤− 0 , byy ≤′−′
0 ,…, 

byy nn ≤− − )1(

0 , #�� a � b  - &	�	��'� ����)������'� ����	, �

����	����' �	�	���'� %������: 0yy = , 0yy ′=′ , 0yy ′′=′′ ,…, 

)1(

0

)1( −− = nn yy �
� 0xx = , �� ��� �,��� �����

Dyyyyx
n ∈′′′ −

),...,,,,(
)1(

00000 �%�����%�� �	��� ����
�	�

( )hxhx +− 00 ; , 0>h , �	 ����
�$ �%�����%��, � �
���$ ������������, 


�(���� 0��#� %
	������, %��������
�,��� ����	�����'$ �	�	���'$

%������$. 

(.�& ���	&	�������	) 

���������. 5	$���$, ��� ���� �
	�	� �	��� %
	������

),...,,( )1()( −′= nn yyyxfy , ���� ������
'� $��#����� �� ����*

	
#%$�����, �� �	��� �' �	�	���'� %������ $' �� �&���, �%�����%��

������������ 
�(���� 0��#� %
	������ � �	��$� �	�	���'$� %������$�. 

����+$ ����
� ������� ������ ������� %
	������ n -#� ��
���	. 

������	����. "���$ 
�(����$ �����
����	����#� %
	������ n -#�

��
���	 )](),...(),(,[ )1()( xyxyxyxfy nn −′= �	&'�	���� �%�����

),...,,,( 21 ncccxyy = , #�� nccc ,...,, 21  - �
��&�����'� ��������'�, �	�	�

���: 
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1) ��	 %��������
��� %
	�����, �
� �,�'* &�	�����

��������'* nccc ,...,, 21 ; 

2) �
� &	�	��'* �	�	���'* %������ 00 )( yxy = , 

00 )( yxy ′=′ ,…,
)1(

00

)1( )(
−− = nn yxy , ��������'� nccc ,...,, 21

��
�����,��� �	��$ ��
	&�$, ��� �%�����

),...,,,( 21 ncccxy ϕ= �%��� %��������
��� 0��$ �	�	���'$

%������$. 

�
� 0��$ �
�����	#	����, ��� Dyyyyx
n ∈′′′ −

),...,,,,(
)1(

00000 , �.�. 

�
��	���)	� ���	���, #�� �'������' %������ ���
�$' �%�������	��� �

�������������� 
�(���� &	�	�� ��(�. 

������(���� 0),...,,,( 21 =ncccx& , ��
�����,��� ����� 
�(����

������, �	&'�	���� ����� �������	�� �����������	
���� ��������. 

������ 
�(����, ���%�	,����� �& ����#� 
�(���� �
� ����
���'*

&�	����� �
��&�����'* ��������'* nccc ,...,, 21 , �	&'�	���� �������

��������.

2
	��� �	����#� 
�(���� �	&'�	���� �������	
��� ������ �	���#�

�����
����	����#� %
	������. 

��(���� �	���#� %
	������, �� ����
)	����� � ��$������ �#�

����#� 
�(����, �	&'�	���� ������ ��������. 

"��	����$�� ����
� �	 ������� ��������� (�������) ������. 

���
$%��
��	��	� �'(� &	�	�	 ��(� – ��(� ���	 �& �	)���(�*

&	�	� ���
�� �����
����	���'* %
	������, � ����
�� ������ 
�(����, 

������+���� ������
'$ %������$. 3
%#�� �� $���� �	)�'� ��� �	��*

&	�	� �
����	����� ����, �	� �	&'�	�$'� ��������� ��� ������� &	�	��, 

� ����
'* %������, �	�	#	�$'� �	 ����$'� 
�(����, &	�	,��� �� � �����

�����, �	� 0�� �$��� $���� � &	�	�� ��(�, 	 �	 ����	* ������
�#�

�
�$�)%��	 ];[ ba , � ������ 
�(����, ��
����+���� ��%�
� 0��#�
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�
�$�)%��	. 2
	����'� &	�	�� $�#%� ��	������ ��(� ��� %
	������

��
���	 �'(� ��
��#�. � �	$�$ ����, � ��%�	� %
	������ ��
��#� ��
���	

&	�	��� �	�	����#� %������ � ����� %)� ��
������� ����#
	���%, �
��%,

����������'$ ��
	&�$. 5	$���$, ��� #
	����	� &	�	�	 �� ���#�	 �$���


�(����, 	 ���� �$���, �� ����$	 �	��� �� ������������. 

������. �	��� 
�(���� %
	������ xy 6=′′ , %��������
�,���

#
	����'$ %������$: 1)1( =y , 0)0( =′y . 

�������. ����#
�
%� ��������	������ �	���� %
	������, ���%��$

1

23 cxy +=′ , 21

3 cxcxy ++= . �����	��$ ����
� �,�	 #
	����'�

%������, ���%��$: 

�
�
�

++=
=

21

1

11

0

cc

c
, 

���%�	 ����%�� 01 =c , 02 =c . ������	������, ����$�� 
�(����: 3xy = . 

5	$���$, ��� �����
����	���'� %
	������ ��
���	 �'(� ��
��#�, 

$�����
%,��� �� ��� ��'� ��&������� �
�����', �	� �
	����, ��

����#
�
%,��� � ��	�
	�%
	*. "��	��, $�)�� %�	&	�� (�
���� ��	��

�����
����	���'* %
	������, �
�����#
�
��	�� ����
'� �� �
����	�����

����(�* &	�
%������ – 0�� ������'� ����
���'� � ������'�

������
���'� �����
����	���'� %
	������ n -#� ��
���	 � ��������'$�

��0��������	$�. �
�$� ��#�, �'����$ ��	�� �����
����	���'*

%
	������, ���%��	,��* ����)���� ��
���	, 	 ��$ �	$'$ ����$	 �	���

����#
�
%�$'* � ��	�
	�%
	*. 

§ 2.2. ��������������� �������	, ����������� ���� ����

��	���. 

�	��$��
�$ ��������� ����� %
	������, ���%��	,��* ����)����

��
���	. 
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2.2.1. �)�"�!��# "�(� )()( xfy n = .

"�������, ��� ����)�� )()( 1

)1( xyxy n =−
, $' ���%��$ %
	������

��
��#� ��
���	, ����
�� ��#�� ����#
�
%����: 

� +=�=′
111 )()()()( cdxxfxyxfxy , �.�. 

� +=−
1

)1( )()( cdxxfxy n
. 

��	��#����: 

( )� � ++=−
21

)2( )()( cxcdxdxxfxy n � �.�. 

������. �	��� ����� 
�(���� %
	������ xy sin=′′′ . 

�������. "��&�	��$ )()( 1 xyxy =′′ , ��#�	 �=′ xxy sin)(1

� +−== 11 cossin)( cxxdxxy ; �.�. 1cos)( cxxy +−=′′ . 

��	��#���� ���&�	��$ )()( 2 xyxy =′ , �%���

211212 sin)cos()(cos)( cxcxdxcxxycxxy ++−=+−=�+−=′ � . 

� �	�����, �$��$ 21sin)( cxcxxy ++−=′ , ���%�	 ����%��: 

=++−= � dxcxcxxy )sin()( 21

32

2

1
2

cos cxc
x

cx +++=

�����: ����� 
�(���� �	���#� �����
����	����#� %
	������

32

2

1
2

cos cxc
x

cxy +++=

2.2.2. �)�"�!��# "�(� ( ) 0)(),...,(),(, )()1()( =+ xyxyxyxF nkk .

3	���� %
	������ �� ����
)�� ���� ����$�� �%����� )(xy � �+

��
�'* 1−k �
��&����'*. ��
���� %
	������ $�)�� ����&���, �����

���%, ���&�����%, �%����, )(xz , ����)�� )()()( xzxy k = .  �#�	

��*����� %
	������ �
���
��	�� ���: 
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0),...,,,,( )( =′′′ −knzzzzxF

������. �	��� ����� 
�(���� %
	������ yxyy ′′−=′′+′ 414 . 

�������. ����)�$ )(xzy =′ , ��#�	 zy ′=′′ . 3	���� %
	������

�%��� �'#������ �	�: 
x

z
x

zzxzz
41

1

41

4
414

+
=

+
+′�′−=′+ . 

"�������, ��� 0�� �������� ������
����� %
	������ ��
��#�

��
���	. ��(�$ �#�. 

1. �	��$��
�$ �������� ����
����� %
	������, ����������%,���

�	���$% �������$%: 

0
41

4 =
+

+′ z
x

z

�	&����$ ��
�$���'�: 

0
41

4 =
+

+
x

dx

z

dz
.

�$��$: 

�=++�=
+

+ �� cxzc
x

dx

z

dz
ln|41|ln||lnln

41

4

x

c
zcxz

41
ln|)41(|ln

+
=�=+

���%��$ ����� 
�(���� �������#� ����
����#� %
	������, 

����������%,��#� �	���$% �������$%. �
��	
��
%�$ ����
�

�
��&�����%, ��������%,. 

2. .%��$ ���	�� ����� 
�(���� ��*����#� %
	������  

x
z

x
z

41

1

41

4

+
=

+
+′      (*)

� ����: 

x

xc
z

41

)(

+
= .      (**)
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"��,�	: 

2)41(

4)()41()(

x

xcxxc
z

+
⋅−+⋅′

=′ .

�����	���� )(xz , )(xz′ � ��*����� %
	������ (*): 

�
+

=
+

⋅
+

+
+

−
+
′

xx

xc

xx

xc

x

xc

41

1

)41(

)(

)41(

4

)41(

)(4

41

)(
2

1)(1)( cxxcxc +=�=′ . 

"��	���� �����	���� �	������� &�	����� )(xc � ������(���� (**) 

x

cx
z

41

1

+
+

= ,

� ��
�%���� � ��*����� ��
�$�����: 

=
+

−++
=

+
+

=�
+
+=′ �� dx

x

cx
dx

x

cx
xy

x

cx
y

41

1144

4

1

41
)(

41

11

���

�
��

�

+
−+

+
+= � �

14
)14(

14

14

4

1
1

x

dx
cdx

x

x

21 )14(
16

)41ln(

4

1
)( cc

x
xxy +−++=

2.2.3. �)�"�!��# "�(� ( ) 0,...,, )( =′′′ nyyyF .
7�� %
	������ �� ����
)�� ���� ��&	����$�� ��
�$���� x . ����+$

���%, ��
�$���%,, &	�����%, �� y : yyz ′=)( .  �#�	 �%���:  

zz
dx

dy

dy

dz
yz

dx

d
y ⋅′=⋅==′′ )( ; 

2

2
2

2

dy

zd
z

dy

dz
zy ⋅+		




�
��


�⋅=′′′ � �.�. 

"�������, ��� �	�	� &	$��	 ��&������ ����&��� ��
���� ��*����#�

�����
����	����#� %
	������ �	 ������%. 

������. �	��� ����� 
�(���� %
	������
222 )13()1( yyyyy ′−=′′⋅⋅+ . 
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�������. ���	#	�$
dy

dz
zy ⋅=′ . �
	������ �
���$	�� ���: 

( ) ( ) 222 131 zy
dy

dz
zyy −=⋅⋅+ . ���
	��� �	 z  (�
� 0��$ ����%�� %�����, 

��� $' ��
��$ 
�(���� 0=z ��� ey = ), ���%��$ %
	������ �


	&����,��$��� ��
�$���'$�: 

( ) ( ) zy
dy

dz
yy ⋅−=⋅⋅+ 131 22

. 

�	&����� ��
�$���'�, �$��$: 

( ) dy
yy

y

z

dz

⋅+
−=

2

2

1

13
. 

����#
�
%�, �	���$: 

( ) ||ln||ln1ln2ln 1

2 cyyz +−+=

���

( ) 1221
c

y

zy =
+

⋅
. 

��&�
	�	��� � �%����� y , ���%��$: 

( ) 1221
c

y

yy =
+

′⋅

����#
�
%� ��� 
	&, �	���$ ����� �������	 ��*����#� %
	������: 

212
2

1

1
cxc

y
+−=

+

2.2.4. �)�"�!��# "�(� ( ) 0,...,,,, )( =′′′ nyyyyxF  - %(�%)%(�%!

%��%.��!+ �%
)(,...,,, nyyyy ′′′ . 

�	��$��
�$ %
	������ ( ) 0,...,,,, )( =′′′ nyyyyxF � ���%���$, ���

( ) ( ))()( ,...,,,,,...,,,, nmn yyyyxttyytyttyxF ′′′=′′′ , 0≠t , �.�. �
������)�$, 
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��� �	���� %
	������ – ����
����� ������������ ����$�� �%����� )(xy

� �+ �
��&����'*. 

����+$ ���%, ���&�����%, �%����,:  

( )
y

y
xz

′
=

 �#�	 �%���: 

( ) ( )zzyzyzyzzyzyyyzy ′+=′+=′+′=′′=′ 2; ; 

( )zzzzyy ′′+′+=′′′ 33
,… � �.�. 

 	��$ ��
	&�$, ����)	�$ ��
���� ��*����#� %
	������ �	 ������%. 

������. �	��� ����� 
�(���� %
	������ 02 =′−′−′′ yyyxyxy . 

�������. ���	#	� yzy =′ , ( )zzyy ′+=′′ 2
, ���%��$: 

( ) 032222 =−−′+ zyzxyzzxy . 

���
	�	� �	 2y  (����%�� %����� 
�(���� !0=y ), ���%�	�$: 

x

dx

z

dz
zzx =⇔=−′ 0 . 

"��%�	 �$��$: 

xcz 1= . 

��
�*��� � �%����� y , ���%��$ xdxc
y

dy
xycy 11 =⇔=′ , ���%�	

����%��: 

||ln
2

||ln 2

2

1 c
xc

y += . 

��� ����� �
���
	&��	��� ���%��$ �	��� ����� 
�(����: 

2
2

2

1

x
C

ecy = . 
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5	$���$, ��� 
�(���� 0=y �������� �	���'$ � ���%�	���� �&

����#� �
� 02 =c . 

���������. 3��%���$, ��� ���	� �	��� %
	������

( ) 0,...,,,, )( =′′′ nyyyyxF �
����	����� ����, �
��&����%, �� ������
��

�%����� ( ))1(,...,,,, −′′′ nyyyyx& , �.�.  

( ) ( ))1()( ,...,,,,,...,,,, −′′′=′′′ nn yyyyx&
dx

d
yyyyxF .

 �#�	 ��������, ��� �%��� �$��� $���� ������(����

( ) cyyyyx& n =′′′ − )1(,...,,,, , ����
�� �	&'�	���� ��
�'$ ����#
	��$

�	���#� �����
����	����#� %
	������. 5	$���$, ��� � ���
��

%����������� ���)���� ���
��	,��� &	�	��, ��#�	 �'�	�� ����*���$�

�	��� ��
�'� ����#
	� �	���#� �����
����	����#� %
	������. �
�$�

��#�, ��$���$, ��� ( ) 1

)1(,...,,,, cyyyyx& n =′′′ − ���� �� ��� ����, �	�

%
	������, ��
���� ����
�#� �� ������% $���(� ��
���	 ��*����#�

�����
����	����#� %
	������, �.�. ���� %�	+��� �	��� ��
�'� ����#
	�

�	���#� �����
����	����#� %
	������, �� �	�������� $' ��$ �	$'$

���%�	�$ ��&$�)����� ����&��� �#� ��
����. 

������. �	��� �	����� 
�(���� %
	������ (
�(��� &	�	�% ��(�) 

1++′=′′ yyxy , 1| 0 ==xy , 0| 0 =′ =xy . 

�������. 5	$���$, ��� ( ) yxyxy ′+=′
, 	 ��#�	 �	���� %
	������

$' $�)�$ &	���	�� �	�: 

( ) ( ) ( ) 0=′−−′⇔′+′=′′ xxyyxxyy , 

� $' ���%�	�$ �� ��� ����, �	� ��
�'� ����#
	� �	���#� %
	������

cxxyy =−−′ , ����&�� ��$ �	$'$ ��
���� ��*����#�

�����
����	����#� %
	������. 
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�
���$	� �� ���$	��� �	�	���'� %������, ��& �
%�	 �'�����$, ���

&���� 0=c . ��	�, ���	���� �
�����#
�
��	�� �������� %
	������ ��
��#�

��
���	: 

xxyy =−′      (*) 

1. ������� ����
����� %
	������, ����������%,��� �	���$%

�������$% %
	�����,: 0=−′ xyy . �	&����� ��
�$���'� � ����#
�
%�

���%��$ 2
1

2x

ecy ⋅= . 

2. �	
��
%� �
��&�����%, ��������%, �%��$ ���	�� ����� 
�(����

��*����#� %
	������ � ����: 

( ) 2
1

2x

excy ⋅= . 

�����	���� 0�� �'
	)���� � %
	������ (*), ���%��$: 

xexcxxexcexc

xxx

=⋅⋅−⋅⋅+⋅′ 2
1

2
1

2
1

222

)()()( , 

���%�	 ����%�� cedxexxcexxc

xxx

+−=⋅=�⋅=′
−−−

� 22
1

2

222

)()( . 

��	�, ���%��$ 12

2

−⋅=
x

ecy .

5	$���$, ��� �%�����%,� � �
%#�� ��%�	�, ��#�	 %�	+��� �'������

���%, ��$���	��, (�����	����%), � 
�&%���	�� ��#� %�	+��� ����&���

��
���� �����
����	����#� %
	������. 

������. �	��� ����� ����#
	� %
	������ ( ) yyyxyxy ′=′+′′ 3
2

. 

�������. 5	��(�$ �	���� %
	������ �	�: 

( ) yyyyyx ′=′+′′ 3][
2

. 

"�������, ��� � ��	�
	���� ������ ����� �
��&����	� �
��&�������

yy ′ . 

3������������ ( ) yyyyy x ′′+′=′′⋅ 2
. 
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!�)�� ����	�� &	$��% )(xtyy =′⋅ , ��#�	 �%���: yyyxt ′′+′=′ 2)( . 

� �	(� %
	������ ���%��	�� ����)���� ��
���	: 

( ) �=�=⋅
x

dx

t

dt
xt

dx

dt
x 33

( ) ( ) �=�= 3

1

3

1 ||ln||ln xxtcxxtc

�=�=′ 3

1

3

1 x
dx

dy
ycxyyc

2

42

1

3

1
42

c
xy

cdxxydyc +=�= .

�
���
	&��'�	� �
��&�����'� ��������'�, ���%��$ �����

�������	 �	���#� �����
����	����#� %
	������: 

02

2

1

4 =++ cycx . 
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�+�"� 3.  
���!2�&! ,)�"�!��# n -/% �%)#('�. 

§ 3.1. �������� ��������������� �������	 n-�� ��	���. 

"������� ������������ �����������	
��� ��������� n -��

������� � ����������� ��'����������� ���������� �����������	
���

�������� ����: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxyxpxyxpxyxpxy n

nnn =++++ −− ...2

2

1

1 , ( )1

#�� ( ) ( ) ( )xpxpxp n,....,, 21  - ��0��������' �����
����	����#�

%
	������ – � ����$ ��%�	� �
����	���,� ����, ������
'� �%�����. 

6��� ( ) ( ) ( ) nn axpaxpaxp === ,...,, 2211 , #�� naaa ,....,, 21  - ����	, ��

#���
��, ��� %
	������ (1) – ���
 	������� �������� n -�� ������� �

����������� ��'�����������. 

5	$���$, ��� %
	������ (1) �	&'�	���� 	�������, �.�. ����$	�

�%����� )(xy � �+ �
��&����'� ( )xy′ , ( ) ( )xyxy n,....,′′ �*���� �

%
	������ � ��
��� ������� � �	������ ��	#	�$'* (�.�. �������).  	� �	�

��
���� ��	
(�� �
��&������ 
	��� n , �� ����, ��� � ��
���� %
	������


	��� n . 1%����� ( )xf �	&'�	���� �
	��� �	���, %
	������ (1). 

6��� ( ) 0≡xf , �� %
	������ (1) �	&'�	���� 	������� ����������

%
	������$ n -#� ��
���	, � �
������$ ��%�	� ��� �	&'�	���� 	�������

������������. 

5	$���$, ��� ��	�� %
	������ ���	 (1) �������� (�
���


	��
���
	�+�, ���	��, ���� ��0��������' ( )xpi ���� ������
'�

�%�����, �� %
	������ (1) ����#
�
%���� � ��	�
	�%
	* ��(� ��� ��%�	�, 
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��#�	 1=n �.�. $' �$��$ 
	��$��
����� �'(� �������� %
	������

��
��#� ��
���	 ( ) ( )xqyxpy =⋅+′ . 

�
� 2≥n %
	������ (1), ������ #���
�, �� ����#
�
%���� �

��	�
	�%
	*. 

6��� ��0��������' %
	������ ��������', �� %
	������ ���	 (1) 

$�)�� �'�� �
�����#
�
��	�� �������� �
����; �	��� $' 
	��$��
�$

���
�� �� ����#
�
��	��� �	��* %
	������ ���
����. 

"�$���$, �	�����, ��� ���
�$	 ������������ � ��������������


�(���� ��� ������'* %
	������ n -#� ��
���	 �������� � �
����	��,

���
�
'������ ��0���������� ( )xpi , ( )ni ,...,2,1= � �#� �
	��� �	���

( )xf , �	� %������ �
����+���� �'(� ���
�$' ������������ �

�������������� 
�(���� �����
����	����#� %
	������ n -#� ��
���	

�%�%� �'������'. 

§ 3.2. �������� ��������������� ����
�. 

3�� %������	 &	���� (�	����������) �
� 
	���� � ������'$�

%
	������$� ������ � 
	��$��
���� �	� �	&'�	�$'� 	�������

�����������	
��� ��������, ����
'� $' ����	� � 
	��$��
�$. ��
��$��

� �������$% %
	�����, ���	: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxyxpxyxpxyxpxy n

nnn =++++ −− ...2

2

1

1 , ( )1

��	� �	��� 0��#� %
	������ �
����	����� ����, 
�&%���	�

−n �
	���#� �����
����
��	��� �%����� ( )xy , %$��)���� 0��*

�
��&����'* �	 ��0��������' ( )xpi , ( )ni ,...,2,1= � ���)���� 0��*

�'
	)����, �.�. �������� ����� ���
	��� �����
����
��	��� �

	�#��
	������* �������� �	� �%������ ( )xy � ��0��������	$�

( ) ( ) ( )xpxpxp n,....,, 21 . ��&%���	� �'�������� %�	&	��'* ���
	���

�	&'�	,� 	������� �����������	
��� ���������� � ���&�	�	,� �	�: 
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[ ] ( ) ( ) ( ) ( )( )xp
dx

d
xp

dx

d
L nn

n

n

n

+++= −

−

...
1

1

1 . 

��&%���	� �
�$������ �������#� �����
����	����#� ���
	��
	 �

�%����� ( )xy �	+� �	$ ���%, �	��� %
	������ (1), �.�. �%���: 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxpxyxpxyxpxyyL n

nnn ++++= −− ...2

2

1

1 . 

 �#�	 ��������, ��� 	������� ������������ �����������	
���

�������� � ��$���, �������#� �����
����	����#� ���
	��
	 $�)��

&	���	�� �	�: 

[ ] ( )xfyL = , 

	 	������� ���������� �����������	
��� �������� �	�: 

[ ] 0=yL

"������' ����%,��� �������	 �������#� �����
����	����#�

���
	��
	: 

1. ( )[ ] ( )[ ]xycLxycL =⋅ . 

2. ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]xyLxyLxyxyL 2121 +=+ . 

3. ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]+=⋅++⋅+⋅ xyLcxycxycxycL nn 112211 ...

( )[ ] ( )[ ]xyLcxyLc nn+++ ...22 , #�� icc, ( )ni ,...,2,1=  - �����

�����	��'. 

§ 3.3. �������
��� !������� � ��� �����
��. 

�	��$��
�$ �%����� ( ) ( ) ( )xyxyxy n,....,, 21 , ��
����+��'� �	

������
�$ ����
�	�� ( )ba; , � �%��� nccc ,....,, 21  - ������
'� ��������'�. 

�'
	)���� ( ) ( ) ( )xycxycxyc nn+++ ....2211  - �	&'�	���� ��������

��$���	���� �%����� ( ) ( ) ( )xyxyxy n,....,, 21 �	 ����
�	�� ( )ba; . 

������	����. 1%����� ( ) ( ) ( )xyxyxy n,....,, 21 �	&'�	,��� 	������

������������ �	 ( )ba; , ���� ������	� ��$���	���
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( ) ( ) ( ) 0....2211 =+++ xycxycxyc nn ��(� �
� %������, 

��� 0....21 ==== nccc . � �
������$ ��%�	� ��� �	&'�	,��� 	������

���������� �	 ����
�	�� ( )ba; . 

"�������, ��� ���� ���	 �& �%�����, �%���, �	�
�$�
, ( ) 01 ≡xy �

����
�	�� ( )ba; , �� �%����� ( ) ( ) ( )xyxyxy n,....,, 21 ������� &	����$' �

����
�	�� ( )ba; . 3������������, �
� �,��$ 01 ≠c � �
�

0....2 === ncc �%��� �$��� $���� ������(����: 

0....2211 =+++ nn ycycyc

������. 1%����� ( ) xexy =1 � ( ) xexy −=2 ������� ��&	����$' �	

�,��$ ����
�	�� ( )ba; . 3������������, ������(���� 021 ≡+ −xx ecec , 

#�� 1c � 2c ������' �� �%��, ���'�����$� ��� ���* ( )bax ;∈ . "�� $�)��

�'�� �'������� �� �����, ��$ � ����� �����. 

"�������, ��� ���� �%����� ( ) ( ) ( )xyxyxy n,....,, 21 �������

��&	����$' �	 ����
�	�� ( )ba; , �� �� ���% �& ��* ����&� �
����	���� �

���� �������� ��$���	��� ���	���'*. 

�
������)�$, ��� �%����� ( ) ( ) ( )xyxyxy n,....,, 21 �$�,�

�
��&����'� �� ( )1−n -#� ��
���	 ���,�������� �	 ������
�$ ����
�	��

( )ba; � 
	��$��
�$ ��
���������: 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xyxyxy

xyxyxy

xyxyxy

xW

n

n

nn

n

n

11

2

1

1

21

21

...

...........

...

...

−−−

′′′
=

7��� ��
��������� �	&'�	,� ������	���	�� (�������� ��� �%�����

( ) ( ) ( )xyxyxy n,....,, 21 ��� ����������� 0��* �%�����. 
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������� 1. 6��� �%����� ( ) ( ) ( )xyxyxy n,....,, 21 ������� &	����$'

� ����
�	�� ( )ba; , �� �* �
�����	� ( ) 0≡xW � 0��$ ����
�	��. 

�� �!���	
���� (�	� 3=n ). ��#�	��� %�����, ���
�$' �$��$


	������� ( ) ( ) ( ) 0332211 ≡++ xycxycxyc , #�� �� ��� ic ( )3,2,1=i 
	��'

�%�,. �%���, �	�
�$�
, 03 ≠c , ��#�	: 

( ) ( ) ( )xy
c

c
xy

c

c
xy 2

3

2

1

3

1

3 −−≡ . 

3����
����
%� 0�� ��)������ ��	 
	&	 � �����	���� �	�����'�

&�	����� ( )xy2
′ , ( )xy3

′ � ��������� ������� ��
��������� �
�����#�, 

���%��$: 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )xy
c

c
xy

c

c
xyxy

xy
c

c
xy

c

c
xyxy

xy
c

c
xy

c

c
xyxy

xW

2

3

2

1

3

1

21

2

3

2

1

3

1

21

2

3

2

1

3

1

21

′′−′′−′′′′

′−′−′′

−−

=

� 0��$ ��
��������� ��������� ������� �������� ��������

��$���	���� ��
�'* ��%* ��������, ������	������, �� 
	��� �%�, � ���%

�&������#� �������	 ��
����������, �.�. ( ) 0=xW .  ��
�$	 ���	&	�	. 

$��������. 5	$���$, ��� ���	&	��	� ���
�$	 �
����	����� ����,

��(� ����*���$�� %������ �������� &	����$���� � �%����� �	 ����
�	��

( )ba; . 

������� 2. 6��� �%����� ( ) ( ) ( )xyxyxy n,....,, 21 ����,��� �������

��&	����$'$� 
�(����$� %
	������ 0][ =yL , �� �
�����	� 0��*


�(���� ( )xW �� ��
	�	���� � �%�� �� � ����� ����� ����
�	�� ( )ba; . 
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�� �!���	
���� (�	� 3=n ). 3��%���$ �
�������. �%���

( ) 00 =xW , bxa << 0 . ����	��$ �����$% n %
	������: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) �

�

�
�

�

=′′+′′+′′
=′+′+′
=++

0

0

0

033022011

033022011

033022011

xycxycxyc

xycxycxyc

xycxycxyc

   (*) 

���
%��� &	$�����, ��� ��
��������� 0��� �����$' �	� 
	& � ����

�
�����	� ( )0xW . �� �
������)���, ( ) 00 =xW . 5�	���, �����$	 �$���

���%����� 
�(���� 0

11 cc = , 
0

22 cc = , 
0

33 cc = , #�� �� ��� ( )3,2,10 =ici


	��' �%�,. ����	��$ ����
� �	�%, ������%, ��$���	��, 
�(����

( )xy1 , ( )xy2 , ( )xy3 : 

( ) ( ) ( )xycxycxycy 3

0

32

0

21

0

1 ++=

"�������, ��� 0][ =yL , �	� �	� ( )xy1 , ( )xy2 , ( )xy3 ���� 
�(����. 

�����$	 (*) ���	&'�	��, ��� � ����� 0x 0�� 
�(���� ��
	�	���� � ����

�$���� �� ����$� �
��&����'$� �� ( ) ��n −−1 ��
���	 ���,��������. ��

��#�	 � ���% ���
�$' �%�������	��� � �������������� 
�(����, 
�(����

( ) ( ) ( )xycxycxycy 3

0

32

0

21

0

1 ++=   �������� �%���'$: 0≡y , �.�. �$���

$���� ��)������ ( ) ( ) ( ) 03

0

32

0

21

0

1 ≡++ xycxycxyc , � ����
�$ �� ��� 0

ic


	��' �%�,, 	 0�� �&�	�	��, ��� 
�(���� ( )xy1 , ( )xy2 , ( )xy3 �������

&	����$' � ����
�	�� ( )ba; ���
��� �
���������)���,. 

 ��
�$	 ���	&	�	. 

"	�������. �& ���
�$ 1 � 2 ����%��, ��� ��� ��#�, ����' n 
�(����

%
	������ 0][ =yL �'�� ������� ��&	����$'$� �	 ����
�	�� ( )ba; , 

����*���$� � ����	�����, ����' �* �
�����	� �� ��
	�	��� �' � ���� ��

� ����� ����� 0��#� ����
�	�	. 
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§ 3.4. �������� ��������� ��������������� �������� n-��

��	���. 

�	��$��
�$ �������� ����
����� %
	������ ��n − ��
���	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0...2

2

1

1 =⋅++⋅+⋅+ −− xyxpxyxpxyxpxy n

nnn
   (1) 

6#� $�)�� &	���	�� � ��$���, �������#� �����
����	����#�

���
	��
	 �	�: 

0][ =yL

������	����. �����%������ n 
�(���� �������#� ����
����#�

%
	������ ��n − ��
���	 (1), ��
����+��'* � ������� ��&	����$'* �

����
�	�� ( )ba; , �	&'�	���� ���������	
��� �����$�� 
�(����

%
	������ (1) � 0��$ ����
�	��. 

�& �'(� ��	&	���#� ����%��, ��� ��� ��#�, ����' �����$	 n 
�(����

�'�	 �%��	$���	�����, ����*���$� � ����	�����, ����' �
�����	� 0��*


�(���� �'� ������� �� �%�� *��� � ����� ����� ����
�	�	

���
�
'������ ��0���������� %
	������. "�������, ��� ��� 
�(����, 

�*������ � �%��	$���	���%, �����$%, ���%���'�. 

5�	��� n ������� ��&	����$'* 
�(����, �.�. �%��	$���	�����

�����$' 
�(����, �	+� ��&$�)����� ����
���� 
�(���� �������#�

����
����#� %
	������, ����
)	��� n �
��&�����'* ��������'*, �
��+$

0�� 
�(���� �%��� ����$ 
�(����. 

������� (� ��
%��%
� ����#� 
�(���� �������#� ����
����#�

%
	������ ��n − ��
���	). 

6��� ( )xy1 , ( )xy2 ,…, ( )xyn  - �%��	$���	���	� �����$	 
�(����

%
	������: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0...2

2

1

1 =⋅++⋅+⋅+ −− xyxpxyxpxyxpxy n

nnn
  (1) 

�� �'
	)����

( ) ( ) ( ) ( )xycxycxycxy nn+++= ....2211 ,   (*) 
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#�� nccc ,...,, 21  - �
��&�����'� ��������'� ����	, �	+� �	$ �����


�(���� %
	������ (1). 

)�������	
����. 

�
������
����
%�$ ������(���� (*) ( )1−n 
	&.  �#�	 ���%��$

�����$% n ������'* 	�#��
	������* %
	������, ������������

�
��&�����'* nccc ,...,, 21 : 

( ) ( ) ( ) ( )�
�

�

�
�

�

�

=+++

′=′++′+′
=+++

−−−− 111

22

1

1

2211

2211

...

...

...

...

1

nn

n

nn

nn

nn

yycycyc

yycycyc

yycycyc

n

"�
��������� 0��� �����$' �������� ��
���������$ �
�����#�

�����%������ ������� ��&	����$'* 
�(���� ( )xy1 , ( )xy2 ,…, ( )xyn . 

������	������, �� ������� �� �%��. 5�	���, �����$	 �$��� ������������


�(����, �
��+$, � ���% ��
��������, ��������, ��� 0�� 
�(���� – �����. 

§ 3.5. �������� ��������� ��������������� �������� n-��

��	��� � ���
�	����� ��"�������
���. 

�	 �
	����� �	��� ���
��	,��� ������'� ����
���'� %
	������

��n − ��
���	 � ��������'$� ��0��������	$�. �	��$��
�$ �	���

%
	������: 
( ) ( ) ( ) 0...2

2

1

1 =++++ −− yayayay n

nnn
   (1) 

#�� ��� ��0��������' ( )niai ,...,2,1= ������
'� ����������'�

�����	��'. .%��$ ���	�� 
�(���� 0��#� %
	������ � ����: 
xey λ=       (2) 

7�	 �����	����	 (&���� C∈λ , �.�. λ �
��	���)�� $��)����%

��$������'* �����) �	&'�	���� �����	������ 7���
	. 
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3����
����
%� �'
	)���� (2), ���%��$: ,, 2 xx eyey λλ λλ =′′=′ …, 

( ) xnn ey λλ= . �����	��$ �'
	)���� (2) � �	�����'� &�	�����

�
��&����'* ( )nyyy ,...,, ′′′ � %
	������ (1), ���%��$: 

( ) 0...2

2

1

1 =⋅++++ −− x

n

nnn eaaa λλλλ . 

8���, ��� 0≠xeλ
.  �#�	 �%���: 

0...2

2

1

1 =++++ −−
n

nnn aaa λλλ    (3) 

7�� %
	������ �	&'�	���� ������������������, ��
�� �#�

�	&'�	,��� ������������������� ���	��� �	���#� %
	������. 

� ���% �������� ������� ������ �	����� *	
	���
����������

%
	������ (3) �$��� n ��
��� (����������'* ��� ��$������'*). �

&	����$���� �� ���	 ��
��� *	
	���
���������#� %
	������ � %�+��$ �*

�
	������ $' ���%��$ 
	&����%, ��
%��%
% ����#� 
�(���� ��*����#�

%
	������ (1). �	��$��
�$ 0�� ��%�	�. 

3.5.1. �%)�� 1�)�'�!)�.��-!.'%/% ,)�"�!��# "!3!.�"!��& �
)�4+�-�&. 

��	�, ���%���$, ��� ��
�� *	
	���
���������#� %
	������ (3) 

nλλλ ,...,, 21 ����������' � 
	&����'. 

� ���% �����	����� 7���
	 �$ ����������%�� n �	���'* 
�(����

*	
	���
���������#� %
	������ x
ey 1

1

λ= , 
x

ey 2

2

λ= ,…, 
x

n
ney

λ= . 

���
%��� ���	&	��, ��� 0�� �	���'� 
�(���� ������� ��&	����$'. 

������	������, � ���% ���
�$' � ������� ������ ������� 	��������

����������� �������� 0][ =yL ���
%��� �	��� ���� 
�(���� ��*����#�

%
	������ (1): 

( ) x

n

xx necececxy
λλλ +++= ...21

21 , 

#�� nccc ,...,, 21  - �
��&�����'� ��������'�. 

������ 1. �	��� ���� 
�(���� %
	������ 09 =′−′′′ yy . 
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�������. "�������, ��� �	$ �	�� �������� ����
����� %
	������

�
����#� ��
���	 � ��������'$� ��0��������	$�. 

�����	����	 7���
	 xey λ= �	+� �	$: 
xey λλ=′ , 

xey λλ2=′′ , 

xey λλ3=′′′ . �����	��$ �'
	)���� ��� yyy ′′′,, � y ′′′ � ��*�����

%
	������. ���%��$: 

( ) 0909 33 =⋅−�=− xxx eee λλλ λλλλ . 

"��,�	 �$��$ �	��� *	
	���
���������� %
	������: 

093 =− λλ . 

6#� ��
�� 3,3,0 321 −=== λλλ . ����	��$ �%��	$���	���%,

�����$% 
�(����: 

xxx eyeyey 3

3

3

2

0

1 ,,1 −==== .

�
�$���� ���
�$% � ��
%��%
� ����#� 
�(���� �������#�

����
����#� %
	������, ���%��$ ����� 
�(���� ��*����#� %
	������ �

����: 
xx ececcy 3

3

3

21

−++= . 

������ 2. �	��� 
�(���� %
	������ 034 =+′−′′ yyy , 

%��������
�,��� %�	&	��'$ �	�	���'$ %������$: ,6| 0 ==xy 10| 0 =′ =xy

(�.�. 
�(�$ &	�	�% ��(� ��� �	���#� %
	������). 

�������. �����	����	 7���
	 �	+� �	$ *	
	���
����������

%
	������ 0342 =+− λλ . 6#� ��
�� 3,1 21 == λλ .  

1%��	$���	���	� �����$	 
�(����: 
xx eyey 3

21 , == . 

"���� 
�(���� �	���#� %
	������: xx ececy 3

21 += . 

����$ �	�	���'� %������. ��
��� %������ ,6| 0 ==xy �	+� �	$

621 =+ cc
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3����
����
%� �	�����%, �%����, y , ���%��$

xx ececy 3

21 3+=′ . ����'�	� ���
�� �	�	����� %������ 10| 0 =′ =xy , 

�%��$ �$���: 

103 21 =+ cc . 

 	��$ ��
	&�$, % �	� ���%���	�� �����$	: 

�
�
�

=+
=+

103

6

21

21

cc

cc

6+ 
�(���� 4,2 12 == cc . 

�����	���� �	�����'� &�	����� 1c � 2c � �	������� �����


�(����, ���%��$ �����	������ �	����� 
�(����, %��������
�,���

����	�����'$ �	�	���'$ %������$: 

xx eey 324 += . 

3.5.2. �%5�+!'.�&! '%)�� 1�)�'�!)�.��-!.'%/% ,)�"�!��#. 
�
�)�� ���#�, &	$���$, ��� ��*����� �������� ����
�����

%
	������ � ��������'$� ��0��������	$�  

( ) ( ) ( ) 0...2

2

1

1 =++++ −− yayayay n

nnn
,   (2) 


	��$	�
��	���� � �
������)����, ��� ( )niai ,...,2,1= ���� ����������'�

����	. ��0��$%, �
������)��, ��� *	
	���
���������� %
	������

0...2

2

1

1 =++++ −−
n

nnn ayayay , 

�$��� ��$������'� ��
�� bia +=λ , $' ���)�' �
����� �� ���$	���, 

��� ���
�)+���� ��$�������� ����� bia − �	�)� �������� ��
��$

�	���#� *	
	���
���������#� %
	������, �
��+$ ��� )� �
	������, ��� �

��
��� bia +=1λ  ($' 
	��$	�
��	�� 0�� �������������� �
� �&%�����

��$������'* �����). 
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��	�, ���%���$, ��� *	
	���
���������� %
	������ �$��� �	
%

�
���'* ��$������'* ���
�)+��'* ��
��� bia +=1λ � bia −=2λ . 

� ���% �����	����� 7���
	 �$ �%�%� ������������	�� �	���'�


�(���� ( )xbiaey +=1 � ( )xbiaey −=2 , 	 � �'
	)���� ��� ����#� 
�(����

y �%��� �
��%������	�� #
%��	 �& ��%* ��	#	�$'*: (���&�	��$ �+ %������

*y ), �.�.  

( ) ( ) =+= −+ xbiaxbia ececy 21

*

( ) ( ) =−++= bxibxecbxibxec axax sincossincos 21

( ) ( ) =−++= bxeccibxecc axax sincos 2121

bxecbxec axax sincos 21 += . 

� ���% ����	��'* �
���
	&��	��� ���
%��� &	$�����, ��� ����

�%����� ( )xbiaey +=1 � ( )xbiaey −=2 ����,��� �	���'$� 
�(����$�

��*����#� ����
����#� %
	������ 0][ =yL , �� � �%�����

bxey ax cos*

1 = � bxey ax sin*

2 = ������� ��&	����$' � �	�)� ����,���

�	���'$� 
�(����$� ��*����#� %
	������ 0][ =yL . �
���$	� 0�� ��

���$	���, ���%��� ��$������'� ��
�� *	
	���
���������#� %
	������

bia +=1λ � bia −=2λ , $' $�)�$ �
	&% )� ����	���� �$ �

������������ �	���'� 
�(���� bxey ax cos*

1 = � bxey ax sin*

2 = . 

������. �	��� ����� 
�(���� %
	������ 09 =+′′ yy . 

�������. �����	����	 7���
	 �	+� �	$ *	
	���
����������

%
	������ 092 =+λ , �#� ��
�� i31 =λ , i32 −=λ . 4	���'� 
�(����

xixey ix 3sin3cos3

1 +== , xixey ix 3sin3cos3

2 −== −
. �
���$	� ��

���$	��� ��	&	���� �'(�, � �	������ �	���'* 
�(���� $�)�$ �
�����

�%����� xy 3cos*

1 = , xy 3sin*

2 = . 
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����$�� ����� 
�(���� �$��� ���: 

xcxcy 3sin3cos 21 += . 

3.5.3. �+,-�2 ��+�-�# ')���&1 '%)�!2 1�)�'�!)�.��-!.'%/%
,)�"�!��#. 

�%��� 1λ ���� ��
��� *	
	���
���������#� %
	������ (3) �
	������

k , �.�. *	
	���
���������� %
	������ $�)�� �
����	���� � ����: 

( ) [ ] 0...1

101 =+++− −
−−−

kn

knknk
bbb λλλλ , 

�
���$ 0...1

10 ≠+++ −
−−−

kn

knkn bbb λλ . !�)�� ���	&	��, ���

[ ] 01 =xmexL
λ

, #�� 1,...,2,1,0 −= km , �.�. ������� ��&	����$'� �%�����

x
e 1λ

, 
x

xe 1λ
,…,

xk ex 11 λ− ��)� ����,��� 
�(����$� %
	������ 0][ =yL . 

����
(���� 	�	��#����, ���� *	
	���
���������� %
	������ �$���

��
�� bia ± �
	������ k , �� %
	������ 0][ =yL �$��� k2 �������

��&	����$'* �	���'* 
�(���� ���	: 

bxexbxxebxe axkaxax cos,...,cos,cos 1−
, 

bxexbxxebxe axkaxax sin,...,sin,sin 1−
. 

������. �	��� ����� 
�(���� %
	������

yyyyy IVVVI ′′+′′′−+− 4884 . 

�������. :	
	���
���������� %
	������
23456 4884 λλλλλ +−+− �$��� �	��� ��
��:  

ii −==+==== 1,1,0 654321 λλλλλλ , 

�$ ����������%�� �%��	$���	���	� �����$	 
�(���� ( ) 11 =xy , 

( ) xxy =2 , ( ) xexy x cos3 = , ( ) xxexy x cos4 = , ( ) xexy x sin5 = , 

( ) xxexy x sin6 = . 

"���� 
�(����: 

( ) xxecxecxxecxecxccxy xxxx sinsincoscos 654321 +++++=
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§ 3.6. �������� ����������� ��������������� �������	

n-�� ��	���. 

�	��$��
�$ �������� ������
����� �����
����	����� %
	������

��n − ��
���	: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfyxpyxpyxpy n

nnn =⋅++⋅+⋅+ −− ...2

2

1

1 , (1) 

#�� ( ) ( ) ( )xpxpxp n,...,, 21 � �
	�	� �	��� ( )xf ���� ���
�
'��'�

�%����� � ������
�$ ����
�	�� ( )ba; . � ��$���, �������#�

�����
����	����#� ���
	��
	 0�� %
	������ $�)�� &	���	�� �	�: 

( )xfyL =][      (1*) 

8���, ��� �������� ����
����� %
	������ ����������%,���

�	���$% ������
����$%, �	����: 

0][ =yL

3.6.1. ��),'�,)� %$3!/% )!0!��# +��!2�%/% �!%(�%)%(�%/%
(���!)!�*��+ �%/% ,)�"�!��#. 

�������. 6��� ( )xy  - ����� 
�(���� %
	������ 0][ =yL , 

����������%,��#� �	���$% ������
����$% %
	�����, ( )xfyL =][ , 	

( )xy*
 - �	����� 
�(���� ������
����#� %
	������ ( )xfyL =][ , �� �����


�(���� ������
����#� %
	������ �$��� ���: 

( ) ( ) ( )xyxyxY *+= . 

�� �!���	
����. �'(� �'�� ���	&	��, ��� �������� ����
�����

%
	������ 0][ =yL �$��� ����� 
�(����: 

( ) ( ) ( ) ( )xycxycxycxy nn+++= ...2211 , 

#�� ( ) ( ) ( )xyxyxy n,...,, 21  - �%��	$���	���	� �����$	 
�(���� %
	������

0][ =yL , 	 nccc ,...,, 21  - �
��&�����'� ��������'�, �.�. 0][ =yL ; �.�. 

( )xy*
 - �	����� 
�(���� %
	������ ( )xfyL =][ , ��: 
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( ) ( )xfxyL =][ *

� ��#�	 � ���% 
	��$��
���'* �'(� ������� �������#�

�����
����	����#� ���
	��
	 ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )[ ]+=+= xyLxyxyLxYL *

( )[ ] ( ) ( )xfxfxyL =+=+ 0*
, �.�. ( )[ ] ( )xfxYL = , 	 0�� � �&�	�	��, ���

( )xY �������� 
�(����$ %
	������ ( )xfyL =][ . 

3��	)�$ ����
�, ��� �
� �,�'* �	�	���'* %������* ( ) 00
| YxY xx == , 

( ) 00
| YxY xx

′=′ = , …, 
( ) ( ) ( )1

0

1

0
| −

=
− = n

xx

n YxY �& �'
	)����

( ) ( ) ( )xyxyxY *+= ��������'� nccc ,...,, 21 ��
�����,��� ����&�	���. 

3������������, �
� �	��'* �	�	���'* %������* �$��$ �	�%,

������%, ������
���%, 	�#��
	�����%, �����$% ��� ��
��������

nccc ,...,, 21 : 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )�
�

�

�
�

�

�

=++++

′=′+′++′+′
=++++

−−−−− 1

00

11

0

1

202

1

101

00202101

000202101

...

...........................................................

...

...

nnn

nn

nn

nn

nn

Yxfycycyc

Yxfycycyc

Yxfycycyc

, 

#�� ( )
0

|110 xxxyy == , ( )
0

|220 xxxyy == ,…, ( )
0

|0 xxnn xyy == , ( ),0xf

( ) ( ) ( )0

1

0 ,..., xfxf n−′  - &�	����� �%����� ( )xf � �+ �
��&������ � �����

( )bax ;0 ∈ . "�
��������� 0��� �����$' ���� ��
��������� �
�����#�

( )0xW �%��	$���	����� �����$' 
�(����, ����
'�, �	� �&������, �� �

����� ����� ����
�	�	 ( )ba; � ���� �� ��
	�	����, ������	������, 

��������'� nccc ,...,, 21 �& 0��� �����$' ��
�����,��� ����&�	��� �
�

%�	&	��'* �	�	���'* %������*. 

 ��
�$	 ���	&	�	. 
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���������. ���
%��� ���	&	��, ��� %
	������ [ ] ( ) ( )xfxfyL 21 +=

�$��� ����� 
�(����: 

( ) ( ) ( ) ( )xyxyxyxY *

2

*

1 ++= , 

#�� ( )xy  - ��-�
�)��$% ���� ����� 
�(���� %
	������ 0][ =yL , 	 ( )xy*

1

� ( )xy*

2  - �	���'� 
�(���� %
	������ [ ] ( )xfyL 1= � [ ] ( )xfyL 2=  - 

��������������. 

������. �	��� ����� 
�(���� %
	������ xxyy sin4 −=+′′ . 

�������. ��	�	�	 �	��+$ 
�(���� �������#� ����
����#�

%
	������ 04 =+′′ yy . 

�����	����	 7���
	 xey λ= �	+� *	
	���
���������� %
	������

042 =+λ . 6#� ��
�� i21 =λ � i22 −=λ . 

1%��	$���	���	� �����$	 
�(����: xy 2cos1 = , xy 2sin2 = . 

"���� 
�(����:  

( ) xcxcxy 2sin2cos 21 += . 

���
%��� %��������, ��� �%����� ( )
4

*

1

x
xy = �������� �	���'$


�(����$ %
	������ xyy =+′′ 4 , 	 �%����� ( ) xxy sin
3

1*

2 −= ��������

�	���'$ 
�(����$ %
	������ xyy sin4 −=+′′ . 

"��	+��� �	���	�� ����� 
�(���� ��*����#� %
	������

( ) ( ) ( ) ( )xyxyxyxy *

2

*

1 ++= , �.�. 

( ) x
x

xcxcxy sin
3

1

4
2sin2cos 21 −++= . 

5	$���$, ��� �	*�)����� �	���'* 
�(���� ��� �	���#� %
	������

�
����	����� ���
���%, �	$����������%, �
����$%. 
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3.6.2. �!�%( "�)��*�� �)%�4"%+ �&1 �%.�%#��&1 (5!�%( ��/)��6�). 
!���� �	
�	��� �
��&�����'* ��������'* ($���� 	#
	�)	) 

��&������ �	��� ����� 
�(���� �������#� ������
����#� %
	������, ����

�&������ ����� 
�(���� ����������%,��#� �������#� ����
����#�

%
	������. 

�������. "���� 
�(���� �������#� ������
����#� %
	������

( )xfyL =][ �	 ������
�$ ����
�	�� ( )ba; $�)�� �'�� �	����� �

��	�
	�%
	*, ���� �&������ ����� 
�(���� ����������%,��#� �������#�

%
	������ �	 ��$ )� ����
�	��. 

�� �!���	
����. 3��	)�$ ���
�$% ��� ��%�	� 2=n , �.�. ���

%
	������: 

( ) ( ) ( )xfyxpyxpy =⋅+′⋅+′′ 21 ,   (1) 

���, ��������������, 

( )xfyL =][ .     (1*) 

�%��� ( )xy1 � ( )xy2  - �%��	$���	���	� �����$	 
�(����

%
	������ 0][ =yL �	 ����
�	�� ( )ba; . 

6#� ����� 
�(����, �	� �&������: 

( ) ( ) ( )xycxycxy 2211 +=    (2) 

.%��$ ���	�� ����� 
�(���� %
	������ (1*) � ����: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xyxcxyxcxy 2211 ⋅+⋅= ,  (3) 

�.�. �
��	
��
%�$ �
��&�����'� ��������'� � ������(���� (2). 5	$���$, 

��� $' ��+ 0�� 
	��$	�
��	�� � #�.I, ����#
�
%� �������� ������
�����

%
	������ 1-#� ��
���	, �.�. � �	���� #�	�� �'�����$ ��������� $����	

�	
�	��� 	#
	�)	 ��� �������#� ������
����#� %
	������ �

��
�$���'$� ��0��������	$� �,��#� ��
���	. 
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� ������(���� (3) ( )xc1 , ( )xc2 �����)	� ��
�������,. �����
+$

�* �	��$ ��
	&�$, ����' ( )xy * �'�� �	���'$ 
�(����$ %
	������

( )xfyL =][ , �.�. ����' �'��: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )xfxyxcxyxcL =⋅+⋅ 2211 . 

�	��)�$ �	 �%����� ( )xc1 , ( )xc2 �#
	�������, �
��+$, ����'

���%���� ��� ��
�������� �%����� ( )xc1 , ( )xc2 ���
�����
����%,

�����$% %
	������ � ����' 0�	 �����$	, � ��$% )�, �$��	 �	������

�
����� ���. �	��+$: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xyxcxyxcxyxcxyxcxy 22112211

* ⋅′+⋅′+′⋅+′⋅=′
. 

� �	������ ��
��#� �#
	�������� �	 �%����� ( )xc1 , ( )xc2

���
��%�$ ����' �'��: 

( ) ( ) ( ) ( ) 02211 =⋅′+⋅′ xyxcxyxc     (4) 

 �#�	 ���%��$: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xyxcxyxcxy 2211

* ′⋅+′⋅=′

�
������
����
%�$ 0�� ������(����, ���%��$: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xyxcxyxcxyxcxyxcxy 22112211

* ′⋅′+′⋅′+′′⋅+′′⋅=″

�����	��$ ����
� ( ) ( )xyxy
′** , � ( )xy

″* � %
	������ ( )xfyL =][ . 

 �#�	, %���'�	�, ��� ( )[ ] 01 =xyL � ( )[ ] 02 =xyL , ���%��$ ���
��

%
	������ ��� ��
�������� �%����� ( )xc1 , ( )xc2 : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxyxcxyxc =′⋅′+′⋅′
2211    (5) 

��	�, �
���$	� �� ���$	��� ������(���� (4) � (5), �����	������

��� ��
�������� �%����� ( )xc1 , ( )xc2 ���%��$ �	�%, �����$%: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )�

�
�

=′⋅′+′⋅′
=⋅′+⋅′

xfxyxcxyxc

xyxcxyxc

2211

2211 0
   (6) 
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"�
��������� 0��� �����$' ���� ��
��������� �
�����#�

�%��	$���	����� �����$' 
�(���� ( )xy1 � ( )xy2 , 	 ��, �	� �&������, ��

� ����� ����� ����
�	�	 ( )ba; �� ��
	�	���� � ����. ������	������, 

�����$	 (6) �$��� ������������ 
�(����. 

�	�����'� �����	������ �'
	)���� ��� ( )xc1 , ( )xc2 ���	+���

�����	���� � ��*����� �'
	)���� ( )xy*
, ��
����+���� ������(����$ (3). 

������. �	��� ����� 
�(���� %
	������
x

yy
cos

1=+′′ , �
�$����

$���� �	
�	��� �
��&�����'* ��������'*. 

�������. �	��+$ ����� 
�(���� �������#� ����
����#�

%
	������, ����������%,��#� �	���$% %
	�����,: 

0=+′′ yy       (7) 

�����	����	 7���
	 xey λ= �	+� �	$ *	
	���
���������� %
	������

012 =+λ , ��
�� ����
�#� ii −== 21 ,λλ , 	 ����������%,��� �$

�	���'� 
�(����: 

( ) xixexy ix sincos1 +== , 

( ) xixexy ix sincos2 −== −
, 

��&����,�, �	� �'�� %�	&	�� 
	���, �&��� � �	������ �%��	$���	�����

�����$' 
�(���� %
	������ (7), �%�����: 

( ) xxy cos1 = , ( ) xxy sin2 = . 

"���� 
�(���� %
	������ (7), �	��$ ��
	&�$, �$��� ���: 

( ) xcxcxy sincos 21 += . 

�	
��
%� �
��&�����'� ��������'�, �%��$ ���	�� ����� 
�(����

��*����#� %
	������ � ����: 

( ) ( ) ( ) xxcxxcxy sincos 21

* += . 

"��%�	 ����%��: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) xxcxxcxxcxxcxy sincoscossin 2121

* ′+′++−=′
. 

����)�$ &���� ( ) ( ) 0sincos 21 =′+′ xxcxxc .  �#�	 �%���: 

( ) ( ) ( ) xxcxxcxy cossin 21

* +−=′
. 

�	��+$ �	���: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) xxcxxcxxcxxcxy cossinsincos 2121

* ′+′−−−=″
. 

�����	��$ ( ) ( )xyxy
′** , � ( )xy

″* � ��*����� %
	������, ��#�	

���%��$ �	�%, �����$%: 

( ) ( )

( ) ( ) ��

�
�

�

=′+′−

=′+′

x
xxcxxc

xxcxxc

cos

1
cossin

0sincos

21

21

,

���%�	 ����%��: 

( ) ( ) 111 cosln
cos

sin
cxxc

x

x
xc +=�−=′ , 

( ) ( ) 222 1 cxxcxc +=�=′ . 

"���� 
�(���� ��*����#� %
	������, ������	������, �$��� ���: 

( ) xxxxxcxcxy sincoslncossincos 21 +++= . 

§ 3.7. �������� ����������� ��������������� �������	

� ���
�	����� ��"�������
��� � ����� #��
��

������������ ����. 

�	��$��
�$ �������� ������
����� %
	������: 
( ) ( ) ( ) ( )xfyayayay n

nnn =++++ −− ...2

2

1

1 ,  (1) 

#�� ��0��������' ( )niai ,...,2,1= ���� ������
'� ��������'�, 	 �%�����

( )xf ���
�
'��	 �	 ����
�	�� ( )ba; , ���, ��
���, �	�: 

( )xfyL =][      (1*) 
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� ������
'* ��%�	�* �� ���% �%����� ( )xf %�	+��� ��������

�
���� �	��� �	����� 
�(���� �	���#� %
	������ (1). �	��$��
�$ �	���

��%�	�. 5	$���$, ��� �	��� %
	������ �	&'�	,� ���������� � ������

����
� ������	
���� ����. 

3.7.1. �)�"�# -�.� ,)�"�!��# ( )xfyL =][ �5!!� "�(

( ) ( ) x

m exPxf α⋅= . 

�	��$��
�$ %
	������: 

( ) x

m exPyL α⋅=][ ,    (1) 

#�� ( ) ,... 1

1

10 mm

mm

m bxbxbxbxP ++++= −
− ( )0≥m , �.�. ( )xPm  - 

$��#����� � ����������'$� ��� ��$������'$� ��0��������	$�, α  - 

������
	� �����	��	. !�)�� ��	&	����, ��� α �� �������� ��
��$

*	
	���
���������#� %
	������.  �#�	 �	����� 
�(���� ����%�� ���	�� �

����: 

( ) ( ) x

m exQxy α⋅=*
, 

#�� ( ) mm

mm

m qxqxqxqxQ ++++= −
−

1

1

10 ...  - $��#����� ������� m �

����
����+��'$� ��0��������	$�, ��� ��'��	��� ����
'* ����%��

�����	���� ( )xy* � ��*����� %
	������ � �
�
	����� &	��$

��0��������' �
� ����	���'* �������* x � �
	��� � ����� �	���


	������	 ( ) ( ) x

m exPxyL α⋅=][ *
. 

����� ���
	����� �	 xeα
 ( !0≠xeα

) ��0��������' mqqq ,...,, 21

��
�����,��� ����&�	���.  

!�)�� ��	&	����, ��� α �������� ��
��$ *	
	���
���������#�

%
	������ �
	������ k .  �#�	 �	����� 
�(���� ����%�� ���	�� � ����: 

( ) ( ) x

m

k exQxxy α⋅=*
. 
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��0��������' $��#�����	 ( )xQm ��
�����,��� � 0��$ ��%�	� �	�

)�, �	� � � ��
��$ ��%�	�. 

������ 1. "�
������� ��� �	����#� 
�(���� %
	������

( )533 −=+′+′′+′′′ − xeyyyy x
. 

�������. :	
	���
���������� %
	������ ����
����#� %
	������

033 =+′+′′+′′′ yyyy : ( ) 010133
323 =+⇔=+++ λλλλ . 6#� ��
��

1321 −=== λλλ . �
	�	� �	��� ��*����#� %
	������: 

( ) ( )51 −= ⋅− xexf x
, 

����� 1−=α ����	�	�� � ��
��$ �
����� �
	������ *	
	���
���������#�

%
	������ 1−=λ . ������	������, �	����� 
�(���� ����%�� ���	�� � ����: 

( ) ( )10

3* BxBexxy x +⋅= −
, 

#�� ��0��������' 0B � 1B �����)	� ��
�������,. 

3.7.2. �)�"�# -�.� ,)�"�!��# ( )xfyL =][ �5!!� "�( : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]xxPxxPexf mm

x ββα sincos 21 += . 

��	�, ���%���$, ��� %
	������ (1) �$��� ���: 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]xxPxxPeyL mm

x ββα sincos 21 += , 

#�� ( ) ( )xPm

1 � ( ) ( )xPm

2
 - &	�	��'� $��#�����' �� x ������� 
	���� ���

$���(�� m , �
��+$ *��� ���� �& ��* �$��� ������� m . 5	$���$, ��� ����

�& $��#������� $�)�� �$��� �������, 
	��%, �%�,, �.�. �'�� �
����

��������'$ �����$ ��� �'�� 
	��'$ ��)��������� �%�,. �
���
	&%�$

xβcos � xβsin �� ��
$%�	$ 7���
	

2
cos

xixi ee
x

ββ

β
−+= , 

i

ee
x

xixi

2
sin

ββ

β
−−= . 
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�
���
	&%� �
	�%, �	��� ��*����#� %
	������ � ���%

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xi

m

xi

m exPexPxf βαβα −+ ⋅+⋅= 21 ~~
, #�� ( ) ( )xPm

1~
� ( )( )xPm

2~
 - 

$��#�����' �� x ������� m . 

5���� �	�)� $�#%� �
����	������ ��	 ��%�	�. 

1. βα i+  - ��
��� *	
	���
���������#� %
	������ �
	������ k , 

��#�	 �	����� 
�(���� ����%�� ���	�� � ����: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]xxQxxQexxy mm

xk ββα sincos 21* += , 

#�� ( ) ( )xQm

1 � ( ) ( )xQm

2
 - $��#�����' ������� m , ��0��������' ����
'*

�����)	� ��
�������,. 

2. βα i−  - ��
��� *	
	���
���������#� %
	������ �
	������ k , 

��#�	 �	����� 
�(���� ����%�� ���	�� � ����: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]xxQxxQexxy mm

xk ββα sincos 21* += , 

#�� ( ) ( )xQm

1 � ( ) ( )xQm

2
 - ��-�
�)��$% ���� $��#�����' ������� m �

����
����+��'$� ��0��������	$�. 

������ 1. �	��� ��� �	����#� 
�(���� %
	������

xxeyyy x cos22 ⋅⋅=+′+′′ −
. 

�������. "���
����� %
	������ 022 =+′+′′ yyy ; �#�

*	
	���
���������� %
	������ 0222 =++ λλ �$��� ��
�� i−−= 11λ , 

i+−= 12λ . "�
�����$ ��� �	����#� 
�(����. 4���� ii +−=+ 1βα
����	�	�� � �
���'$ ��
��$ *	
	���
���������#� %
	������. 

������	������, �	����� 
�(���� ����%�� ���	�� � ����:  

( ) ( ) ( )[ ]xBxAxBxAxexy x sincos 2221

* +++= −
. 

������ 2. ��(��� &	�	�% ��(�: 0222 2 =+′+′′+′′′ − xeyyy , 

2| 0 ==xy ; 1| 0 =′ =xy ; 1| 0 =′′ =xy . 



72

�������. 5	��(�$ ��*����� %
	������ �	�: 

xeyyy 2222 −−=′+′′+′′′ . 

�	��+$ ����� 
�(���� �������#� ����
����#� %
	������

022 =′+′′+′′′ yyy . �����	����	 7���
	 xey λ= �	+� �	$

*	
	���
���������� %
	������ 02 23 =++ λλλ . 6#� ��
�� 01 =λ , 

132 −== λλ . 

1%��	$���	���	� �����$	 
�(����: ( ) 10

1 == xexy , ( ) xexy −=2 , 

( ) xxexy −=3 . 

��	�, ����� 
�(���� �������#� ����
����#� %
	������: 

( ) xx xececcxy −− ++= 321 . 

��� �	����#� 
�(����: 

( ) xAexy 2* −= , 

��#�	: 

( ) xAexy 2* 2 −−=′
, ( ) xAexy 2* 4 −=″

, ( ) xAexy 2* 8
' −−=″

. 

�����	���� �	�����'� &�	����� ( ) ( ) ( )xyxyxy
″′ *** ,, � ( )xy

'*″ �

��*����� %
	������, ���%��$: 

xxxx AeAeAeAe 2222 2288 −−−− −=−+− . 

"��%�	 ����%��: 1=A . 

��	�, ����$�� �	����� 
�(���� xey 2* −= . 

"���� 
�(���� �	���#� %
	������: 

( ) ( ) ( ) xxx exececcxyxyxy 2

321

* −−− +++=+= . 

�	��+$ ����
� 
�(���� &	�	�� ��(�, �.�. �	��+$ �	����� 
�(����, 

%��������
�,��� ����	�����'$ �	�	���'$ %������$. 

212| 210 =++�== ccy x
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( ) ( ) xxxxxxx exececcexecececxy 2

323

2

332 22 −−−−−−− −−−=−−+−=′

121| 230 =−−�=′ = ccy x

( ) ( ) =++−−=′′ −−−− xxxx execececcxy 2

3332 4

( ) xxx exececc 2

332 42 −−− ++−=

1421| 320 =+−�=′′ = ccy x

�$��$ �����$%:  

4,3,0

32

3

1

123

32

23

21

=−==�
�
�

�
�

�

−=−
=−
=+

ccc

cc

cc

cc

"����	������ �$��$: 

4	����� 
�(����, %��������
�,��� ����	�����'$ �	�	���'$

%������$ �	����: 

xx eey 234 −− +−=

§ 3.8. $��� ���� 
���� �������� ���������������

�������� � ������������ ������#����� ����%����. 

B m

�%��� #
%& $	��' m ��)�� �	 ���������, �
��+$ �� $�)��

��
�$��	���� ����� �� �
�$�� �
	�������� �� ���'�'�	� ���' �
����

(�.�. ����� �
���� $' �
����
�#	�$). � �	�	���'� $�$��� �
�$��� (�

�����) #
%& &	��$	�� �����
��	���� ����)����, �.�. �
%)��	, 

�
��
���+��	� � #
%&% � &	�
���+��	� � ������
�� ����� B , %��
)��	��

#
%& � 0��$ ����)���� � ��������� ����� (
��.8.) ���)�$ � #
%&�$ ��� x0 , 
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�&�� �+ �	�	�� (����% 0) � ����
� $	�� #
%&	, ��#�	 ���� �	*������ �

��������� �����, � �	�
	��� �+ ����� �� ����� ��
�$������ #
%&	 �	�, �	�

%�	&	�� �	 
��%��� 9. 

B m

x

kx−

x

( )1 ( )2

I. �'����$ #
%& �& ����)���� 
	�������� � �
������)�$, ��� �	

#
%& �%��� ��������	�� �	� �	&'�	�$	� ���������	������� ���	, 

�
���
����	���	� ���������, �� ��*����#� ����)���� 
	��������. 

"��&�	��$ �����	�	����	,�%, ���% kx− , #�� k  - ������
	�

����)������	� ��������	� (�	 
��%��� ���
�� ( )1 ���&�	���� ��*�����

����)���� #
%&	, 	 ���
�� ( )2  - ����)���� #
%&	 ����� �$������, �
��+$

( )kx− ���&�	���	 �����	�	����	,�	� ���	, �$�,�	� �	�
	������, 

�
���������)��� �$�����, x ). 

�	 �����	��� ���
�#� &	���	 ��,���	 $' $�)�$ �	���	��:  

kxxm −=�� , 

���%�	 ����%��: 

02 =+ xwx�� ,     (1) 

#�� ���&�	���� 2w
m

k = . 

���
%��� ������, ��� %
	������ ( )1  - �������� ����
�����

%
	������ 2-#� ��
���	 � ��������'$� ��0��������	$�. �����	����	

7���
	 ( ) tetx λ= , ( ) tetx λλ=′ , ( ) tetx λλ2=′′′ �	+� �	$

*	
	���
���������� %
	������ 022 =+ wλ , ��
�� ����
�#� iw=1λ , 
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iw−=2λ , ��� �
������ �	� � �	��� �%��	$���	����� �����$� 
�(����

( ) ( ) wttxwttx cos,sin 21 == . 

 	��$ ��
	&�$, $' $�)�$ �	���	�� ����� 
�(���� %
	������ (1): 

( ) wtAwtAtx cossin 21 +=     (2) 

�
���
	&%�$ �
	�%, �	��� %
	������ (2): 

( )
	
	




�

�
�



�

+
+

+
+= wt

AA

A
wt

AA

A
AAtx cossin

2

2

2

1

2

2

2

2

1

12

2

2

1 , 

$�)�� ���&�	���� 02

2

2

1

1 cosϕ=
+ AA

A
, 02

2

2

1

2 sinϕ=
+ AA

A
, �.�. 

1cossin1 0

2

0

2

2

2

2

2

1

2

2

2

2

2

1

1 =+�=
	
	




�

�
�



�

+
+

	
	




�

�
�



�

+
ϕϕ

AA

A

AA

A
, ���

��������, 	 ��#�	 ����� 
�(���� %
	������ (2) $�)�� &	���	�� �	�: 

( ) ( )0sin ϕ+= wtAtx      (3) 

5	��� ���)���� $	��
�	����� �����, ��
��+����'� ������(����$

(3), �
����	����� �& ���� ��
���������� �����	������� ���)����; ���

�	&'�	���� �������������� ��	��������. �
�$�)%��� �
�$��� T , 

%��������
�,��� %�����, π2=wT , �	&'�	���� �������� ��	������; 

�.�. ��� #	
$��������* �����	���, &	�	��'* ������(����$ (3) ��
���

�����	���: 

w
T

π2= . 

*������� ��	������ �	&'�	���� ����� �����	��� $	��
�	�����

����� &	 �
�$�)%��� �
�$��� 
	��'� π2 . � �	���$ ��%�	� �	����	

�����	��� 
	��	 w . ��������	� A �	�� �	$ �������% �	�����(�#�

���������� $	��
�	����� ����� �� ����)���� 
	�������� � �	&'�	����

���	����� �����	���; ��������	� 0ϕ  - �	&'�	���� ����	
��� �����. 
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x

( )tx

A

T
w

0ϕ−

w

0ϕπ −

w

02 ϕπ −

5	$���$, ��� �	����	 �����	��� w � ��
��� �����	��� �� &	����� ��

�	�	���'* %������ ���)����; ��� ��
�����,��� ������ �	
	$��
	$�

������,����� �����$' � �	&'�	,��� ����������� �������� � ��������

��	������ �����$'. �$����%�	 )� �����	��� A � �	�	���	� �	&	 0ϕ , 

�	���
��, &	����� �� �	�	���'* %������ ���)����. 

II. 3��%���$ ����
�, ��� 
	��$	�
��	�$'� #
%& $	��' m   

��
�$��	���� � ��&��� �
��� � �
� ���)���� ���'�'�	�� �� ������

���
��������� �����	�	����	,��� ���' �
%)��', �� � ���%

���
���������, �
���
����	���%, ���
���� ���)���� x� , �.�. 

xkF���� 12= , #�� 01 >k . 

� ���% ��#� )� 2-#� &	���	 ��,���	 $' $�)�$ �	���	��: 

xkkxxm ���
12−−= , 

���, %���'�	� 
	��� ����	��'� ���&�	�����, ���%��$ �	��� %
	������

���)���� �	(�#� #
%&	 $	��' m : 

02 2

1 =++ wkx λ��     (4) 

:	
	���
���������� %
	������ �$��� ���: 02 2

1

2 =++ wk λλ . 

6#� ��
��: 
22

111 wkk −+−=λ , 
22

112 wkk −−−=λ . 
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6��� �����
����� �'
	)���� ��
��	������ (��� �$��� $����, ����

���
��������� �
��' ����	����� ������), �� �%��$ �$��� �	��� ��
��

*	
	���
���������#� %
	������: 

2

1

2

12,1 kwik −±−=λ . 

1%��	$���	���	� �����$	 
�(���� �$��� ���: 

( ) 2

1

2

1 sin1 kwetx
tk −= −

, ( ) 2

1

2

2 cos1 kwetx
tk −= −

. 

"���� 
�(���� %
	������ (4) �%��� �'#������ �	�: 

( ) [ ]tkwAtkwAetx
tk 2

1

2

2

2

1

2

1 cossin1 −+−= −
,  (5) 

#�� 1A � 2A  - �
��&�����'� ��������'�. "��&�	�	� AAA =+ 2

2

2

1 , 

&	��(�$ 
�(���� (3) � ����: 

( ) ( )α+⋅= −
tweAtx

tk

1sin1     (6) 

5���� �
��&�����'� ��������'� A � α ��
�����,��� � ��$���,

�	�	���'* %������. � 0��$ ��%�	� �������'� �����	��� �%�%�

�
����	����� ����, &	�%*	,��� �����	��� � 	$����%��� tk
eA 1−⋅ , 

&	������� �� t  (�.�. 01 >k , �� ����, ��� 01 →
+∞→

−

t

tk
e ). "�$���$, ��� �

�	���$ ��%�	� �	����	 �����	��� 2

1

2

1 kww −= $���(� �	����'

�����	���, ����������%,��� ��%�	, 01 =k , �� ��-�
�)��$%

��
��������� �	$�� ������,����� �����$�� � �� &	����� �� �	�	���'*

%������ ���)���� (���������	� �	����	). ��
��� �����	���
1

2

w
T

π=

�	�)� �� &	����� �� �	�	���'* %������ ���)����. 

���
%��� 
	��$��
��� � ��%�	�, ��#�	 022

1 >− wk ; ��
��

*	
	���
���������#� %
	������ ������������'; ���)���� �
� 0��$ �����
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����
���������� *	
	���
, �
���$ ( ) 0→
+∞→t

tx .  ���� �	� )� ( ) 0→
+∞→t

tx , 

���� 022 =− wk . 

���
%��� �	
����	�� #
	��� &	�%*	,��* �����	���, 

����������%,��* %
	�����, (6): 

III. �	��$��
�$ ����
� ��%�	�, ��#�	 ���
��������� �
��'

���%����%��, �� �	 �	( #
%& ������%�� ���(��� ��
��������	�

��&$%�	,�	� ���	 ( ) tatf µsin= . � 0��$ ��%�	� %
	������ ���)����

�
���$	�� ���: 

( ) tatxwx µsin2 =+��     (7) 

7�� ���� �������� ������
����� %
	������ ���
�#� ��
���	 . 

"���� 
�(���� %
	������ (1) �'�� �	����� � I � ��
�������

������(����$ (3): 

( ) ( )α+= wtAtx sin . 

�	���$ ����
� �	����� 
�(���� ( )tx %
	������ (7). 

1. ��	�	�� �
������)�$, ��� �	����	 µ ���(��� ��
����������

��&$%�	,��� ���' ������	 �� ����������� �	����' �����	��� w .  	�

�	� � 0��$ ��%�	� iµ �� �������� ��
��$ *	
	���
���������#� %
	������: 

022 =+ wλ , 

��, �	����� 
�(���� %
	������ (6) ����%�� ���	�� � ����: 
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( ) tctctx µµ cossin 21 += . 

3����
����
%� ( )tx ��	)�' � �����	���� � %
	������ (7), �	��+$

�'
	)���� ��� ��0���������� 1c � 2c . � ���#� �	����� 
�(���� ( )tx

%
	������ (5) �
�$�� ���: 

( ) t
w

tx µ
µ

α
sin

22 −
= , 

	 ����� 
�(���� %
	������ (7) $�)�� &	���	�� �	�: 

( ) ( ) ( ) ( ) t
w

a
wtAtxtXtx µ

µ
ϕ sinsin

220 −
++=+=  (8) 

�& ������(���� (8) ����%��, ��� ���� �	����	 µ ���(���

��&$%�	,��� ���' ���&�	 � ����������� �	����� �����	��� �
%)��', ��


	&����� 22 µ−w ���&�	 � �%�, � 	$����%�	 �����	��� 
�&�� ��&
	��+�. 

6��� )� w=µ , �.�. �	����	 ���(��� ��&$%�	,��� ���' ����	�	�� �

����������� �	������ �����	��� �
%)��' w , �� ������(���� (8) ��
���

�$'��, �.�. ��
$%�	 (8) ���
�$���$	. 

2. � ��������$ ��%�	�, ���� wii =µ �������� ��
��$

*	
	���
���������#� %
	������ 022 =+ wλ , �� �	����� 
�(����

%
	������ (7) ����%�� ���	�� � ����: 

( ) ( )tctcttx µµ cossin 21 += . 

�����	���� ( )tx �
( )
2

2

dt

txd
� %
	������ (7) � %���'�	�, ��� w=µ , 

����� �����)�'* �
���
	&��	���, ���%��$ �	����� 
�(���� ( )tx � �	��$

����: 

( ) wt
w

at
tx cos

2
−= . 

������	������, ����� 
�(���� %
	������ (5) �%��� �$��� ���: 
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( ) ( ) ( ) ( ) wt
w

at
wtAtxtXtx cos

2
sin 0 ++=+= ϕ   (9) 

�	����� $��)����� t �� ���
�$ ��	#	�$�$ �
	��� �	��� %�	&'�	��

�	 ��, ��� 	$����%�	 �����	��� � �������$ �
�$��� ���#
	�������#�

��&
	��	��. �
����+$ #
	��� �%����� ( ) wt
w

at
tx cos

2
1 = ��� ��%�	�

1,2 == wa  (�.�. &	�����
%�$ �
��&�����'$ ��
	&�$ �����	��' a � w , 

��� �� ���	)	�� �%�� ���	). 

� 0��$ ��%�	� #���
��, ��� �$��� $���� ��������. 

�'���: �������� ��� ��	�����	
��� ���#���� �������� � ���

�	���, ��	� ����������� ������� ��	������ w ��������� � �������� µ
������� ��	�. 
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�+�"� 4.  
��.�!5& %$&'�%"!��&1 (���!)!�*��+ �&1

,)�"�!��2. 

§4.1. &��
��� ��������������� �������� n -�� ��	���. 

�������� ���	
�	. 

�	��$��
�$ �	�%, �����$% %
	������: 

( )

( )

( )�
�
�
�

�

��
�
�

�

�

=

=

=

nn

n

n

n

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

,...,,,

....................................

,...,,,

,...,,,

21

212

2

211

1

    (1) 

5���� x  - ��&	����$	� ��
�$���	�, ( ) ( ) ( )xyxyxy n,...,, 21  - ����$'�

�%�����. 7�� �����$	 �	&'�	���� �������� ������������

�����������	
��� �������� n -�� �������, ���������� � �����	
���

�����  ���. ��(����$ 0��� �����$' �	&'�	���� ������ ����������


������ ( ) ( ) ( )xyxyxy nn ϕϕϕ === ,...,, 2211 , ���������� ���

�������� ������� (1) � ��#������.  

"����	� 
	��$��
���'� �'(� �������, �%��$ #���
���, ���


�(���� �����$' �����
����	���'* %
	������ ( ) ( ),..., 2211 xyxy ϕϕ ==

( )xy nn ϕ=..., �
����	����� ����, �������	
�� ����� � ( )1+n $�
��$

�
���
	����� ��
�$���'* nyyyx ,...,,, 21 . 

������ #��� ��� �����$' ���	 (1) ��
$%��
%���� �	�: 

�	��� 
�(���� �����$' (1), %��������
�,��� �	�	���'$ %������$: 

( ) ( ) ( ) 0202101 000
|,...,|,| nxxnxxxx yxyyxyyxy === === . 
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� #��$��
������� ����� &
���� 
�(���� &	�	�� ��(� &	��,�	���� �

��'��	��� �
����, �
�*������ ��
�& ����% ( )020100 ,...,,, nyyyx ( )1+n  - 

$�
��#� �
���
	����	. 

���
$%��
%�$ ����
� ��& ���	&	�������	 ���
�$%, �	,�%,

����	����'� %������ �%�������	��� � �������������� 
�(���� &	�	��

��(� ��� �����$' ���	 (1). 

�������. 6��� � ������
�� ���	��� D ( )1+n -$�
��#� �
���
	����	

�%����� ( )nyyyxf ,...,,, 211 , ( )nyyyxf ,...,,, 212 , …, ( )nn yyyxf ,...,,, 21

���
�
'��' � �$�,� ���
�
'��'� �	���'� �
��&����'� ,...,
21 dy

f

dy

f ii ∂∂

( )ni
dy

f

n

i ,...,2,1,..., =
∂

, �� ��� �,��� ����� ( )020100 ,...,,, nyyyx ���	��� D

�%�����%�� � �
���$ ������������ 
�(���� ( ) ( ),..., 2211 xyxy ϕϕ ==

( )xy nn ϕ=..., �����$' (1), ��
����+���� � ������
�� ��
�������� �����

0x � %��������
�,��� �	�	���'$ %������$ ( ) ,| 101 0
yxy xx ==

( ) ( ) 0202 00
|,...,| nxxnxx yxyyxy == == .

�����%������ n �%�����, &	������* �� n �
��&�����'*

��������'* :,...,, 21 nccc ( )ncccxy ,...,,, 2111 ϕ= , ( )ncccxy ,...,,, 2122 ϕ= , 

…, ( )nnn cccxy ,...,,, 21ϕ= �%��$ �	&'�	�� ����� �������� �����$' (1) 

� ������
�� ( )1+n -$�
��� ���	���, ���� �
� �,�'* �����
��	��'*

&�	�����* nccc ,...,, 21 0�� �%����� ����,��� 
�(����$ �����$' � �
�

�,�'* ���%���$'* �	�	���'* %������*, &�	����� :,...,, 21 nccc

��
�����,��� ����&�	���. 

��(����, ���%�	,����� �& ����#� �
� ����
���'* &�	�����*

��������'* nccc ,...,, 21 , �	&'�	���� ������� �������� ������� (1). 
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§4.2. '�����#����	 ��
���
���	 ��������� ���
���

��������������� ��������. 

�	��$��
�$ �����$% �����
����	���'* %
	������: 

( )

( )

( )�
�
�

�

�
�
�

�

�

=

=

=

zyxtf
dt

dz

zyxtf
dt

dy

zyxtf
dt

dx

,,,

,,,

,,,

3

2

1

     (1) 

3��%���$, ��� ��&	����$	� ��
�$���	� t �$��� �
����� ��&�������

�$'�� – �
�$�, 	 ����$'� �%����� ( ) ( ) ( )tztytx ,, �	,� �	$ ���
���	�'

������
�� ���)%����� �����. "�������, ��� �����$	 (1) � �,��� $�$���

�
�$��� �	+� �	$ &�	����� �
������ ���
���� ���)%����� �����

( )zyxM ,, �	 ���
���	���� ���, 	 
�(���� �����$' (1): 

( )
( )
( )��

�
�

�

=
=
=

tzz

tyy

txx

, 

$�)�� 
	��$	�
��	�� �	� �	
	$��
������� %
	������ �
	����
��, ��

����
�� ��
�$��	���� ����	 M � ���% �����$' (1). 

��(��� &	�	�% ��(� ��� �����$' (1) � �	�	���'$� %������$�: 

( ) ,| 00
xtx tt == ( ) ( ) 00 00

|,| ztzyty tttt == == , ��������, � $�*	�������� �����

&
����, �&�	�	�� �	��� �	
	$��
������� %
	������ �
	����
��, �� ����
��

��
�$��	���� ����	 M , ���� � $�$��� �
�$��� 0tt = ��	 �%���

�	*������� � ����� ( )0000 ,, zyxM . 6��� �����$	 (1) ��$'����	���� �	��$

��
	&�$, �� ��	 �	&'�	���� ������������ ��������, �+ 
�(���� – 

���)����$, 	 �
���
	����� ��
�$���'* zyx ,, �	&'�	���� �������

�������������, 	 � ��%�	� ��%* ��
�$���'* – ������� �	������
�. 
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6��� �
	�'� �	��� �����$' (1) �� &	����� �� �
�$���, �.�. 

( )zyxff ,,11 = , ( )zyxff ,,22 = , ( )zyxff ,,33 = , �� ����������%,���

���)���� �	&'�	���� ������������� ��� ������������, 	 �	$	 �����$	

(1) – ��	����	
���. � ���	���, #�� �'������' %������ �������

������������ � �������������� �������, ��
�& �	)�%, ����% 0M �&

0��� ���	��� �%��� �
�*����� ������ ���	 �
	����
��. �
�$�
�$

��	����	
��#� ���)���� $�)�� ��%)��� ���)���� �	���� )������� �


%��� 
��� �	 ������(�$ �
�$�)%��� �
�$��� �
� ��������� ��#���. 

6��� ���)���� ����	����	
���, �� ���� ���
����� �&$������� �� �
�$���

� 
	&����'� �
	����
�� $�#%� ��
����	����. 

§4.3 &������� ���
��� ��������������� �������� �

������ ���������������� �������� ���(��� ��	���. 

"���$ �& $������ ����#
�
��	��� ��
$	����� �����$'

�����
����	���'* %
	������ �������� �������� �+ � ����#
�
��	��,

����#� �����
����	����#� %
	������ �'�(�#� ��
���	. ���	)�$, ��� �
�

�'�������� ������
'* %������, ����	� ��
$	���	� �����$	

�����
����	���'* %
	������ ��
��#� ��
���	, 0����	�����	 ������
�$%

�����
����	����$% %
	�����, n -#� ��
���	. �
����+$ 
	��%)����� ���

�����$' �
+* %
	������. 

( )

( )

( )�
�
�

�

�
�
�

�

�

=

=

=

3213

3

3212

2

3211

1

,,,

,,,

,,,

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

    (2) 

�
������
����
%�$ �� x ���%, � �
	�%, �	��� ��
��#� %
	������: 

=⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

+
∂
∂

=
dx

dy

y

f

dx

dy

y

f

dx

dy

y

f

x

f

dx

yd 3

3

12

2

11

1

11

2

1

2
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( ) ( )+⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

+
∂
∂

= 3212

2

1

3211

1

11 ,,,,,, yyyxf
y

f
yyyxf

y

f

x

f

( )3213

3

1 ,,, yyyxf
y

f
⋅

∂
∂

+

���
%��� &	$�����, ��� � �
	��� �	��� �$����
x

y

x

y

∂
∂

∂
∂ 21 , �

x

y

∂
∂ 3 $'

�����	���� �%����� ( )3211 ,,, yyyxf , ( )3212 ,,, yyyxf � ( )3213 ,,, yyyxf

� ���% �	���� �����$' �����
����	���'* %
	������ (2). 

� �
	��� �	��� ���%���(�#��� ������(���� ����� ������
	�

�%����� ��
�$���'* 321 ,,, yyyx . "��&�	��$ �+ ��
�& ( )321 ,,,
~

yyyxf , 

�.�. �$��$: 

( )32122

1

2

,,,
~

yyyxf
dx

yd
= . 

�
������
����
%�$ ��������� ������(���� ��+ 
	& �������� �� x

� �'�����$ 	�	��#���'� �
���
	&��	���, ��#�	 ���%��$: 

( )32133

1

3

,,,
~

yyyxf
dx

yd
= . 

 	��$ ��
	&�$ $�)�� ����	���� �����$% %
	������: 

( )

( )

( )�
�
�

�

�
�
�

�

�

=

=

=

3213

1

3

3212

1

2

3211

1

,,,
~

,,,
~

,,,

yyyxf
dx

yd

yyyxf
dx

yd

yyyxf
dx

dy

    (3) 

�& ��
�'* ��%* %
	������, ������ #���
�, $�)�� �'
	&��� 2y � 3y

��
�&
2

1

2

1 ,,,
dx

yd

dx

dy
yx . �����	���� �	�����'� &�	����� 2y � 3y � �
����

%
	������ �����$' (3), $' � ���%��$ �����
����	����� %
	������
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������������ �%����� ( )xy1 , ����
�� ���	+��� �
�����#
�
��	�� � �	���

&	��$ �%����� ( )xy2 � ( )xy3 . 

���������. 5	$���$, ��� ���� ����$	� �%����� &	����� �� �
�$���, 

�.�. ( )txx = , �� �+ �
��&����%, �� �
�$��� �
����� ���&�	�	�� ������, 

��� ��&������ ���	�� ����� ��$�	���'� &	����. 

������. ��(��� �����$% $�����$ ����,�����. 

�
�

�
�

�

++−=
−−=
++−=

zyxz

zyxy

zyxx

33

232

32

�
�
�

�������. ��&�$+$ ��
��� %
	������ �����$' zyxx 32 ++−=� �

�
������
����
%�$ �#� �������� zyxx ����� 32 ++−= . �����	��$ � �
	�%,

�	��� 0��#� %
	������ &�	����� zyx ��� ,, �& �����$' (�
	�'� �	���). 

���%��$: 

( ) ( ) ( ) zyxzyxzyxzyxx 22333232232 ++=++−+−−+++−−=��

�$��$ �	�%, �����$% ��� �	*�)����� y � z : 

�
�
�

++=
++−=

zyxx

zyxx

22

32

��
�

��
���(�$ 0�% �����$% ��+ 
	&, ����	��� ����$'� �%����� ( )ty �

( )tz � ���%, �	��� �����$'. ���%��$: 

�
�
�

−=+
+=+

xxzy

xxzy

22

32

��
�

��(�$ 0�% 	�#��
	�����%, �����$%, ��#�	 �%���: 

( )
( ) �

�
�

−−=
++−=
xxxtz

xxxty

52

823

���
���

"��,�	 xxxz ������ 52 −−= . 
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�����	��$ �	�����'� ( ) ( )tzty , � ( )tz� � ��������� %
	������

�����$'; ��#�	 ���%��$ ���� �����
����	����� %
	������, ����
�$%

0����	�����	 �	��	� �����$	: 

044 =−−+ xxxx ������
����#
�
%� �#�, �%��$ �$���: 

( ) ttt ececectx 2

3

2

21

−− ++=

�	*��� ( )tx� � ( )tx�� , � �����	���� �* � �	�����'� �'(� �'
	)����

��� ( )ty � ( )tz ���%��$: 

( ) tt ececty 2

31 83 −− += , ( ) ttt ececectz 2

2

2

21 52 −− ++−=

�����: ����� 
�(���� �	���� �����$': 

( )
( )
( ) �

�

�
�

�

++−=

+=

++=

−−

−−

−−

ttt

tt

ttt

ececectz

ececty

ececectx

2

2

2

21

2

31

2

3

2

21

52
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������. �	��� ����� 
�(���� �����$': 

�
�
�

+=
+=

yxy

yxx

34

2

�
�

$�����$ ����,�����, � 
�(��� ��� 0��� �����$' &	�	�% ��(�, 	 �$����: 

�	��� �	����� 
�(����, %��������
�,��� ����%,��$ �	�	���'$

%������$: ( ) 3| 0 ==ttx , ( ) 2| 0 ==tty . 

�������. �'
	&�$ y �* ��
��#� %
	������: 

xxy
2

1

2

1 −= �      (*) 

�
������
����
%�$ �	�����'� y : 
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�����	��$ y � y� �� ���
�� %
	������ �	���� �����$'

xxxxx
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3
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2

1 −+=− ���� , �$��$: 054 =−− xxx ��� . 

���%��$ �������� ����
����� %
	������ ���
�#� ��
���	 �

��������'$� ��0��������	$�. �����	����	 7���
	 tex λ= �	+� �	$

*	
	���
���������� %
	������ 0542 =−− λλ . 

6#� ��
��: 51 =λ , 12 −=λ . 

�$��$ �	�%, �%��	$���	���%, �����$% 
�(����: 

( ) ( ) tt etxetx −== 2

5

1 ,

"���� 
�(����: 

( ) tt ecectx −+= 2

5

1

3�� �	*�)����� ( )ty ����	����� �����	���� �	�����'� &�	�����

( )tx � ( ) tt ecectx −−= 2

5

15� � �'
	)���� ��� y &	�����
��	����

������(����$ (*).  �#�	 ���%��$: 
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1
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��	�, ����� 
�(���� �	���� �����$' ��%* �����
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%
	������ �$��� ���: 
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� �& �	������#� ����#� 
�(���� �	����� 
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�������,, �
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� 0�� ������(���� �%��� �'�������, �.�. �	��+��� ���%����� ���������'�
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�� *	
	���
���������#� %
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6��� ���������'� ����	 nλλλ ,...,, 21 
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����$ ���� �	�: 

		



�
��


�
⋅		



�
��


�
=		




�
��


�

y

x

y

x

34

21

�
�

.%��$ ���	�� 
�(���� �����$' � ����: ( ) te!tX λ⋅= , #�� �����
-

������� 		



�
��


�
=

2

1

γ
γ

! � �����	��	 λ �����)	� ��
�������,.  

�	*���$ ( ) te!tX λλ⋅=� � �����	����$ ( )tx � ( )tx� � ��*���%,
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���������#�) %
	������ �	���': 

1,5 21 −== λλ

�	��+$ ����������%,��� �$ ���������'� �����
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 ���
� $�)�� �	���	�� �'
	)���� ��� �����
�� ( )tX 1 � ( )tX 2

(�%��	$���	���	� �����$	 
�(����): 

( ) ( ) tt
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1
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1
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%��������
�,��� �	�	���'$ %������$�: ( ) ( ) 2|,3| 00 == == tt tytx .
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1. �	��� ����� 
�(���� �����$', ����� �+ � ����$%

�����
����	����$% %
	�����, �
����#� ��
���	. 

2. �	��� ����� 
�(���� �	���� �����$', &	���	� �+ � 
�(�� �

$	�
����$ ����. 

3. �	��� �	����� 
�(���� �����$', %��������
�,��� �	��'$

�	�	���'$ %������$: ( ) ( ) ( ) 5|,0|,5| 000 === === ttt tztytx . 

��(����. 
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��� %
	������

�����$' � �
������
����
%�$ �#� ��������: zyx ���� += 3 . �����	��$

�,�	 �$���� y� � z� �* &�	����� �& �	���� �����$' (�
	�'� �	���); ��#�	

���%��$: 
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	������* %
	������

������������ ��
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����$% %
	�����, �
����#� ��
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( ) ttt ececectx 3

3

2

21 ++= =−
. 
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� �� ���$	��� �	�	���'� %������: 

( ) ( ) ( ) 5|,0|,5| 000 === === ttt tztytx . 

���%��$ �	�%, 	�#��
	�����%, �����$% ��� �	*�)�����

����������%,��* ��������'* 0

2

0

1 ,cc � 0

3c : 

�=�
�
�
�

=+−

=+
�

�
�
�

��
�

�

=++−

=+−

=++

105
023

1022

5

0
3

2

5

0

20

3

0

2

0

3

0

2

0

3

0

2

0

1

0

3

0

2

0

3

0

2

0

1

c
cc

cc

ccc

cc

ccc

0,3,2 0

1

0

3

0

2 === ccc . 

��	�, ����$�� �	����� 
�(���� �$��� ���: 

( )
( )
( ) �

�

�
�

�

+=

+−=

+=

−

−

=

tt

tt

tt

eetz

eety

eetx

32

32

32

32

22

32

    (**) 

2. ��(�$ ����
� �	��%, �����$%: 

�
�

�
�

�

+=
+=
+=

yxz

zxy

zyx

3

3

�
�
�

, 

&	���	� �+ � �����
��-$	�
����$ ���� �	�: 

�
�

�
�

�

⋅++⋅=
⋅+⋅+⋅=

⋅++⋅=

zyxz

zyxy

zyxx

031

101

130

�
�
�

� ���&�	��$: 

( )
( )
( )
( ) 	

	
	




�

�
�
�



�

=⇔
	
	
	




�

�
�
�



�

=
z

y

x

X

tz

ty

tx

tX , ��#�	
	
	
	




�

�
�
�



�

=
z

y

x

X

�
�
�

� , 

	
	
	




�

�
�
�



�

=
031

101

130

A . 

3	��	� �����$	, �	��$ ��
	&�$, � $	�
����$ ���� $�)�� �'��

&	���	�	 �	�:  
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XAX

z

y

x
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y

x

⋅=⇔
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�

⋅
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�

�
�
�

031

101

130

   (10) 

.%��$ ���	�� 
�(���� �����$' (10) � ����: 
te!X λ⋅= ,     (11) 

#��, �	� �'�� %��$��%�� 
	��(� ( )

( )

( )

( ) 		
	
	




�

��
�
�



�

=
i

i

i

i!

3

2

1

γ
γ
γ

 - ���������'� �����
'

$	�
��' A , �����)	��� ��
�������,, 321 ,, λλλ  - *	
	���
����������

����	 $	�
��' A . 

� ���% �����	����� (11): 

ee!X λλ⋅=�

�����	���� �'
	)���� ��� X � X� � %
	������ (10), ���%��$: 

tt e!Ae! λλλ ⋅⋅=⋅ , 

���%�	 ����%��: 

( ) 0=⋅− !EA λ      (12) 

���	#	�$: 

( ) 0det =− EA λ
���%��$ �	��� *	
	���
���������� %
	������: 

0

31

11

13

=
−

−
−

λ
λ

λ
. 

6#� ��
�� 3,2,1 321 =−=−= λλλ . 

�	��+$ ����
� ���������'� �����
	, ����������%,��� 0��$

���������'$ ����	$. 

I.6��� 11 −=λ , ��#�	 ������(���� (12) �$��� ���:  
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( )

( )

( ) 	
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�
�
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�
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�
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�
�



�

⋅
	
	
	




�

�
�
�



�

0

0

0

131

111

131

1

3

1

2

1

1

γ
γ
γ

��� �	�: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) �
�

�
�

�

=++

=++

=++

03

0

03

1

3

1

2

1

1

1

3

1

2

1

1

1

3

1

2

1

1

γγγ
γγγ
γγγ

 �����: 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
�
�
�

=++

=++

0

03

1

3

1

2

1

1

1

3

1

2

1

1

γγγ
γγγ

���%���� �����$% ��%* %
	������ � �
�$� ���&�����'$�.  	���


�(���� �$��� ������������ $��)����� 
�(����, &	������� �� ����#�

�	
	$��
	. �'���	� �& ��
��#� %
	������ ���
��, ���%��$ ( ) 01

2 =γ 3��

�	*�)����� ( )1

3γ � ( )1

1γ �$��$ �	��� %
	������: 

( ) ( ) 01

1

1

2 =+ γγ

"��%�	 ����%��, ��� $�)�� ����)��� ( ) t=1

1γ , ��#�	 ( ) t−=1

3γ , #�� t

- �
��&�����'� �	
	$��
, �.�. � �	������ ��
��#� ����������#� �����
	 $'

$�)�$ �&��� �,��� �& �������	
�'* �����
��. 

( )

	
	
	




�

�
�
�



�

−
=

t

t

! 01
. 

����)�$ &���� 1=t , �.�. ��&�$+$ �* 0��#� $��)����	 ����������'�

���������'� �����
: 
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( )

	
	
	




�

�
�
�



�

−
=

1

0

1
1!

 �#�	 ���
%��� &	���	�� ��
��� 
�(����, ����������%,���

*	
	���
���������$% ����% 11 −=λ : 

( ) tetX −⋅
	
	
	




�

�
�
�



�

−
=

1

0

1

1

II. ����)�$ ����
� 22 −=λ � �'�����$ 	�	��#���'� 
	��%)�����. 

�����	��$ 22 −=λ � ������(���� (12): 
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( )

( )
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�
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⋅
	
	
	




�

�
�
�



�

0

0

0

231

121

132

2

3

2

2

2

1

γ
γ
γ

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
�
�
�

=+

=+
⇔

�
�

�
�

�

=+

=++

=+

⇔
�
�

�
�

�

=++

=++

=++

0

0

0

02

0

023

02

032

2

3

2

2

2

2

2

1

2

3

2

2

2

3

2

2

2

1

2

2

2

1

2

3

2

2

2

1

2

3

2

2

2

1

2

3

2

2

2

1

γγ
γγ

γγ
γγγ

γγ

γγγ
γγγ
γγγ

"��%�	 ���
%��� ���%���� ���
�� ���������'� �����
: 

( )

	
	
	




�

�
�
�



�

−=
1

1

1
2! . 

�, ��������������, ���
�� �	����� 
�(���� �����$': 

( ) tetX 2

2

1

1

1
−⋅

	
	
	




�

�
�
�



�

−=

III. 6��� 33 =λ , �� ���%��$: 
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( )

( )
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⋅
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�
�
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�

−
−

−

0

0

0

331

131

133

3

3

3

2

3

1

γ
γ
γ

, 

���%�	 ����%��: 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
�
�
�

=−

=+−

022

03

3

3

3

2

3

3

3

2

3

1

γγ
γγγ

���	#	� �	��� ( ) ( ) 33

3

3

1 == γγ , �%��$ �$��� ( ) 23

2 =γ . 

 
���� ���������'� �����
 �%��� �'#������ �	�: 

( )
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�
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�

=
3

2

3
3!

����������%,��� �$% �	����� 
�(����: 

( ) tetX 3

3

3

2

3

⋅
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�
�
�



�

= . 

 ���
� $�)�� &	���	�� ����� 
�(���� �	���� �����$': 

( ) ttt ececectX 3

3

2
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3

2

3

1

1

1

1

0

1
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�
�
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�

−⋅+
	
	
	




�

�
�
�



�

−
⋅= −−

��� � ���
���	���� ��
$�: 

( )
( )
( ) �

�

�
�

�

++−=

+−=

++=

−−

−

−−

ttt

tt

ttt

ececectz

ececty

ececectx

3

3

2

21

3

3

2

2

3

3

2

21

3

2

3

   (13) 

��(�$ ����
� &	�	�% ��(�, ���
$%��
��	��%, ��� �	���� �����$'

� ��*����$ %������ &	�	��, 	 �$���� �'����$ �& �	������#� ����#�
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�(���� (13) �	����� 
�(����, %��������
�,��� �	�	���'$� %������$: 

( ) ( ) ( ) 5|,0|,5| 000 === === ttt tztytx . 

�����	���� 0�� �	��'� � �	������� ����� 
�(���� (13), ���%��$

�	�%, 	�#��
	�����%, �����$%: 

�
�

�

�
�

�

�

=++−

=+−

=++

53

02

53

0

3

0

2

0

1

0

3

0

2

0

3

0

2

0

1

ccc

cc

ccc

.�& �
%�	 �	*���$ &�	�����
0

3

0

2

0

1 ,, ccc : 

1,2,0
0

3

0

2

0

1 === ccc

�����	���� �* � ���%������ �'(� ����� 
�(����, �%��$ �$���: 

( )
( )
( ) �

�

�
�

�

+=

+−=

+=

−

−

−

tt

tt

tt

eetz

eety

eetx

32

32

32

32

22

32

���
%��� %��������, ��� �	������� �	����� 
�(���� ����	�	�� �

����������%,��$ �	���'$ 
�(����$, ���%����'$ �
� 
�(���� �	����

�����$' �����
����	���'* %
	������ $�����$ ����,�����. 



103

���!)��,)�

1.  �*���� �.�., �	������	 �..., ���(����� �.2. 3����
����	���'�

%
	������. – !.: 1�&$	��&, 2005. 

2. 3�$������ ..�., !������ �.�. 3����
����	���'� %
	������. – 

���: 	��, 2008. 

3. �
����� �.�. "�'�������'� �����
����	���'� %
	������. 

��$%
����� #��%�	
������'� %����
�����, 2000. 

4. .������ -.�. �%
� ��'�������'* �����
����	���'* %
	������. – 

���.: 	��, 2011. 

5. 1������� �.1. �������� � ���
�, �����
����	���'* %
	������. – 

!.: ��$ ���#	, 2007. 

6. ����%��� �.� 3����
����	����� � ����#
	����� ����������. – !.: 

�	%�	, 2008. 



104

� 2009 #��% �����
����� ��	� ����������$ $��#�0�	���#� ����%
�	, �

�&%���	�� ����
�#� ��
������' 12 ���%��* %����
������� ������, 

����
'$ �
������	 �	��#�
�� «�	����	���'� ��������	��������
%����
�����». !������
����$ ��
	&��	��� � �	%�� ���������� 1���
	���
�'�	 %���
)���	 �
�#
	$$	 �#� 
	&�����  �	 2009–2018 #��'. � 2011 #��%
�����
����� ���%��� �	�$����	��� «�	���-����
�%
#���� �	����	���'�
��������	�������� %����
����� ����
$	�����'* ��*����#��, $�*	���� �
������» 

������� ���7�� ����������

�	���
	 �'�(�� $	��$	���� – �
%����(	� � �	���-����
�%
#���$
#��%�	
�������$ %����
������ ����
$	�����'* ��*����#��, $�*	���� �
������. � $�$���	 �����	��� �	 ��� 
	���	�� �	��� �'�	,����� %���'�, 
�	� �.�. �	�	����, �.�. 	
�	�������, �.�.�����, �.�.!�������, �.2. 

������'�, �.�.;%� � �
%#��.  
�	%��'� ����
��' ���
%������ ���
'�	,� �
	�������� ��� 
	&���'

$	��$	����. �	 �	���
� ���)��	�� $���	� �	%��	� (���	 ��
$	��$	�������$% $�����
��	��, ���)�'* ��&������* �����$. �
��������� �
�$� 	������ 
	&���	���� �	�
	������, ���&	���� �
�	����&���� � �	����*����#��$�, ��	����'$ ��$��,��
�$ � ��	����'$�
��$$%���	���$�. ���
%����� �	���
' 	������ %�	���%,� �
$�)�%�	
���'* �	%��'* �����
�����*, 
	���	,� � 
	$�	* ���������* �
$�)�%�	
���'* �	%��'* �
������.  

���)����� ������ �	%���� ���
%��������� � �	���-����
�%
#���$
#��%�	
������'$ %����
������$, ����
�%
#���$ ���������$
!	��$	�������#� ������%�	 �$��� �.�.�������	 ���, �	��
	��
���
��&���*�$�� �	�������$ ������%�	 *�$�� �����	��� ��� � �
%#�$�
�	%��'$� ����
	$� �	� � ������, �	� � &	 
%��)�$: %����
�����	$�
!	
���� �  %���	 (1
	����), -������� (1��������), 2%$�����������$
%����
������$ .�
���	 (2�
$	���).  
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