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 Глава 1. Квантовая теория излучения 

1.1. Законы теплового излучения 
Излучение телами электромагнитных волн (свечение тел) требует 

энергетических затрат и может осуществляться за счет различных видов 
энергии. Если свечение происходит за счет внутренней (тепловой) энергии 
тела, оно называется тепловым излучением. Все остальные виды свечения, 
возбуждаемые за счет любого другого вида энергии, кроме тепловой, на-
зываются люминесценцией. К ним относятся в первую очередь хемилюми-
несценция, возникающая при некоторых химических превращениях, элек-
тролюминесценция (свечение газового разряда под действием соударений 
заряженных частиц), фотолюминесценция (излучение, вызываемое пред-
варительным освещением тела) и т. д. 

В отличие от других видов излучения, тепловое может находиться в 
состоянии термодинамического равновесия с материальными телами. Рас-
смотрим несколько тел, нагретых до различной температуры и помещен-
ных в замкнутую оболочку, полностью отражающую падающее на нее из-
лучение (рис. 1.1, а). Каждое из этих тел испускает тепловое излучение, 
причем его интенсивность возрастает при повышении температуры. Одно-
временно тела полностью или частично поглощают падающее на них из-
лучение. Через некоторое время температуры всех тел выравниваются, а 
испускаемая каждым телом лучистая энергия становится в среднем равной 
поглощаемой энергии. При этом плотность энергии излучения в простран-
стве между телами достигает определенной величины, соответствующей 
установившейся температуре (рис. 1.1, б). 

 
Рис. 1.1. Установление термодинамического равновесия тел с тепловым излучением 

С увеличением температуры внутри оболочки будет возрастать энер-
гия равновесного излучения, и меняться его спектральный состав. Наблю-
дать эти изменения можно, проделав небольшое отверстие в стенке и реги-
стрируя выходящее из него излучение. Для описания распределения энер-
гии по частотам введем зависящую от температуры спектральную плот-
ность излучения Uω(T), тогда величина ( )U T dω ω представляет энергию 
единицы объема излучения с частотами от ω до ω + dω. В системе СИ Uω 
измеряется в [Дж⋅с/м3]. Если в качестве независимой переменной взять не 
частоту, а длину волны, то получим спектральную плотность Uλ (едини-
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цы — [Дж/м4]), для которой легко получить соотношение 

 ( )2( ) 2 ( )U T c U Tλ ω= π λ . (1.1) 

Очевидно, что полная плотность излучения U(T) может быть найдена 
интегрированием Uω (или Uλ) по всем частотам (или по всем длинам волн): 

 
0 0

( ) ( ) ( )U T U T d U T d
∞ ∞

ω λ= ω = λ∫ ∫ . (1.2) 

В соответствии с первым законом Кирхгофа, равновесная спектраль-
ная плотность энергии зависит только от абсолютной температуры и 
не зависит от количественного и качественного состава термодинамиче-
ской системы. Это означает, что функция Uω(T) (или Uλ(T)) является уни-
версальной, не зависящей от вида тел, находящихся в оболочке, материала 
стенок, коэффициента отражения стенок и т. д. 

Для теплового излучения тела, не находящегося в полости (в отсутст-
вие равновесия с излучением) спектральное распределение зависит от ма-
териала поверхности. Для описания этого распределения введем понятие 
испускательной способности тела rω (или rλ), которая представляет собой 
спектральную плотность потока энергии излучения, испускаемую единич-
ной площадкой поверхности по всем направлениям. Очевидно, что испус-
кательная способность измеряется в [Дж/м2]. Полный поток излучения для 
всех длин волн дает энергетическую светимость R поверхности, измеряе-
мую в [Вт/м2]: 

 
0 0

R r d r d
∞ ∞

ω λ= ω = λ∫ ∫ . (1.3) 

Всякое тело полностью или частично поглощает падающее на него 
излучение. Поглощательная способность (или спектральный коэффициент 
поглощения) aω показывает, какая доля энергии падающего излучения 
данной частоты поглощается телом. Это безразмерная величина, которая 
может принимать значения от 0 до 1. Поглощательная способность зависит 
от температуры и свойств тела, например, окраски. Тело, которое при лю-
бой температуре полностью поглощает всю энергию падающих на него 
электромагнитных волн, независимо от частоты, поляризации и направле-
ния распространения, называется абсолютно черным телом (АЧТ). Моде-
лью АЧТ может служить замкнутая полость, в стенке которой имеется ма-
лое отверстие. 
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Рис. 1.2. К выводу второго закона Кирхгофа 

Рассмотрим поток равновесного теплового излучения Φω в единичном 
спектральном интервале вблизи частоты ω, падающий на единичную пло-
щадку поверхности тела. Так как равновесное излучение изотропно, то в 
пределах телесного угла sind d dΩ = θ θ ϕ  распространяется энергия, со-
ставляющая долю 4dΩ π  от всей энергии. Если выбранное направление 
образует угол θ с нормалью к поверхности (рис 1.2), то поток dΦω, заклю-
ченный в телесном угле dΩ, связан со спектральной плотностью энер-
гии Uω и равен cos 4d cU dω ωΦ = θ Ω π . Полный поток со всех направлений 

 ( )
22

0 0

4 sin cos 4cU d d cU
ππ

ω ω ωΦ = π ϕ θ θ θ =∫ ∫ . (1.4) 

Часть этого потока, равная aωΦω, поглощается, остальная часть (1 –
 aω)Φω отражается. С отраженным потоком складывается поток собствен-
ного теплового излучения поверхности rω. В условиях равновесия полный 
исходящий от поверхности поток равен падающему: 
 (1 )a rω ω ω ω− Φ + = Φ , (1.5) 

откуда с учетом формулы (1.4) получаем: 
 4r a cUω ω ω= . (1.6) 

Соотношение (1.6) выражает второй закон Кирхгофа: отношение ис-
пускательной способности тела к его поглощательной способности не за-
висит от материала тела и совпадает (с точностью до множителя c/4) со 
спектральной плотностью равновесного излучения. Это означает, что тело, 
сильнее поглощающее какие-либо лучи, будет эти лучи сильнее и испус-
кать (не следует смешивать испускание лучей с их отражением). 

Для АЧТ aω = 1, следовательно, спектральное распределение теплово-
го излучения черного тела будет таким же, как у равновесного излучения 
при той же температуре. Именно поэтому равновесное излучение называ-
ют также черным излучением. В методе оптической пирометрии произво-
дится бесконтактное определение температуры путем сравнения энергети-
ческих и спектральных характеристик теплового излучения объекта с из-
лучением эталонного АЧТ. 

Коэффициентом (степенью) черноты называется отношение испуска-
тельной способности тела к испускательной способности АЧТ. Если коэф-
фициент черноты меньше единицы и не зависит от частоты излучения, то 
тело называют серым. Если коэффициент черноты различен в различных 
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частях спектра, то тело называют селективным или цветным. Непрозрач-
ные тела, у которых степень черноты равна нулю, не излучают и не по-
глощают электромагнитных волн. Падающее на них излучение эти зер-
кальные тела полностью отражают. 

В 1893 г. Вином было доказано, что спектральная плотность черного 
излучения должна иметь универсальный вид: 

 ( )3( )U T f Tω = ω ω , (1.7) 

где f — некоторая функция отношения частоты к температуре, кон-
кретный вид которой в рамках классической электромагнитной теории 
света и термодинамики установить невозможно.  

Проинтегрируем соотношение Вина (1.7) по частотам, вводя новую 
переменную x = ω/T 

 3 4 3

0 0

( ) ( )U T f d T x f x dx
T

∞ ∞ω⎛ ⎞= ω ω =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ . (1.8) 

Поскольку второй интеграл не зависит от температуры, плотность 
равновесного излучения, а, следовательно (в соответствии с (1.6) и (1.3)), и 
энергетическая светимость, оказываются пропорциональными четвертой 
степени температуры: 

 4( )R T T= σ . (1.9) 

Равенство (1.9) называется законом Стефана-Больцмана. Постоянная 
Стефана-Больцмана σ была определена из опыта, ее значение σ = 5,7⋅10–

8 Вт/(м2⋅К4). 

Экспериментально установлено, что зависимость rλ(T) (или Uλ(T)), 
рассматриваемая как функция длины волны, имеет максимум при некото-
ром значении λm, причем с увеличением температуры этот максимум сме-
щается в сторону более коротких длин волн. Переходя в (1.7) от частот к 
длинам волн, с учетом (1.1) получим 

 
3

5
12

2 2 2( ) ( )c c cU T f T f T
Tλ

π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = λ⎜ ⎟ ⎜ ⎟λ λλ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, (1.10) 

где f1 — функция, зависящая от произведения λT. Дифференцируя ее, на-
ходим, что при любой температуре максимумы зависимости Uλ(T) и rλ(T) 
получаются при одном и том же значении λmT, что называют законом 
смещения Вина: 
 mT bλ = , (1.11) 

где константа b = 2,90⋅10 –3 м⋅К.  
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Рис. 1.3. Смещение максимума теплового излучения с ростом температуры (закон 

смещения Вина) 

Реальные зависимости испускательной способности rλ АЧТ при четы-
рех температурах, отличающихся друг от друга в 1,2 раза, показаны на 
рис. 1.3. Видно, что даже при 3000 К максимум теплового излучения лежит 
в ИК-области (видимая часть спектра затенена). Значение спектральной 
плотности в максимуме в соответствии с (1.10)пропорционально пятой 
степени температуры. 

Попробуем объяснить законы теплового излучения с точки зрения 
классической электродинамики. Поскольку спектральное распределение 
равновесного теплового излучения не зависит от того, какие именно тела 
находятся в тепловом равновесии, рассмотрим простейший вид излучате-
ля: гармонический осциллятор с собственной частотой ω0, зарядом e и мас-
сой m. В курсе оптики было показано, что такой осциллятор излучает и по-
глощает излучение только в узкой полосе частот вблизи ω0. Учитывая, что 
в равновесии поглощаемая мощность (пропорциональная Uω) равна испус-
каемой (пропорциональной средней энергии осциллятора <ε>), получаем: 

 ( )2 2 3U cω = ω < ε > π . (1.12) 

В соответствии с законом о равнораспределении энергии, на каждую 
степень свободы приходится kT /2 кинетической энергии. У осциллятора 
средние значения кинетической и потенциальной энергии одинаковы, так 
что 

 kTε = . (1.13) 

Таким образом, для спектральной плотности равновесного теплового 
излучения получаем формулу Рэлея-Джинса: 

 ( )2 2 3U kT cω = ω π . (1.14) 

Нетрудно видеть, что это соотношение удовлетворяет закону Вина 
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(1.7). 
Несмотря на то, что с классической точки зрения вывод формулы Рэ-

лея-Джинса безупречен, она согласуется с экспериментом лишь при боль-
ших длинах волн (малых частотах) и резко расходится с опытом для малых 
длин волн (рис. 1.4).  

 
Рис. 1.4. Ультрафиолетовая катастрофа 

Более того, интегрирование выражения (1.14) по всем частотам дает 
для равновесной плотности энергии бесконечно большое значение. Этот 
результат получил название ультрафиолетовой катастрофы: по класси-
ческой теории получается, что вся энергия тела перейдет в энергию высо-
ких частот излучения и установление термодинамического равновесия во-
обще невозможно. Расхождение формулы Рэлея-Джинса с опытом указы-
вало на существование каких-то закономерностей, несовместимых с пред-
ставлениями классической физики, и послужило одной из причин великой 
революции в физике в начале ХХ века. 

1.2. Формула Планка 
В 1900 г. Планком была получена формула для спектральной плотно-

сти равновесного теплового излучения в предположении, что энергия ос-
циллятора может принимать не любые, а только определенные дискретные 
значения энергии εn. По гипотезе Планка все разрешенные значения энер-
гии осциллятора кратны некоторой наименьшей энергии: 0n nε = ε , где 
n = 0, 1, 2,… . В этом случае средняя энергия осциллятора в формуле (1.12) 
не будет равна kT. Действительно, вероятность того, что осциллятор нахо-
дится в состоянии с энергией εn, в соответствии с распределением Больц-
мана пропорциональна [ ]exp ( )n kT−ε . Тогда 

 
[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

0 0
0 0

0
0 0

exp ( ) exp ( )

exp ( ) exp ( )

n n
n n

n
n n

kT n n kT

kT n kT

∞ ∞

= =
∞ ∞

= =

ε −ε ε − ε
ε = =

−ε − ε

∑ ∑

∑ ∑
. (1.15) 
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Выражение в знаменателе (1.15) представляет собой геометрическую 
прогрессию и равно [ ]0( ) 1 1 exp( )S β = − −βε , где 1 kTβ = . Выражение же 
в числителе (1.15) может быть представлено как 

[ ]
0 0

0 0 2
0 0

exp( )exp( )
1 exp( )n

dSn n
d

∞

=

ε −βε
ε −β ε = − =

β − −βε
∑ . 

Таким образом, для средней энергии осциллятора находим: 

 [ ]0 0exp( ) 1ε = ε βε − . (1.16) 

Подставляя полученное значение в (1.12), получаем вместо формулы 
Рэлея-Джинса: 

 
[ ]

2
0

2 3
0

1
exp ( ) 1

U
kTcω

ω ε
=

ε −π
. (1.17) 

Формула (1.17) будет удовлетворять термодинамической формуле 
Вина (1.7), если энергия осциллятора пропорциональна частоте: 
 0 hε = ω = νh , (1.18) 

где коэффициент пропорциональности 2h = πh  называется постоян-
ной Планка1. По современным данным, ћ = 1,05⋅10–34 Дж⋅с. Окончательно 
для спектральной плотности равновесного теплового излучения получаем 
формулу Планка: 

 
[ ]

3

2 3
1( )

exp ( ) 1
U T

kTcω
ω

=
ω −π

h

h
. (1.19) 

Покажем, что обсуждавшиеся выше классические соотношения для 
теплового излучения могут быть получены из формулы Планка в качестве 
предельных случаев. 

 Формула Рэлея-Джинса. Получается из формулы Планка при низких 
частотах или высоких температурах, когда ( ) 1kTω <<h . Разложив экс-
поненту в ряд [ ]exp ( ) 1 ( )kT kTω ≈ + ωh h , получаем формулу (1.14). 

 Закон Стефана-Больцмана (1.9). Энергетическая светимость АЧТ, оп-
ределяемая по формуле Планка, равна 

[ ]
43 3

2 2 2 2
0 0

( )
exp ( ) 1 exp( ) 14 4

d kT x dxR T
kT xc c

∞ ∞ω ω ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟ω − −π π ⎝ ⎠∫ ∫
h h

h h
, 

где ( )x kT= ωh . Интеграл в последнем выражении равен 4 15π . Таким 
образом, приходим к закону Стефана-Больцмана 4( )R T T= σ  с посто-

                                           
1Иногда величину h  называют постоянной Дирака.  
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янной ( ) ( )2 4 2 3 8 2 460 5,67 10 Âò ì Êk c −σ = π = ⋅h . 

 Закон смещения Вина (1.11). Перейдем в формуле Планка от частот к 
длинам волн. С учетом (1.1) получаем: 

[ ]
2

5
16 1( )

exp 2 ( ) 1
cU T

c kTλ
π

=
π λ −λ h

. 

Вводя безразмерную переменную 2 ( )x c kT= π λh , сводим задачу к 
нахождению максимума функции ( )5( ) 1xf x x eλ = − . Дифференцируя, 

находим ( )5 1 xx e−= − . Это уравнение может быть решено численно, его 
корень x = 4,965. Отсюда 

 2
4,965m

cT b
k

π
λ = =

h . (1.20) 

Полученное из (1.20) численное значение константы b в точности сов-
падает с приведенным выше экспериментальным значением. 

Напомним, что по классической теории энергия (интенсивность) элек-
тромагнитных волн определяется квадратом амплитуды и никак не связана 
с частотой. Гипотеза Планка о пропорциональности энергии и частоты 
фактически заставляет вновь (после Ньютона) обратиться к корпускуляр-
ной теории света. 

1.3. Спонтанное и вынужденное излучение 
Развивая идеи Планка, Эйнштейн в 1905 г. предположил, что дискрет-

ный характер присущ не только процессам испускания и поглощения, но и 
самому свету, представляющему собой поток световых квантов — фото-
нов. По современным физическим представлениям свет обладает так назы-
ваемым корпускулярно-волновым дуализмом, то есть в одних эксперимен-
тальных ситуациях проявляют себя преимущественно квантовые свойства 
света, в других — волновые. 

Элементарная квантовая теория теплового излучения строится на ос-
нове двухуровневой модели атома: предполагается, что атом имеет два 
дискретных энергетических состояния — основное с энергией W0 и возбу-
жденное с энергией W1. Число атомов в каждом из этих состояний — N0 и 
N1 — называют населенностями соответствующих уровней. Разность энер-
гий основного и возбужденного состояний равна энергии светового кванта, 
поглощаемого при переходе 0 → 1 или излучаемого при переходе 1 → 0: 
 1 0W Wω = −h . (1.21) 

По Эйнштейну, возможны следующие типы радиационных переходов 
между энергетическими уровнями: 
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 Спонтанное излучение (рис. 1.5, а). Атом исходно находится в возбуж-
денном состоянии W1 и в некоторый случайный момент времени само-
произвольно переходит в основное состояние, испуская фотон. Этот 
процесс характеризуется вероятностью перехода в единицу времени A10. 

 
Рис. 1.5. Типы радиационных переходов в двухуровневой системе 

 Поглощение (рис. 1.5, б). Атом находится в основном состоянии и, по-
глощая квант света, переходит в возбужденное состояние (из которого 
он через некоторое время вернется в основное состояние). Вероятность 
такого перехода пропорциональна плотности энергии электромагнитно-
го поля Uω на частоте перехода и некоторому коэффициенту B01, зави-
сящему от конкретного сорта атомов. При каждом акте поглощения 
число фотонов уменьшается на единицу. 
Указанные типы переходов вполне соответствуют классической тео-

рии, однако они не могут обеспечить выполнение условий энергетического 
баланса. Действительно, если вероятность спонтанного излучения зависит 
только от внутренних свойств атомов, то вероятность поглощения всегда 
связана с количеством падающих фотонов с данной частотой. Поэтому де-
тальное равновесие (то есть равновесие для всех частот) не может быть ус-
тановлено. Для устранения этого противоречия Эйнштейн ввел еще один 
тип перехода: 

 Вынужденное излучение (рис. 1.5, в). Атом переходит из возбужденного 
состояния в основное, но не самопроизвольно, а под воздействием 
внешнего электромагнитного поля. Вероятность вынужденного излуче-
ния равна B10⋅Uω. Число фотонов увеличивается на единицу. В отличие 
от спонтанного процесса, при котором фотоны испускаются различны-
ми атомами независимо друг от друга, при вынужденном излучении но-
вый фотон неотличим по своим свойствам от фотона, вызвавшего пере-
ход. Все фотоны, возникшие в результате вынужденного излучения, 
имеют одинаковую частоту, фазу, направление распространения и по-
ляризацию. Таким образом, вынужденное излучение когерентно. 
Рассмотрим сначала спонтанное излучение, благодаря которому све-

тятся обычные (нелазерные) источники света. Пусть в начальный момент 
времени t = 0 в состояние было возбуждено N10 атомов (например, корот-
ким импульсом тока). С вероятностью A10 атомы переходят в основное со-
стояние, в результате чего к моменту t в возбужденном состоянии остается 
N1 атомов. За время dt спонтанный переход совершат в среднем  
 10 10 1dN A N dt=  (1.22) 
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атомов. Соответственно изменение числа атомов на верхнем уровне равно 
1 10 10 1dN dN A N dt= − = − . Интегрируя, получаем, что число возбужденных 

атомов убывает по экспоненциальному закону 

 ( )1 10 10( ) expN t N A t= − . (1.23) 

Интенсивность спонтанного излучения пропорциональна числу испу-
щенных фотонов, то есть числу переходов. Из формул (1.23) и (1.22) полу-
чаем: 

 ( )0 10 0 1( ) exp( ) expI t I A t I t= − = − τ , (1.24) 

где 1 101 Aτ =  — радиационное время жизни уровня 1. 

Формально выражение (1.24) совпадает с классической формулой из-
лучения затухающего осциллятора с точностью до замены постоянной ра-
диационного трения γ на коэффициент Эйнштейна A10. Соответственно ос-
тается справедливым обсуждение вопроса о естественной ширине спек-
тральной линии: åñò 10 11AΔω = = τ . Однако физический смысл времени 
жизни в классическом и квантовом случаях совершенно различен. По 
классической электродинамике все излучающие осцилляторы одновремен-
но совершают затухающие колебания и время τ одинаково для всех осцил-
ляторов с данной частотой. По квантовым представлениям, спонтанные 
переходы происходят в случайные моменты времени, и понятие времени 
жизни имеет статистический смысл, применимый к большому ансамблю 
атомов. Кроме того, коэффициент Эйнштейна зависит от вида атомов и от 
того, в какое именно возбужденное состояние переведен атом. Времена 
жизни различных состояний могут различаться на много порядков, однако 
для большого количества спектральных линий справедлива оценка τ ∼ 10 –
8…10 –9 с. 

Статистический характер спонтанного излучения приводит к тому, 
что фазы, направления распространения и поляризации волн, испущенных 
разными атомами, не скоррелированы друг с другом — именно поэтому 
спонтанное излучение некогерентно. 

Учтем теперь и вынужденное излучение. В состоянии термодинами-
ческого равновесия число переходов между уровнями 1 → 0 должно рав-
няться числу переходов 0 → 1, следовательно 
 1 10 10 0 01( )N A B U N B Uω ω+ = . (1.25) 

Равновесные населенности уровней связаны соотношением Больцмана 

( ) [ ]1 0 1 0exp ( ) exp ( )N N W W kT kT= ⎡− − ⎤ = − ω⎣ ⎦ h  

(чем больше энергия уровня, тем меньше его населенность). 
Кроме того, при высокой температуре, когда плотность энергии высо-

ка, спонтанным излучением можно пренебречь, а населенности уровней 
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выравниваются, откуда следует, что B10 = B01. Подставляя эти соотношения 
в формулу (1.25), для спектральной плотности равновесного теплового из-
лучения получаем: 

 
[ ]

10 10( )
exp ( ) 1

A BU T
kTω =

ω −h
. (1.26) 

Это выражение совпадает с формулой Планка (1.19) при 
( )3 2 3

10 10A B c= ω πh . 

1.4. Квантовые эффекты в оптике 
Проявления квантовых свойств света отнюдь не исчерпываются теп-

ловым излучением. В конце XIX — начале ХХ века были получены экспе-
риментальные данные, которые могли быть интерпретированы только на 
основе квантовых представлений. Обсудим некоторые из них. 

Фотоэффект.  
Испускание электронов веществом под действием света было открыто 

Г. Герцем еще в 1887 г. Схема наблюдения фотоэффекта показана на 
рис. 1.6, а. Свет, проникающий через кварцевое окошко, освещает фотока-
тод К. Под действием приложенного электрического напряжения электро-
ны перемещаются к аноду А, в результате чего в цепи прибора течет ток, 
измеряемый амперметром. 

 
Рис. 1.6. Фотоэффект (а) и вольтамперные характеристики фотоэлемента (б) 

Вольтамперная характеристика, то есть зависимость фототока I от ве-
личины приложенного напряжения U показана на рис. 1.6, б. Видно, что 
при U = 0 существует определенное количество электронов, обладающих 
достаточными скоростями, чтобы долететь до анода без помощи ускоряю-
щего поля. С ростом U сила тока растет, однако затем наступает насыще-
ние, связанное с тем, что все электроны, вылетевшие из катода, достигают 
анода. Величина тока насыщения Iнас, а, следовательно, и число вылетаю-
щих электронов, пропорциональны интенсивности света.  

Для обращения силы тока в нуль нужно приложить задерживающее 
напряжение U0. По этому напряжению можно определить максимальную 
скорость фотоэлектронов vm: 2

0 2meU mv= . Величина vm не зависит от ин-
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тенсивности света, а определяется только его частотой. Для каждого веще-
ства существует минимальная пороговая частота излучения (максимальная 
длина волны λ0), при которой возникает фотоэффект. Если длина волны 
превышает эту красную границу фотоэффекта, то фотоэлектроны отсут-
ствуют даже при достаточно большой интенсивности облучающего света. 

Указанные закономерности противоречат классической теории, по ко-
торой энергия фотоэлектронов должна определяться интенсивностью све-
та. В 1905 г. экспериментальные закономерности фотоэффекта были объ-
яснены Эйнштейном на основе гипотезы о световых квантах. По этой тео-
рии энергия фотона ћω целиком передается электрону. Часть ее (так назы-
ваемая работа выхода A) затрачивается на освобождение электрона из ве-
щества, остаток определяет кинетическую энергию электрона. Таким обра-
зом, уравнение Эйнштейна для фотоэффекта, по сути представляющее за-
кон сохранения энергии, имеет вид: 

 2 2A mvω = +h . (1.27) 

Красная граница фотоэффекта соответствует энергии фотона, равной 
работе выхода, т. е. нулевой кинетической энергии освобожденного элек-
трона. Максимальная длина волны излучения, вызывающего фотоэффект, 
равна 
 0 2 c Aλ = π h . (1.28) 

Для большинства металлов λ0 лежит в ультрафиолетовой области, 
только у щелочных металлов красная граница попадает в видимый диапа-
зон, поэтому именно они используются для покрытия фотокатодов. 

Световое давление. 
Давление света, впервые обнаруженное в опытах П. Н. Лебедева в 

1900 г. может быть интерпретировано как результат передачи импульса 
фотонов поглощающей или отражающей стенке (рис. 1.7). Из теории отно-
сительности Эйнштейна следует, что фотон движется всегда со скоростью 
c, имеет нулевую массу покоя и импульс, равный 
 p c= ωh  (1.29) 

При нормальном падении каждый поглощенный фотон передает стен-
ке импульс p, отраженный — 2p. При коэффициенте отражения R, из об-
щего потока в N фотонов отразится NR частиц, а N(1 – R) поглотится. Чис-
ло фотонов, попавших на поверхность за единицу времени, может быть 
выражено через объемную плотность излучения: 
 N Ucω =h . (1.30) 
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Рис. 1.7. Световое давление 

Из формул (1.29) и (1.30) получаем для переданного стенке импульса, 
то есть для величины светового давления P соотношение 
 (1 )P U R= + . (1.31) 

Интересно, что точно такое же выражение получается и в чисто клас-
сической модели как результат взаимодействия электрического и магнит-
ного полей волны с зарядами в веществе. В последнем случае сила свето-
вого давления выражается через силу Лоренца, действующую на заряды, 
ускоренные электрическим полем световой волны, со стороны магнитного 
поля той же волны. 

Эффект Комптона 
В 1923 г, было обнаружено, что при рассеянии рентгеновского излу-

чения с длиной волны λ0 на мишени из вещества с небольшим атомным 
номером появляется спектральная компонента, смещенная в сторону 
длинных волн. Величина смещения зависит от угла рассеяния (рис. 1.8).  

 
Рис. 1.8. Спектральный сдвиг при комптоновском рассеянии рентгеновских лучей 

Элементарная теория этого эффекта рассматривает упругое рассеяние 
фотона на электроне (рис. 1.9). 
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Рис. 1.9. Эффект Комптона как рассеяние фотона на электроне 

В атомах легких элементов энергия связи электрона около 10 эВ, что 
на несколько порядков меньше энергии рентгеновского фотона (~10 кэВ), 
поэтому электроны в этих опытах можно считать практически свободны-
ми. Запишем законы сохранения энергии и импульса при упругом ударе: 

 
2 2p m⎧ ′ω = ω +

⎨
′= +⎩ k k p

h h

h h
, (1.32) 

где ћk и ћk′ — импульс фотона до и после столкновения, p — импульс 
электрона после удара. По теореме косинусов из второго уравнения (1.32) 
находим 

 ( ) ( )2 22 22 cosp k k kk′ ′= + − θh h h . 

Подставляя в это выражение квадрат импульса электрона из закона сохра-
нения энергии и учитывая, что k c= ω , получаем: 

 ( ) ( )2 2 2 22 2 cosm c′ ′ ′ω − ω = ω + ω − ωω θh h . (1.33) 

Поскольку 2 1mcω <<h , изменение частоты ′Δω = ω − ω << ω, а 
Δλ λ = −Δω ω , из (1.33) окончательно получаем, что изменение длины 
волны равно 

 ( ) ( )2 22 ( ) sin 2 2 sin 2h mcΔλ = θ = Λ θ . (1.34) 

Входящая в (1.34) константа ( ) 0,00246 í ìh mcΛ = =  называется 
комптоновской длиной волны электрона. 

Таким образом, в ряде эффектов (интерференция, дифракция) свет 
проявляет себя как электромагнитная волна, в других случаях (фотоэф-
фект, эффект Комптона) — как поток фотонов. Это — проявления так на-
зываемого корпускулярно-волнового дуализма, который присущ всем мик-
рочастицам и находит свое объяснением в рамках квантовой механики. 
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Глава 2. Модель атома Резерфорда-Бора 

2.1. Опыты Резерфорда 
К концу XIX века стало ясно, что атом (по-гречески неделимый) на 

самом деле является сложной системой. Особенно этому способствовали 
несколько открытий, сделанных на рубеже XIX и XX веков. В 1897г. анг-
лийский физик Дж. Дж. Томсон, изучая поведение заряженных частиц, об-
разующихся при электрическом разряде в газах, обнаружил, что в состав 
любого атома входит одна и та же отрицательно заряженная частица, впо-
следствии названная электроном. В 1896 г. французский физик 
А. Беккерель открыл явление естественной радиоактивности, то есть само-
произвольного испускания некоторыми веществами проникающего излу-
чения. В течение нескольких последующих лет было выяснено, что суще-
ствует три вида радиоактивного излучение, которые назвали α-, β- и γ-
лучами, и были исследованы свойства частиц составляющих эти виды из-
лучения. В 1902 г. английские ученые Э. Резерфорд и Ф. Содди обнаружи-
ли, что одновременно с радиоактивностью происходит превращение одних 
химических элементов в другие. 

В 1901 г. Ж. Перрен высказал предположение о ядерно-планетарном 
устройстве атома. Подобная модель была разработана в 1904 г. японским 
физиком Х. Нагаока. По этой модели основную часть объема атома зани-
мает массивный положительный заряд, вокруг которого на круговой орби-
те через определенные интервалы располагаются электроны. Несмотря на 
качественное и частично количественное согласие с экспериментом для 
предсказываемых оптических спектров, эта модель вначале не получила 
особого развития, так как по законам классической электродинамики такой 
атом не может быть стабилен. 

Другую гипотетическую модель внутреннего строения атома в 1902 
году предложил лорд Кельвин. В дальнейшем ее активно отстаивал 
Дж. Дж. Томсон, поэтому она получила название томсоновской модели 
атома. Согласно этой модели положительный заряд и масса атома равно-
мерно распределены по объему шара диаметром около 3 Å (1 Å = 10 –10 м). 
Электроны, масса которых значительно меньше массы атома, как бы вкра-
плены в этот шар. Положительный заряд шара компенсируется отрица-
тельным зарядом электронов, так что в целом атом нейтрален. Эта модель 
получила неофициальное название «пудинг с изюмом». Томсон теоретиче-
ски исследовал равновесные распределения электронов в таком атоме и 
пришел к выводу о возможной периодичности атомных свойств, что каче-
ственно совпадало с результатами наблюдений. Колебания электронов 
около положений равновесия в соответствии с законами электродинамики 
должны были сопровождаться излучением электромагнитных волн, часто-
ты которых были близки к реально наблюдавшимся. Размеры атома Том-
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сона хорошо согласовывались с результатами исследований газокинетиче-
ских явлений (диффузии, теплопередачи и др.) 

Существенное продвижение в экспериментальном исследовании 
строения атомов стало возможным благодаря открытию элемента радия в 
1898 г. французскими физиками Пьером Кюри и Марией Кюри-
Склодовской. Излучение радия имеет примерно в миллион раз большую 
интенсивность, чем излучение урана. Радий и его соли являются мощными 
источниками α-частиц, которые представляют собой дважды ионизован-
ные атомы гелия (He) с массой mα = 7296 me и положительным зарядом 
qα = 2 e (me — масса электрона, e — элементарный заряд)1. Скорость ис-
пускаемых радием α-частиц равна v ~ 1,5⋅107 м/с. 

В 1908 – 1913 гг. Э. Резерфорд с со-
трудниками Г. Гейгером и Э. Марсденом 
провели исследование рассеяния α-
частиц тонкой фольгой из разных метал-
лов. Схема одного из опытов представле-
на на рис. 2.1. Узкий пучок частиц, ис-
пущенных радиоактивным веществом Р 
(радием или его солями) падал на фольгу 
Ф. Рассеянные α-частицы попадали на 
экран Э, покрытый сернистым цинком. 
Возникающие при этом вспышки (сцин-
тилляции) наблюдались в микроскоп М. При этом было обнаружено, что 
подавляющая часть α-частиц отклоняется на небольшие углы порядка 1 –
 3°, однако некоторое их количество рассеивается на значительно большие 
углы, доходящие до 150°. Покажем, что этот результат противоречит мо-
дели атома Томсона. 

Кулоновская сила взаимодействия α-частицы с положительным заря-

дом атома равна 
2

2
0

2
4

ZeF
R

=
πε

, где Ze — положительный заряд атома, R — 

эффективное расстояние взаимодействия. Под действием этой силы им-
пульс частицы может измениться на величину p F tΔ = Δ , где Δ = 2t R v  — 
время взаимодействия. Таким образом, для относительного изменения им-
пульса при рассеянии на одном атоме, полагая R порядка размера атома 
(10 –10 м), получаем оценку: 

−

α

Δ
= ⋅
πε

�
2

4
2

0
3 10p Ze

p Rm v
, 

что соответствует углу рассеяния 0,02° 

                                           
1 me = 9,1⋅10 – 31 кг, e = 1,6⋅10 – 19 Кл. 

Рис. 2.1. Опыт Резерфорда 

Рис. 2.2. Рассеяние α-
частиц атомами 
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(рис. 2.2). Вероятность же рассеяния на углы, большие 90°(в этом случае 
рассеяние должно произойти на многих атомах), оказывается исчезающе 
малой — на уровне 10 –3500. Учет взаимодействия α-частицы с электронами 
может только уменьшить найденную оценку. 

Поскольку угол отклонения обратно пропорционален размеру рассеи-
вателя R, получить заметное отклонение α-частиц при однократном рас-
сеянии можно лишь если R ~ 10 –14 м. Основываясь на этом, Резерфорд вы-
двинул планетарную модель атома: в центре атома находится ядро, вокруг 
которого, как планеты вокруг Солнца, вращаются Z электронов. Размер яд-
ра не больше 10 –14 м, оно несет положительный заряд Ze и в нем сосредо-
точена почти вся масса атома. Резерфорд теоретически рассчитал, как за-
висит интенсивность рассеяния от угла отклонения α-частиц, зарядового 
числа ядра и скорости рассеиваемых частиц. Экспериментально измерен-
ные зависимости оказались в полном соответствии с этими теоретически-
ми предсказаниями. 

Модель Резерфорда объясняла результаты опытов по рассеянию α-
частиц, однако противоречила классической электродинамике. Действи-
тельно, электроны, для того чтобы не упасть на ядро, должны все время 
двигаться и, поскольку их траектория ограничена в пространстве, двигать-
ся с ускорением. Например, при движении по круговой траектории элек-
трон будет иметь центростремительное ускорение. По законам электроди-
намики ускоренно движущийся заряд должен излучать электромагнитные 
волны. Процесс излучения сопровождается потерей энергии, так что элек-
трон должен был бы, в конце концов, упасть на ядро. Оценки, сделанные 
для модели Резерфорда, показали, что для электрона, первоначально вра-
щавшегося по круговой орбите радиусом 1 Å, падение на ядро происходи-
ло бы за время около  
10 –7 секунды. Причем такое падение сопровождалось бы излучением элек-
тромагнитных волн со сплошным спектром. Реальные же уединенные ато-
мы излучают волны с линейчатым спектром, и в отсутствии внешних воз-
действий в некотором (основном) состоянии «живут», не разрушаясь, не-
ограниченно долго. Это противоречие было разрешено позже в рамках 
квантовой механики. 

2.2. Постулаты Бора. Опыт Франка и Герца 
Дальнейшее развитие теории строения атома связано с двумя постула-

тами, которые выдвинул датский физик Нильс Бор в теоретической работе 
1913 г.: 

 Из бесконечного множества электронных орбит, возможных с точки 
зрения классической механики, в действительности реализуются толь-
ко некоторые дискретные стационарные орбиты, удовлетворяющие 
определенным условиям. Электрон, находящийся на такой стационар-
ной орбите, имеет определенную энергию и не излучает. 
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В дальнейшем, когда выяснилось, что понятие траектории электрона в 
атоме теряет смысл, такую ситуацию, когда движущийся в ограниченной 
области пространства электрон имеет определенную энергию и не излуча-
ет, стали называть стационарным состоянием электрона, а условия выбора 
стационарных орбит (состояний) — квантовыми условиями. 

 Излучение испускается или поглощается в виде светового кванта с 
круговой частотой ω и энергией ћω при скачкообразном переходе элек-
трона из одного стационарного состояния в другое. Пусть n и m — но-
мера состояний, между которыми совершается переход, тогда энер-
гия кванта равна разности энергий электрона в этих состояниях: 

 ω = −h n mE E . (2.1) 

 
Рис. 2.3. Опыт Франка – Герца с парами ртути. 

Дискретность (квантованность) энергии у атомов была подтверждена 
опытами Дж. Франка и Г. Герца (рис. 2.3, а), проделанными уже в сле-
дующем 1914 г. В одном из опытов исследовалось прохождение электри-
ческого тока через трубку, заполненную парами ртути. Вылетевшие из ка-
тода К электроны ускорялись напряжением U, приложенным между като-
дом и управляющим электродом — сеткой С. Это напряжение регулирова-
лось потенциометром П и измерялось вольтметром В. Между сеткой и 
анодом А создавалось слабое задерживающее электрическое поле с напря-
жением Uз<<U. Если кинетическая энергия электронов, прошедших через 
сетку, была достаточно велика, они достигали анода, и возникающий ток 
регистрировался гальванометром Г. 

Если бы в трубке был вакуум, вольтамперная характеристика имела 
бы вид, показанный на рис. 2.3, б. Однако при наличии паров ртути на 
кривой I(U) возникали максимумы и минимумы (рис. 2.3, в). Объяснение 
этого эффекта заключается в следующем.  

Пока энергия электрона невелика (небольшие значения U) при столк-
новениях электрона с атомом ртути внутренняя энергия атома не меняется, 
так как из-за дискретного характера энергетических уровней возбуждение 
невозможно. Такое столкновение называется упругим. Энергия электрона 
при упругом столкновении также почти не меняется, поскольку атом ртути 
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почти в 400 тысяч раз тяжелее электрона, и передачи кинетической энер-
гии при столкновении практически не происходит. После упругих столк-
новений электроны способны преодолеть задерживающее напряжение ме-
жду сеткой и анодом. С ростом напряжения U количество электронов, дос-
тигающих анода, возрастает, — анодный ток растет. 

По достижении электроном энергии 4,9 эВ (разность энергий первого 
возбужденного и основного состояний атома ртути) ситуация меняется. 
Становится возможным неупругое столкновение, при котором электрон пе-
редает часть своей кинетической энергии атому, переводя его в возбуж-
денное состояние. Оставшейся у электрона энергии оказывается недоста-
точно для преодоления задерживающего напряжения на участке сетка – 
анод и он не долетает до анода. В этой ситуации при увеличении U возрас-
тает количество неупругих столкновений — уменьшается число электро-
нов, достигающих анода, и анодный ток убывает. Последующие провалы 
на вольтамперной характеристике связаны с многократными неупругими 
столкновениями одного и того же электрона с атомами ртути. Расстояние 
по оси напряжений между двумя последовательными максимумами на 
графике 2.3, в равно потенциалу возбуждения атома ртути (4,9 В), а между 
максимумом и последующим минимумом приблизительно равно задержи-
вающему напряжению сетка – анод. 

Опыты Франка – Герца подтвердили и второй постулат Бора. При ус-
коряющем напряжении меньшем 4,9 В пары ртути не светятся. Это объяс-
няется тем, что в трубке нет возбужденных атомов ртути, которые могли 
бы излучать свет, переходя в невозбужденное состояние. При напряжении 
более 4,9 В появляется свечение, спектр которого состоит из одной резо-
нансной1 ультрафиолетовой линии с λ = 253,7 нм. По этой длине волны 
можно вычислить и потенциал возбуждения ртути: 
 = ν = λeU h hc , 

откуда U = 4,887 В, что хорошо согласуется со значением 4,9 В, получен-
ным выше. Замечательно также, что при U , незначительно превышающих 
4,9 В, наблюдалась только одна резонансная линия, хотя спектр ртути со-
держит много линий излучения, для которых энергия светового кванта 
меньше 4,9 эВ. 

2.3. Боровская теория атома водорода 
Условие для стационарных орбит в атоме с одним электроном полу-

чил Бор, исходя из постулата Планка о том, что энергия возбужденного 
гармонического осциллятора принимает дискретные значения  
 = ωhnE n , n = 1, 2, 3… . (2.2) 

                                           
1 Резонансная линия соответствует переходу между первым возбужденным и основным состоя-
ниями. 
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Из классической механики известно, что полная энергия осциллятора 

 ω
= +

2 2 2

2 2
p m qE
m

, (2.3) 

где q и p — координата и импульс осциллятора. Из (2.2) и (2.3) получаем 
уравнение, связывающее q и p в состоянии с номером n: 

 + =
ω ωh h

2 2
1

2 2
q p

n m mn
. (2.4) 

Координатная плоскость (q, p) называ-
ется фазовой плоскостью, а кривая, изо-
бражающая связь импульса и координаты 
на этой плоскости, — фазовой кривой (фа-
зовой траекторией). Из уравнения (2.4) 
следует, что фазовая кривая гармоническо-
го осциллятора представляет собой эллипс 
(рис. 2.4) с полуосями = ωh2a n m  

и = ωh2b mn . 

Площадь этого эллипса (площадь между фазовой траекторией и осью 
обобщенной координаты для одного периода) имеет определенное значе-
ние, зависящее только от номера состояния: 

 = = π = π∫ h� 2S pdq ab n . (2.5) 

Для движения электрона по плоской круговой орбите обобщенной ко-
ординатой q является угол ϕ, а обобщенным импульсом p — момент им-
пульса L. При движении в центральном поле, каковым является кулонов-
ское поле ядра, момент импульса постоянен, а угол за период изменяется 
от 0 до 2π. Поэтому площадь между фазовой траекторией и осью обоб-
щенной координаты равна 2πL. Подставляя это значение вместо интеграла 
в уравнение (2.5), получаем условие квантования для момента импульса: 
 = hL n . (2.6) 

Таким образом, по теории Бора из всех орбит электрона, возможных с 
точки зрения классической механики, осуществляются только те, для ко-
торых момент импульса подчиняется условию (2.6), т. е. кратен постоян-
ной ћ. 

Рассмотрим теперь электрон, движущийся по круговой орбите радиу-
са r вокруг атомного ядра с зарядом Ze. Масса ядра намного больше массы 
электрона, поэтому будем считать, что ядро покоится, и радиус орбиты 
электрона совпадает с расстоянием до ядра. При Z = 1 такая модель описы-
вает атом водорода, при Z = 2, 3, … — водородоподобные ионы, имеющие 
только один электрон: He+, Li++ и т. д. Центростремительная сила, дейст-
вующая на электрон, равна кулоновской силе притяжения: 

Рис. 2.4. Фазовая траектория 
гармонического осциллятора 



 

 24

 =
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2
04

mv Ze
r r

. (2.7) 

Из уравнения (2.6), учитывая, что =L mvr , выразим скорость электрона v и 
подставим в (2.7). Тогда для радиусов стационарных орбит электрона по-
лучим: 

 πε
=

h2
20

2
4

nr n
mZe

, n = 1, 2, 3… (2.8) 

Радиус первой орбиты атома водорода называется боровским радиу-
сом, его величина равна 

 = πε =h2 2
0 04 0,529a me  Å. (2.9) 

По порядку величины боровский радиус совпадает с размерами ато-
мов, которые получаются из газокинетических экспериментов. Это являет-
ся дополнительным подтверждением теории Бора. 

Напряженность электрического поля ядра на первой боровской орбите 
равна = πε 2

0 04E e a  = 5⋅1011 В/м. Вообще величина 1011 В/м или 109 В/см 
является характерным масштабом для напряженностей внутриатомных 
электрических полей. Именно при таких напряженностях внешних полей 
возможна «холодная» ионизация атомов, т. е. отрыв внешних (наименее 
связанных с ядром) электронов. 

2.4. Энергетические уровни водорода. Спектральные серии 
Найдем, опираясь на теорию Бора, значения En энергии атома водоро-

да в стационарных состояниях (разрешенные значения энергии). Будем 
считать, что потенциальная энергия свободного (не взаимодействующего с 
ядром) электрона равна нулю, тогда потенциальная энергия электрона на 
расстоянии r от ядра отрицательна и равна 2

04Ze r− πε . Полная энергия 
движущегося по орбите электрона складывается из кинетической и потен-
циальной:  

 = −
πε

2 2

02 4
mv ZeE

r
. (2.10) 

Выразив mv2 из (2.7), получим, что при движении по круговой орбите ки-
нетическая энергия электрона по модулю вдвое меньше его потенциальной 
энергии, что означает достаточность кулоновских сил для удержания элек-
трона на орбите. В этом случае полная энергия отрицательна и для выры-
вания электрона из атома требуется подвести энергию извне, так как энер-
гия свободного электрона содержит только кинетическое слагаемое и не 
может быть отрицательной. Подставляя значения r из (2.8), находим раз-
решенные значения энергии: 
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 = −
π ε h

4 2

2 2 2 2
0

1
32n

me ZE
n

, n = 1, 2, … . (2.11) 

Если ввести безразмерную величину 

 α = πε ≈h2
04 1 137e c , (2.12) 

называемую постоянной тонкой структуры, то энергия электрона в атоме 
выразится через энергию покоя электрона mc2: 

 = − α2 2 2 22nE Z mc n . (2.13) 

Полученное выражение позволяет сделать важные выводы, подтвер-
ждаемые экспериментальными наблюдениями. 

1. Энергии стационарных состояний электрона в атоме водорода об-
ратно пропорциональны квадратам натуральных чисел. 

2. Энергия ионизации невозбужденного атома водорода, в котором 
электрон находится на первой боровской орбите, равна 

2
è 1 2 13,6 ýÂE E mc= − = α = .  

3. Потенциалы ионизации водородоподобных атомов увеличиваются 
прямо пропорционально квадрату заряда ядра Z. 

Заметим, что скорость электрона на первой боровской орбите в атоме 
водорода равна 137v c c= α ≈ , а для других орбит она еще меньше. Поэто-
му электрон в атоме водорода можно считать нерелятивистским и приме-
нение нерелятивистского выражения для кинетической энергии в формуле 
(2.7) оказывается оправданным. 
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Рис. 2.5. Энергетические уровни и спектральные серии водорода 

Схема энергетических уровней, определяемых формулой (2.11), пока-
зана на рис. 2.5. На ней отображены длины волн, соответствующие основ-
ным линиям первых серий излучения возбужденного атома водорода. Эм-
пирические формулы для расчета длин волн линий излучения различных 
веществ стали разрабатываться спектроскопистами еще за четверть века до 
боровской теории. Одна из таких формул, полученная для спектральных 
термов атома водорода (о них идет речь ниже) подтверждает пропорцио-
нальность энергии обратным квадратам натуральных чисел. 

Еще в 1908 г. на основе обобщения экспериментальных данных был 
сформулирован комбинационный принцип Ритца: все многообразие волно-
вых чисел спектральных линий атома может быть получено путем попар-
ных комбинаций гораздо меньшего числа величин, названных спектраль-
ными термами. Волновое число1 каждой спектральной линии выражается 
разностью двух термов: 
  ; m <  nm nT Tν = −% . (2.14) 

Термы Tn данного атома представляют собой последовательность по-

                                           
1 В спектроскопии принято использовать спектроскопическое волновое число ν = ν = λ% 1c , от-
личающееся множителем 2π от обычного волнового числа 2 /k = π λ . 
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ложительных чисел, убывающих к нулю с ростом номера1 n = 1, 2, … . 
Заметим, что спектральные линии данного атома группируются в 

спектральные серии. Волновые числа линий одной серии при движении по 
спектру в сторону больших значений ν%  сближаются между собой и стре-
мятся к определенному значению ãðν% , которое называется границей серии. 
При наблюдении в обычной газоразрядной трубке интенсивность линий 
уменьшается с увеличением ν% . Комбинационный принцип объяснил сери-
альную структуру следующим образом. Волновые числа линий одной се-
рии получаются комбинированием терма с определенным номером m и 
всех термов с более высокими номерами n = m + 1, m + 2, … . С ростом 
номера → 0nT , а волновые числа возрастают, стремясь к значению 
ν =% гр mT . 

Для термов некоторых атомов были подобраны формулы, связываю-
щие значение терма с его номером. В частности, термы атома водорода и 
водородоподобных ионов превосходно описываются формулой 

  2=n
RT
n

, (2.15) 

где величина R называется постоянной Ридберга. Значение постоянной 
Ридберга различно для разных изотопов водорода и водородоподобных 
ионов, поэтому ее снабжают индексом, указывающим на тип атома или 
иона. Например, для легкого водорода (протия) ее обозначают RH. 

Поскольку волновое число выражается через циклическую часто-
ту: 2 cν = ω π% , правило частот Бора (2.1) совпадает с формулой комбинаци-
онного принципа (2.14), если принять 

  
2

n
n

ET
c

= −
πh

. (2.16) 

При этом линии одной спектральной серии возникают при переходах ато-
ма с вышележащих энергетических уровней на один и тот же нижний уро-
вень. Примеры таких переходов для атома водорода показаны на рис. 2.5. 
Из (2.16) с учетом (2.11) получается теоретическое выражение для термов 
водорода (Z = 1): 

 ∞= 2n
RT
n

,  (2.17) 

где  

                                           
1 Некоторые пары термов дают волновые числа, не наблюдаемые в эксперименте, поэтому в 
спектроскопии существуют еще и так называемые правила отбора для тех пар термов, разность 
которых дает волновые числа реально наблюдающихся спектральных линий. 
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( )

4
1 15 1

3 2 3
0

109737 ñì ; 3,288 10 ñ
4

meR R c
c

− −
∞ ∞= = = ⋅

π ε h
. (2.18) 

Индекс ∞  указывает на то, что при выводе формул (2.11) и (2.18) масса 
ядра считалась бесконечно большой, а само ядро — неподвижным. Чтобы 
учесть конечность массы ядра M в (2.18) нужно заменить массу электрона 
m на приведенную массу +( )Mm M m  В этом случае для легкого водоро-
да рассчитанное значение постоянной Ридберга оказывается равным 
RH = 109678 см–1, что отлично согласуется с экспериментальным значени-
ем. Для термов двух других изотопов водорода и водородоподобных ионов 
теория Бора также позволяет получить аналитические выражения и связать 
значения постоянной Ридберга со значениями других мировых постоян-
ных. 

Параметр n в формулах (2.11) – (2.17) называется главным квантовым 
числом1. Частота спектральной линии, соответствующей переходу между 
уровнями энергии с главными квантовыми числами n и m равна 

 ⎛ ⎞ω = π −⎜ ⎟
⎝ ⎠2 2

1 12 cR
m n

. (2.19) 

Если зафиксировать число m, то при разных n > m из этой формулы полу-
чаются частоты линий одной спектральной серии. Серия с m = 1 называет-
ся серией Лаймана. Для водорода ее линии лежат в УФ-диапазоне. Серия с 
m = 2 (серия Бальмера) имеет четыре линии в видимой части спектра. Ли-
нии серии с m = 3 (серии Пашена) попадают в ИК-область. 

Линии этих и последующих серий наблюдаются в излучении, когда 
атомы в результате какого-либо внешнего воздействия (например, элек-
трического разряда) переводятся в возбужденное состояние, и затем отда-
ют свою энергию в виде световых квантов. В спектрах поглощения наблю-
даются только линии серии Лаймана, поскольку при обычных температу-
рах подавляющее число атомов находится в основном состоянии (m = 1). 

Теория Бора показала, что для понимания законов микромира класси-
ческих законов недостаточно. В этой теории возникли понятия стационар-
ного состояния и квантового числа. Ее серьезным успехом оказалось объ-
яснение комбинационного принципа Ритца и эмпирических сериальных 
соотношений в спектре водорода и водородоподобных ионов. Она позво-
лила объяснить закономерности в изменении спектров некоторые атомов, 
помещенных в магнитное поле (простой эффект Зеемана). Однако, по-
скольку теория Бора не являлась последовательно квантовой теорией (рас-
чет движения электронов на квантовых орбитах производился по форму-
лам классической физики), с ее помощью не удалось адекватно описать 

                                           
1Обобщение теории Бора-Зоммерфельда для эллиптических орбит показало, что квантовых чи-
сел может быть несколько. 
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спектры атомов с двумя и более электронами — Не и т. д. Не позволила 
она также получить количественные соотношения для интенсивностей 
спектральных линий и, в частности, объяснить спектроскопические прави-
ла отбора. 
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Глава 3. Волновые свойства вещества 

3.1. Волны де Бройля 
К двадцатым годам прошлого века было известно, что в одних явле-

ниях (интерференция, дифракция) свет проявляет волновые свойства, в 
других (фотоэффект, эффект Комптона) ведет себя как поток частиц. В 
1924 г. французский ученый Луи де Бройль выдвинул гипотезу о том, что 
подобный корпускулярно-волновой дуализм не является особенностью 
только оптических явлений, но имеет универсальный характер, а микро-
частицы наряду с корпускулярными обладают также и волновыми свойст-
вами. Причем волновые свойства (частота ω, длина волны λ и волновой 
вектор k) связаны с корпускулярными (энергией E и импульсом p) теми же 
соотношениями, что и у фотона: 

 π
ω = λ = =

h

h h

2, ,E
p

pk . (3.1) 

Функцию координат и времени, описывающую волновые свойства 
частицы в данном состоянии, называют волновой функцией, или  
ψ-функцией состояния. При свободном движении микрочастицы ее вектор 
импульса и энергия не изменяются, следовательно, постоянны также ω, λ и 
k. Такими свойствами обладает плоская волна, распространяющаяся вдоль 
направления импульса частицы 

 [ ] ⎡ ⎤ψ = ω − = −⎢ ⎥⎣ ⎦h
( , ) exp ( ) exp ( )it i t Etr kr pr . (3.2) 

Де Бройль использовал волновые представления для пояснения пра-
вила квантования электронных орбит Бора. Электрону в стационарном со-
стоянии сопоставляется круговая стоячая волна со стационарным распре-
делением амплитуды вдоль орбиты. Такое распределение возможно, толь-
ко если на орбите укладывается целое число длин волн. Таким образом, 
условие стационарности имеет вид 2 r nπ λ =  (n = 1, 2, …). Учитывая со-
отношение (3.1) и то, что L = rp есть момент импульса, получаем L n= h , 
что совпадает с условием квантования (1.6). 

Физическую интерпретацию волновой функции дал Макс Борн в 
1926 г. Согласно Борну квадрат модуля волновой функции определяет ве-
роятность dP того, что частица в данном состоянии будет обнаружена в 
объеме dV вблизи точки с радиус-вектором r: 

 ( )= ψ = ψψ ∗
2

,dP A t dV A dVr , (3.3) 

где A — множитель, одинаковый для всех r. Интеграл от выражения (3.3), 
взятый по всему объему, должен равняться единице, так как обнаружение 
частицы хоть в какой-нибудь точке является достоверным событием. В 
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квантовой механике принимается, что ψ-функция допускает умножение на 
произвольное отличное от нуля комплексное число C, причем функции ψ и 
Cψ описывают одно и то же состояние частицы. Поэтому всегда можно 
выбрать ψ-функцию так, чтобы она удовлетворяла условию 

 ψ =∫
2 1dV . (3.4) 

Условие (3.4) называется условием нормировки, а соответствующая волно-
вая функция — нормированной. Для такой функции множитель A в фор-
муле (3.3) равен единице. 

Как известно, при распространении световых волн в среде возникает 
явление дисперсии — зависимости скорости распространения от длины 
волны или частоты. Дисперсия свойственна также волнам де Бройля, при-
чем она существует даже в вакууме. 

При наличии дисперсии необходимо 
различать фазовую скорость волны (ско-
рость перемещения волнового фронта) 
фv k= ω  и групповую скорость (скорость 
перемещения максимума огибающей ам-
плитудно-модулированного волнового па-
кета, рис. 3.1) u d dk= ω . В случае волн 
де Бройля максимум амплитуды пакета со-
ответствует точке, в которой вероятность 

обнаружения частицы максимальна. С учетом соотношений (3.1), выраже-
ния для фазовой и групповой скоростей дебройлевского волнового пакета 
частицы примут вид 

 ф ,E dEv u
p dp

= = . (3.5) 

В нерелятивистском случае кинетическая энергия классической час-
тицы связана с импульсом формулой 2 2E p m= , поэтому 
u dE dp p m v= = = , где v — скорость классической частицы. Таким об-
разом, групповая скорость дебройлевского волнового пакета совпадает со 
скоростью классической частицы, или, другими словами, место наиболее 
вероятного пребывания частицы перемещается со скоростью классической 
частицы. В релятивистском случае по теории Эйнштейна имеем 

 = + =2 2 2 4 2
0E p c m c mc , 

где m0 — масса покоя частицы, а m — так называемая релятивистская мас-
са. Групповая скорость оказывается равной 

 
2c pu
E

= . (3.6) 

Рис. 3.1. Волновой пакет 
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Так как E = mc2, p = mv, получаем вновь u = v . Из (3.6) и (3.5) видно, 
что между групповой и фазовой скоростями существует простая связь: 

 2
фuv c= . (3.7) 

Поскольку всегда v = u ≤ c, оказывается, что фазовая скорость волн 
вероятности больше скорости света. Однако поскольку фазовая скорость 
не связана с передачей информации или с перемещением какого-либо фи-
зического объекта, теория относительности не накладывает на нее никаких 
ограничений. Наблюдаемой физической величиной является групповая 
скорость. 

3.2. Проявления волновых свойств вещества 
Оценим длины волн де Бройля, соответствующих различным микро-

частицам. Для электронов, ускоренных разностью потенциалов U, импульс 
определяется формулой 2 ep m eU= , так что из (3.1) следует, что 

 2 2e em eUλ = πh . (3.8) 

При U = 100 … 1000 В получаем λe = 0,12 … 0,04 нм. Для молекул водоро-
да, движущихся со среднеквадратичной тепловой скоростью, 

2H3p m kT= ; при T = 320 K находим, что 
2Hλ  = 0,1 нм. Таким образом, 

для электронов, ускоренных до энергий 100…1000 эВ и молекул легких га-
зов при комнатной температуре длины волн де Бройля такого же порядка, 
что и у мягкого рентгеновского излучения. Поэтому можно обнаружить 
дифракцию этих волн теми же методами, которые применяются в физике 
рентгеновских лучей. 

Дифракционные эффекты для рентгеновского излучения особенно за-
метны при его взаимодействии с кристаллическими телами. Постоянные 
кристаллических решеток, как правило, по величине равны нескольким де-
сятым нанометра и, следовательно, сопоставимы с длинами волн рентге-
новских лучей. При рассеянии рентгеновских лучей на кристаллах наблю-
даются дифракционные максимумы, положение которых определяется ус-
ловием Вульфа – Брэггов 
 θ = λ2 sind n , (3.9) 
где d — расстояние между кристаллическими плоскостями, т. е. период 
решетки (см. рис. 3.2), θ — угол скольжения лучей, равный половине угла 
отклонения ϕ. 
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Рис. 3.2. Дифракция волн на кристаллической решетке 

В 1927 г. Дэвиссон и Джермер, исследуя отражение электронного 
пучка от монокристалла никеля (см. рис. 3.3, а), обнаружили резкое увели-
чение числа рассеянных электронов под углом α = 50° (рис. 3.3, б), осо-
бенно ярко выраженное при ускоряющем напряжении 54 В (λ = 0,167 нм). 
Этот максимум можно истолковать как дифракцию первого порядка на 
решетке с периодом sin 0,215 нмd = λ θ = , что хорошо согласуется с из-
вестным расстоянием между кристаллическими плоскостями никеля. 

 
Рис. 3.3. Схема опыта Дэвиссона и Джермера (а) и полярная диаграмма рассеяния 

электронов (б) 

При фиксированном положении коллектора и плавном увеличении 
напряжения на электронной пушке будет увеличиваться импульс электро-
на, а, следовательно, уменьшаться длина волны де Бройля. С учетом (3.8) и 
(3.9) получаем, что дифракционные максимумы будут возникать при уско-
ряющих напряжениях 

 π
=

θ
h2

2 sin 2 e

nU
d m e

. (3.10) 

В опытах Девиссона и Джермера была получена зависимость, приве-
денная на рис. 3.4, стрелками показано положение максимумов, рассчи-
танное по формуле (3.10). Расстояние между ними при θ = 80° и 
d = 0,203 нм должно равняться 3,06 В1/2. 
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Рис. 3.4. Зависимость интенсивности рассеянного пучка электронов от ускоряющего 

напряжения 

Видно, что при общем качественном согласии теории и эксперимента, 
для малых n наблюдаются систематические отступления от формулы (3.10)
, что объясняется преломлением волн де Бройля на границе кристалла и 
уменьшением длины волны вследствие влияния внутрикристаллического 
поля. 

В других дифракционных опытах Тартаковским и Томсоном изуча-
лась дифракция монохроматического пучка АВ быстрых электронов с 
энергией порядка 104 эВ на поликристаллической металлической фольге Ф 
(рис. 3.5, а). 

 
Рис. 3.5. Схема опыта Тартаковского и Томсона (а, б) и электронная дифракционная 

картина (в) 

Поликристаллическая фольга состоит из множества хаотически ори-
ентированных кристалликов, среди которых найдутся такие, при отраже-
нии от которых выполняется условие Вульфа – Брэггов θ = λ2 sind n  
(рис. 3.5, б). Совокупность таких кристалликов обладает симметрией вра-
щения относительно направления падающего электронного пучка АВО. В 
результате на экране Э образуются дифракционные кольца (рис. 3.5, в). 

В описанных выше опытах интенсивность электронных пучков была 
настолько велика, что на кристаллах одновременно рассеивалось большое 
число электронов. Поэтому можно было предположить, что дифракцион-
ная картина возникает в результате взаимодействия этих электронов друг с 
другом. В 1949 г. Биберманом, Сушкиным и Фабрикантом был поставлен 
опыт, в котором интенсивность электронного пучка была настолько слаба, 
что интервал между двумя последовательными электронами в 30000 раз 
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превосходил время, затрачиваемое на прохождение всего прибора. На-
правление рассеяния отдельного электрона было случайным, но результи-
рующее распределение от большого числа частиц статистически воспроиз-
водилось и соответствовало описанной выше дифракционной картине. Та-
ким образом было доказано, что волновые свойства присущи отдельной 
микрочастице. 

Поведение микрообъектов, сочетающих свойства волн и частиц, чрез-
вычайно сильно отличается от поведения больших тел. Действительно, 
частица всегда обнаруживается как неделимое целое, в то время как волну 
можно разделить на части, скажем, с помощью полупрозрачного зеркала. 
Во многих случаях это поведение противоречит повседневному опыту че-
ловека. Это приводит к тому, что наглядные модели поведения квантовых 
объектов можно использовать далеко не всегда, да и то с большими ого-
ворками. 

  
Рис. 3.6. Опыт с двумя щелями (а) и распределение вероятности детектирования 

электронов при открытых 1 и 2 щели по очереди (б) и одновременно (в) 

Рассмотрим, например, что получится при падении монокинетическо-
го1 пучка невзаимодействующих между собой электронов на непрозрач-
ный экран с двумя щелями (рис. 3.6, а). За преградой поставим фотопла-
стинку Фп. 

В начале оставим открытой только щель 1, почернение фотопластин-
ки будет характеризоваться кривой 1 на рис. 3.6, б. Для одного электрона 
эта кривая описывает вероятность его детектирования в плоскости Фп. 
Аналогично, при прохождении электронов через вторую щель получим 
распределение 2. Ширина этих дифракционных контуров, как и в класси-
ческой волновой оптике, обратно пропорциональна ширине щелей b. 

Если же открыть обе щели, то фотопластинка зафиксирует не наложе-
ние кривых 1 и 2, а типичную интерференционную картину (рис. 3.6, в) с 
периодом, обратно пропорциональным расстоянию между щелями d. Та-
ким образом, на движение каждого электрона (как волны) оказывают 
влияние оба отверстия. Любая попытка установить, через какое именно от-
верстие проходит электрон (как частица) приводит к исчезновению интер-
ференционных полос. 

                                           
1 Монокинетический пучок — пучок частиц, имеющих одинаковую скорость. 
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Описанный мысленный эксперимент показывает, что характер движе-
ния микрочастиц не совместим с представлением об определенной траек-
тории. Он носит вероятностный характер и не существует способа пред-
сказать, в какую именно точку экрана попадет конкретный электрон. 
Можно только утверждать, что попадание в одни точки более вероятно, 
чем в другие. Соответствующая вероятность определяется квадратом мо-
дуля волновой функции ψ 2 . 

Статистические или вероятностные свойства микрообъекта при неко-
торых заданных условиях могут быть установлены на опыте либо при на-
блюдении большого количества идентичных объектов (частиц), либо при 
многократном наблюдении одного объекта в одних и тех же условиях. Та-
кие совокупности объектов называются квантовыми ансамблями. Каждый 
квантовый ансамбль определяется заданием макроскопических параметров 
его состояния. 

Здесь имеется некоторая аналогия с классической статистической фи-
зикой. Например, задавая давление и температуру газа, мы определяем 
распределение его молекул по координатам и скоростям. Однако если в 
классическом случае допускается принципиальная возможность просле-
дить за движением отдельно взятой молекулы, то для квантовых микро-
объектов такой подход лишен физического смысла. 

3.3. Соотношение неопределенностей 
В классической механике состояние материальной точки (частицы) 

определяется заданием координаты, импульса, энергия и т. д. Причем все 
эти величины могут быть в принципе одновременно измерены с любой 
требуемой точностью. Своеобразие корпускулярно-волновых свойств мик-
рочастиц проявляется в том, что не для всех величин возможны одновре-
менные точные измерения. 

Рассмотрим, например, процедуру определения поперечной коорди-
наты свободно летящей частицы путем фиксации ее прохождения через 
щель шириной Δx в экране Э (рис. 3.7). Предположим, что пучок идентич-
ных невзаимодействующих частиц летит перпендикулярно плоскости ще-
ли так, что их импульс p направлен вдоль оси z. Следовательно, достовер-
но известно, что проекция px = 0. При этом отсутствует какая-либо инфор-
мация о положении частицы по направлению x (координата x полностью 
неопределена). После прохождения щели неопределенность координаты 
становится равной Δx. Одновременно вследствие волновых свойств частиц, 
они испытывают дифракцию, отклоняются от первоначального направле-
ния и поперечная проекция импульса приобретает неопределенность Δpx. 
Считая, что основная доля частиц попадает в пределы центрального ди-
фракционного максимума с угловой шириной sin xp p xϕ = Δ = λ Δ , с 
учетом (3.1) получаем: 
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 2xx pΔ Δ π� h . (3.11) 

Соотношение (3.11), установ-
ленное в 1927 г., называется соот-
ношением неопределенности Гей-
зенберга для координаты и импуль-
са частицы. Оно является одним из 
принципиальных ограничений 
классического описания частицы. 
Из него следует, что чем точнее из-
вестна координата, тем больше не-
определенность импульса частицы. 
Верно и обратное: при уточнении 
значения проекции импульса про-
исходит возрастание неопределен-
ности координаты. Соотношение 
Гейзенберга не означает, что частица в каждый момент времени имеет оп-
ределенные значения координаты и импульса, а мы просто не можем изме-
рить их с достаточной точностью. Американским ученым 
Дж. фон Нейманом в 1932 г. было показано, что предположение о наличии 
«скрытых параметров», задающих точные (но неизвестные) положение и 
импульс электрона, противоречит опыту. Таким образом, в природе объ-
ективно не существует состояний частиц с одновременно точно опреде-
ленными значениями координаты и соответствующей проекции импульса. 

В квантовой механике выявляется существенная особенность процес-
са измерения (взаимодействия прибора с изучаемым объектом): этот про-
цесс всегда оказывает воздействие на подвергаемую измерению частицу. 
Такое воздействие принципиально не может быть сделано сколь угодно 
слабым. Так, например, если мы попытаемся определить координату час-
тицы, освещая ее монохроматическим светом с длиной волны λ, то вслед-
ствие дифракционного характера рассеяния фотонов точность измерения 
координаты будет sinxΔ λ ϕ� , где ϕ — угол рассеяния фотонов. Для по-
вышения точности нужно уменьшать длину волны. Однако при рассеянии 
фотона на частице последняя испытывает отдачу, в результате чего ее им-
пульс получает случайное приращение 2 sinxpΔ π ϕ λ� h . Таким образом, 
при одновременном измерении x и px снова приходим к соотношению 
(3.11). 

Соотношение неопределенности справедливо не только для пары пе-
ременных координата – импульс, но и для некоторых других пар величин, 
называемых сопряженными. Н. Бор в 1928 г. выдвинул принцип дополни-
тельности, в соответствии с которым описание состояния в квантовой ме-
ханике распадается на два взаимоисключающих класса, совокупность ко-
торых могла бы дать в классическом понимании полное описание системы. 

Рис. 3.7. К определению поперечной 
координаты частицы 
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Строгое условие, описывающее возможность или невозможность од-
новременного сколь угодно точного измерения двух величин, будет указа-
но в главе 4. Сейчас отметим только еще одну пару дополнительных вели-
чин: энергию и время. Действительно, для любого волнового процесса 
справедливо соотношение  
 2tΔ Δω π� . (3.12) 

Оно следует из теоремы Фурье и выражает, в частности, тот факт, что 
ограниченный во времени процесс не может быть строго монохроматиче-
ским. Домножая (3.12) на постоянную Планка, для дебройлевского волно-
вого пакета получаем 
 2t EΔ Δ π� h . (3.13) 
Соотношение (3.13) применимо ко всем физическим объектам и означает, 
что чем короче время существования какого-то состояния или время, отве-
денное на его наблюдение, тем больше неопределенность энергии этого 
состояния. Строго определенной энергией может обладать только стацио-
нарное состояние, существующее бесконечно долгое время. 

Сделаем оценки ограничений, накладываемых соотношением неопре-
деленностей в различных ситуациях. 

 Движение пылинки. Пусть положение пылинки массой 1 мг определено 
с точностью до размера атома, то есть Δx = 10–10 м. Тогда неопределен-
ность скорости 182 6,6 10 ì ñv m x −Δ = π Δ = ⋅h . Естественно, такая точ-
ность недоступна никакому измерению, поэтому в этом случае реаль-
ных ограничений не возникает. 

 Движение электрона в электронно-лучевой трубке (кинескопе). Пусть 
отверстие электронного прожектора имеет диаметр d ∼ 0,1 мм, при этом 
квантовая неопределенность поперечной составляющей импульса 

307 10 Í ñxp d −Δ = ⋅ ⋅� h . Импульс электрона связан с ускоряющим на-
пряжением U соотношением 2p meU= , при U = 10 кВ получаем 
p ≈ 5⋅10–23 Н⋅с. Неопределенность в направлении движения электрона 

71,4 10 ðàäxp p −Δϕ = Δ = ⋅ . Эта неопределенность при длине трубки 
l = 30 см приведет к неопределенности точки попадания электрона на 
экран 8

ý 3 10 ìx l −Δ = Δϕ = ⋅ , что намного меньше размера одного пик-
селя (0,2 мм). Полученный результат указывает на то, что движение 
электрона в кинескопе практически неотличимо от движения по траек-
тории. 

 Электрон в атоме. Пусть электрон находится в атоме водорода на пер-
вой боровской орбите (см. формулу (1.9)). Чтобы к такому движению 
было применимо представление о движении по круговой траектории, 
необходимо, чтобы неопределенность значения радиуса Δr была мала 
по сравнению с самим радиусом орбиты. В этом случае неопределен-
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ность значения радиального импульса будет 2 2rp r rΔ π Δ >> π� h h . 
Учтем, что по формуле (1.6) момент импульса L rp n= = h , т е. при 
n = 1 p r= h . Следовательно, неопределенность значения импульса 
электрона превосходит сам импульс, и в этом случае представление о 
движении по классической орбите теряет смысл. Заметим, однако, что 
по мере роста квантового числа n относительная неопределенность им-
пульса уменьшается, и поведение электрона становится похожим на 
движение по траектории. Это проявление общего соотношения между 
квантовой и классической механикой: при очень больших n формулы 
квантовой механики переходят в формулы классической. Такой пре-
дельный переход, демонстрирующий преемственность физических за-
конов, принято называть принципом соответствия. 
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Глава 4. Квантовомеханические операторы. 
Уравнение Шредингера 

4.1. Операторы физических величин и их свойства 
В квантовой механике состояние физической системы обычно описы-

вается волновой функцией ψ. Каждой физической величине сопоставляет-
ся линейный оператор — совокупность алгебраических, дифференциаль-
ных, интегральных и т. д. операций, производимых над волновой функци-
ей. Хорошо известны, например, операторы Гамильтона 

x y zx y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

e e e , Лапласа 
2 2 2

2 2 2x y z
∂ ∂ ∂

Δ = + +
∂ ∂ ∂

 и другие. Опера-

тор, сопоставляемый физической величине A, обозначается той же буквой 
со шляпкой наверху: Â . Линейность операторов означает, что для любых 
волновых функций ψ и ϕ и любых постоянных a и b выполняется равенст-
во 

 ˆ ˆ ˆ( )A a b aA bAψ + ϕ = ψ + ϕ . (4.1) 

Операторы умножения, дифференцирования, интегрирования обладают 
этим свойством, в то время как возведение в степень, логарифмирование, 
тригонометрические преобразования не являются линейными оператора-
ми. 

Конкретный вид оператора той или иной физической величины уста-
навливается, исходя из принципа соответствия. Так, оператор координаты 
x представляет собой умножение на координату: 

 ψ = ψx̂ x . (4.2) 

Предположим, что измерение координаты x частицы производится 
многократно, причем система каждый раз имеет одинаковое начальное со-
стояние, описываемые волновой функцией ψ(x). Тогда вероятность обна-
ружения частицы в интервале (x, x + dx) равна dP(x) = ψψ*dx, а среднее 
значение координаты, которое будет найдено в результате измерений, 
можно записать в виде 

 = = ψψ = ψ ψ∫ ∫ ∫ ˆ( ) * *x xdP x x dx x dx . (4.3) 

Этот результат является частным случаем одного из основных посту-
латов квантовой механики: среднее значение величины A, наблюдаемое для 
квантового ансамбля с волновой функцией ψ, определяется как 

 ˆ*A A dV= ψ ψ∫ , (4.4) 

где V — объем, по которому производится усреднение. 
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Предположим, что квантовая система находится в состоянии, описы-
ваемом такой волновой функцией ψn, что при измерении величины A все-
гда получается определенное значение An. Среднее значение отклонения 
результата измерения от An должно равняться нулю: 

 ( ) ( )− = ψ ∗ − ψ =∫
22 ˆ 0n n n nA A A A dV . 

Такому условию удовлетворяют волновые функции, являющиеся ре-
шениями уравнения 

 ˆ
n n nA Aψ = ψ , (4.5) 

то есть такие, для которых действие оператора Â  сводится к умножению 
на число An. 

Уравнение (4.5) называется характеристическим уравнением, функ-
ции ψn — собственными функциями, а числа An — собственными значе-
ниями оператора Â . Совокупность всех собственных значений называется 
спектром оператора. В зависимости от конкретного вида оператора его 
спектр может быть дискретным или непрерывным. 

Один из постулатов квантовой механики гласит, что при измерении 
любой физической величины могут получаться только собственные значе-
ния соответствующего ей оператора. Так как измеряемая величина всегда 
вещественна, операторы физических величин должны иметь вещественный 
спектр. Такие операторы называются самосопряженными, или эрмитовы-
ми. 

Совокупность собственных функций ψn эрмитова оператора Â  обра-
зует так называемый базис в пространстве волновых функций. Это означа-
ет, что произвольная волновая функция может быть представлена в виде 
линейной комбинации функций ψn: 

 ψ = ψ∑ n n
n

C , (4.6) 

где Cn — комплексные коэффициенты. Квадрат модуля |Cn|2 коэффициента 
в разложении (4.6) равен вероятности получения значения An при измере-
нии величины A. Например, если ψ1 и ψ2 — собственные функции опера-
тора Â , то есть выполняются соотношения 1 1 1Â Aψ = ψ  и 2 2 2Â Aψ = ψ , а 
квантовая система находится в состоянии, описываемом волновой функци-
ей 1 1 2 2C Cψ = ψ + ψ , то при измерениях величины A будет получаться зна-

чение A1 с вероятностью 2
1C  и значение A2 с вероятностью 2

2C  (функция 
ψ предполагается нормированной в соответствии с равенством (3.4)). 

Предположим, что система находится в таком состоянии ψ, в котором 
определенные значения имеют одновременно две величины A и B. Это оз-
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начает, что ψ является собственной функцией обоих операторов: 

 ˆ ˆ;n n n n n nA A B Bψ = ψ ψ = ψ . (4.7) 

Умножим первое из равенств (4.7) слева на оператор B̂ . Получим 

 ˆˆ ˆ ˆ
n n n n n n n nBA BA A B A Bψ = ψ = ψ = ψ . 

Аналогично ˆ ˆ
n n n nAB B Aψ = ψ . Отсюда следует, что  

 ψ = ψˆ ˆˆ ˆ
n nAB BA . (4.8) 

Поскольку любая волновая функция может быть разложена по собст-
венным функциям эрмитова оператора (см. формулу (4.6)), из (4.8) вытека-

ет, что операторы Â  и B̂  коммутируют, т. е. результат их действия не за-

висит от порядка применения. Из двух операторов Â  и B̂  можно постро-
ить оператор 

 ≡ −ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ[ , ]A B AB BA , (4.9) 

который называется коммутатором. Если выполняется соотношение (4.8), 
то, очевидно, ˆ ˆ[ , ]A B  = 0. 

Можно показать, что если коммутатор двух эрмитовых операторов 
равен нулю, то их собственные функции совпадают. Таким образом, спра-
ведлива следующая теорема: две физические величины могут одновремен-
но иметь определенные значения тогда и только тогда, когда соответ-
ствующие им операторы коммутируют. 

4.2. Операторы импульса, энергии и момента импульса 

Импульс 
Определенным значением импульса обладает свободно движущаяся 

(например, вдоль оси x) частица, волновой функцией которой является 
плоская волна 

 ( )( ) ⎛ ⎞ψ = ω − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠h

( , ) exp exp ( )x x
it i t k x Et p xr . 

Эта функция должна быть собственной для оператора проекции импульса, 
поскольку последняя сохраняет свое значение в процессе движения: 

 ψ = ψˆ x xp p . 

Покажем, что таким свойством обладает оператор 

 ˆ xp i
x
∂

= −
∂

h . (4.10) 
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Действительно, 

 ( )∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ψ = − − = − − = ψ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
h h

h h h
ˆ exp ( ) exp ( )x x x x x

i i ip i Et p x i p Et p x p
x

. 

Аналогично выглядят и операторы других проекций импульса. Обра-
зовав из этих проекций вектор, получаем, что 

 ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − + + = − ∇⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

h hˆ x y zi i
x y z

p e e e , (4.11) 

где ∇ —набла – оператор Гамильтона. 

Оператор ˆ xp  обладает непрерывным спектром, иными словами, на 
величину проекции импульса не накладывается каких-либо ограничений, 
она может быть любой. 

Рассмотрим коммутационные соотношения (4.9) между операторами 
импульса и координаты.  

 
ˆ ˆ ( ) ,
ˆ ˆ ( ) ( ) ( ) .

x

x

xp x i x
p x i x x x i x i

ψ = − ∂ψ ∂

ψ = − ∂ ψ ∂ = − ∂ψ ∂ − ψ

h

h h h
  

Ввиду произвольности функции ψ, получаем операторное равенство 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ]x x xx p xp p x i= − = h . (4.12) 

(справа в этом уравнении стоит оператор умножения на константу hi ). 
Аналогичные соотношения справедливы и для других проекций. 

Поскольку коммутатор отличен от нуля, соотношение (4.12) означает, 
что одноименные проекции координаты и импульса не могут быть одно-
временно точно измерены — для них выполняется соотношение неопреде-
ленностей. Заметим, что коммутаторы типа ˆ ˆ[ , ]x y , ˆ ˆ[ , ]x yp p , ˆ ˆ[ , ]yx p  и т. д. 
равны нулю, то есть соответствующие пары величин могут одновременно 
иметь определенные значения. 

Энергия 
Взяв классическое выражение для кинетической энергии 

= =2 22 2T mv p m , квантовомеханическую формулу получим, заменив 
значения величин соответствующими операторами. С учетом (4.10), (4.11) 

 
⎛ ⎞− ∂ ∂ ∂

= = ∇ = − + + = − Δ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎝ ⎠

h h h2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2
ˆˆ
2 2 2 2
pT
m m m mx y z

, (4.13) 

где Δ — оператор Лапласа. 
Потенциальная энергия зависит только от координат частиц, поэтому 

ее оператор — умножение на значение самой потенциальной энергии: 
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 ˆ ( , , ) ( , , )U x y z U x y z=  (4.14) 

В силу равенств (4.12) коммутатор ˆ ˆ[ , ] 0T U ≠ , это означает, что в мик-
ромире невозможно одновременное точное измерение потенциальной и 
кинетической энергии. Физический смысл имеет полная энергия H = T + U, 
соответствующий оператор 

 
2

ˆ ˆ ˆ
2

H T U U
m

= + = − Δ +
h  (4.15) 

называется оператором Гамильтона или гамильтонианом системы (не пу-
тать с набла – оператором Гамильтона ∇!). 

В зависимости от конкретной ситуации гамильтониан системы может 
иметь непрерывный или дискретный спектр. Примеры расчетов будут рас-
смотрены в следующих разделах. 

Момент импульса. Пространственное квантование 
В классической механике момент импульса (или угловой момент) час-

тицы относительно начала координат определяется векторным произведе-
нием = ×l r p . В квантовой механике это соответствует оператору 

 ˆ ˆ ˆ= ×l r p . (4.16) 

Раскрывая векторное произведение и соблюдая порядок сомножителей, 
найдем операторы проекций момента импульса: 

 

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ,

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ .

x z y

y x z

z y x

l yp zp i y z
z y

l zp xp i z x
x z

l xp yp i x y
y x

⎛ ⎞∂ ∂
= − = − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂⎛ ⎞= − = − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂

= − = − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

h

h

h

 (4.17) 

Рассмотрим коммутационные соотношения для двух проекций мо-
мента: 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( )x y z y x z z x z z y x y zl l yp zp zp xp yp zp yp xp zp zp zp xp= − − = − − + , 

 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ( ) ( )y x x z z y x z z z x y z yl l zp xp yp zp zp yp xp yp zp zp xp zp= − − = − − + . 

Второе и третье слагаемые в обоих выражениях совпадают друг с другом, 
так как все входящие в них операторы попарно коммутируют. Поэтому для 
коммутатора ˆ ˆ[ , ]x yl l , с учетом того, что некоммутируют только одноимен-
ные координаты и проекции импульса, находим: 
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ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ[ , ]

ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) .

x y x y y x z x y z x z z y

x z z y z z y x z

l l l l l l yp zp zp xp zp yp xp zp

yp zp p z xp zp p z i xp yp i l

= − = + − − =

= − − + − = − =h h
 

Аналогично получаются и два остальные правила коммутации: 

 

ˆ ˆ ˆ[ , ] ,

ˆ ˆ ˆ[ , ] ,

ˆ ˆ ˆ[ , ] .

x y z

y z x

z x y

l l i l

l l i l

l l i l

=

=

=

h

h

h

 (4.18) 

Таким образом, любые две проекции оператора момента не комму-
тируют между собой, поэтому не существует состояния, в котором эти 
проекции одновременно имели бы определенные значения (за исключени-
ем случая lx = ly = lz = 0). Точно измерена может быть только одна проек-
ция. Обычно принимается, что эта выделенная проекция есть lz. 

Вторым оператором, наряду с проекцией ẑl  характеризующей величи-

ну углового момента, является квадрат момента 2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ
x y zl l l l= + + . Нетруд-

но доказать, что коммутатор 2 2ˆ ˆ[ , ] 0zl l = , следовательно, квадрат момента и 
одна из его проекций могут одновременно иметь определенные значения. 

Для нахождения собственных функций и собственных значений ука-
занных операторов следует перейти от декартовых координат (x, y, z) к 
сферическим координатам (r, θ, ϕ). При этом  

 
2

2 2
2 2

1 1ˆ sin
sin sin

l
⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − θ +⎢ ⎥⎜ ⎟θ ∂θ ∂θ θ ∂ϕ⎝ ⎠⎣ ⎦

h , (4.19) 

 ẑl i ∂
= −

∂ϕ
h . (4.20) 

Характеристическое уравнение 2 2l̂ Lψ = ψ  для оператора вида (4.19) 
хорошо известно в математической физике. Собственными функциями его 
являются так называемые сферические функции ( , )lmY θ ϕ , зависящие от 
двух целочисленных индексов1 l и m, а собственные значения равны 

 2 2( 1) , 0, 1, 2,L l l l= + =h K  . (4.21) 

Следовательно, модуль вектора момента принимает дискретный спектр 
значений 

                                           
1 Сферические функции с низкими значениями индексов имеют вид: 

00 10 1 1
1 3 3; cos ; sin

4 4 8
iY Y Y e ϕ

±= = θ = ± θ
π π π

. 
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 ( 1)L l l= +h . (4.22) 

Целое число l в квантовой механике называется орбитальным кван-
товым числом. 

Найдем собственные функции и собственные числа оператора проек-
ции момента ẑl . Из (4.20) получаем характеристическое уравнение 

 zi l∂ψ
− = ψ

∂ϕ
h . 

Его решением является функция exp zlC i⎛ ⎞ψ = ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠h

. Поскольку изменение 

азимутального угла ϕ на 2π возвращает точку в исходное положение, вол-
новая функция должна быть периодичной с периодом 2π: 

( ) ( 2 )ψ ϕ = ψ ϕ + π . Это возможно только при выполнении условия 

 , 0, 1, 2,zl m m= = ± ±h K  . (4.23) 

Равенство (4.23) означает, что проекция углового момента на любое 
направление квантуется. Как будет показано ниже, квантовое число m для 
заряженных частиц определяет также и величину магнитного момента час-
тицы, поэтому оно называется орбитальным магнитным квантовым чис-
лом. 

Из того, что проекция вектора не может быть больше его длины, сле-
дует, что должно выполняться неравенство 

 m l≤ . (4.24) 

Квантовые числа l и m совпадают с индексами сферических функций 
Ylm. 

Полученные соотношения могут быть проиллюстрированы векторной 
моделью, в которой квантовый угловой момент представляется вектором, 
как бы прецессирующим (вращающимся) вокруг оси z (рис. 4.1). 
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Рис. 4.1. Возможные ориентации вектора углового момента при l = 2 

Из соотношения (4.23) вытекает, что момент может быть ориентирован в 
пространстве только под определенными углами к оси z, так как его про-
екция на эту ось кратна постоянной Планка. При этом из-за прецессии 
проекции вектора l на оси x и y остаются неопределенными. Из формул 
(4.22), (4.24) видно, что вектор момента никогда не может быть направлен 
точно вдоль оси z. Действительно, если бы такая ситуация реализовалась, 
проекции lx и ly одновременно точно равнялись бы нулю, что противоречи-
ло бы первому из равенств (4.18), а значит и соотношению неопределенно-
сти. 

4.3. Уравнение Шредингера 
Одной из основных задач квантовой механики является нахождение 

пространственно-временных волновых функций ψ(x, y, z, t) и связанных с 
ними результатов физических наблюдений в различных условиях. Для ее 
решения в нерелятивистском случае (без учета спина, см. Часть 2 данного 
пособия) служит уравнение, найденное Шредингером в 1926 г. и носящее 
его имя: 

 Ĥ i
t

∂ψ
ψ =

∂
h , (4.25) 

где Ĥ  — гамильтониан системы (см. формулу (4.15)). 
Вид этого уравнения был установлен, исходя из принципа соответст-

вия между квантовой и классической механикой. Уравнение Шредингера 
(4.25) является одним из основных уравнений квантовой механики, спра-
ведливым для самого общего вида движения частицы в стационарных и в 
нестационарных полях. Все конкретные условия движения учитываются в 
гамильтониане Ĥ . 

Гамильтониан вообще занимает особое место среди квантовомехани-
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ческих операторов. Можно доказать, что если оператор физической вели-
чины Â  не зависит явно от времени, то справедливо операторное равенст-
во 

 ˆ ˆˆ[ , ]d iA H A
dt

=
h

. (4.26) 

Отсюда следует, что если оператор Â  коммутирует с гамильтонианом, то 
среднее значение A  сохраняется. 

Например, возьмем в качестве Â  один из операторов проекций им-
пульса ˆ xp , ˆ yp , ˆ zp  и предположим, что внешние силы отсутствуют (в этом 
случае потенциальная энергия равна константе, которую можно положить 
равной нулю). Тогда оператор Гамильтона совпадает с оператором кинети-
ческой энергии (4.13) и, поскольку операторы проекций импульса комму-
тируют друг с другом, все коммутаторы типа ˆ ˆ[ , ]xH p  равны нулю. Следо-
вательно, для свободного движения в квантовой механике импульс являет-
ся сохраняющейся величиной. 

Если под Â  понимать сам оператор полной энергии Ĥ , то он, оче-
видно, коммутирует сам с собой. Следовательно, если частица движется в 
стационарном поле и потенциальная энергия не зависит от времени, то 
полная энергия сохраняется. Отличие этих законов сохранения от класси-
ческих заключается  в том, что сохранение понимается в квантовомехани-
ческом смысле, то есть для средних значений сохраняющихся величин. 

Важную роль в квантовой механике играют стационарные состоя-
ния — такие состояния, в которых плотность вероятности 2ψ не зависит от 
времени. Для стационарности состояния необходимо, чтобы потенциаль-
ная функция U тоже была стационарной, то есть не зависела от времени. В 
этом случае общее решение уравнения Шредингера может быть представ-
лено в виде произведения двух функций, одна из которых зависит от коор-
динат, а другая — от времени: 
 ( , , , ) ( , , ) ( )x y z t x y z tΨ = ψ ϕ . (4.27) 

Поскольку ˆ ˆ( )H t HΨ = ϕ ψ , то подстановка функции (4.27) в уравне-
ние (4.25) и несложные преобразования дают: 

 
ˆ 1H i

t
ψ ∂ϕ
=

ψ ϕ ∂
h . (4.28) 

Левая часть уравнения (4.28) не зависит от времени, правая — от коорди-
нат, следовательно, и правая и левая части есть константа, которую обо-
значают E. Отсюда получаем стационарное уравнение Шредингера для 
пространственной части волновой функции 
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 Ĥ Eψ = ψ . (4.29) 

Это — характеристическое уравнение для гамильтониана. Следова-
тельно, константа E является собственным значением оператора энергии, а 
ψ-функция стационарного состояния совпадает с собственной функцией 
оператора энергии. 
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Глава 5. Простейшие задачи квантовой механики 

5.1. Частица в бесконечно глубокой потенциальной яме 
Предположим, что частица может двигаться только вдоль оси x, и ее 

движение ограничено непроницаемыми стенками x = –d/2 и x = d/2. Такое 
движение можно представить как движение в потенциальном поле с энер-
гией  

 
0, 2 2;

, 2 , 2 .
U d x d
U x d x d

= − ≤ ≤⎧
⎨ → ∞ < − >⎩

 (5.1) 

Состояние частицы описывается волновой функцией, зависящей от 
одной координаты ψ(x). Из (4.29), (4.15) следует, что стационарное урав-
нение Шредингера в области ямы (–d/2 ≤ x ≤ d/2, U = 0) будет иметь вид 

 
2

2 2
2 0d mE

dx
ψ
+ ψ =

h
. (5.2) 

Решение уравнения (5.2) хорошо известно: 
 1 2sin cosC x C xψ = α + α , (5.3) 

где C1 и C2 — произвольные постоянные, а 2mE
α =

h
 — волновое число 

для пространственных осцилляций волновой функции. 
Вне ямы волновая функция тождественно равна нулю, так как попасть в 
область с бесконечно большим потенциалом частица не может. 

Волновая функция должна быть непрерывна на всей оси, поэтому она 
обязана обращаться в нуль на краях ямы. Это означает, что частота α 
должна удовлетворять соотношению 
 , 1, 2, 3,d n nα = ± π = K , (5.4) 

причем при нечетных n C1 = 0, а при четных — C2 = 0. Поскольку волновое 
число и длина волны связаны соотношением 2α = π λ , условие (5.4) озна-
чает, что на длине потенциальной ямы должно укладываться целое число 
полуволн (см. рис. 5.1). 

Отсюда находим собственные значения энергии частицы 

 
2 2

2
2 , 1, 2, 3,

2nE n n
md
π

= =
h

K . (5.5) 

Спектр энергии оказался дискретным, то есть энергия частицы квантуется. 
На рис. 5.1 на уровни En наложены графики волновых функций (а) и соот-
ветствующих им распределений вероятности обнаружения частицы в раз-
личных точках (б). 
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Рис. 5.1. Уровни энергии в прямоугольной потенциальной яме, а — волновые функции, 

б — плотность вероятности обнаружения частицы 

Минимально возможная энергия равна 2 2 2
1 2E md= π h , она тем 

больше, чем меньше ширина ямы d. Это соотношение является проявлени-
ем принципа неопределенности. Действительно, вся энергия частицы, на-
ходящейся внутри ямы — кинетическая, поэтому величина импульса 

1 2p mE d= = πh . Знак проекции импульса любой, и неопределенность 
импульса можно принять равной 1 12p p dΔ = = h . Неопределенность по-
ложения частицы x dΔ = , следовательно, p xΔ ⋅ Δ = h . Для остальных 
уровней энергии импульс и его неопределенность будут только больше. 

Оценим расстояние между нижними энергетическими уровнями 
2 2

2 1 2
3
2

E E E
md
π

Δ = − =
h  для различных физических ситуаций. 

 Молекулы газа в сосуде: m ∼ 10–26 кг, d ∼ 10 см; ΔE ∼ 10–37 Дж, или 
ΔE ∼ 10–18 эВ. Такое ничтожное расстояние между уровнями невозмож-
но обнаружить никакими приборами, поэтому движение молекул будет 
неотличимо от классического. 

 Свободный электрон в металле: m ∼ 10–30 кг, d ∼ 10 см;  
ΔE ∼ 10–33 Дж ≈ 10–14 эВ. Получен аналогичный результат: несмотря на 
то, что электрон является мельчайшей из микрочастиц, его движение в 
данной ситуации может описываться классическим образом. 

 Электрон в атоме: m ∼ 10–30 кг, d ∼ 10–8 см; ΔE ∼ 10–17 Дж ≈ 102 эВ. В 
этом случае дискретность энергетических уровней весьма заметна, а, 
значит, классические методы здесь непри-
менимы. 

5.2. Частица в потенциальной яме ко-
нечной глубины 

Рассмотрим теперь решение уравнения 

Рис. 5.2. Симметричная 
потенциальная яма 
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Шредингера для случая одномерной симметричной потенциальной ямы 
конечной глубины (см. рис. 5.2), потенциальная энергия которой задана 
соотношениями 

 
0

0 при 2 2,
при 2 и 2.

U d x d
U U x d x d

= − ≤ ≤
= < − >

 

Исследуем случай, когда полная энергия E удовлетворяет соотноше-
нию 0 < E < U0. Введем обозначения  

 02 ( ) 2,
m U E mE−

α = β =
h h

, (5.6) 

тогда уравнение Шредингера внутри ямы (рис. 5.2, область II) будет 

 
2

2
2 0d

dx
ψ
+ β ψ = , (5.7) 

а вне ямы (области I и III) 

 
2

2
2 0d

dx
ψ
− α ψ = . (5.8) 

Решение уравнения (5.7) имеет вид  
 II cos sinA x B xψ = β + β , (5.9) 

а уравнения (5.8) 

 I III,x xCe Deα −αψ = ψ =  (5.10) 

(знаки в показателях экспонент выбраны так, 
чтобы волновая функция обращалась в нуль при 
x → ±∞ ). 

Решение (5.9) должно сшиваться с решения-
ми (5.10), а именно: в точках x = ±d/2 должны 
быть непрерывны ψ и dψ/dx (см. рис. 5.3). На 
границе x = –d/2 это дает 

 
2

2

cos 2 sin 2 ,

sin 2 cos 2 ,

d

d

A d B d Ce

A d B d Ce

−α

−α

β − β =

β β + β β = α
 

а на границе x = d/2 

 
2

2

cos 2 sin 2 ,

sin 2 cos 2 .

d

d

A d B d De

A d B d De

−α

−α

β + β =

−β β + β β = −α
 

Кроме того, из соображений симметрии плотность вероятности |ψ|2 должна 
быть четной функцией, следовательно, C2 = D2. Отсюда следует, что все 
решения подразделяются на два класса. У класса с четной волновой функ-

Рис. 5.3. Сшивка 
волновых функций 
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цией A ≠ 0, B = 0, C = D и 
 tg dβ ⋅ β = α . (5.11) 

У класса с нечетной волновой функцией A = 0, B ≠ 0, C = –D и  
 ctg dβ ⋅ β = −α . (5.12) 

Уровни энергии находятся из решений уравнений (5.11) и (5.12), ко-
торые можно получить графическим методом (см. рис. 5.4). Для этого вве-
дем безразмерные величины dξ = β , dη = α , тогда 

 2 2 2 2
02mU dξ + η = h . (5.13) 

Для решений с четной волновой функцией получаем из (5.11) 
 tgη = ξ ⋅ ξ , (5.14) 

а с нечетной — из (5.12) 
 ctgη = −ξ ⋅ ξ . (5.15) 

На рис. 5.4. показано нахождение параметров ξ и η, а, следовательно, 
α и β, как координат точек пересечения графиков окружности (5.13) и 
функций (5.14) (рис. 5.4, а) или (5.15) (рис. 5.4, б). После этого по форму-
лам (5.6) определяются значения энергии E. 

Например, если радиус окружности, как на рис. 5.4, равен 7, то полу-
чаются пять уровней, причем уровням 1, 3, 5 соответствуют четные, а 
уровням 2, 4  — нечетные волновые функции. Нетрудно видеть, что при 
любых ширине и глубине ямы в ней имеется хотя бы один уровень с чет-
ной волновой функцией, а стало быть, частица всегда может быть локали-
зована внутри ямы. Интересно, что для несимметричной ямы (уровень по-
тенциала справа от ямы отличен от уровня потенциала слева) возможна 
ситуация, когда решения уравнения Шредингера внутри ямы отсутствуют. 
Это означает, что в такую яму (мелкую и узкую) частицу поместить нель-
зя. 

 
Рис. 5.4. К определению уровней энергии в потенциальной яме для четных (а) и 

нечетных (б) волновых функций 



 

 54

Отличие от нуля волновой функции в областях I и III (см. рис. 5.3) оз-
начает, что существует некоторая вероятность обнаружения там частицы. 
Формально вычисленное значение кинетической энергии T = E – U в этих 
областях оказывается отрицательным. Этот результат, бессмысленный с 
точки зрения классической теории, оказывается возможным в микромире, 
поскольку, как указывалось в разделе 3.2, в квантовой механике невоз-
можно одновременно точно измерить и потенциальную и кинетическую 
энергии. Действительно, в принципе можно сфокусировать микроскоп с 
большим разрешением (малой длиной волны света), чтобы убедиться, что 
электрон находится вне ямы. Однако при этом кванты света обладают 
энергией, достаточной для того, чтобы увеличить значение E до величины, 
большей U0. 

Рассмотрим теперь случай, когда полная 
энергия E > U0. В этом случае величина α 
чисто мнимая и вместо (5.10) получаем реше-
ния в виде гармонических функций (наподо-
бие (5.9), но с другой частотой, см. рис. 5.5). 
Условия сшивки решений позволяют опреде-
лить четыре постоянные, а оставшиеся две 
являются параметрами, которые могут при-
нимать любые значения. Это означает, что 
при E > 0 энергия не квантуется, а волновые 
функции не стремятся к нулю при x → ±∞ , 
то есть движение частицы инфинитно, как и в 
классической теории. 

5.3. Потенциальный барьер. Туннельный эффект 
Пусть частица, движущаяся слева направо, встречает на своем пути 

потенциальный барьер высоты U0 и ширины d (рис. 5.6, а). По классиче-
ским представлениям, если энергия частицы больше высоты барьера 
(E > U0), то она проходит над барьером, лишь уменьшая свою скорость. 
Если же E < U0, как изображено на рисунке, то частица отражается от 
барьера и летит в обратную сторону. 

В квантовой механике уравне-
ние Шредингера в областях I — III 
будет иметь вид, схожий с уравне-
ниями (5.7), (5.8): 

 

2
2

2

2
2

2

0 в областях I, III,

0 в области II,

d
dx
d
dx

ψ
+ α ψ =

ψ
− β ψ =

 (5.16) 

Рис. 5.6. Потенциальный барьер (а) и 
волновая функция (б) 

Рис. 5.5. Волновые функции 
при E > 0 
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где 02 ( )2 ,
m U EmE −

α = β =
h h

. 

Решения этих уравнений удобно записать в экспоненциальной форме: 

 
1 1 1

2 2 2

3 3

,

,

.

i x i x

x x

i x

A e B e

A e B e

A e

α − α

β −β

α

ψ = +

ψ = +

ψ =

 (5.17) 

Решения с i xe α  соответствуют волнам, распространяющимся в положи-
тельном направлении оси x, а с i xe− α  — в противоположном направлении. 
В области I имеются волны, бегущая к барьеру (падающая) и от него (от-
раженная), а в области III — только от барьера (прошедшая). 

Из условий непрерывности волновой функции и ее производной (см. 
рис. 5.6, б) при x = 0 и x = d, выразим коэффициенты A2, A3, B1, B2 через A1. 
Отношение квадратов модулей амплитуд отраженной и падающей волны  

 
2

1
2

1

B
R

A
=  (5.18) 

представляет собой коэффициент отражения частиц от потенциального 
барьера, а отношение квадратов модулей прошедшей и падающей волн 

 
2

3
2

1

A
D

A
=  (5.19) 

определяет коэффициент пропускания (или прозрачности). 
Для этого коэффициента после несложных, но громоздких вычисле-

ний получаем 

 
0

2 2 ( )2 m U E ddD e e
− −− β≈ = h . (5.20) 

Таким образом, существует отличная от нуля вероятность прохожде-
ния микрочастицы с энергией E < U0 через потенциальный барьер. Это яв-
ление называется туннельным эффектом. Как видно из формулы (5.20), 
вероятность прохождения резко уменьшается с ростом ширины и высоты 
барьера и массы частицы. Еще раз подчеркнем, что возможность обнару-
жить частицу в области барьера в силу принципа неопределенности не ве-
дет к каким-либо противоречиям. 

Туннельный эффект играет большую роль при движении электронов в 
твердых телах, определяет законы автоэлектронной (холодной) эмиссии и 
радиоактивного распада, используется для исследования структуры по-
верхности с высоким разрешением (туннельный микроскоп). Аналогом 
туннельного эффекта в оптике является нарушенное полное внутреннее 
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отражение, когда световая волна «проскакивает» через тонкий воздушный 
зазор между двумя призмами полного отражения. 

Если энергия микрочастицы больше высоты барьера E > U0, то с оп-
ределенной вероятностью она может отразиться от скачка потенциала. Ко-
эффициент отражения при этом равен 

 
2

R α − β
=
α + β

. (5.21) 

Выражение (5.21) совпадает по форме с формулой Френеля для коэф-
фициента отражения света при нормальном падении на границу раздела 
двух сред. Отметим, что вероятность отражения частицы не зависит от то-
го, налетает она на потенциальный барьер (U0 > 0), или на потенциальную 
яму (U0 < 0). Полная вероятность отражения определяется суперпозицией 
волн, отраженных от переднего и заднего скачков потенциала барьера или 
ямы. Если при этом разность фаз отраженных волн равна π, то в результате 
интерференции они гасят друг друга и общий коэффициент отражения 
становится равным нулю (эффект, аналогичный интерференционному про-
светлению оптических поверхностей). 

В атомной физике интерференция 
волн, отраженных от двух границ потен-
циальной ямы, проявляется в эффекте 
Рамзауэра. Это эффект заключается в 
почти полной прозрачности тяжелых 
инертных газов аргона, криптона и ксе-
нона для электронов с некоторым крити-
ческим значением кинетической энергии. 
На рис. 5.7 показаны зависимости эффек-
тивного сечения σ рассеяния пучка элек-
тронов от их скорости. Для большинства 
атомов σ монотонно возрастает с умень-
шением скорости, как показано на ри-

сунке для цинка. Это связано с тем, что медленные электроны дольше на-
ходятся вблизи атома, и поэтому сильнее отклоняются. Однако для крип-
тона при некоторой скорости v0 сечение близко к нулю. Это объясняется 
тем, что при v = v0 длина волны электрона такова, что частичные отраже-
ния в начале и в конце соответствующей атому потенциальной ямы взаим-
но погашаются, и имеет место полное прохождение. В гелии и неоне эф-
фект Рамзауэра отсутствует, так как у этих атомов произведение глубины 
ямы на ширину недостаточно для создания разности фаз π между отражен-
ными волнами. 

5.4. Гармонический осциллятор 
Гармоническим осциллятором в квантовой механике, так же как и в 

Рис. 5.7. Эффект Рамзауэра 
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классической физике, называют частицу, потенциальная энергия которой 
имеет вид (см. рис. 5.8) 

 
2

2
kxU = . (5.22) 

Этот закон имеет особое значение в физике, поскольку описывает лю-
бые типы колебаний малой амплитуды около положения устойчивого рав-
новесия. Действительно, при произвольном виде потенциальной функции, 
ее можно разложить в ряд 

 2
0 0 0 0 0

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

U x U x U x x x U x x x′ ′′= + − + − +K . 

Так как в точке равновесия потенциальная энергия имеет минимум и 
0( ) 0U x′ = , то при выборе x0 = 0 и U(x0) = 0 получаем выражение (5.22), 

где параметр (0)k U ′′= . 

Классическое решение уравнения движения такого осциллятора с 
массой m хорошо известно, оно представляет собой гармоническое коле-
бание с циклической частотой k mω = , амплитуда которого определяет-
ся полной энергией E. Направление движения классической частицы изме-
няется на обратное в точках поворота, координаты которых xп определя-
ются из условия E = U, или с учетом (5.22) 

 ï 2x E k= ± . (5.23) 

Рассмотрим теперь решение, которое дает квантовая механика. Урав-
нение Шредингера с потенциальной энергией (5.22) имеет вид 

 
2 2

2 2
2 ( ) 0

2
d m kxE
dx
ψ
+ − ψ =
h

. (5.24) 

Решения этого уравнения выражаются через обобщенные функции — 
полиномы Чебышева – Эрмита1, а разрешенные значения энергии равны  

 ( )1 2 , 0, 1, 2,nE n n= ω + =h K . (5.25) 

Уровни энергии гармонического осциллятора оказываются эквиди-
стантными, то есть отстоящими друг от друга на одинаковое расстояние 
(рис. 5.8). Однако, в отличие от гипотезы Планка, наименьшее значение 
энергии осциллятора отлично от 
нуля и равно 0 2E = ωh . Это зна-
чение называется нулевой энерги-
ей. Существование нулевой энер-

                                           
1 Нормированные волновые функции для первых уровней имеют вид: 

2 21 4 1 4 1 2
0 2 xe− −αψ = π α , 

2 25 4 1 4 3 2
1 2 xxe− −αψ = π α , 

2 21 4 1 4 1 2 2 2
2 2 (4 1) xx e− − −αψ = π α α − , где 2 2mα = ω h . 

Рис. 5.8. Уровни энергии и волновые 
функции гармонического осциллятора 
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гии подтверждается экспериментами по рассеянию света кристаллами при 
низких температурах. Оказывается, что интенсивность рассеянного света 
по мере понижения температура стремится не к нулю, а к некоторому ко-
нечному значению, указывающему на то, что и при абсолютном нуле ко-
лебания атомов в кристаллической решетке не прекращаются. Если бы 
энергия осциллятора обратилась в нуль, то одновременно были бы точно 
известны импульс частицы (p = 0) и ее координата (x = x0), что противоре-
чило бы принципу неопределенности. 

Решения уравнения Шредингера для гармонического осциллятора, 
конечно, отличаются в деталях от решений для прямоугольной ямы, но у 
них имеются и черты сходства: 

 для связанных состояний имеется дискретный набор энергетических 
уровней; 

 в основном состоянии частица обладает ненулевой кинетической энер-
гией; 

 волновая функция приобретает добавочную точку пересечения с осью x 
при увеличении квантового числа от n до n + 1; 

 вероятность обнаружения частицы максимальна между классическими 
точками поворота, однако имеются экспоненциально убывающие «хво-
сты» в классически запрещенной области ïx x> . 

Описанные здесь черты имеют место для всех волновых функций связан-
ных состояний при любой зависимости потенциальной энергии от коорди-
наты x. 

Вероятность обнаружения квантового гармонического осциллятора, 
находящегося в основном состоянии, максимальна в центре потенциальной 
ямы (см. рис. 5.8), в то время как классическая частица большую часть 
времени находится вблизи точек 
поворота, где ее скорость мини-
мальна. Однако с ростом кван-
тового числа n это различие сти-
рается. На рис. 5.9 показана 
функция 2ψ  для n = 10. Средняя 
вероятность возрастает при при-
ближении к классическим точ-
кам поворота, а затем резко спа-
дает вне этих точек, как и ожи-
дается в классической физике 
(пунктирная кривая). При даль-
нейшем увеличении n осцилля-
ции становятся настолько частыми, что не могут быть обнаружены на экс-
перименте. Таким образом, предсказания квантовой теории для n → ∞  

Рис. 5.9. Плотность вероятности положения 
для классического (пунктир) и квантового 

(n = 10, сплошная линия) осцилляторов 
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совпадают с классическим результатами, как того и требует принцип соот-
ветствия. 

Рассмотрим теперь вопрос об излучении и поглощении света гармони-
ческим осциллятором. Казалось бы, что в соответствии со вторым постула-
том Бора в квантовом случае возможно излучение со всевозможными 
кратными частотами Nω. Однако на самом деле это не так. 

В классической физике электромагнитное излучение испускается, ес-
ли изменяется дипольный момент системы d = qx, где q — величина одно-
го из зарядов диполя, x — расстояние между положительным и отрица-
тельным зарядами. По принципу соответствия в квантовой механике веро-
ятность излучения (или поглощения) при переходе между состояниями с 
энергиями En и Em и волновыми функциями ψn и ψm определяется парамет-
ром 2

mnd , где  

 *
mn n md q x dx

∞

−∞

= ψ ψ∫ . (5.26) 

Величина dmn называется матричным элементом дипольного момента. Ес-
ли En > Em, то переход n → m соответствует излучению, а m → n — погло-
щению. Из (5.26) следует, что mn nmd d∗=  и 2 2

mn nmd d= , то есть вероятно-
сти переходов с излучением и с поглощением для данной пары уровней 
равны. Этот вывод носит общий характер и является проявлением принци-
па детального равновесия, в соответствии с которым вероятности прямого 
и обратного переходов всегда одинаковы. 

Проанализируем матричные элементы переходов для гармонического 
осциллятора. Если n = 1, m = 0, то, подставляя волновые функции, приве-
денные в примечании, получаем 

 
2 22 2

10 10
xd C x e dx

∞
− α

−∞

= ∫ . 

Этот интеграл не равен нулю, поскольку подынтегральное выражение все-
гда положительно. Аналогично при n = 2, m = 1 

 
2 22 2 2 2

12 12 (4 1) 0xd C x x e dx
∞

− α

−∞

= α − ≠∫ . 

Таким образом, переходы 1↔0 и 2↔1 являются разрешенными. 
Рассмотрим теперь переход между состояниями n = 2, m = 0. 

 
2 22 2 2

02 02 (4 1) xd C x x e dx
∞

− α

−∞

= α −∫ . 
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Теперь под интегралом стоит нечетная функция, следовательно, он равен 
нулю и соответствующий переход запрещен. 

На основании свойств полиномов Чебышева – Эрмита можно пока-
зать, что правила отбора для гармонического осциллятора разрешают из-
лучательные переходы только при выполнении условия  
 1 или 1n m n− = ± Δ = ± . (5.27) 

Следовательно, квантовый осциллятор, так же как и классический, излуча-
ет свет только с одной частотой ω. 

5.5. Связанные потенциальные ямы. Вырождение уровней 
Рассмотрим ситуацию, когда имеются две одинаковые потенциальные 

ямы, разделенные некоторым расстоянием r. Если это расстояние велико 
(рис. 5.9, а), то основное состояние частицы описывается волновой функ-
цией, которая совпадает с волновыми функциями ψ1 (частица находится в 
левой яме) или ψ2 (частица в правой яме). При этом энергии соответст-
вующих состояний одинаковы, положение энергетических уровней пока-
заны на рис. 5.10, а штриховыми линиями. 

 
Рис. 5.10. Энергетические уровни и волновые функции частицы в двух близких 

потенциальных ямах 

Состояния с одинаковыми энергиями называются вырожденными, а 
число различных состояний с каким-либо значением энергии называется 
кратностью вырождения соответствующего энергетического уровня. В 
приведенном примере кратность вырождения равна двум. 

Если уменьшить расстояние r между ямами, то частица вследствие 
туннельного эффекта может перейти из одной ямы в другую (рис. 5.10, б) 
В этих условиях волновые функции ψ1 и ψ2 перестают быть собственными 
функциями оператора Гамильтона, описывающими стационарными со-
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стояниями. Новые собственные функции являются их линейными комби-
нациями: антисимметричной 
 1 2asψ = ψ − ψ , 

показана на рисунке сплошной линией, и симметричной 
 1 2sψ = ψ + ψ , 

показана пунктирной линией. 
Первоначальный энергетический уровень расщепляется на два, при-

чем уровень 1, соответствующий антисимметричному состоянию, лежит 
выше уровня 2 симметричного состояния. Таким образом, при возникно-
вении «взаимодействия» между потенциальными ямами, происходит сня-
тие вырождения. 

При дальнейшем уменьшении расстояния r, взаимодействие усилива-
ется, вероятность туннельного перехода растет и увеличивается расщепле-
ние энергетических уровней (рис. 5.10, в). 

Явление снятия вырождения (полного или частичного) при появлении 
какого-либо дополнительного взаимодействия имеет общий характер. В 
частности, оно проявляется в расщеплении энергетических уровней атомов 
в магнитном или электрическом полях, в образовании зонной структуры 
энергетического спектра электронов в твердом теле и других физических 
эффектах. 
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