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Введение

При изучении вопросов, связанных с решением задач об устой-
чивости движений динамических объектов, возникают пробле-
мы выяснения характера поведения решений и асимптотических
свойств решений уравнений, описывающих эти объекты. За редким
исключением найти аналитическую форму решений дифференци-
альных уравнений не удается и поэтому исследователю задач об
устойчивости приходится прибегать к инструментарию качествен-
ного изучения свойств решений этих уравнений без использования
явного вида самих решений.

Задача качественного анализа, о котором идет речь, весьма
сложная. Имеется достаточно большое количество методов, с помо-
щью которых для различных классов дифференциальных уравне-
ний удается проводить эффективное исследование процессов, про-
исходящих в дифференциальной системе.

Основная цель авторов этого учебного пособия заключается в
том, чтобы дать широкую ретроспективу задач и методов по ка-
чественной теории дифференциальных уравнений и математиче-
ской теории устойчивости динамических систем в сжатой, простой
и унифицированной форме, в виде собрания различных утвержде-
ний, представления фактического материала, доступного для пони-
мания как самих студентов технических специальностей, так и их
преподавателей, а также специалистов, чьи научные интересы ле-
жат в соответствующих областях знаний. Вместе с тем, хотелось бы
отметить, что уровень математической подготовки читателей пред-
полагается достаточно высоким, ориентированным не только на
овладение материалом пособия, но и на применение его для получе-
ния каких-либо новых научных результатов, написания курсовых,
дипломных проектов, защиты диссертационных работ с использо-
ванием теории устойчивости. Авторы искренне надеются, что эта
основная цель в том или ином виде будет достигнута.

Глава 1 посвящена изложению основных понятий и устойчи-
вых свойств решений систем дифференциальных уравнений (СДУ).

Введение 5

Приведены теоремы об устойчивости линейных СДУ. Указаны ос-
новные критерии устойчивости. Рассмотрена устойчивость реше-
ний нелинейных СДУ.

В главе 2 подробно излагаются основополагающие первый и вто-
рой (прямой) методы Ляпунова в теории устойчивости движения.

В главе 3 собраны результаты по теории устойчивости систем
автоматического управления (САУ). Рассматриваются различные
критерии в теории абсолютной устойчивости управляемых систем.
Изучаются задачи стабилизации и оптимальной стабилизации для
регулируемых динамических систем. Особое внимание уделяется
адаптивным САУ.

Глава 4 знакомит со специальными вопросами теории устой-
чивости, куда вошли вопросы устойчивости движения механиче-
ских систем, устойчивости систем с распределенными параметра-
ми, описываемых СДУ в частных производных, устойчивости реше-
ний СДУ в банаховом пространстве и устойчивости стохастических
систем.

Пособие заканчивается небольшим сборником задач и упражне-
ний, предназначенных для самостоятельного решения с целью луч-
шего практического освоения предложенного теоретического мате-
риала. Все упражнения снабжены ответами.



Глава 1

Устойчивость решений
дифференциальных уравнений

По-видимому, впервые задачи, связанные с устойчивостью, воз-
никли при изучении положений равновесия механических систем.
Классический пример с маятником: если маятник занимает ниж-
нее положение, то небольшие возмущения могут вызвать лишь его
затухающие колебания (положение равновесия устойчиво к неболь-
шим возмущениям). Маятник в верхнем положении на малейший
толчок отзовется падением (положение равновесия здесь, очевидно,
неустойчиво). Возникает тем самым вопрос, при каких же услови-
ях равновесное положение системы будет устойчиво? Е. Торричел-
ли в 1644 году сформулировал в общем виде критерий устойчи-
вости равновесия систем, находящихся под действием силы тяже-
сти. Ж. Лагранж в 1788 году доказал утверждение о достаточных
условиях устойчивости равновесия произвольной консервативной
системы.

С течением времени с развитием науки и техники возникли за-
дачи об устойчивости не только положений равновесия, но и дви-
жения системы в целом. Кризис, вызванный неустойчивой рабо-
той центробежных регуляторов, установленных на паровых маши-
нах, явился причиной появления исследований Дж. К. Максвелла
(1868 г.), И.А. Вышнеградского (1876–1877 гг.) и других, в которых
те или иные вопросы теории регулирования ставились в зависи-
мость от установления критериев устойчивости движения.

В работах Э.Дж. Рауса (1877–1884 гг.), Н.Е. Жуковского
(1882 г.) и других выдвигались задачи и методы их решения, посвя-
щенные общим вопросам устойчивости движения. В работах того
времени авторы при анализе устойчивых свойств исходили из лине-
аризованных уравнений возмущенного движения без учета влияния
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членов высшего порядка. Понятно, что при таком подходе резуль-
таты анализа не могли быть вполне удовлетворительными.

В 1892 году вышла из печати фундаментальная работа А.М.Ля-
пунова «Общая задача об устойчивости движения», определив-
шая качественно новый этап в развитии всей теории устойчивости.
По сути, А.М. Ляпунов заложил основы этого нового этапа раз-
вития, дав строгое определение понятия устойчивости движения,
поставив задачу об устойчивости движения по уравнениям перво-
го приближения и предложив два основных метода исследования
устойчивости движения.

В дальнейшем теория устойчивости развивалась по многим на-
правлениям, в частности, немало исследований посвящено изуче-
нию устойчивости решений дифференциальных уравнений в функ-
циональных пространствах, устойчивости регулируемых систем,
устойчивости при постоянно действующих возмущениях, при слу-
чайных воздействиях и т.д.

С учетом этих соображений о многообразии задач математиче-
ской теории устойчивости была составлена настоящая глава 1, куда
вошли вопросы, связанные: 1) с устойчивостью решений диффе-
ренциальных уравнений; 2) с методами Ляпунова в теории устой-
чивости движения; 3) с устойчивостью регулируемых систем и 4) с
различными специальными задачами теории устойчивости.

Здесь дается сжатое, почти конспективное изложение материала
с установкой на сущностное раскрытие рассматриваемых вопросов
без излишней их детализации. Для более полного и глубокого зна-
комства с теорией устойчивости отсылаем читателей к известным
работам, в той или иной степени оказавшим влияние на состав и
содержание настоящей главы 1. В список этих работ вошли книги
[2, 3, 5, 10, 11, 13-15, 17, 20, 21, 23, 28, 32, 33, 36-38, 40, 41, 45, 48,
50, 60, 63-65, 68, 71, 73, 76-78, 80-82, 84, 86, 92-94, 97, 99, 103-106,
109, 110, 112, 113, 119, 121, 122, 125, 126, 132, 137, 140, 146-148, 150,
161]. Добавим к этому и некоторые статьи по данной тематике [1,
12, 24, 30, 42, 43, 46, 85, 90, 123, 158, 159, 166].

Нет единого определения понятия устойчивости. Согласно [89]:
«Устойчивость — термин, не имеющий четко определенного содер-
жания». Следуя [89], укажем на некоторые употребления этого тер-
мина. Если речь идет о движении, то имеют в виду прежде всего
характер поведения системы на бесконечном промежутке времени.
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Здесь можно выделить следующие особенности движения приме-
нительно к понятию устойчивости движения.

1. Свойство системы при движении в том или ином смысле ма-
ло отклоняться от некоторого движения при малых возмущениях
начального положения системы в фазовом пространстве (устойчи-
вость по Ляпунову, орбитальная устойчивость, равномерная устой-
чивость). Если к этому добавляется еще и малость отклонения
при малых возмущениях закона движения, то имеем устойчивость
при постоянно действующих возмущениях. Если малые возмуще-
ния начального положения подчинены какому-либо дополнитель-
ному условию, то имеем условную устойчивость. Если малость воз-
мущения и отклонения относятся лишь к некоторым параметрам,
то имеем устойчивость по части переменных.

2. Свойство системы сохранять некоторые характеристики фа-
зового портрета при малых возмущениях закона движения (устой-
чивость грубой системы).

3. Свойство системы по мере движения оставаться в ограничен-
ной области фазового пространства (устойчивость по Лагранжу).

4. Свойство системы в процессе движения сколь угодно поздно
возвращаться как угодно близко к своему начальному положению
в фазовом пространстве (устойчивость по Пуассону).

Важно иметь в виду, подчеркнем это еще раз, что все это учеб-
ное пособие вовсе не претендует на гриф учебника по теории устой-
чивости. Скорее, это справочное, вспомогательное учебное пособие
по данной теме, достаточное общее, достаточно сжатое по представ-
ленному материалу, без особых, лишних пространных углублений,
пояснений, доказательств. Основная методологическая концепция
этой главы 1 состоит в том, чтобы дать фактическое и фрагментар-
ное изложение материала, посвященного тем или иным вопросам и
задачам теории устойчивости и по возможности проиллюстриро-
вать их какими-либо наглядными примерами.

В § 1.1 даются основные понятия и определения теории устойчи-
вости: решения дифференциального уравнения (ДУ), устойчивого
по Ляпунову, асимптотически устойчивого, равномерно устойчиво-
го, асимптотически устойчивого в целом и других. Перечисляются
общие свойства решений системы линейных ДУ. Даются формули-
ровки известных лемм Гронуолла–Беллмана и Бихари, играющих
важную роль в установлении устойчивых свойств решений.
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В § 1.2 собраны теоремы об устойчивости систем линейных
ДУ. Рассматриваются при этом линейные неоднородные системы
с непостоянными, постоянными, почти постоянными и периодиче-
скими коэффициентами. Результаты теорем сопровождаются раз-
личными модельными примерами. Параграф завершается изуче-
нием асимптотического поведения решений линейных однородных
систем ДУ с помощью асимптотических рядов.

В следующем § 1.3 речь идет о некоторых критериях устойчиво-
сти, которые связаны с алгебраической задачей Рауса–Гурвица об
установлении необходимых и достаточных условий того, что кор-
ни искомого полинома расположены в отрицательной вещественной
части комплексной плоскости. Приведены соответствующие теоре-
мы и указаны критерии Гурвица, Михайлова и Рауса.

§ 1.4 посвящен изучению вопросов устойчивости решений нели-
нейных ДУ. Основу материала составляет анализ автономных ква-
зилинейных систем с постоянными и непостоянными коэффициен-
тами. Вводится условие нелинейности. Уделяется также внимание
условной устойчивости решения системы ДУ общего вида. В конце
параграфа рассматриваются некоторые вопросы асимптотического
поведения решений полиномиальных ДУ.

1.1 Основные понятия теории устойчивости

Введем в рассмотрение нормальную систему обыкновенных диф-
ференциальных уравнений

𝑦𝑖 =
𝑑𝑦𝑖
𝑑𝑡

= 𝑓𝑖(𝑡, 𝑦1, ..., 𝑦𝑛), 𝑖 = 1, 𝑛, (1.1)

где 𝑡 — независимая переменная (время), 𝑦1, ..., 𝑦𝑛 — функции
𝑡, 𝑓𝑖(·) — функции, определенные в полицилиндре Ω = 𝐼 × 𝐷,
где 𝐼 = { 𝑡 : 𝑡 ≥ 𝑡0 }, 𝑡0 — начальное значение 𝑡, 𝐷 — открытая
область действительного (или комплесного) 𝑛–мерного векторного
пространства.

В векторно-матричных обозначениях: 𝑦 = (𝑦1, ..., 𝑦𝑛)*, 𝑓(𝑡, 𝑦) =(︀
𝑓1(𝑡, 𝑦), ..., 𝑓𝑛(𝑡, 𝑦)

)︀*
, где * сверху означает операцию транспониро-
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вания, систему (1.1) можно записать в виде векторного уравнения

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑦), (1.2)

где вектор-функцию 𝑦 = 𝑦(𝑡) ∈ 𝐶1(𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑏) ⊂ 𝐼, удовлетворяю-
щую уравнению (1.2) при 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), называют его решением.

1.1.1. Основные определения. Будем в дальнейшем пола-
гать, что 𝑓(𝑡, 𝑦) непрерывна по 𝑡 и непрерывно дифференцируема по
𝑦1, ..., 𝑦𝑛. Если 𝑦 принимает комплексные значения, то 𝑓(𝑡, 𝑦) счита-
ем аналитической вектор-функцией по 𝑦1, ..., 𝑦𝑛. В этих условиях,
как известно, задача Коши для начальных значений (𝑡0, 𝑦0) ∈ Ω
имеет единственное решение.

Определение 1.1. Решение 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 𝑡0, системы (1.2) назы-
вается устойчивым по Ляпунову (или просто устойчивым; ино-
гда добавляют: устойчивым по Ляпунову при 𝑡 → ∞), если ∀ 𝜀 >
0, 𝑡0 ∈ (𝑎,∞) ∃ 𝛿 = 𝛿(𝜀, 𝑡0) > 0 такое, что все решения 𝑦 = 𝑦(𝑡) си-
стемы (1.2) (в том числе и решение 𝑦(𝑡)), удовлетворяющие усло-
вию ‖ 𝑦(𝑡0) − 𝑦(𝑡0) ‖ < 𝛿, удовлетворяют неравенству

‖ 𝑦(𝑡) − 𝑦(𝑡) ‖ < 𝜀, 𝑡 > 𝑡0.

Можем заключить отсюда, что решение 𝑦(𝑡) устойчиво (устой-
чиво по Ляпунову), если достаточно близкие к нему ∀ 𝑡0 решения
𝑦(𝑡) целиком находятся в сколь угодно узкой 𝜀–трубке, построенной
вокруг решения 𝑦(𝑡).

В частности, при 𝑓(𝑡, 0) ≡ 0 тривиальное решение (положение
равновесия, точка покоя) 𝑦(𝑡) ≡ 0, 𝑡 ∈ (𝑎,∞) устойчиво по Ля-
пунову, если ∀ 𝜀 > 0, 𝑡0 ∈ (𝑎,∞) ∃ 𝛿 = 𝛿(𝜀, 𝑡0) > 0 такое, что из
неравенства ‖ 𝑦(𝑡0) ‖ < 𝛿 вытекает неравенство ‖ 𝑦(𝑡) ‖ < 𝜀, 𝑡 > 𝑡0.

Отметим также, что из устойчивости решения 𝑦(𝑡) ̸≡ 0 не сле-
дует его ограниченность, а из ограниченности решения не следует
его устойчивость.

Определение 1.2. В случае, когда число 𝛿 > 0 можно вы-
брать, не зависящим от начального момента 𝑡0 ∈ 𝑇 ⊂ 𝐼, т.е.
𝛿 = 𝛿(𝜀), то устойчивость называется равномерной в области 𝑇.

Определение 1.3. Решение 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑎,∞) называется
асимптотически устойчивым при 𝑡 → +∞, если, во-первых, оно
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устойчиво по Ляпунову и, во-вторых, ∀ 𝑡0 ∈ (𝑎,∞) ∃∆ = ∆(𝑡0) > 0
такое, что для всех решений 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞), удовлетворяю-
щих условию ‖ 𝑦(𝑡0) − 𝑦(𝑡0) ‖ < ∆, имеет место предельное равен-
ство

lim
𝑡→∞

‖ 𝑦(𝑡) − 𝑦(𝑡) ‖ = 0. (1.3)

Если решение 𝑦(𝑡) устойчиво и ∀ 𝑡0 ∈ (𝑎,∞) ∃∆ = ∆(𝑡0) > 0 такое,
что для всех решений 𝑦(𝑡) : ‖ 𝑦(𝑡0) − 𝑦(𝑡0) ‖ < ∆ имеет мето
предельное неравенство

lim
𝑡→∞

1

𝑡
ln ‖ 𝑦(𝑡) − 𝑦(𝑡) ‖ < 0,

то решение 𝑦(𝑡) называется экспоненциально устойчивым.
Понятно, что из одного лишь условия (1.3) еще не следует устой-

чивость решения 𝑦(𝑡). В частности, тривиальное решение 𝑦(𝑡) ≡ 0
является асимптотически устойчивым, если оно: 1) устойчиво и 2)
lim𝑡→∞ 𝑦(𝑡) = 0 при ‖ 𝑦(𝑡0) ‖ < ∆. Шар ‖ 𝑦 ‖ < ∆(𝑡0), когда 𝑡0
фиксировано, есть область притяжения положения равновесия,
расположенного в точке 𝑂.

Определение 1.4. Пусть система (1.2) определена в полупро-
странстве Ω = 𝐼 ×

{︀
‖ 𝑦 ‖ <∞

}︀
. Если решение 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑎,∞) : 1)

асимптотически устойчиво при 𝑡 → ∞ и 2) все решения 𝑦 =
𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞), 𝑡0 > 𝑎, обладают свойством (1.3), т.е. ∆ = ∞,
то решение 𝑦(𝑡) называется асимптотически устойчивым в це-
лом.

Таким образом, для асимптотически устойчивого в целом реше-
ния 𝑦(𝑡) его областью притяжения ∀ 𝑡0 является все пространство
𝑅𝑛 переменных 𝑦, поскольку ∆ = ∞.

Определение 1.5. Решение 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑎,∞), называется
неустойчивым по Ляпунову, если для некоторых 𝜀 > 0, 𝑡0 ∈ (𝑎,∞)
и ∀ 𝛿 > 0 ∃ решение 𝑦𝛿(𝑡) (хотя бы одно) и момент 𝑡1 = 𝑡1(𝛿) > 𝑡0
такие, что выполнены одновременно неравенства

‖ 𝑦𝛿 (𝑡0) − 𝑦(𝑡0) ‖ < 𝛿 и ‖ 𝑦𝛿 (𝑡1) − 𝑦(𝑡1) ‖ ≥ 𝜀.

Заметим, что отрицание Определения 1.1 приводит к тому, что
надо считать также неустойчивым решение 𝑦(𝑡) : 1) непродолжае-
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мое при 𝑡→ ∞ или 2) такое решение, для которого в любой окрест-
ности точки 𝑦(𝑡0) ∃ точка 𝑦0, порождающая при 𝑡 = 𝑡0 решение 𝑦(𝑡),
непродолжаемое при 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞). Напомним, что единственность ре-
шения задачи Коши на интервале (𝑡,∞) обеспечивает бесконечную
продолжаемость решения 𝑦(𝑡) вправо (решение 𝑦(𝑡) имеет смысл
при 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞)).

Подобно этому, тривиальное решение (положение равновесия)
𝑦 ≡ 0 неустойчиво, если для некоторых 𝜀 > 0, 𝑡0 ∈ (𝑎,∞) и ∀ 𝛿 >
0 ∃ решение 𝑦𝛿 (𝑡) и ∃ момент 𝑡1 > 𝑡0 такие, что ‖ 𝑦𝛿 (𝑡0) ‖ < 𝛿 и
‖ 𝑦𝛿 (𝑡1) ‖ ≥ 𝜀.

Модельный пример. Требуется исследовать на устойчивость
решение дифференциального уравнения (ДУ) 𝑦 = − 𝑎2𝑦, 𝑎 ̸= 0,
с начальным условием 𝑦0 = 𝑦(𝑡0). Видим, что решение 𝑦 =
𝑦0 exp [− 𝑎2 (𝑡− 𝑡0) ] асимптотически устойчиво, поскольку

⃒⃒
𝑦0 𝑒

−𝑎2 (𝑡−𝑡0) − ̃︀𝑦0 𝑒−𝑎2 (𝑡−𝑡0)
⃒⃒

= 𝑒−𝑎2 (𝑡−𝑡0) | 𝑦0 − ̃︀𝑦0 | < 𝜀

при 𝑡 ≥ 𝑡0, если | 𝑦0 − ̃︀𝑦0 | < 𝜀 𝑒−𝑎2𝑡0 и

lim
𝑡→∞

exp
[︀
− 𝑎2 (𝑡− 𝑡0)

]︀
| 𝑦0 − ̃︀𝑦0 | = 0.

Если же на устойчивость надо исследовать решение ДУ 𝑦 =
𝑎2𝑦, 𝑎 ̸= 0, где 𝑦0 = 𝑦(𝑡0), то можем сделать вывод о том, что ре-
шение 𝑦 = 𝑦0 exp [ 𝑎2 (𝑡 − 𝑡0) ] неустойчиво, так как не существует
столь малого 𝛿 > 0, при котором из неравенства | 𝑦0 − ̃︀𝑦0 | < 𝛿(𝜀)
следовало бы неравенство

⃒⃒
𝑦0 𝑒

𝑎2 (𝑡−𝑡0) − ̃︀𝑦0 𝑒𝑎
2 (𝑡−𝑡0)

⃒⃒
< 𝜀,

или
𝑒𝑎

2 (𝑡−𝑡0) | 𝑦0 − ̃︀𝑦0 | < 0, ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0.

Рассмотрим наряду с системой (1.2) возмущенную систему

𝑧 =
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑧) + 𝜙(𝑡, 𝑧), (1.4)

где 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑛)*, 𝜙(𝑡, 𝑧) непрерывна по 𝑡 и непрерывно диффе-
ренцируема по 𝑧.
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Определение 1.6. Решение 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑎,∞) системы (1.2)
называется устойчивым при постоянно действующих возмуще-
ниях 𝜙(𝑡, 𝑧), если ∀ 𝜀 > 0 и 𝑡0 ∈ (𝑎,∞) ∃ 𝛿 = 𝛿(𝜀, 𝑡0) > 0 такие, что
при ‖𝜙(𝑡, 𝑧) ‖ < 𝛿 все решения 𝑧 = 𝑧(𝑡) системы (1.4), удовлетво-
ряющие условию ‖ 𝑧(𝑡0) ‖ < 𝛿, определены при 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞), причем
выполнено неравенство

‖ 𝑧(𝑡) − 𝑦(𝑡) ‖ < 𝜀, 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞).

1.1.2. Общие свойства решений системы линейных ДУ.
Пусть имеется линейная дифференциальная система вида

𝑦𝑖 =
𝑑𝑦𝑖
𝑑𝑡

=

𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑖𝑘 (𝑡) 𝑦𝑘 + 𝑓𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, (1.5)

где 𝑎𝑖𝑘(𝑡), 𝑓𝑖(𝑡) — коэффициенты системы и ее свободные члены
считаются непрерывными на интервале 𝐼 = { 𝑡 ∈ (𝑎,∞) }. В инте-
гральной форме уравнения (1.5) имеют вид

𝑦𝑖(𝑡) = 𝑐𝑖 +

𝑡w

𝑡0

(︂ 𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑖𝑘(𝜏) 𝑦𝑘(𝜏) + 𝑓𝑖(𝜏)

)︂
𝑑𝜏,

где 𝑡0 ∈ 𝐼, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑐𝑖 = const, а в векторно-матричной — следую-
щую запись:

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡) 𝑦 + 𝑓(𝑡), (1.6)

где 𝐴(𝑡) ∈ 𝐶(𝐼), 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(𝐼). Отметим здесь, что для линейной си-
стемы ДУ (1.6) справедлива теорема существования и единствен-
ности решений в 𝐼 с начальным условием 𝑦0 = 𝑦(𝑡0).

Обозначим через 𝑋(𝑡) =
(︀
𝑥𝑖𝑘(𝑡)

)︀
, det 𝑋(𝑡) ̸= 0, фундаменталь-

ную 𝑛 × 𝑛–матрицу линейно независимых решений соответствую-
щей однородной системы ДУ:

𝑥 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥. (1.7)
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Видно, что матрица 𝑋(𝑡) удовлетворяет матричному уравнению:

𝑋(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑋(𝑡).

Кроме того, если 𝑋(𝑡) — фундаментальная матрица системы (1.7),
то кажде решение этой системы может быть представлено в ви-
де: 𝑥(𝑡) = 𝑋(𝑡) 𝑐, где 𝑐 — 𝑛–мерный постоянный вектор. При
𝑥0 = 𝑥(𝑡0) имеем: 𝑥(𝑡0) = 𝑋(𝑡0) 𝑐, откуда 𝑐 = 𝑋−1(𝑡0)𝑥(𝑡0). Зна-
чит, 𝑥(𝑡) = 𝐾(𝑡, 𝑡0)𝑥(𝑡0), где 𝐾(𝑡, 𝑡0) = 𝑋(𝑡)𝑋−1(𝑡0) — матрица
Коши, не зависящая от выбора фундаментальной матрицы 𝑋(𝑡).
Если 𝑦 = 𝑦(𝑡) — это любое решение неоднородной системы, то оно
может быть записано так: 𝑦(𝑡) = ̃︀𝑦(𝑡) +𝑋(𝑡) 𝑐, где ̃︀𝑦(𝑡) — ее некото-
рое фиксированное решение; 𝑐 — постоянный 𝑛–вектор.

Обозначим через 𝑊 (𝑡) = det 𝑋(𝑡), где 𝑋(𝑡) — ранее введенная
фундаментальная матрица, определитель Вронского. Для 𝑊 (𝑡),
как известно, имеет место следующее дифференциальное равенство

𝑊 (𝑡) = Sp𝐴(𝑡)𝑊 (𝑡),

где Sp𝐴(𝑡) — след матрицы 𝐴(𝑡). Интегрируя это уравнение
по 𝑡, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡 ], 𝑡0, 𝑡 ∈ 𝐼, получим так называемую формулу
Остроградского–Лиувилля

𝑊 (𝑡) = 𝑊 (𝑡0) exp

𝑡w

𝑡0

Sp𝐴(𝜏) 𝑑𝜏.

Обратимся далее к линейной однородной системе (1.7) с началь-
ным условием 𝑥0 = 𝑥(𝑡0). Для нахождения решения 𝑥(𝑡) воспользу-
емся методом последовательных приближений. Из уравнения (1.7)
получим интегральное уравнение

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡0) +

𝑡w

𝑡0

𝐴(𝑡1)𝑥(𝑡1) 𝑑𝑡1,

куда под знак интеграла подставим выражение

𝑥(𝑡1) = 𝑥(𝑡0) +

𝑡w

𝑡0

𝐴(𝑡2)𝑥(𝑡2) 𝑑𝑡2.
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Будем иметь

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡0) +

𝑡w

𝑡0

𝐴(𝑡1)𝑥(𝑡0) 𝑑𝑡1 +

𝑡w

𝑡0

𝐴(𝑡1) 𝑑𝑡1

𝑡1w

𝑡0

𝐴(𝑡2)𝑥(𝑡2) 𝑑𝑡2.

Последовательно повторяя эту процедуру, получим в результате
формальное представление решения с помощью формул Пеано:

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡0) +

𝑡w

𝑡0

𝐴(𝑡1)𝑥(𝑡0) 𝑑𝑡1 +

𝑡w

𝑡0

𝐴(𝑡1) 𝑑𝑡1

𝑡1w

𝑡0

𝐴(𝑡2)𝑥(𝑡2) 𝑑𝑡2 + ...,

или
𝑥(𝑡) = Ω𝑡

𝑡0 𝑥(𝑡0),

где матрица Ω𝑡
𝑡0 , называемая матрицантом дифференциальной си-

стемы (1.7), имеет вид

Ω𝑡
𝑡0 = 𝐸 +

𝑡w

𝑡0

𝐴(𝑡1) 𝑑𝑡1 +

𝑡w

𝑡0

𝐴(𝑡1) 𝑑𝑡1

𝑡1w

𝑡0

𝐴(𝑡2) 𝑑𝑡2 + ..., (1.8)

где 𝐸 — единичная матрица размерности 𝑛. Можно показать [37],
что ряд (1.8) абсолютно сходится ∀ 𝑡 ∈ 𝐼 и эта сходимость равномер-
ная для любого конечного [𝛼, 𝛽 ] ⊂ 𝐼. Отметим также, что матри-
цант Ω𝑡

𝑡0 — это нормированная фундаментальная матрица системы
(1.7), так как Ω𝑡0

𝑡0 = 𝐸. Согласно свойству единственности решений
системы линейных ДУ имеем тождество: Ω𝑡

𝑡0 ≡ 𝐾(𝑡, 𝑡0) с матрицей
Коши 𝐾(𝑡, 𝑡0). С помощью теоремы единственности устанавливает-
ся основное свойство матрицанта: Ω𝑡

𝑡1 Ω𝑡1
𝑡0 = Ω𝑡

𝑡0 , где 𝑡0, 𝑡1, 𝑡 ∈ 𝐼.

Остановимся на методе вариации произвольных постоянных
(методе Лагранжа). Пусть имеется неоднородная линейная система
ДУ (1.6). Ее решение ищем в виде: 𝑦 = 𝑋(𝑡) 𝑧, где𝑋(𝑡) — фундамен-
тальная матрица соответствующей однородной системы: 𝑥 = 𝐴(𝑡)𝑥,
а 𝑧 = 𝑧(𝑡) — новая неизвестная вектор-функция. После подстановки
выражения для 𝑦 в исходное уравнение (1.6) получим

𝑋(𝑡) 𝑧 +𝑋(𝑡) 𝑧 = 𝐴(𝑡)𝑋(𝑡) 𝑧 + 𝑓(𝑡),
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или, поскольку
𝑋(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑋(𝑡),

то в результате будем иметь

𝑋(𝑡) 𝑧 = 𝑓(𝑡).

Следовательно, приходим отсюда к выражению

𝑧(𝑡) = 𝑐+

𝑡w

𝑡0

𝑋−1(𝜏) 𝑓(𝜏) 𝑑𝜏.

С учетом того, что 𝑦 = 𝑋(𝑡) 𝑧, найдем

𝑦(𝑡) = 𝑋(𝑡) 𝑐+

𝑡w

𝑡0

𝐾(𝑡, 𝜏) 𝑓(𝜏) 𝑑𝜏,

где 𝐾(𝑡, 𝜏) = 𝑋(𝑡)𝑋−1(𝜏) — матрица Коши. Чтобы найти произ-
вольный постоянный вектор 𝑐, положим здесь 𝑡 = 𝑡0. Тогда будем
иметь: 𝑐 = 𝑋−1(𝑡0) 𝑦(𝑡0), а значит,

𝑦(𝑡) = 𝐾(𝑡, 𝑡0) 𝑦(𝑡0) +

𝑡w

𝑡0

𝐾(𝑡, 𝜏) 𝑓(𝜏) 𝑑𝜏. (1.9)

Если в формуле (1.9) матрица 𝑋(𝑡) при 𝑡 = 𝑡0 нормирована, т.е.
𝑋(𝑡0) = 𝐸, то в этом случае получим

𝑦(𝑡) = 𝑋(𝑡) 𝑦(𝑡0) +

𝑡w

𝑡0

𝐾(𝑡, 𝜏) 𝑓(𝜏) 𝑑𝜏.

Заметим, что из соотношения (1.9) вытекает, что неоднородная
система (1.6) имеет частное решение

̃︀𝑦(𝑡) =

𝑡w

𝑡0

𝐾(𝑡, 𝜏) 𝑓(𝜏) 𝑑𝜏
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такое, что ̃︀𝑦(𝑡0) = 0. Кроме того, если матрица 𝐴(𝑡) = 𝐴 посто-
янна и 𝑋(𝑡0) = 𝐸, то 𝑋(𝑡)𝑋−1(𝜏) и 𝑋(𝑡 − 𝜏 + 𝑡0) представляют
собой фундаментальные матрицы однородной системы 𝑥 = 𝐴(𝑡)𝑥,
совпадающие при 𝑡 = 𝜏. Вывод, который отсюда можно сделать:
𝑋(𝑡)𝑋−1(𝜏) ≡ 𝑋(𝑡− 𝜏 + 𝑡0).

Следовательно, если взять 𝑡0 = 0, то получим для дифференци-
альной системы, где 𝐴(𝑡) = 𝐴 :

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐴𝑦 + 𝑓(𝑡) (1.10)

общее решение

𝑦(𝑡) = 𝑋(𝑡) 𝑦(0) +

𝑡w

0

𝑋(𝑡− 𝜏) 𝑓(𝜏) 𝑑𝜏.

Отсюда, в частности, вытекает, что неоднородная система (1.10)
имеет частное решение

̃︀𝑦(𝑡) =

𝑡w

0

𝑋(𝑡− 𝜏) 𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

при 𝑦(0) = 0.

1.1.3. Лемма Гронуолла–Беллмана. Часто при изучении
устойчивых свойств дифференциальных систем пользуются лем-
мой Гронуолла–Беллмана и ее обобщениями [15, 37].

Теорема 1.1. (Лемма Гронуолла–Беллмана). Пусть 𝑢(𝑡) ≥
0, 𝑓(𝑡) ≥ 0 при 𝑡 ≥ 𝑡0; 𝑢(𝑡), 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶[ 𝑡0,∞), причем при 𝑡 ≥ 𝑡0
выполнено неравенство

𝑢(𝑡) ≤ 𝑐+

𝑡w

𝑡0

𝑓(𝜏)𝑢(𝜏) 𝑑𝜏, (1.11)

где 𝑐 — положительная постоянная. Тогда при 𝑡 ≥ 𝑡0 имеет ме-
сто неравенство

𝑢(𝑡) ≤ 𝑐 exp

𝑡w

𝑡0

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏. (1.12)
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Стандартное доказательство этого утверждения базируется на
неравенстве

𝑢(𝑡)

𝑐+
r 𝑡

𝑡0
𝑓(𝜏)𝑢(𝜏) 𝑑𝜏

≤ 1,

вытекающее из оценки (1.11). Имеем также

𝑓(𝑡)𝑢(𝑡)

𝑐+
r 𝑡

𝑡0
𝑓(𝜏)𝑢(𝜏) 𝑑𝜏

≤ 𝑓(𝑡). (1.13)

Интегрируя неравенство (1.13) по 𝑡, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡 ], с учетом того, что

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑐+

𝑡w

𝑡0

𝑓(𝜏)𝑢(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
= 𝑓(𝑡)𝑢(𝑡),

получим

ln

(︂
𝑐+

𝑡w

𝑡0

𝑓(𝜏)𝑢(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
− ln 𝑐 ≤

𝑡w

𝑡0

𝑓(𝜏)𝑢(𝜏) 𝑑𝜏,

откуда с помощью неравенства (1.11) будем иметь оценку (1.12):

𝑢(𝑡) ≤ 𝑐+

𝑡w

𝑡0

𝑓(𝜏)𝑢(𝜏) 𝑑𝜏 ≤ 𝑐 exp

𝑡w

𝑡0

𝑓(𝜏)𝑢(𝜏) 𝑑𝜏.

Стоит отметить, что при переходе к пределу при 𝑐→ +0 в фор-
мулах (1.11) и (1.12) справедливость леммы не нарушится, если
положить 𝑐 = 0. Далее укажем на некоторые обобщения леммы
Гронуолла–Беллмана.

Теорема 1.2. Пусть непрерывная положительная функция
𝑢(𝑡) для любых значений 𝑡, 𝑡′ ∈ (𝑎, 𝑏) удовлетворяет следующему
интегральному неравенству

𝑢(𝑡) ≤ 𝑢(𝑡′) +

𝑡w

𝑡′

𝑓(𝜏)𝑢(𝜏) | 𝑑𝜏 |, (1.14)
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где 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(𝑎, 𝑏), 𝑓(𝑡) ≥ 0 при 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏). Тогда при 𝑎 < 𝑡0 ≤ 𝑡 < 𝑏
справедливо двойное неравенство

𝑢(𝑡0) exp

(︂
−

𝑡w

𝑡0

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑢(𝑡0) exp

(︂ 𝑡w

𝑡0

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
.

Замечание. В соотношении (1.14) запись | 𝑑𝜏 | означает, что при
𝑡 ≥ 𝑡′ имеем

𝑢(𝑡) ≤ 𝑢(𝑡′) +

𝑡w

𝑡′

𝑓(𝜏)𝑢(𝜏) 𝑑𝜏,

а при 𝑡 ≤ 𝑡′ неравенство (1.14) записывается в виде

𝑢(𝑡) ≤ 𝑢(𝑡′) +

𝑡′w

𝑡

𝑓(𝜏)𝑢(𝜏) 𝑑𝜏.

Приведем еще одно обобщение леммы Гронуолла–Беллмана.

Теорема 1.3. (Лемма Бихари). Пусть функции 𝑢(𝑡), 𝑓(𝑡) ≥ 0
при 𝑡 ≥ 𝑡0, где 𝑢(𝑡), 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶[ 𝑡0,∞), и имеет место неравенство

𝑢(𝑡) ≤ 𝑐+

𝑡w

𝑡0

𝑓(𝜏) Φ[𝑢(𝜏) ] 𝑑𝜏.

Здесь 𝑐 = const > 0, Φ(𝑢) — положительная непрерывная неубы-
вающая функция при 𝑢 ∈ (0, 𝑣), где 𝑣 ≤ ∞, причем

Ψ(𝑢) =

𝑢w

𝑐

𝑑𝑤

Φ(𝑤)
, 𝑢 ∈ (0, 𝑣).

Тогда, если

𝑡w

𝑡0

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏 < Ψ(𝑣 − 0), 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞),
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то при 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞) справедливо неравенство

𝑢(𝑡) ≤ Ψ−1

[︂ 𝑡w

𝑡0

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

]︂
, (1.15)

где Ψ−1(𝑢) — функция, обратная к Ψ(𝑢).

Замечание. Отметим, что при выборе 𝑣 = ∞, Ψ(∞) = ∞, нера-
венство (1.15) выполняется без каких-либо ограничений.

Из теоремы 1.3 вытекают следствия:
1. Если Φ(𝑢) = 𝑢, то имеем неравенство Гронуолла–Беллмана

(1.12).
2. Если Φ(𝑢) = 𝑢𝑚, 𝑚 > 0, 𝑚 ̸= 1, т.е. имеет место неравенство

𝑢(𝑡) ≤ 𝑐+

𝑡w

𝑡0

𝑓(𝜏)
[︀
𝑢(𝜏)

]︀𝑚
𝑑𝜏

при 𝑡 ≥ 𝑡0, то тогда

𝑢(𝑡) ≤
[︂
𝑐1−𝑚 + (1 −𝑚)

𝑡w

𝑡0

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

]︂1/(1−𝑚)

при 0 < 𝑚 < 1. Кроме того,

𝑢(𝑡) ≤ 𝑐
[︂

1 − (𝑚− 1) 𝑐𝑚−1
r 𝑡

𝑡0
𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

]︂1/(𝑚−1)

при 𝑚 > 1 и
𝑡w

𝑡0

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏 <
1

(𝑚− 1) 𝑐𝑚−1
,

где 𝑡 ≥ 𝑡0.
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1.2 Теоремы об устойчивости систем линейных
дифференциальных уравнений

Следующий параграф посвящен общим теоремам об устойчивости
линейных систем ДУ. Для этого рассмотрим линейную неоднород-
ную систему (1.6):

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡) 𝑦 + 𝑓(𝑡),

где положим 𝐴(𝑡), 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(𝐼), и соответствующую ей однородную
систему (1.7):

𝑥 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥.

Определение 1.7. Линейная система ДУ (1.6) называется
устойчивой (или вполне неустойчивой), если все ее решения 𝑦 =
𝑦(𝑡) устойчивы (или неустойчивы) по Ляпунову.

Заметим попутно, что для линейных систем ДУ все ее решения
устойчивы (или неустойчивы) одновременно. Однако у нелинейных
систем ДУ некоторые решения могут быть устойчивыми, а другие
неустойчивыми.

Теорема 1.4. Чтобы линейная система (1.6) ∀ 𝑓(𝑡) была
устойчива, необходимо и достаточно, чтобы было устойчивым
тривиальное решение 𝑥0 ≡ 0, 𝑡 ∈ (𝑡0,∞), 𝑡0 ∈ 𝐼, соответствую-
щей однородной системы (1.7).

Доказательства этой и других теорем этого параграфа можно
найти, например, в книге [37]. Укажем на то, что из доказательства
необходимости условия теоремы вытекает, что устойчивость реше-
ния 𝑥0 ≡ 0 системы (1.7) следует из устойчивости по крайней мере
одного решения системы (1.6) при каком-либо 𝑓(𝑡).

Обратим внимание на следствия из теоремы 1.4:
1. Система (1.6) устойчива, когда устойчиво хотя бы одно ее

решение, и вполне неустойчива, если неустойчиво некоторое ее ре-
шение.

2. Система (1.6) устойчива тогда и только тогда, когда устойчи-
ва система (1.7).

Видим, что в смысле устойчивости поведение решений системы
(1.6) ∀ 𝑓(𝑡) такое же, как и поведение решений системы (1.7). Поэто-
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му в случае изучения устойчивых свойств систем (1.6), (1.7) можно
ограничиться анализом лишь устойчивости решений более простой
однородной линейной системы (1.7).

Определение 1.8. Система линейных ДУ (1.6) называет-
ся равномерно устойчивой, если все ее решения 𝑦(𝑡) равномерно
устойчивы при 𝑡→ +∞ относительно начального момента 𝑡0 ∈ 𝐼.

Теорема 1.5. Система линейных ДУ (1.6) равномерно устой-
чива тогда и только тогда, когда тривиальное решение 𝑥0 ≡ 0 со-
ответствующей однородной системы (1.7) равномерно устойчиво
при 𝑡→ +∞.

Определение 1.9. Система линейных ДУ (1.6) называется
асимптотически устойчивой, если все ее решения 𝑦(𝑡) асимпто-
тически устойчивы при 𝑡→ +∞.

Теорема 1.6. Система линейных ДУ (1.6) асимптотически
усто-йчива тогда и только тогда, когда тривиальное решение
𝑥0 ≡ 0 соответствующей однородной системы (1.7) асимптоти-
чески устойчиво при 𝑡→ +∞.

Из этой теоремы вытекает, как следствие, что для асимптоти-
ческой устойчивости системы (1.6) ∀ 𝑓(𝑡) необходимо и достаточно,
чтобы соответствующая однородная система (1.7) была асимптоти-
чески устойчивой.

Перейдем дальше к рассмотрению вопроса об устойчивости ли-
нейных однородных дифференциальных систем (1.7) с матрицей
𝐴(𝑡) ∈ 𝐶(𝐼). Ее устойчивость эквивалентна ограниченности всех ее
решений

Теорема 1.7. Система линейных однородных ДУ (1.7) устой-
чива по Ляпунову тогда и только тогда, когда каждое ее решение
𝑥 = 𝑥(𝑡), где 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞), 𝑡0 ∈ 𝐼, ограничено на интервале [ 𝑡0,∞).

Эта теорема выдвигает своим следствием следующее утвержде-
ние: если неоднородная линейная система (1.6) устойчива, то все ее
решения либо ограничены, либо не ограничены при 𝑡 → +∞. За-
метим также, что из ограниченности решений системы нелинейных
ДУ устойчивость этих решений, в общем-то, не следует.

Теорема 1.8. Линейная однородная система (1.7) асимпто-
тически устойчива тогда и только тогда, когда все ее решения
𝑥 = 𝑥(𝑡) → 0 при 𝑡→ +∞.
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Из этой теоремы следует, что асимптотически устойчивая си-
стема линейных ДУ асимптотически устойчива в целом (см. Опре-
деление 1.4).

Что же касается системы нелинейных ДУ, то стремление к нулю
всех решений не является достаточным условием для асимптотиче-
ской устойчивости ее тривиального решения.

Модельные примеры. 1. Пусть имеется скалярное уравнение
𝑦 = 1 + 𝑡 − 𝑦, которое допускает неограниченное решение 𝑦0 = 𝑡.
Поскольку 𝑦(𝑡) = 𝑡 + 𝑦(0) exp (−𝑡), то решение 𝑦0, хорошо видно,
устойчиво и асимптотически устойчиво.

2. Для скалярного уравнения 𝑥 = sin2 𝑥 после интегрирования
найдем 𝑥 = Arcctg (ctg 𝑥0 − 𝑡) при 𝑥0 ̸= 𝑘𝜋, и 𝑥 = 𝑘𝜋 при 𝑥0 = 𝑘𝜋,
где 𝑘 — целое. Все эти решения ограничены на (−∞, +∞). Вместе с
тем, решение 𝑥0 = 0 неустойчиво при 𝑡→ +∞, так как ∀𝑥0 ∈ (0, 𝜋)
имеем: 𝑥→ 𝜋 при 𝑡→ +∞.

3. Задается следующая линейная система:

𝑥 =
𝑥

𝑡
− 𝑡2𝑥𝑦2, 𝑦 = − 𝑦

𝑡
, 𝑡 ≥ 1,

с тривиальным решением 𝑥 = 0, 𝑦 = 0. После интегрирования по-
лучим

𝑥 = 𝑐1𝑡 𝑒
−𝑐22𝑡, 𝑦 =

𝑐2
𝑡
,

откуда при 𝑡0 = 1 найдем

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡0) 𝑡 𝑒−𝑦2(𝑡0)(𝑡−1), 𝑦(𝑡) =
𝑦(𝑡0)

𝑡
.

Имеем: 𝑥(𝑡) → 0, 𝑦(𝑡) → 0 при 𝑡 → +∞. Тем не менее, ∀ 𝛿 > 0 при
𝑥(𝑡0) = 𝛿2, 𝑦(𝑡0) = 𝛿 получим: 𝑥(𝑡 + 𝛿−2) > 𝑒−1. Значит, решение
𝑥 = 0, 𝑦 = 0 не является устойчивым и асимптотически устойчивым
при 𝑡→ +∞.

Обратимся далее к вопросу об устойчивости линейной одно-
родной системы вида (1.10) с постоянной (𝑛 × 𝑛)–матрицей 𝐴 при
𝑓(𝑡) ≡ 0 :

𝑥 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥. (1.16)
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Решая систему (1.16), возьмем 𝑥 = 𝑒𝐴𝑡 𝑢. Подставляя, получим
с учетом свойств экспоненциальной матрицы

𝑑𝑥

𝑑𝑡
≡ 𝑒𝐴𝑡 𝑑𝑢

𝑑𝑡
+𝐴𝑒𝐴𝑡 𝑢 = 𝐴𝑒𝐴𝑡 𝑢,

откуда следует

𝑒𝐴𝑡 𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 0, det 𝑒𝐴𝑡 ̸= 0.

Поскольку матрица 𝑒𝐴𝑡 неособая, то 𝑢 = 0. Значит, 𝑢 = 𝑐 — по-
стоянный вектор размерности 𝑛× 1. Итак, общее решение системы
(1.16) определяется равенством: 𝑥 = 𝑒𝐴𝑡𝑐. При 𝑥0 = 𝑥(𝑡0) имеем:
𝑐 = 𝑒−𝐴𝑡0 𝑥0, следовательно 𝑥 = 𝑒𝐴 (𝑡−𝑡0) 𝑥0.

Обозначим через 𝜆1, ..., 𝜆𝑚 собственные числа матрицы 𝐴, со-
ответствующие различным клеткам Жордана. Пусть 𝑆 — неосо-
бенная матрица, приводящая матрицу 𝐴 к жордановой форме:

𝐴 = 𝑆−1Ω𝑆, Ω ≡ diag
[︀
𝐽1(𝜆1), ..., 𝐽𝑚(𝜆𝑚)

]︀
,

где 𝐽𝑠(𝜆𝑠) — соответствующие клетки Жордана

𝐽𝑠(𝜆𝑠) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆𝑠 1 . . . 0 0
0 𝜆𝑠 . . . 0 0
. . . . . . .
0 0 . . . 𝜆𝑠 1
0 0 . . . 0 𝜆𝑠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑠 = 1,𝑚.

Пользуясь свойствами матричной экспоненты, получим следу-
ющее выражение для решения 𝑥(𝑡) :

𝑥(𝑡) = 𝑆−1 Ω𝑒(𝑡)𝑆𝑥0,

где
Ω𝑒(𝑡) = diag

[︀
𝑒(𝑡−𝑡0) 𝐽1(𝜆1), ..., 𝑒(𝑡−𝑡0) 𝐽𝑚(𝜆𝑚)

]︀
.

Теорема 1.9. Линейная однородная система ДУ (1.16) устой-
чива тогда и только тогда, когда все характеристические корни
матрицы 𝐴 : 𝜆𝑖 = 𝜆𝑖(𝐴), 𝑖 = 1, 𝑛, имеют неположительные ве-
щественные части, т.е. Re𝜆𝑖(𝐴) ≤ 0, 𝑖 = 1, 𝑛, причем характе-
ристические корни, для которых Re𝜆𝑗(𝐴) = 0, допускают лишь
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простые элементарные делители (для них клетки Жордана сво-
дятся к одному элементу).

Легко показать, что система (1.16) равномерно устойчива от-
носительно начального момента 𝑡0 ∈ (−∞,+∞). В самом деле, по-
скольку решения устойчивой линейной системы ограничены, то при
𝑡 ≥ 0 выполняется ограничение ‖ 𝑒𝐴𝑡 ‖ ≤ 𝑐. Если 𝑥(𝑡) — решение си-
стемы 𝑥(𝑡) = 𝑒(𝑡−𝑡0)𝐴 𝑥(𝑡0), тогда при 𝑡 ≥ 𝑡0 получим

‖𝑥(𝑡) ‖ ≤
⃦⃦
𝑒(𝑡−𝑡0)𝐴

⃦⃦
‖𝑥(𝑡0) ‖ ≤ 𝑐 ‖𝑥(𝑡0) ‖ < 𝜀,

где надо взять ‖𝑥(𝑡0) ‖ < 𝜀/𝑐 = 𝛿. Здесь число 𝛿 не зависит от 𝑡0.
Вывод: тривиальное решение 𝑥 ≡ 0 равномерно устойчиво при 𝑡→
∞, следовательно, и все решения этой системы также равномерно
устойчивы при 𝑡→ ∞ (см. теорему 1.5).

Теорема 1.10. Линейная однородная система ДУ (1.16) асимп-
тотически устойчива тогда и только тогда, когда все характери-
стические корни матрицы 𝐴 : 𝜆𝑖 = 𝜆𝑖(𝐴), 𝑖 = 1, 𝑛, имеют отри-
цательные вещественные части, а именно, Re𝜆𝑖(𝐴) < 0, 𝑖 = 1, 𝑛.

Особый интерес представляют дифференциальные линейные
системы с почти постоянной матрицей [15, 37]. Назовем матри-
цу коэффициентов 𝐴 ДУ 𝑧 = 𝐴(𝑡) 𝑧 почти постоянной, если
lim𝑡→∞ 𝐴(𝑡) = 𝐴, где 𝐴 — постоянная матрица.

Теорема 1.11. Пусть дифференциальная система (1.16) с по-
стоянной (𝑛×𝑛)–матрицей 𝐴 устойчива при 𝑡→ ∞. Тогда систе-
ма

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

[︀
𝐴+𝐵(𝑡)

]︀
𝑦,

где 𝐵(𝑡) ∈ 𝐶[ 𝑡0,∞),
r ∞
𝑡0

‖𝐵(𝑡) ‖ 𝑑𝑡 < ∞, также устойчива при
𝑡→ ∞.

Заметим, что теорема 1.11 не имеет места для случая с перемен-
ной матрицей 𝐴(𝑡).

Теорема 1.12. Если система (1.16) с постоянной матрицей 𝐴
асимптотически устойчива при 𝑡→ ∞, то система

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

[︀
𝐴+𝐵(𝑡)

]︀
𝑦,
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где 𝐵(𝑡) ∈ 𝐶[ 𝑡0,∞), 𝐵(𝑡) → 0 при 𝑡→ ∞, также асимптотически
устойчива при 𝑡→ ∞.

Укажем на один важный результат, вытекающий из этой теоре-
мы: линейная система с полиномиальными коэффициентами

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

(︀
𝐴0𝑡

𝑚 +𝐴1𝑡
𝑚−1 + ... +𝐴𝑚

)︀
𝑦,

где 𝐴𝑘, 𝑘 = 0,𝑚, — постоянные (𝑛 × 𝑛)–матрицы, асимптотически
устойчива, если все корни 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, характеристического (веково-
го) уравнения: det (𝐴0 − 𝜆𝐸) = 0 имеют отрицательные веществен-
ные части: Re𝜆𝑖 < 0, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝐸 — единичная матрица размерности
𝑛.

Модельный пример. Данный пример показывает, что теоре-
ма 1.12 с переменной матрицей 𝐴(𝑡) не верна. Рассмотрим скаляр-
ное уравнение 𝑥 = −𝑥/𝑡, 𝑡 > 0, с общим решением 𝑥 = 𝑐/𝑡, кото-
рое является асимптотически устойчивым при 𝑡 → ∞. Видим, что
уравнение 𝑦 = 𝑦/𝑡 с коэффициентом 1/𝑡 = − 1/𝑡 + 2/𝑡, отличным
от коэффициента исходного уравнения на бесконечно малую при
𝑡 → ∞ функцию, неустойчиво при 𝑡 → ∞, поскольку его общее
решение 𝑦 = 𝑐𝑡 не ограничено.

Проанализируем также случай Лаппо–Данилевского для линей-
ной системы с переменной матрицей. Пусть имеется система вида
(1.7):

𝑥 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥,

где матрица 𝐴(𝑡) ∈ 𝐶[ 𝑡0,∞) и, кроме того, 𝐴(𝑡) при 𝑡 ≥ 𝑡0 переста-
новочна со своим интегралом (условие Лаппо–Данилевского):

𝐴(𝑡)

𝑡w

𝑡0

𝐴(𝜏) 𝑑𝜏 =

𝑡w

𝑡0

𝐴(𝜏) 𝑑𝜏 ·𝐴(𝑡). (1.17)

Заметим, что матрица

Ω(𝑡) = 𝑒
r 𝑡
𝑡0

𝐴(𝜏) 𝑑𝜏
, Ω(𝑡0) = 𝐸,
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является матрицантом исходной системы (1.7). Таким образом, об-
щее решение системы (1.7) записывается так:

𝑥(𝑡) = 𝑒
r 𝑡
𝑡0

𝐴(𝜏) 𝑑𝜏
𝑥(𝑡0).

Теорема 1.13. Пусть ∀ (𝑡0, 𝑡) ∈ (𝑎,∞) выполнено условие (1.17)
и существует предел

𝐴 = lim
𝑡→∞

1

𝑡

𝑡w

𝑡0

𝐴(𝜏) 𝑑𝜏.

Тогда, если все собственные числа 𝜆𝑖 = 𝜆𝑖(𝐴), 𝑖 = 1, 𝑛, предельной
матрицы 𝐴 расположены в левой полуплоскости: Re𝜆𝑖(𝐴) < 0, 𝑖 =
1, 𝑛, то линейная система (Π1.7) асимптотически устойчива при
𝑡→ ∞.

Рассмотрим еще линейные системы ДУ с периодическими коэф-
фициентами. Пусть имеется система вида

𝑧 =
𝑑𝑧

𝑑𝑡
=

[︀
𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)

]︀
𝑧, (1.18)

где матрица 𝐴(𝑡) периодическая, т.е. 𝐴(𝑡+ 𝜏) = 𝐴(𝑡), 𝜏 ̸= 0 — веще-
ственное число, а 𝐵(𝑡) — матрица с малыми значениями при 𝑡→ ∞.
Наряду с системой (1.18) возьмем систему невозмущенных ДУ:

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡) 𝑦. (1.19)

Теорема 1.14. Если все решения системы (1.19) ограничены,
то в предположениях, что: 1) 𝐴(𝑡) — периодическая матрица;
2)

r
𝑡0

∞ ‖𝐵(𝑡) ‖ 𝑑𝑡 < ∞, все решения векторного уравнения (1.18)
также ограничены.

В тех же предположениях, если все решения уравнения (1.19)
стремятся к нулю при 𝑡 → ∞, то тоже самое имеет место и
для всех решений уравнения (1.18).

Вернемся далее к однородной линейной системе, аналогичной
системе (1.7), считая, что матрица 𝐴(𝑡) — это матрица с перемен-
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ными коэффициентами общего вида. Однако ограниченность ре-
шений этой системы наряду с условиями ‖𝐵(𝑡) ‖ → 0 (𝑡 → ∞) илиr ∞
𝑡0

‖𝐵(𝑡) ‖ 𝑑𝑡 <∞ недостаточны, чтобы гарантировать ограничен-
ность всех решений системы вида (1.18) (см. работу [15]).

Теорема 1.15. Существует система (1.19) с матрицей 𝐴(𝑡)
общего вида, все решения которой стремятся к нулю при 𝑡 → ∞
и матрица 𝐵(𝑡), удовлетворяющая условиям:

r ∞
𝑡0

‖𝐵(𝑡) ‖ 𝑑𝑡 < ∞
или ‖𝐵(𝑡) ‖ → 0, такие, что система (Π1.18) обладает неограни-
ченными решениями.

Вместе с тем, ограниченности решений можно добиться, выбрав
соответствующим образом условия.

Теорема 1.16. Пусть выполнены следующие условия:
1.

r ∞
𝑡0

‖𝐵(𝑡) ‖ 𝑑𝑡 < ∞. 2. lim 𝑡→∞
r 𝑡

𝑡0
Sp𝐴(𝜏) 𝑑𝜏 > −∞ (это

условие выполняется, в частности, если Sp𝐴(𝑡) = 0).

Тогда, если все решения системы (1.19) с матрицей 𝐴(𝑡) общего
вида ограничены, то и все решения системы (1.18) будут ограни-
чены.

В системе (1.18) положим 𝐴(𝑡) = 𝐴, где 𝐴 — постоянная матри-
ца:

𝑧 =
𝑑𝑧

𝑑𝑡
=

[︀
𝐴+𝐵(𝑡)

]︀
𝑧. (1.20)

Теорема 1.17. Если в системе (1.20) выполнены условия: 1. 𝐴
— постоянная матрица с простыми характеристическими чис-
лами. 2. ‖𝐵(𝑡) ‖ → 0 при 𝑡 → ∞, то тогда каждому характе-
ристическому числу 𝜆𝑘 соответствует решение 𝑧(𝑘)(𝑡), 𝑘 = 1, 𝑛,
удовлетворяющее неравенствам

𝑐2 exp

[︂
Re𝜆𝑘 𝑡− 𝑑2

𝑡w

𝑡0

‖𝐵(𝜏) ‖ 𝑑𝜏
]︂

≤ ‖ 𝑧(𝑘)(𝑡) ‖ ≤

≤ 𝑐1 exp

[︂
Re𝜆𝑘 𝑡+ 𝑑1

𝑡w

𝑡0

‖𝐵(𝜏) ‖ 𝑑𝜏
]︂
, 𝑡 ≥ 𝑡0,

где 𝑐1, 𝑐2, 𝑑1, 𝑑2 — положительные постоянные. При этом система
решений 𝑧(𝑘)(𝑡) линейно независима и, более того, имеет место
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предельное равенство

lim
𝑡→∞

ln ‖ 𝑧(𝑘)(𝑡) ‖
𝑡

= Re 𝜆𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛.

Завершим параграф изучением асимптотического поведения ре-
шений линейных однородных систем ДУ с помощью асимптотиче-
ских рядов [15]. Будем считать, что в системе матрица коэффи-
циентов в качестве элементов имеет рациональные функции и при
этом каждый из элементов этой матрицы стремится к некоторому
постоянному значению при 𝑡 → ∞. Тогда, очевидно, для доста-
точно больших 𝑡 каждый элемент можно разложить в сходящийся
степенной ряд вида

𝑎𝑖𝑗(𝑡) = 𝑐0 +
𝑐1
𝑡

+ ... +
𝑐𝑘
𝑡𝑘

+ ...,

где 𝑐𝑘 = 𝑐𝑘(𝑖, 𝑗). Следовательно, при 𝑡 ≥ 𝑡0 можно матрицу 𝐴 пред-
ставить так:

𝐴(𝑡) = 𝐴0 +
1

𝑡
𝐴1 + ... +

1

𝑡𝑘
𝐴𝑘 + ..., (1.21)

где 𝐴𝑘 — постоянные матрицы.
Перейдем к рассмотрению дифференциальной системы

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡) 𝑦, (1.22)

с матрицей 𝐴(𝑡), допускающей разложение (1.21). Если такое раз-
ложение имеет место, то

lim
𝑡→∞

𝐴(𝑡) = 𝐴0, lim
𝑡→∞

𝑡
[︀
𝐴(𝑡) −𝐴0

]︀
= 𝐴1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.23)

lim
𝑡→∞

𝑡𝑛+1

[︂
𝐴(𝑡) −𝐴0 −

𝐴1

𝑡
− ... − 𝐴𝑛

𝑡𝑛

]︂
= 𝐴𝑛+1.

Обратим внимание на то, что соотношения (1.23) вовсе не пред-
полагают сходимости ряда (1.21). Ряды, даже если они и расхо-
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дятся, но дают хорошее приближение к данной функции для со-
ответствующих частичных сумм, называются асимптотическими
рядами.

Определение 1.10. Если бесконечная последовательность
{𝑎𝑘}, 𝑘 = 0, 1, 2, ... определена так, что

lim
𝑡→∞

𝑓(𝑡) = 𝑎0, lim
𝑡→∞

𝑡
[︀
𝑓(𝑡) − 𝑎0

]︀
= 𝑎1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

lim
𝑡→∞

𝑡𝑛+1

[︂
𝑓(𝑡) − 𝑎0 −

𝑎1
𝑡

− ... − 𝑎𝑛
𝑡𝑛

]︂
= 𝑎𝑛+1,

то говорят, что функция 𝑓(𝑡) обладает асимптотическим разло-
жением при 𝑡→ ∞. Записывается это так:

𝑓(𝑡) ∼
∞∑︁

𝑛=0

𝑎𝑛
𝑡𝑛
, (1.24)

где написанный формальный степенной ряд (1.24) может схо-
диться или расходиться.

Проанализируем алгебраические зависимости, для которых ха-
рактерны соотношения типа (1.24).

Теорема 1.18. Пусть имеют место соответствия

𝑓(𝑡) ∼
∞∑︁

𝑛=0

𝑎𝑛 𝑡
−𝑛, 𝑔(𝑡) ∼

∞∑︁

𝑛=0

𝑏𝑛 𝑡
−𝑛.

Тогда справедливы соотношения:

1. 𝑐1 + 𝑐2𝑔 ∼
∞∑︁

𝑛=0

(︀
𝑐1𝑎𝑛 + 𝑐2𝑏𝑛

)︀
𝑡−𝑛, ∀ 𝑐1, 𝑐2 = const;

2. 𝑓𝑔 ∼
∞∑︁

𝑛=0

𝑐𝑛 𝑡
−𝑛, где 𝑐𝑛 =

∑︁

𝑘+𝑙

𝑎𝑘𝑏𝑙;

3.
1

𝑓(𝑡)
∼ 𝑐0 +

𝑐1
𝑡

+ ... +
𝑐𝑛
𝑡𝑛
, где
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𝑎0 ̸= 0, 𝑎0𝑐0 = 1, 𝑎0𝑐1 + 𝑎1𝑐0 = 0, ...,
∑︁

𝑘+𝑙=𝑛

𝑎𝑘𝑐𝑙 = 0, 𝑛 > 0.

Кроме того, если

𝑓 ′(𝑡) ∼
∞∑︁

𝑛=0

𝑑𝑛 𝑡
−𝑛,

то 𝑑0 = 𝑑1 = 0 и 𝑑𝑛 = − (𝑛 − 1) 𝑎𝑛−1 при 𝑛 ≥ 2. Если 𝑎0 = 𝑎1 = 0,
то ∞w

𝑡

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏 ∼
∞∑︁

𝑛=2

𝑎𝑛 𝑡
− (𝑛−1)

𝑛− 1
;

если по крайней мере один из коэффициентов 𝑎0, 𝑎1 отличен от

нуля, то
⃒⃒
⃒⃒ r ∞

𝑡
𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

⃒⃒
⃒⃒ = ∞.

Замечания. 1. Имеет место следующее полезное утверждение:
асимптотическое разложение

𝑓(𝑡) ∼
∞∑︁

𝑛=0

𝑎𝑛
𝑡𝑛

справедливо тогда и только тогда, когда ∀ целого 𝑁 ≥ 0 :

𝑓(𝑡) =
𝑁∑︁

𝑛=0

𝑎𝑛
𝑡𝑛

+𝑂

(︂
1

𝑡𝑁+1

)︂
.

2. Отметим здесь также, что хотя каждая функция может иметь
лишь единственное асимптотическое разложение, но, тем не менее,
различные функции могут иметь одно и то же асимптотическое
разложение.

Пусть имеется система (1.22), где элементы матрицы 𝐴(𝑡) пред-
ставляют собой рациональные функции 𝑡, а в более общем случае,
имеют асимптотические разложения вида

𝑎𝑖𝑗(𝑡) − 𝑝(𝑡) ∼
∞∑︁

𝑚=1

𝑐𝑚 𝑡−𝑚,
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где 𝑝 ≡ 𝑝𝑖𝑗 , 𝑐𝑚 = 𝑐𝑚(𝑖, 𝑗); 𝑝(𝑡) — многочлен по 𝑡. Рассмотрим здесь
случай, когда матрица 𝐴(𝑡) имеет асимптотическое разложение ви-
да

𝐴(𝑡) ∼ 𝐴0 +𝐴1𝑡
−1 + ... +𝐴𝑚𝑡

−𝑚 + ... . (1.25)

Помимо этого, предположим, что характеристические числа мат-
рицы 𝐴0 различны.

Теорема 1.19. Пусть задано уравнение (1.22), для которого
имеется разложение (1.25) и матрица 𝐴0 обладает простыми ха-
рактеристическими числами 𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑛. Тогда каждому харак-
теристическому числу 𝜆𝑘 соответствует решение 𝑦𝑘 уравнения
(1.22), для которого имеет место асимптотическое разложение

𝑦𝑘 ∼ 𝑒𝜆𝑘𝑡 𝑡𝜇𝑘
(︀
𝑐0 + 𝑐1𝑡

−1 + ... + 𝑐𝑚𝑡
−𝑚 + ...

)︀
,

где 𝑐0 — ненулевой вектор, 𝜆𝑘(𝑡) — характеристические числа
матрицы 𝐴0 + 𝐴1𝑡

−1, lim𝑡→∞ 𝜆𝑘(𝑡) = 𝜆𝑘, 𝜆𝑘(𝑡) ∼ 𝜆𝑘 + 𝜇𝑘𝑡
−1 +

𝜈𝑘𝑡
−2 + ... .

1.3 Некоторые критерии устойчивости

Ниже будут рассмотрены некоторые наиболее распространенные
критерии устойчивости, связанные с проблемой Рауса–Гурвица, ко-
торая формулируется в виде следующей алгебраической задачи:
требуется установить необходимые и достаточные условия, при ко-
торых все корни искомого алгебраического многочлена имеют от-
рицательные вещественные части.

1.3.1. Критерий Гурвица. Пусть имеется многочлен относи-
тельно комплексного значения 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 с действительными или
комплексными коэффициентами 𝑎0, 𝑎1, ..., 𝑎𝑛 :

𝑓(𝑧) = 𝑎𝑛𝑧
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑧

𝑛−1 + ... + 𝑎1𝑧 + 𝑎0. (1.26)

Определение 1.11. Многочлен 𝑓(𝑧) (1.26) степени 𝑛 ≥ 1 на-
зывается многочленом (полиномом) Гурвица, если все его корни
(нули) 𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛 имеют отрицательные вещественные части:
Re 𝑧𝑗 < 0, 𝑗 = 1, 𝑛, т.е. лежат в левой комплексной полуплоско-

1.3. Некоторые критерии устойчивости 33

сти. Многочлен Гурвица часто называют устойчивым или, про-
сто, гурвицевым.

Будем считать дальше, что у многочлена 𝑓(𝑧) (1.26) коэффи-
циенты 𝑎𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛, вещественны, и, кроме того, 𝑎𝑛 ̸= 0, 𝑎0 > 0.
Такой многочлен, не имеющий нулевых корней, иногда называют
стандартным многочленом степени 𝑛, где 𝑛 ≥ 1 [37]. Сформулиру-
ем необходимое условие для устойчивого многочлена 𝑓(𝑧) (1.26) в
виде следующей теоремы Стодолы.

Теорема 1.20. Если стандартный многочлен является много-
членом Гурвица, то все его коэффициенты положительны.

Замечание. Условие теоремы 1.20 Стодолы для стандартно-
го многочлена второй степени являются также и достаточными, а
именно, при 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 > 0 многочлен 𝑓(𝑧) = 𝑎2𝑧

2 + 𝑎1𝑧 + 𝑎0 будет
устойчивым. Однако для стандартного многочлена степени выше
второй из положительности его коэффициентов, вообще говоря, не
следует его устойчивость.

Введем понятие присоединенного многочлена, обозначив через
𝐻𝑛, 𝑛 = 1, 2, ... — множество всех стандартных многочленов Гур-
вица степени 𝑛.

Определение 1.12. Многочлен

𝐹 (𝑧) = (1 + 𝛼𝑧) 𝑓(𝑧) + 𝑓(− 𝑧), 𝛼 > 0, (1.27)

называется присоединенным к многочлену 𝑓(𝑧).

Можно доказать [37] следующие два утверждения: 1. Много-
член 𝐹 (𝑧), присоединенный к стандартному многочлену Гурвица,
является стандартным многочленом Гурвица, т.е., если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐻𝑛,
то 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐻𝑛+1. 2. Для любого стандартного многочлена Гурвица
степени 𝑛 + 1, 𝑛 ≥ 1, существует стандартный многочлен Гурвица
степени 𝑛, по отношению к которому данный многочлен является
присоединенным, т.е. если 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐻𝑛+1, то ∃𝛼 > 0 и 𝑓(𝑧) ∈ 𝐻𝑛

такие, что 𝐹 (𝑧) ≡ (1 + 𝛼𝑧) 𝑓(𝑧) + 𝑓(− 𝑧).

Отметим, что у стандартного многочлена 𝐹 (𝑧) степени 𝑛+ 1 :

𝐹 (𝑧) = 𝑏𝑛+1𝑧
𝑛+1 + ... + 𝑏1𝑧 + 𝑏0,
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где 𝑏0, 𝑏1 > 0, существует стандартный многочлен 𝑓(𝑧) степени 𝑛,
для которого 𝐹 (𝑧) = 𝑆 𝑓(𝑧), где через 𝑆 символически обозначена
операция присоединения: в выражении (1.27) 𝐹 (𝑧) = 𝑆 𝑓(𝑧).

Из представленных выше утверждений следует, что можно по-
строить множество стандартных многочленов Гурвица, исходя из
совокупности стандартных многочленов 𝐻1 первой степени и даль-
нейшего последовательного применения операции присоединения
𝑆 : 𝑆𝐻1 = 𝐻2, 𝑆𝐻2 = 𝑆2𝐻1 = 𝐻3 и т.д.

Пусть имеется стандартный многочлен 𝑓(𝑧) (1.26). Составим
матрицу Гурвица размерности 𝑛 :

Γ𝑓 =

⎛
⎜⎜⎝

𝑎1 𝑎0 0 0 . . . 0
𝑎3 𝑎2 𝑎1 𝑎0 . . . 0
. . . . . . . .

𝑎2𝑛−1 𝑎2𝑛−2 𝑎2𝑛−3 𝑎2𝑛−4 . . . 𝑎𝑛

⎞
⎟⎟⎠ ,

где 𝑎𝑠 = 0 при 𝑠 < 0 и 𝑠 > 𝑛.

Теорема 1.21 (Теорема Гурвица). Для того, чтобы стан-
дартный многочлен 𝐹 (𝑧) (1.26) был устойчивым, необходимо и до-
статочно, чтобы были положительны все главные диагональные
миноры

∆1 = 𝑎1 > 0, ∆2 =

⃒⃒
⃒⃒𝑎1 𝑎0
𝑎3 𝑎2

⃒⃒
⃒⃒ > 0, ..., ∆𝑛 = 𝑎𝑛∆𝑛−1 > 0 (1.28)

его матрицы Гурвица Γ𝑓 (условия Гурвица, условия Рауса–
Гурвица).

Понятно, что для доказательства необходимости и достаточно-
сти выполнения условий Гурвица (1.28) надо показать, что если
𝑓(𝑧) ∈ 𝐻𝑛, то условия Гурвица будут выполнены, и наоборот.

Если многочлен 𝑓(𝑧) (1.26) — это стандартный многочлен Гур-
вица, то 𝑓(𝑧) можно представить в виде: 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑛 𝑔(1/𝑧), где мно-
гочлен

𝑔(𝑧) = 𝑎0𝑧
𝑛 + 𝑎1𝑧

𝑛−1 + ... + 𝑎𝑛

есть также стандартный многочлен Гурвица, и обратно. В самом
деле, если 𝑧𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, — корни многочлена 𝑓(𝑧) и Re 𝑧𝑖 < 0, то 1/𝑧𝑖
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— корни многочлена 𝑔(𝑧) и

Re
1

𝑧𝑖
=

Re 𝑧𝑖
| 𝑧𝑖 |2

< 0, 𝑖 = 1, 𝑛.

Следовательно, условия Гурвица для многочлена можно записать
и так:

∆̄0 = 𝑎𝑛 > 0, ∆̄1 = 𝑎𝑛−1 > 0, ∆̄2 =

⃒⃒
⃒⃒𝑎𝑛−1 𝑎𝑛
𝑎𝑛−3 𝑎𝑛−2

⃒⃒
⃒⃒ > 0, ...,

∆̄𝑛 = 𝑎0∆̄𝑛−1 > 0.

Возьмем далее линейную однородную систему ДУ с постоянной
вещественной матрицей 𝐴 : 𝑥 = 𝐴𝑥, где det (𝜆𝐸 −𝐴) = 0 — харак-
теристическое уравнение матрицы 𝐴, которое может быть записано
в виде

𝜆𝑛 −𝐴1𝜆
𝑛−1 +𝐴2𝜆

𝑛−2 + ... + (− 1)𝑛𝐴𝑛 = 0,

где

𝐴1 =
∑︁

𝛼

𝑎𝛼𝛼 = Sp𝐴, 𝐴2 =
∑︁

𝛼<𝛽

⃒⃒
⃒⃒𝑎𝛼𝛼 𝑎𝛼𝛽
𝑎𝛽𝛼 𝑎𝛽𝛽

⃒⃒
⃒⃒ , ..., 𝐴𝑛 = det 𝐴.

Для асимптотической устойчивости исходной системы необхо-
димо выполнение ограничений:

−𝐴1 > 0, 𝐴2 > 0, ..., (− 1)𝑛𝐴𝑛 > 0,

в частности, Sp𝐴 < 0, (− 1)𝑛 det 𝐴 > 0. Если 𝑛 = 2 и имеем систему
второго порядка, то написанные условия будут также достаточны
для ее асимптотической устойчивости. В общем случае для асимп-
тотической устойчивости системы 𝑥 = 𝐴𝑥 необходимо и достаточно
выполнение условий Гурвица:

∆̄1 = −𝐴1 > 0, ∆̄2 =

⃒⃒
⃒⃒−𝐴1 1
−𝐴3 𝐴2

⃒⃒
⃒⃒ = −𝐴1𝐴2 +𝐴3 > 0, ...,

∆̄𝑛 = (− 1)𝑛𝐴𝑛∆̄𝑛−1 > 0.
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Модельные примеры. 1. Для многочлена с вещественными
коэффициентами 𝑝, 𝑞, 𝑟 :

𝑓(𝑧) = 𝑧3 + 𝑝𝑧2 + 𝑞𝑧 + 𝑟

условия Гурвица имеют вид

𝑟 > 0, ∆1 = 𝑞 > 0, ∆2 =

⃒⃒
⃒⃒𝑞 𝑟
1 𝑝

⃒⃒
⃒⃒ > 0, ∆3 = 1 · ∆2 > 0,

т.е. 𝑞 > 0, 0 < 𝑟 < 𝑝𝑞. Поэтому в пространстве коэффициен-
тов область с системой координат (СК) 𝑂𝑝𝑞𝑟 многочленов Гурвица
ограничена сверху положительной частью координатной плоскости
𝑟 = 0 и гиперболическим параболоидом 𝑟 = 𝑝𝑞.

2. Требуется найти область асимптотической устойчивости си-
стемы

𝑥 = −𝑥+ 𝛼𝑦, 𝑦 = 𝛽𝑥− 𝑦 + 𝛼𝑧, 𝑧 = 𝛽𝑦 − 𝑧

с действительными коэффициентами 𝛼 и 𝛽. Запишем характери-
стическое уравнение системы

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝜆+ 1 −𝛼 0
−𝛽 𝜆+ 1 −𝛼
0 −𝛽 𝜆+ 1

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒ = 0,

или
(𝜆+ 1)

[︀
𝜆2 + 2𝜆+ (1 − 2𝛼𝛽)

]︀
= 0,

откуда получим следующий результат: асимптотическая устойчи-
вость будет иметь место, если 1 − 2𝛼𝛽 > 0, т.е. 𝛼𝛽 < 1/2.

В качестве замечания укажем на условие того, чтобы стандарт-
ный многочлен 𝐹 (𝑧) (1.26) имел корни, лежащие лишь в замкнутой
левой полуплоскости Re 𝑧 ≤ 0. Для этого необходимо и достаточно,
чтобы все главные диагональные миноры ∆1, ..., ∆𝑛 его матрицы
Гурвица были бы неотрицательны: ∆𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 𝑛.

1.3.2. Критерий Михайлова. При наличии большой степе-
ни многочлена 𝑓(𝑧) вычисление определителей высоких порядков в
критерии Гурвица превращается в трудоемкую процедуру. При от-
носительно больших степенях 𝑓(𝑧) для нахождения расположения
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корней 𝑧1, ..., 𝑧𝑛 многочлена 𝑓(𝑧) оказываются более удобными ча-
стотные критерии, которые по своей сути эквивалентны критерию
Гурвица. Ниже рассмотрим один из таких критериев — критерий
Михайлова, называемый иногда критерием Эрмита–Михайлова.

Вновь заострим свое внимание на стандартном многочлене 𝑓(𝑧)
(1.26) степени 𝑛, 𝑛 ≥ 1, с действительными коэффициентами, где
𝑎0 > 0, 𝑎𝑛 ̸= 0 :

𝑓(𝑧) = 𝑎𝑛𝑧
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑧

𝑛−1 + ... + 𝑎1𝑧 + 𝑎0.

Рассмотрим кривую 𝛾 : 𝑤 = 𝑓(𝑖𝜔), где 𝜔 ∈ [ 0,∞) — дей-
ствительный параметр, 𝑖2 = − 1. Кривую 𝛾 называют годографом
Михайлова функции 𝑓(𝑧). Иногда годограф Михайлова называют
амплитудно-фазовой характеристикой многочлена 𝑓(𝑧).

Теорема 1.22. Предположим, что стандартный многочлен
𝑓(𝑧) (1.26) не имеет чисто мнимых корней. Тогда угол поворо-
та против хода часовой стрелки ненулевого вектора 𝑓(𝑖𝜔), 𝜔 ∈
[ 0,∞), равен

Φ =
𝜋

2
(𝑛− 2𝑚), (1.29)

где 𝑚, 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 — число корней с учетом их кратностей много-
члена 𝑓(𝑧) с положительной вещественной частью.

И обратно, если справедлива формула (1.29), то на положи-
тельной полуплоскости Re 𝑧 > 0 расположено точно 𝑚 корней
многочлена 𝑓(𝑧), где каждый корень считается столько раз, ка-
кова его кратность.

Поясним здесь, что угол поворота вектора 𝑓(𝑖𝜔), о котором идет
речь, равен: Φ = ∆𝛾 Arg 𝑓(𝑖𝜔), где ∆𝛾 — это приращение соответ-
ствующей функции вдоль годографа Михайлова 𝛾, когда параметр
𝜔 меняется от нуля до ∞; под Arg 𝑧 понимается непрерывная ветвь
многозначной функции arg 𝑧+2𝜋𝑘, где 𝑘 — целое, и arg 𝑧 — главное
значение аргумента: −𝜋 < arg 𝑧 < 𝜋.

Положим для определенности, что при 𝜔 = 0 аргументы равны
их главным значениям. Имеем: ∆𝛾 Arg 𝑎𝑛 = 0. Можно показать [37],
что каждый корень с отрицательной вещественной частью стан-
дартного многочлена 𝑓(𝑧) при 0 ≤ 𝜔 < ∞ обеспечивает поворот
вектора 𝑓(𝑖𝜔) "в среднем"на +𝜋/2, а каждый корень этого много-
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члена с положительной вещественной частью — поворот вектора
𝑓(𝑖𝜔) "в среднем"на −𝜋/2.

Если 𝑚 — число корней стандартного многочлена 𝑓(𝑧) с по-
ложительной вещественной частью, то число корней этого много-
члена с отрицательной вещественной частью с учетом отсутствия
чисто мнимых корней равно 𝑛 −𝑚. Значит, для суммарного пово-
рота вектора 𝑓(𝑖𝜔), когда 𝜔 ∈ [ 0,∞), получаем выражение (1.29):
Φ = (𝑛−𝑚)𝜋/2 +𝑚 (−𝜋/2) = (𝑛− 2𝑚)𝜋/2.

Теорема 1.23 (Критерий Михайлова). Для того, чтобы
стандартный многочлен 𝑓(𝑧) (1.26), не имеющий чисто мнимых
корней, являлся многочленом Гурвица, необходимо и достаточно,
чтобы угол поворота против хода часовой стрелки вектора 𝑓(𝑖𝜔)
при 𝜔 ∈ [ 0,∞) был бы равен

Φ = 𝑛𝜋/2, (1.30)

где 𝑛, 𝑛 ≥ 1 — степень многочлена.

Результат (1.30) сразу вытекает из (1.29) при 𝑚 = 0. Как след-
ствие из критерия Михайлова получим, что если для стандартного
многочлена 𝑓(𝑧) степени 𝑛 имеет место неравенство: Φ < 𝑛𝜋/2, то
𝑓(𝑧) не является многочленом Гурвица.

Заметим, что в случае, если стандартный многочлен 𝑓(𝑧) сте-
пени 𝑛 устойчив, то вектор 𝑓(𝑖𝜔) при 𝜔 ∈ [ 0,∞) монотонно пово-
рачивается против хода часовой стрелки на угол 𝑛𝜋/2. Поскольку
𝑓(0) = 𝑎0 > 0, то годограф Михайлова 𝛾 многочлена 𝑓(𝑧), выходя из
точки 𝑎0 положительной полуоси Re 𝑧 > 0 при 𝜔 ∈ [ 0,∞) будет по-
следовательно пересекать полуоси Im 𝑧 > 0, Re 𝑧 < 0, Im 𝑧 < 0, ...,
проходя через 𝑛 квадрантов.

И обратно, если годограф Михайлова 𝛾 стандартного много-
члена 𝑓(𝑧) степени 𝑛, не имеющий чисто мнимых корней, выхо-
дя из точки 𝑓(0) = 𝑎0 > 0 положительной полуоси Re 𝑧 > 0 при
𝜔 ∈ (0,∞) последовательно по одному разу пересекает 𝑛− 1 полу-
осей Im 𝑧 > 0, Re 𝑧 < 0, Im 𝑧 < 0, ..., асимптотически стремясь к
𝑛–й по счету полуоси, то угол поворота вектора 𝑓(𝑖𝜔) равен 𝑛𝜋/2,
откуда следует, что многочлен 𝑓(𝑧) — это многочлен Гурвица.
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Модельный пример. Требуется, используя критерий Михай-
лова, установить условия Гурвица для многочлена

𝑓(𝑧) = 𝑧3 + 𝑝𝑧2 + 𝑞𝑧 + 𝑟

с вещественными коэффициентами 𝑝, 𝑞, 𝑟 (ср. полученный резуль-
тат с результатом предыдущего модельного примера 1, полученным
чуть ранее).

Итак, имеем

𝑓(𝑖𝜔) = (− 𝑝𝜔2 + 𝑟) + 𝑖𝜔 (−𝜔2 + 𝑞).

Значит, точки пересечения годографа 𝛾, 𝜔 ∈ [ 0,∞) многочлена
𝑓(𝑧) с полуосями Re 𝑧 > 0, Im 𝑧 > 0, Re 𝑧 < 0 последовательно —
это 𝑖𝜔𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, где

𝜔0 = 0, 𝜔1 =
√︀
𝑟/𝑝, 𝜔2 =

√
𝑞.

Поскольку 𝜔1 и 𝜔2 должны быть действительны, то

𝑟/𝑝 > 0 и 𝑞 > 0. (*)

Кроме того, имеем

𝑓(𝑖𝜔0) = 𝑟, 𝑓(𝑖𝜔1) = 𝑖
√︀
𝑟/𝑝 (𝑞 − 𝑟/𝑝), 𝑓(𝑖𝜔2) = − (𝑝𝑞 − 𝑟).

Отсюда с учетом направления векторов 𝑓(𝑖𝜔𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2, для
случая многочлена Гурвица получим, что

𝑟 > 0, 𝑞 − 𝑟/𝑝 > 0, 𝑝𝑞 − 𝑟 > 0. (**)

Помимо этого, полагая Arg 𝑓(𝑖𝜔) = 0 при 𝜔 = 0, найдем

lim
𝜔→+∞

Arg 𝑓(𝑖𝜔) =
3𝜋

2
.

Наконец, из неравенств (*) и (**) получим условия Гурвица:

𝑝 > 0, 𝑞 > 0, 0 < 𝑟 < 𝑝𝑞,

совпадающие с неравенствами предыдущего модельного примера 1.
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1.3.3. Критерий Рауса. Весьма кратко изложим метод
(алгоритм) Рауса [97] для определения числа 𝑚 корней с положи-
тельной вещественной частью многочлена 𝑓(𝑧) (1.26). Для случая
𝑚 = 0 этот метод дает критерий устойчивости многочлена 𝑓(𝑧).

Для начала обратимся к понятию индекса Коши веществен-
ной рациональной функции и теореме Штурма об индексе.
Пусть имеется вещественная рациональная функция (РФ) 𝑅(𝑥) =
𝜓(𝑥)/𝜙(𝑥), 𝜙(𝑥) ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑅, где 𝜓(𝑥), 𝜙(𝑥) — произвольные веще-
ственные взаимно простые многочлены. Корни 𝜙(𝑥) называются
полюсами РФ 𝑅(𝑥). Если 𝑥0 — полюс кратности 𝑘0 РФ 𝑅(𝑥), то

𝜙(𝑥) = (𝑥− 𝑥0)𝑘0 𝜙1(𝑥), 𝜙1(𝑥0) ̸= 0,

где 𝜙1(𝑥) — некоторый многочлен. Число 𝐴0 ̸= 0 :

𝐴0 =
𝜓(𝑥0)

𝜙1(𝑥0)
= lim

𝑥→𝑥0

(𝑥− 𝑥0)𝑘0 𝑅(𝑥)

называется главным коэффициентом РФ 𝑅(𝑥) в полюсе 𝑥0.

Определение 1.13. Индексом РФ 𝑅(𝑥) в полюсе 𝑥0 крат-
ности 𝑘0 называется число Ind𝑥0

𝑅(𝑥), определяемое по правилу:
Ind𝑥0

𝑅(𝑥) = {+ 1, если 𝑘0 нечетно и 𝐴0 > 0; − 1, если 𝑘0 нечетно
и 𝐴0 < 0; 0, если 𝑘0 четно }, где 𝐴0 = 𝜓(𝑥0)/𝜙1(𝑥0).

Индексом Коши Ind𝑏
𝑎𝑅(𝑥) РФ 𝑅(𝑥) на интервале (𝑎, 𝑏), где

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, называется сумма индексов РФ 𝑅(𝑥) по всем полюсам
𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) :

Ind𝑏
𝑎𝑅(𝑥) =

∑︁

𝑎<𝑥0<𝑏

Ind𝑥0
𝑅(𝑥).

При отсутствии полюсов на (𝑎, 𝑏) полагаем Ind𝑏
𝑎𝑅(𝑥) = 0.

Отметим, что число различных вещественных корней многочле-
на 𝜙(𝑥), принадлежащих интервалу (𝑎, 𝑏), равно следующему ин-
дексу: Ind𝑏

𝑎

[︀
𝜙′(𝑥)/𝜙(𝑥)

]︀
. Для вычисления индекса Ind𝑏

𝑎𝑅(𝑥) поль-
зуются методом, в основу которого положена теорема Штурма.

Определение 1.14. Последовательность многочленов

𝜙1(𝑥), 𝜙2(𝑥), ..., 𝜙𝑠(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), (1.30′)
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называется рядом Штурма в интервале (𝑎, 𝑏), если на этом ин-
тервале выполнены два свойства: 1) из 𝜙𝑘(𝑥) = 0, где 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏),
следует, что 𝜙𝑘−1(𝑥) · 𝜙𝑘+1(𝑥) < 0, 𝑘 = 2, 𝑠− 1; 2)𝜙𝑠(𝑥) ̸= 0, 𝑥 ∈
(𝑎, 𝑏).

Теорема 1.24 (Теорема Штурма об индексе). Если (1.30′)
— это ряд Штурма в (𝑎, 𝑏), а 𝑉 (𝑥) — число перемен знака в этом
ряду при фиксированном значении 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), то

𝑉 (𝑎) − 𝑉 (𝑏) = Ind𝑏
𝑎

[︀
𝜙2(𝑥)/𝜙1(𝑥)

]︀
.

Пусть задана правильная РФ 𝑅(𝑥) = 𝜓(𝑥)/𝜙(𝑥). Теорема 1.24
будет справедлива и для ряда, получаемого из ряда (1.30′) умноже-
нием всех членов 𝜙𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, 𝑠, на один и тот же многочлен 𝜁(𝑥).
Полученный при этом ряд называется обобщенным рядом Штур-
ма.

Если даны два произвольных многочлена 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥), где
deg𝜓(𝑥) < deg𝜙(𝑥), то с помощью алгоритма Евклида можно
построить обобщенный ряд Штурма, начинающийся с функций
𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥). Алгоритм Евклида заключается в следующем. Пусть
𝜙1(𝑥) ≡ 𝜙(𝑥), 𝜙2(𝑥) ≡ 𝜓(𝑥). Тогда, обозначая через −𝜙3(𝑥) остаток
от деления 𝜙1(𝑥) на 𝜙2(𝑥), через −𝜙4(𝑥) — остаток от деления 𝜙2(𝑥)
на 𝜙3(𝑥) и т.д., получим следующую последовательность функций:

𝜙1(𝑥) = 𝜉1(𝑥)𝜙2(𝑥) − 𝜙3(𝑥), 𝜙2(𝑥) = 𝜉2(𝑥)𝜙3(𝑥) − 𝜙4(𝑥), ...,

𝜙𝑘−1(𝑥) = 𝜉𝑘−1(𝑥)𝜙𝑘(𝑥) − 𝜙𝑘+1(𝑥), ...,

𝜙𝑠−1(𝑥) = 𝜉𝑠−1(𝑥)𝜙𝑠(𝑥). (1.31)

Отсюда вытекает, что индекс любой правильной РФ 𝑅(𝑥) можно
определить при помощи теоремы Штурма. Для этого надо предста-
вить 𝑅(𝑥) в виде

𝑅(𝑥) = 𝑄(𝑥) + 𝜓(𝑥)/𝜙(𝑥), (1.32)

где 𝑄(𝑥), 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥) — многочлены, и применить теорему Штурма
к обобщенному ряду, построенному для 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥) с помощью
алгоритма (1.31).
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Следовательно, для любой РФ 𝑅(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), имеет место ра-
венство

Ind𝑏
𝑎𝑅(𝑥) = 𝑉 (𝑎) − 𝑉 (𝑏), (1.33)

где 𝑉 (𝑥) — число перемен знака при фиксированном 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) в
обобщенном ряде Штурма, построенном для 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥) с помо-
щью алгоритма Евклида (1.31). Здесь 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥) — многочлены из
(1.32); 𝑉 (𝑎), 𝑉 (𝑏) определены как и в теореме Штурма. Взяв в (1.33)
𝑅(𝑥) = 𝜙′(𝑥)/𝜙(𝑥), получим, что число вещественных корней мно-
гочлена 𝜙(𝑥) внутри интервала (𝑎, 𝑏) равно 𝑉 (𝑎) − 𝑉 (𝑏).

Имеем далее: для любой РФ 𝑅(𝑥) такой, что 𝑅(𝑎) = 𝑅(𝑏) = 0,
где 𝑎 < 𝑏, справедлива формула

Ind𝑏
𝑎𝑅(𝑥) = − 1

𝜋
∆ Arctg𝑅(𝑥)

⃒⃒𝑏
𝑎
, (1.34)

где ∆ Arctg𝑅(𝑥)
⃒⃒𝑏
𝑎

— это приращение некоторой непрерывной ветви
Arcg𝑅(𝑥) многозначной функции arctg𝑅(𝑥) + 𝑘𝜋, где 𝑘 — целое.

Опишем далее сжато сам алгоритм Рауса, положив, что мно-
гочлен 𝑓(𝑧) (1.26) не имеет корней на мнимой оси (𝑎𝑘 ∈ 𝑅, 𝑘 =
0, 𝑛, 𝑓(𝑖𝜔) ̸= 0, ∀𝜔 ∈ 𝑅). В этом случае справедлива формула
Эрмита–Михайлова (ср. с формулой (1.29)):

∆ Arg 𝑓(𝑖𝜔)
⃒⃒+∞
−∞ = 𝜋 (𝑛− 2𝑚), (1.35)

где 𝑚 — число корней многочлена 𝑓(𝑧) в правой полуплоскости с
учетом их кратности.

Введем новые обозначения для коэффициентов многочлена
𝑓(𝑧), полагая 𝛼𝑛 = 𝑎𝑛 ̸= 0 :

𝑓(𝑧) = 𝛼𝑛𝑧
𝑛+𝛽𝑛𝑧

𝑛−1+𝛼𝑛−1𝑧
𝑛−2+𝛽𝑛−1𝑧

𝑛−3 + 𝛼𝑛−2𝑧
𝑛−4+𝛽𝑛−2𝑧

𝑛−5+ ...,

где 𝛼𝑘 = 𝑎𝑘−2𝑢, 𝛽𝑘 = 𝑎𝑘−(2𝑢+1), 𝑘 = 𝑛, 𝑛− 1, 𝑛− 2, ..., 𝑢 = 0, 1, 2, ... .
Полагая здесь 𝑧 = 𝑖𝜔, будем иметь

𝑓(𝑖𝜔) = 𝑖𝑛
[︀
𝜙1(𝜔) − 𝑖 𝜙2(𝜔)

]︀
, (1.36)
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где

𝜙1(𝜔) = 𝛼𝑛𝜔
𝑛 − 𝛼𝑛−1𝜔

𝑛−2 + 𝛼𝑛−2𝜔
𝑛−4 − ... ,

𝜙2(𝜔) = 𝛽𝑛𝜔
𝑛−1 − 𝛽𝑛−1𝜔

𝑛−3 + 𝛽𝑛−2𝜔
𝑛−5 − ... .

Применим индекс Коши с учетом формул (1.34), (1.36). При-
нимая во внимание, что умножение 𝑓(𝑧) на комплексное число не
меняет ∆ Arg 𝑓(𝑖𝜔), будем иметь

1

𝜋
∆ Arg 𝑓(𝑖𝜔)

⃒⃒+∞
−∞ =

1

𝜋
∆ Arg

𝑓(𝑖𝜔)

𝑖𝑛

⃒⃒
⃒⃒
+∞

−∞
=

= − 1

𝜋
∆ Arg

𝜙2(𝜔)

𝜙1(𝜔)

⃒⃒
⃒⃒
+∞

−∞
= Ind+∞

−∞
𝜙(𝜔)

𝜙1(𝜔)
,

откуда и из формулы (1.35) вытекает, что

Ind+∞
−∞

𝜙2(𝜔)

𝜙1(𝜔)
= 𝑛− 2𝑚. (1.37)

Чтобы найти индекс, стоящего в левой части равенства (1.37),
воспользуемся теоремой Штурма 1.24. Построим обобщенный ряд
Штурма для многочленов 𝜙1(𝜔) и 𝜙2(𝜔) при помощи алгоритма
(1.31):

𝜙1(𝜔), 𝜙2(𝜔), 𝜙3(𝜔), ..., 𝜙𝑟(𝜔). (1.38)

Затем рассмотрим так называемый регулярный случай: 𝑟 = 𝑛 + 1,
причем 𝜙𝑛+1(𝜔) = const ̸= 0. Найдем коэффициенты многочленов
𝜙3(𝜔), ..., 𝜙𝑛+1(𝜔) в ряде (1.38), пользуясь схемой (1.31). Имеем

𝜙3(𝜔) =
𝛼𝑛

𝛽𝑛
𝜔 𝜙2(𝜔)−𝜙1(𝜔) = 𝛾𝑛(𝜔𝑛−2−𝛾𝑛−1𝜔

𝑛−4 +𝛾𝑛−2𝜔
𝑛−6 + ... ,

где

𝛾𝑛 = 𝛼𝑛−1 −
𝛼𝑛

𝛽𝑛
𝛽𝑛−1,=

𝛽𝑛𝛼𝑛−1 − 𝛼𝑛𝛽𝑛−1

𝛽𝑛
,

𝛾𝑛−1 = 𝛾𝑛−2 −
𝛼𝑛

𝛽𝑛
𝛽𝑛−2. =

𝛽𝑛𝛼𝑛−2 − 𝛼𝑛𝛽𝑛−2

𝛽𝑛
.
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Запишем затем

𝜙4(𝜔) =
𝛽𝑛
𝛾𝑛

𝜔 𝜙3(𝜔) − 𝜙2(𝜔) = 𝛿𝑛𝜔
𝑛−3 − 𝛿𝑛−1𝜔

𝑛−5 + ... ,

где

𝛿𝑛 = 𝛽𝑛−1 −
𝛽𝑛
𝛾𝑛

𝛾𝑛−1 =
𝛾𝑛𝛽𝑛−1 − 𝛽𝑛𝛾𝑛−1

𝛾𝑛
,

𝛿𝑛−1 = 𝛽𝑛−2 −
𝛽𝑛
𝛾𝑛

𝛾𝑛−2 =
𝛾𝑛𝛽𝑛−2 − 𝛽𝑛𝛾𝑛−2

𝛾𝑛
, ... .

Коэффициенты остальных многочленов 𝜙5(𝜔), ..., 𝜙𝑛+1(𝜔) опреде-
ляются аналогично. Отметим, что каждый многочлен в ряду (1.38),
где 𝑟 = 𝑛+ 1, является либо четной, либо нечетной функцией.

Теперь можно составить таблицу (схему) Рауса:
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

𝛼𝑛, 𝛼𝑛−1, 𝛼𝑛−2, ...
𝛽𝑛, 𝛽𝑛−1, 𝛽𝑛−2, ...
𝛾𝑛, 𝛾𝑛−1, 𝛾𝑛−2, ...
𝛿𝑛, 𝛿𝑛−1, 𝛿𝑛−2, ...
... ... ... ...

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
. (1.39)

Здесь регулярный случай, когда 𝑟 = 𝑛 + 1 в (1.38), имеет место
тогда и только тогда, когда первый столбец в таблице Рауса (1.39)
состоит из 𝑛+ 1 отличных от нуля чисел.

Применяя в интервале (−∞,+∞) к ряду (1.38) теорему Штур-
ма, получим из соотношения (1.37): 𝑉 (−∞) − 𝑉 (+∞) = 𝑛 − 2𝑚,
причем 𝑉 (−∞) + 𝑉 (+∞) = 𝑛, т.е. 𝑚 = 𝑉 (+∞).

Теорема 1.25 (Теорема Рауса) В регулярном случае, когда
первый столбец в таблице (1.39) состоит из 𝑛 + 1 отличных от
нуля чисел, число корней вещественного многочлена 𝑓(𝑧) степени
𝑛 (1.26), лежащих в правой полуплоскости Re 𝑧 > 0, равно числу
перемен знака в первом столбце таблицы Рауса.

Поясним это утверждение. В регулярном случае равенство 𝑚 =
𝑉 (+∞) дает достаточное условие для устойчивости многочлена
𝑓(𝑧).

Это условие является также и необходимым. Действительно,
пусть все корни многочлена 𝑓(𝑧) имеют отрицательные веществен-

1.4 Устойчивость решений нелинейных
дифференциальных уравнений 45

ные части, т.е. лежат в левой полуплоскости Re 𝑧 < 0. Тогда 𝑓(𝑧)
не имеет корней на мнимой оси, а это значит, что справедлива фор-
мула (1.37), а также при 𝑚 = 0 формула: 𝑉 (−∞) − 𝑉 (+∞) = 𝑛.

Имеем также неравенства

0 ≤ 𝑉 (−∞) ≤ 𝑟 − 1 ≤ 𝑛, 0 ≤ 𝑉 (+∞) ≤ 𝑟 − 1 ≤ 𝑛,

где числа 𝑉 (−∞), 𝑉 (+∞) для ряда (1.38) определены. Следова-
тельно, формула: 𝑉 (−∞) − 𝑉 (+∞) = 𝑛 возможна лишь при усло-
вии, что 𝑟 − 1 = 𝑛, а именно — лишь в регулярном случае, где
𝑟 = 𝑛 + 1 и когда 𝑉 (−∞) = 𝑛, 𝑉 (+∞) = 0, т.е. тогда, когда спра-
ведлива формула 𝑚 = 𝑉 (+∞), где 𝑚 = 0. Отсюда приходим к
следующему критерию устойчивости вещественного многочлена.

Теорема 1.26 (Критерий Рауса). Для того, чтобы все кор-
ни вещественного многочлена 𝑓(𝑧) имели отрицательные веще-
ственные части, необходимо и достаточно, чтобы: 1) число эле-
ментов первого столбца таблицы Рауса (1.39) было равно 𝑛+ 1 и
2) все они были отличны от нуля и не имели один знак.

Замечание. Пусть имеется вещественный многочлен 𝑓(𝑧) сте-
пени 𝑛 (1.26), у которого коэффициент 𝑎𝑛 при старшей степени
положителен. В этом случае 𝑓(𝑧) устойчив тогда и только тогда,
когда первый столбец таблицы Рауса состоит из 𝑛+ 1 положитель-
ных чисел.

1.4 Устойчивость решений нелинейных диффе-
ренциальных уравнений

Рассмотрим нелинейную систему ДУ вида

𝑧𝑖 = 𝑓𝑖(𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛, 𝑡) 𝑧𝑖(0) = 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛,

которая может быть записана с помощью введения дополнительной
переменной 𝑧𝑛+1 = 𝑡 в виде

𝑧𝑖 = 𝑓𝑖(𝑧1, ..., 𝑧𝑛+1), 𝑧𝑛+1 = 1, 𝑧𝑖(0) = 𝑐𝑖, 𝑧𝑛+1(0) = 0,
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где 𝑖 = 1, 𝑛. Эту систему можно представить в компактной форме
так:

𝑧 =
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑧), 𝑧(0) = 𝑐, (1.40)

где вектор 𝑓(𝑧) =
(︀
𝑓𝑖(𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛+1)

)︀
, 𝑖 = 1, 𝑛.

Выясним, при каких условиях у системы (1.40) существует един-
ственное решение [15]. Предположим, что 𝑓(𝑧) является непрерыв-
ной функцией 𝑧 в некоторой окрестности 𝑐, 𝑐 = 𝑧(0) = 𝑧0, например,
в замкнутой области 𝐷, определенной неравенством ‖ 𝑧 − 𝑐 ‖ ≤ 𝑐1,
где 𝑐1 = const > 0. Будем считать также, что для любых векторов
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 выполнено неравенство:

‖ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) ‖ ≤ 𝑐2 ‖𝑥− 𝑦 ‖, 𝑐2 = const > 0, (1.41)

где 𝑐2 — постоянная, не зависящая от векторов 𝑥 и 𝑦. Условие вида
(1.41) называется условием Липшица. Из него сразу следует непре-
рывность функции 𝑓(𝑥).

Теорема 1.27. Если для любых двух векторов 𝑥 и 𝑦 области
𝐷, определенной неравенством ‖ 𝑧 − 𝑐 ‖ ≤ 𝑐1, имеет место нера-
венство (1.41), где 𝑐1, 𝑐2 > 0 — некоторые постоянные, то при
0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐1/𝑐3, где 𝑐3 = max𝐷 ‖ 𝑓(𝑧) ‖, существует единственное
решение задачи (1.40).

Перейдем к изучению устойчивости решений нелинейных ДУ.
Пусть имеются системы вида

𝑧𝑖 =
𝑑𝑧𝑖
𝑑𝑡

=
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑡) 𝑧𝑗 + 𝑓𝑖(𝑧, 𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, (Π1.42)

где 𝑓𝑖(𝑧, 𝑡) — нелинейные функции 𝑧𝑗 . Если 𝑓𝑖 не зависят явно от
𝑡, т.е. имеем автономную систему, то тогда систему (1.42) можно
представить в векторно-матричном виде так:

𝑧 = 𝐴(𝑡) 𝑧 = 𝑓(𝑧). (1.43)

Заметим, что здесь 𝑧 = 𝑧(𝑡) и результаты, относящиеся к системе
(1.43), относятся лишь к устойчивости нулевого решения. Тем не
менее, эти результаты можно легко распространить и на системы
ДУ вида (1.42).
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Введем следующее условие нелинейности:

‖ 𝑓(𝑧) ‖
‖ 𝑧 ‖ → 0 при ‖ 𝑧 ‖ → 0. (1.44)

Будем в дальнейшем часто требовать, чтобы матрица 𝐴 удовле-
творяла одному из условий: 1) 𝐴(𝑡) = 𝐴 — постоянна; 2) 𝐴(𝑡) —
периодическая матрица; 3) 𝐴(𝑡) — асимптотически приближается к
постоянной или периодической матрице.

Под устойчивостью решения 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛) уравнения (1.43),
как обычно, понимается следующее: если ∀ 𝜀 > 0 ∃ такое 𝛿 = 𝛿(𝜀) >
0, что для любого другого решения 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑛) этого уравне-
ния, для которого ‖ 𝑧 − 𝑦 ‖ ≤ 𝛿 при 𝑡 = 𝑡0, имеет место неравенство
‖ 𝑧 − 𝑦 ‖ ≤ 𝜀 для 𝑡 ≥ 𝑡0.

Изложим основной результат, связывающий устойчивость нуле-
вого решения нелинейного уравнения с поведением решений линей-
ного уравнения. Для этого возьмем уравнение вида

𝑧 = 𝐴𝑧 + 𝑓(𝑧), 𝑧(0) = 𝑐, (1.45)

где 𝐴 — постоянная матрица, а вектор 𝑓(𝑧) удовлетворяет условию
нелинейности (1.44). Если допустить, что величина ‖ 𝑧(0) ‖ мала, то
в силу условия (1.44) 𝐴𝑧+𝑓(𝑧) очень близко к 𝐴𝑧. Поэтому, если все
решения уравнения 𝑦 = 𝐴𝑦 стремятся к нулю при 𝑡 → ∞, то 𝑧 не
может стать большим. Это значит, что ∀ 𝑡 решение 𝑧 должно вести
себя схожим образом с решением уравнения 𝑦 = 𝐴𝑦. Эти наводящие
эвристические соображения оформим корректно в виде следующей
теоремы.

Теорема 1.28. Пусть выполнены условия: 1) каждое реше-
ние уравнения 𝑦 = 𝐴𝑦 стремится к нулю при 𝑡 → ∞; 2)
вектор-функция 𝑓(𝑧) непрерывна в некоторой окрестности 𝑧 =
0; 3) ‖ 𝑓(𝑧) ‖/‖ 𝑧 ‖ → 0 при ‖ 𝑧 ‖ → 0. Тогда 𝑧 = 0 является устой-
чивым решением уравнения (1.45). Кроме того, каждое решение
этого уравнения, для которого ‖ 𝑧(0) ‖ достаточно мало, стре-
мится к нулю при 𝑡→ ∞.

Обсудим эту теорему в части, касающейся того, что непрерыв-
ное продолжение решения не может отклониться от тривиально-
го решения слишком далеко, если начальное условие достаточно
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близко к началу координат. Здесь надо указать на связь между
понятием единственности решения с понятием устойчивости. Из
устойчивости решения вытекает его единственность с учетом то-
го, что решение задается с помощью начальных условий. Кроме
того, если правые части системы непрерывны и удовлетворяют, на-
пример, условию Липшица, обеспечивающему единственность ре-
шения, то из теоремы о непрерывной зависимости решения от на-
чального условия следует, что наличие устойчивости (или неустой-
чивости) данного решения не зависит от того, при каком значении
𝑡 задается начальное условие. Если единственность не обеспечена,
то начальное значение 𝑡 существенно для систем вида (1.42), т.е.
неавтономных, но несущественно, если 𝑡 не входит в правые части
уравнений — к примеру, систем вида (1.45), т.е. автономных [15].

Рассмотрим вопрос об асимптотическом поведении решений. Ре-
шения системы (1.45) при достаточно малом значении ‖ 𝑐 ‖ по теоре-
ме 1.28 стремятся к нулю и мажорируются показательными функ-
циями вида exp (−𝛼𝑡), 𝛼 > 0. Исследуем задачу о точном асимпто-
тическом поведении решений.

Возьмем для анализа случай, когда компоненты 𝑓(𝑧) представ-
ляют собой степенные ряды по элементам 𝑧, где степень рядов выше
первой. Тогда систему (1.45) можно записать в виде

𝑧 =
[︀
𝐴+𝐺(𝑧)

]︀
𝑧, (1.46)

где через 𝐺(𝑧) обозначена матрица, элементы которой суть степен-
ные ряды по элементам 𝑧 без свободных членов.

Поскольку ‖ 𝑧(𝑡) ‖ → 0 при 𝑡→ ∞, то подставляя 𝑧(𝑡) в выраже-
ние 𝐺(𝑧) уравнения (1.46), получим, что это решение удовлетворяет
уравнению

𝑧 =
[︀
𝐴+𝐵(𝑡)

]︀
𝑧, (1.47)

где 𝐵(𝑡) → 0 при 𝑡→ ∞ и, более того, ‖𝐵(𝑡) ‖ ≤ 𝑐1 exp (−𝛼𝑡), 𝛼 > 0
при 𝑡 ≥ 0, 𝑐1 = const. Подобная оценка имеет место и для произ-
водной 𝐵′(𝑡).

Если матрица 𝐴 имеет простые характеристические числа, то
асимптотическое поведение решений уравнения (1.47) можно полу-
чить из аналогов теорем 1.17, 1.19. Если у 𝐴 есть кратные характе-
ристические числа, то асимптотическое поведение решений можно
найти, используя оценки для 𝐵(𝑡) и 𝐵′(𝑡).
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Утверждение, аналогичное теореме 1.28, имеет место и в случае
периодической матрицы 𝐴(𝑡).

Теорема 1.29. Пусть задано уравнение

𝑧 = 𝐴(𝑡) 𝑧 + 𝑓(𝑧),

где 𝐴(𝑡) — периодическая с периодом 𝜏 матрица. Если: 1) каждое
решение уравнения 𝑦 = 𝐴(𝑡) 𝑦 стремится к нулю при 𝑡 → ∞; 2)
вектор-функция 𝑓(𝑧) непрерывна в некоторой окрестности точки
𝑧 = 0; 3) ‖ 𝑓(𝑧) ‖/‖ 𝑧 ‖ → 0 при ‖ 𝑧 ‖ → 0, то тогда тривиальное
решение 𝑧 = 0 устойчиво.

Теорема 1.30. Пусть в системе 𝑧 = 𝐴𝑧 + 𝑓(𝑧) с постоянной
матрицей 𝐴 выполнены условия: 1) матрица 𝐴 имеет по край-
ней мере одно характеристическое число с положительной веще-
ственной частью; 2) ‖ 𝑓(𝑧) ‖/‖ 𝑧 ‖ → 0 при ‖ 𝑧 ‖ → 0. Тогда решение
𝑧 = 0 неустойчиво.

Тем не менее, можно показать, что если матрица 𝐴 обладает по
крайней мере одним характеристическим числом с отрицательной
вещественной частью, то решение 𝑧 = 0 удовлетворяет в опреде-
ленной степени свойству условной устойчивости. Чтобы в этом
убедиться, приведем следующую теорему.

Теорема 1.31. Пусть имеют место допущения: 1) 𝑘 характе-
ристических чисел, где 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, матрицы 𝐴 имеют отрица-
тельную вещественную часть; 2) 𝑓(0) = 0; 3) ‖ 𝑓(𝑧1) − 𝑓(𝑧2) ‖ ≤
𝑐1 ‖ 𝑧1 − 𝑧2 ‖, когда ‖ 𝑧1 ‖, ‖ 𝑧2 ‖ ≤ 𝑐2, где 𝑐1 → 0 при 𝑐2 → 0. То-
гда существует 𝑘–параметрическое семейство решений уравне-
ния 𝑧 = 𝐴𝑧 + 𝑓(𝑧), стремящихся к нулю при 𝑡→ ∞.

Дадим теперь строгое определение того, что понимается под
условной устойчивостью решения системы ДУ общего вида.

Определение 1.15. Говорят, что решение 𝜁 = 𝜁(𝑡) 𝑛–мерной
дифференциальной системы

𝑧 = 𝑓(𝑧, 𝑡)

условно устойчиво при 𝑡 → ∞, если в пространстве 𝑧 ∈ 𝑅𝑛 су-
ществует 𝑘–мерное многообразие 𝑆𝑘 начальных значений 𝜁(𝑡0) ∈
𝑆𝑘, 𝑘 ∈ [1, 𝑛) такое, что для любого решения 𝑧 = 𝑧(𝑡), подчиненно-
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го условию

𝑧(𝑡0) ∈ 𝑆𝑘, ‖ 𝑧(𝑡0) − 𝜁(𝑡0) ‖ < 𝛿(𝜀),

будет выполнено неравенство

‖ 𝑧(𝑡) − 𝜁() ‖ < 𝜀 при 𝑡 ≥ 𝑡0.

Условная устойчивость называется асимптотической, если, по-
мимо этого,

‖ 𝑧(𝑡) − 𝜁(𝑡) ‖ → 0 при 𝑡→ ∞,

где для некоторой положительной постоянной ∆ выполняется
неравенство: ‖ 𝑧(𝑡0) − 𝜁(𝑡0) ‖ < ∆.

Рассмотрим квазилинейную систему вида (1.42):

𝑧 = 𝐴𝑧 + 𝑓(𝑧, 𝑡), (1.48)

где 𝐴 — постоянная матрица, имеющая 𝑘, 1 ≤ 𝑘 < 𝑛, характеристи-
ческих чисел с отрицательными действительными частями, причем
𝑓(𝑧, 𝑡) = 𝑜(𝑧) равномерно по 𝑡.

Теорема 1.32 (Обобщенная теорема Ляпунова) (см. рабо-
ты [37, 63, 84]). Пусть матрица 𝐴 имеет 𝑘 характеристических
чисел с отрицательными действительными частями и 𝑛− 𝑘 ха-
рактеристических чисел с неотрицательными действительными
частями, причем вектор-функция 𝑓(𝑧, 𝑡) непрерывна по 𝑡 при 𝑡 ≥ 0
и удовлетворяет по 𝑧 условию Липшица:

‖ 𝑓(𝑧, 𝑡) − 𝑓(𝑧, 𝑡) ‖ ≤ 𝑐 ‖ 𝑧 − 𝑧 ‖, (1.49)

где ‖ 𝑧 ‖, ‖ 𝑧 ‖ < ∆ при 𝑡 ≥ 0; 𝑐 = 𝑐(∆) и 𝑐 → 0 при ∆ → 0. Тогда
тривиальное решение 𝑧 = 0 системы (1.48) условно асимптотиче-
ски устойчиво относительно некоторого 𝑘–мерного многообразия
𝑆𝑘 начальных значений.

Из этой теоремы, как следствие, вытекает следующее утвержде-
ние. Если матрица 𝐴 имеет 𝑘 характеристических чисел с отрица-
тельной действительной частью и 𝑛−𝑘 характеристических чисел с
положительной действительной частью, причем условие Липшица

1.4. Устойчивость решений нелинейных
дифференциальных уравнений 51

(1.49) для 𝑓(𝑧, 𝑡) выполнено ∀ 𝑡 ∈ (−∞,+∞) и константа Липшица
𝑐 достаточно мала, то тогда в некоторой окрестности начала коор-
динат пространства 𝑅𝑛 (𝑧 ∈ 𝑅𝑛) существуют многообразия 𝑆+

𝑘 и
𝑆−
𝑛−𝑘 соответственно измерений 𝑘 и 𝑛 − 𝑘 такие, что для решений
𝑧(𝑡) системы (1.48) справедливы предельные соотношения:

𝑧(𝑡) → 0 при 𝑡→ +∞, если 𝑧(0) ∈ 𝑆+
𝑘 ,

𝑧(𝑡) → 0 при 𝑡→ −∞, если 𝑧(0) ∈ 𝑆−
𝑛−𝑘.

Приведем еще теорему о поведении решений при 𝑡 → ∞ систе-
мы вида (1.48) при специальных ограничениях на вектор-функцию
𝑓(𝑧, 𝑡).

Теорема 1.33. Пусть задано уравнение вида (1.48) : 𝑧 =
𝐴𝑧+ 𝑓(𝑧, 𝑡), для которого выполняются следующие условия: 1) все
решения уравнения 𝑦 = 𝐴𝑦 ограничены; 2) ‖ 𝑓(𝑧, 𝑡) ‖ ≤ 𝑔(𝑡) ‖ 𝑧 ‖,
где ‖ 𝑧 ‖ ≤ 𝑐,

r ∞
0

𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 < ∞, 𝑐 = const > 0. При этих условиях
решение 𝑧 = 0 данного уравнения устойчиво.

Завершим Главу 1 рассмотрением вопроса об асимптотическом
поведении решений полиномиального уравнения вида [15]:

𝑃 (𝑢, 𝑢, 𝑡) =
∑︁

𝑎𝑙𝑚𝑛 𝑡
𝑙𝑢𝑚(𝑢)𝑛 = 0, (1.50)

где 𝑙,𝑚, 𝑛 ≥ 0; 𝑙 + 𝑚 + 𝑛 ≤ 𝑁, уделяя также внимание и такому
важному частному случаю, как:

𝑢 = 𝑃 (𝑢, 𝑡)/𝑄(𝑢, 𝑡), (1.51)

где 𝑃 и 𝑄 — некоторые многочлены.
Решение уравнения (1.50) называется правильным, если оно су-

ществует и имеет непрерывную производную для 𝑡 ≥ 𝑡0. Будем
говорить, что правильное решение обладает определенным свой-
ством, например, положительностью, монотонностью и т.п., если
это свойство имеет место для всех достаточно больших значений 𝑡.

Теорема 1.34. Если 𝑢(𝑡) — правильное решение данного уравне-
ния 𝑃 (𝑢, 𝑢, 𝑡) = 0, то найдется такая постоянная 𝑘, для которой

|𝑢 | < exp

(︂
𝑡𝑘+1

𝑘 + 1

)︂
, 𝑡 ≥ 𝑡0.
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Если 𝑠 — наивысший показатель степени 𝑡, содержащийся в мно-
гочлене 𝑃 (𝑢, 𝑢, 𝑡), то ∀ 𝜀 > 0 можно положить 𝑘 = 𝑠+ 𝜀.

Перейдем к анализу уравнения (1.51). Предполагается, что в
уравнении 𝑢 = 𝑃 (𝑢, 𝑡)/𝑄(𝑢, 𝑡) дробь справа несократима и для рас-
сматриваемых решений 𝑄 ̸= 0. Можно доказать [28], что имеют
место следующие вспомогательные утверждения:

1. Каждое решение уравнения (1.51), непрерывное и непостоян-
ное при 𝑡 ≥ 𝑡0, является строго монотонным при достаточно боль-
ших значениях 𝑡.

2. Если функция 𝑢 является решением уравнения (1.51), то лю-
бая рациональная функция 𝐻(𝑢, 𝑡) = 𝐾(𝑢, 𝑡)/𝐿(𝑢, 𝑡) от переменных
𝑢 и 𝑡 строго монотонна, за исключением случаев, когда рассматри-
ваемое решение удовлетворяет уравнению 𝐿 = 0 или когда функция
𝐻 постоянна вдоль этого решения.

Эти утверждения приводят к фундаментальному выводу об
асимптотическом поведении решений уравнения (1.51).

Теорема 1.35. Каждое правильное ненулевое решение уравне-
ния (1.51) в конечном результате становится, как и его произ-
водные всех порядков, монотонным и удовлетворяет одному из
соотношений

𝑢 ∼ 𝑎 𝑡𝑏 𝑒𝑃 (𝑡), 𝑢 ∼ 𝑎 𝑡𝑏 (ln 𝑡)1/𝑐,

где 𝑃 (𝑡) — многочлен относительно 𝑡; 𝑐 — целое число, 𝑎 и 𝑏 —
постоянные.

Вновь вернемся к уравнению (1.50). Для него можно уточнить
результат теоремы 1.34 с помощью следующего утверждения.

Теорема 1.36. Пусть 𝑢 — любое правильное решение полино-
миального уравнения (1.50). Тогда либо 𝑢 = 𝑜

(︀
𝑡𝑏
)︀

для некоторого
постоянного 𝑏, либо

𝑢 = ± exp
[︀
𝑎 𝑡𝑏

(︀
1 + 𝜀(𝑡)

)︀ ]︀
, (1.52)

где все решения вида (1.52) монотонны, равно как и их производные
всех порядков. Здесь 𝑎 и 𝑏 — постоянные, а 𝜀(𝑡) → 0 при 𝑡→ ∞.

Глава 2

Методы Ляпунова в теории
устойчивости движения

Предлагаются вниманию вопросы устойчивости, связанные с
двумя разработанными А.М. Ляпуновым методами исследования
[84]. Для применения первого метода надо предположить, что дан-
ное анализируемое решение уже известно. Понятно, что этот метод
можно использовать лишь к достаточно ограниченному , хотя и
важному, классу случаев. Второй метод, или как его еще называ-
ют, прямой метод Ляпунова, напротив, предполагает, что для его
применения знать самих решений не надо. Именно в этом заключа-
ется очевидное преимущество прямого метода, которое делает его
весьма общим и универсальным.

Работа А.М. Ляпунова [84] содержит много плодотворных идей
и значительных результатов. Укажем лишь на некоторые из них.
А.М. Ляпунов дал строгое определение устойчивости движения.
Сейчас оно является общепринятым. До него же существовало
целое множество таких противоречивых определений. Он, как
уже было сказано, предложил два основных метода исследования
устойчивости движения. Второй (прямой) метод получил наиболь-
шее распространение благодаря своей простоте и эффективности.
А.М. Ляпунову принадлежит постановка задачи об устойчивости
движения по уравнениям первого приближения, когда об устойчи-
вости можно судить по линеаризованным уравнениям без привлече-
ния к анализу исходных точных уравнений. Он дал полное решение
этой задачи для установившихся движений и для большого класса
неустановившихся движений. Особенно подробно им были изучены
при этом периодические движения.

Теория устойчивости движения, получив столь мощный толчок
для своего развития, после А.М. Ляпунова продвигалась аналити-
чески и практически по разным направлениям усилиями многих
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исследователей. Выяснялись условия устойчивости при больших
начальных и постоянно действующих возмущениях, на конечном
промежутке времени, при случайных воздействиях и т.д. Изуча-
лись задачи устойчивости в различных областях науки и техники,
включая управляемые, упругие, физические и проч. динамические
системы.

Сразу же уточним, что обилие исходного материала (см., напри-
мер, работы [4, 10, 11, 22, 37, 44, 46, 48, 53-55, 66, 71, 84, 86, 87, 92,
107, 123, 126, 148, 150] и содержащуюся там библиографию) изна-
чально выдвигает определенные трудности по его отбору и сжатию
для целей беглого ознакомления в главе 2. Основу данного содер-
жания составляют классические результаты по этой теме, концен-
трировано выбранные с помощью работ [37, 48, 86, 87, 92, 150].

В § 2.1 рассматривается первый метод Ляпунова изучения
устойчивости движения. Вводятся основные понятия: характери-
стический показатель функции, матрицы, спектр решений системы
дифференциальных уравнений (ДУ), нормальные фундаменталь-
ные системы, приводимые и правильные системы, матрица и пре-
образование Ляпунова. С помощью этих понятий устанавливаются
некоторые утверждения о нормальности фундаментальной системы
решений, о приводимости системы ДУ, об асимптотической эквива-
лентности, о правильности системы ДУ.

В § 2.2 продолжается изучение первого метода Ляпунова. Дает-
ся формулировка теоремы Флоке для периодической системы. Вво-
дятся понятия матрицы монодромии, мультипликатора, нормаль-
ного решения и формулируются условия устойчивости периодиче-
ской системы. Указывается на интегральный признак устойчивости
Ляпунова. Рассматриваются также гамильтоновы (канонические)
системы ДУ и даются условия устойчивости таких систем.

Следующий § 2.3 посвящен второму (прямому) методу Ляпу-
нова в теории устойчивости. Дается понятие функции Ляпунова и
формулируются базовые три теоремы Ляпунова об устойчивости,
об асимптотической устойчивости, о неустойчивости. Дополняют
их теоремы Четаева, Персидского и некоторые другие утвержде-
ния. Рассматривается также теорема Ляпунова об устойчивости по
первому приближению.

Продолжением этого анализа служит § 2.4, в котором помеще-
ны условия устойчивости по Лагранжу, системы с конвергенцией,
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диссипативные системы, системы уравнений в вариациях и дана
характеристика поведения их решений. Дано понятие орбитальной
устойчивости и приведены условия ее наличия.

2.1 Первый метод Ляпунова

Зададим на промежутке [ 𝑡0,∞) действительную функцию 𝜙(𝑡). Ес-
ли для некоторой последовательности 𝑡𝑘 → ∞, 𝑘 = 1, 2, ..., суще-
ствует конечный (бесконечный) предел вполне определенного зна-
ка: 𝑎 = lim𝑘→∞ 𝜙(𝑡𝑘), то он называется частичным пределом функ-
ции 𝜙(𝑡) при 𝑡→ ∞. Наибольший (наименьший) из частичных пре-
делов 𝛼(𝛽) функции 𝜙(𝑡) при 𝑡 → ∞ называется ее верхним (ниж-
ним) пределом: 𝛼 = lim𝑡→∞ 𝜙(𝑡), 𝛽 = lim𝑡→∞ 𝜙(𝑡).

2.1.1. Характеристические показатели. Основные опре-
деления. Пусть имеется показательная функция 𝑒𝛼𝑡 с действи-
тельным 𝛼. Число 𝛼 называется характеристическим показате-
лем функции 𝑒𝛼𝑡. Если 𝑓(𝑡) = 𝑓1(𝑡) + 𝑖 𝑓2(𝑡), 𝑖2 = − 1, 𝑡 ∈ (𝑡0,∞), то
модуль 𝑓(𝑡) можно записать в показательной форме

| 𝑓(𝑡) | = 𝑒𝛼(𝑡) 𝑡, 𝛼(𝑡) =
1

𝑡
ln | 𝑓(𝑡) |.

Понятно, что рост значений функции | 𝑓(𝑡) | напрямую связан с ро-
стом значений функции 𝛼(𝑡).

Определение 2.1. Число (конечное или выражаемое символом
±∞), определяемое при 𝑡 ∈ (𝑡0,∞) соотношением

𝜒[ 𝑓 ] = lim
𝑡→∞

1

𝑡
ln | 𝑓(𝑡) |, (2.1)

называется характеристическим показателем Ляпунова (или,
просто, характеристическим показателем).

Для функции 𝑒𝛼𝑡 имеем: 𝜒[ 𝑒𝛼𝑡 ] = 𝛼. Кроме того, 𝜒[ 𝑐 𝑓(𝑡) ] =
𝜒[ 𝑓(𝑡) ], 𝑐 ̸= 0; 𝜒[ 𝑓(𝑡) ] = 𝜒[ | 𝑓(𝑡) | ]. Из формулы (2.1) вытекают
еще и такие свойства характеристического показателя (х.п.):

1) Свойство монотонности: если | 𝑓(𝑡) | ≤ | 𝑔(𝑡) |, 𝑡 > 𝑇, то 𝜒[ 𝑓 ] ≤
𝜒[ 𝑔 ].

2) ∀ { 𝑡𝑘 }, 𝑡𝑘 → ∞ : lim𝑘→∞ (1/𝑡𝑘) ln | 𝑓(𝑡𝑘) | ≤ 𝜒[ 𝑓(𝑡) |.
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3) Пусть 𝜒[ 𝑓 ] = 𝛼 ̸= ±∞. Тогда ∀ 𝜀 > 0 :

𝑓(𝑡) = 𝑜
(︀
𝑒(𝛼+𝜀) 𝑡

)︀
⇐⇒ lim

𝑡→∞
| 𝑓(𝑡) |
𝑒(𝛼+𝜀) 𝑡

= 0, (2.2)

lim
𝑡→∞

| 𝑓(𝑡) |
𝑒(𝛼−𝜀) 𝑡

= +∞ ⇐⇒ ∃ 𝑡𝑘 → ∞ : lim
𝑘→∞

| 𝑓(𝑡𝑘) |
𝑒(𝛼−𝜀) 𝑡𝑘

= +∞. (2.3)

Обратно, если для некоторого 𝛼, ∀ 𝜀 > 0 выполнено (2.2), то 𝜒[ 𝑓 ] ≤
𝛼; если выполнено (2.3), то 𝜒[ 𝑓 ] ≥ 𝛼; если выполнены (2.2), (2.3),
то 𝜒[ 𝑓 ] = 𝛼.

Приведем еще некоторые важные соотношения для характери-
стических показателей функций (х.п.ф.), доказательство которых
можно найти в работе [37]:

1) 𝜒
[︀∑︀𝑚

𝑘=1 𝑓𝑘(𝑡)
]︀
≤ max𝑘 𝜒[ 𝑓𝑘(𝑡) ].

2) 𝜒
[︀∏︀𝑚

𝑘=1 𝑓𝑘(𝑡)
]︀
≤ ∑︀𝑚

𝑘=1 𝜒[ 𝑓𝑘(𝑡) ], 𝑓𝑘(𝑡) ̸= ±∞.

3) Если функция 𝑓(𝑡) имеет строгий х.п., т.е. у нее ∃ конечный
предел:

𝜒[ 𝑓 ] = lim
𝑡→∞

1

𝑡
ln | 𝑓(𝑡) |,

то тогда
𝜒[ 𝑓(𝑡) 𝑔(𝑡) ] = 𝜒[ 𝑓(𝑡) ] + 𝜒[ 𝑔(𝑡) ].

В частности,
𝜒
[︀
𝑒𝛼𝑡 𝑦

]︀
= 𝛼+ 𝜒[ 𝑦 ].

Определение 2.2. Следуя Ляпунову [84], под интегралом
функции 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞) будем понимать

𝐹 (𝑡) =

𝑡w

𝑡0

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏, если 𝜒[ 𝑓 ] ≥ 0; 𝐹 (𝑡) =

∞w

𝑡

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏, если 𝜒[ 𝑓 ] < 0.

Можно показать [37], что х.п. интеграла не превышает х.п.
подынтегральной функции, т.е. 𝜒[𝐹 ] ≤ 𝛼 = 𝜒[ 𝑓 ], откуда в каче-
стве следствия имеем: если

𝜒[𝜙 ] ≤ 𝛼, 𝜒[𝜓 ] ≤ 𝛽, 𝛼+ 𝛽 ≥ 0,
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то

𝜒
[︀ 𝑡w

𝑡0

𝜙(𝜏)𝜓(𝜏) 𝑑𝜏
]︀
≤ 𝛼+ 𝛽.

Определение 2.3. Характеристическим показателем матри-
цы (х.п.м.) 𝐹 (𝑡) =

(︀
𝑓𝑖𝑗(𝑡)

)︀
, 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞) назовем следующее число

(или символ ±∞) :

𝜒[𝐹 (𝑡) ] = max
𝑖,𝑗

𝜒[ 𝑓𝑖𝑗 (𝑡) ].

Отсюда вытекает, например, что 𝜒[𝐹 *(𝑡) ] = 𝜒[𝐹 (𝑡) ], * — символ
транспонирования. Для х.п.м. имеют место следующие свойства:

1) 𝜒[𝐹 (𝑡) ] = 𝜒[ ‖𝐹 (𝑡) ‖ ], где в качестве нормы матрицы 𝐹 (𝑡)
можно взять любую из трех:

‖𝐹 ‖1 = max
𝑖

∑︁

𝑗

| 𝑓𝑖𝑗 |, ‖𝐹 ‖2 = max
𝑗

∑︁

𝑖

| 𝑓𝑖𝑗 |,

‖𝐹 ‖3 =
(︀
Sp𝐹 *𝐹

)︀1/2
.

2) Пусть 𝐹𝑠(𝑡), 𝑠 = 1, 𝑁 — 𝑚× 𝑛–матрицы и 𝐹 (𝑡) =
∑︀𝑁

𝑠=1 𝐹𝑠(𝑡).
Тогда 𝜒[𝐹 (𝑡) ] ≤ max𝑠 𝜒[𝐹𝑠(𝑡) ].

3) Пусть 𝐹𝑠(𝑡), 𝑠 = 1, 𝑁 — матрицы, допускающие после-
довательное умножение и 𝐹 (𝑡) =

∏︀𝑁
𝑠=1 𝐹𝑠(𝑡). Тогда 𝜒[𝐹 (𝑡) ] ≤∑︀𝑁

𝑠=1 𝜒[𝐹𝑠(𝑡) ].

2.1.2. Спектр и нормальные фундаментальные системы.
Рассмотрим линейную однородную систему ДУ

𝑥 = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, (2.4)

где 𝐴(𝑡) ∈ 𝐶(𝑎,∞). Следующая теорема носит название теоремы
Ляпунова о характеристических показателях решений линейной си-
стемы.

Теорема 2.1. Если матрица системы (2.4) ограничена, а имен-
но: ‖𝐴(𝑡) ‖ ≤ 𝑐 <∞, то каждое действительное или комплексное
ее решение 𝑥 = 𝑥(𝑡) ̸≡ 0 (𝑎 < 𝑡0 ≤ 𝑡 <∞) имеет конечный х.п.
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Чтобы установить структуру множества х.п. решений систе-
мы (2.4), обратим внимание на следующее утверждение: вектор-
функции 𝑥(𝑘)(𝑡), 𝑘 = 1,𝑚, определенные на [ 𝑡0,∞) и обладающие
различными х.п., линейно независимы.

Спектром решений системы ДУ называется множество всех соб-
ственных (отличных от ±∞) х.п. Отметим, что если матрица 𝐴(𝑡)
системы (2.4) действительна, то ее спектр может быть реализован
на множестве действительных решений.

Теорема 2.2. Спектр системы (2.4) с непрерывной ограни-
ченной матрицей 𝐴(𝑡) состоит из конечного числа элементов:
𝛼1 < 𝛼2 < ... < 𝛼𝑚, 𝑚 ≤ 𝑛.

Укажем на то, что х.п. 𝛼𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚, нетривиальных реше-
ний системы 𝑥 = 𝐴𝑥 с постоянной матрицей 𝐴 являются веще-
ственными частями характеристических корней 𝜆𝑗 матрицы 𝐴, т.е.
𝛼𝑗 = Re𝜆𝑗(𝐴), 𝑗 = 1,𝑚, где 𝜆𝑗 = 𝜆𝑗(𝐴) — корни характеристиче-
ского уравнения det (𝐴 − 𝜆𝐸) = 0 с различными вещественными
частями. Нелинейные системы ДУ, в общем, могут не удовлетво-
рять выводам теоремы 2.2, например, их спектр может состоять из
бесконечного числа элементов.

Вернемся к системе (2.4), где 𝐴(𝑡) ∈ 𝐶[ 𝑡0,∞), sup𝑡 ‖𝐴(𝑡) ‖ <∞,
−∞ < 𝛼1 < 𝛼2 < ... < 𝛼𝑚 < ∞, 𝑚 ≤ 𝑛 — ее спектр, взя-
тый в порядке возрастания. Пусть 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞) — со-
вокупность всех решений системы (2.4). Ее отдельные решения
𝑥(𝑘)(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 𝑘 = 1, 𝑛, образуют фундаментальную систему

𝑋(𝑡) =
{︀
𝑥(1)(𝑡), ..., 𝑥(𝑛)(𝑡)

}︀
, (2.5)

состоящую из максимального числа линейно независимых решений.
Пусть система 𝑋(𝑡) содержит 𝑛𝑠 решений с х.п. 𝛼𝑠, 𝑠 = 1,𝑚.

Величину 𝜎 =
∑︀𝑚

𝑠=1 𝑛𝑠 𝛼𝑠, где
∑︀𝑚

𝑠=1 𝑛𝑠 = 𝑛, называют суммой х.п.
системы 𝑋(𝑡) (2.5). В силу конечности числа х.п. линейной систе-
мы существуют фундаментальные системы𝑋(𝑡) (2.5) с наименьшей
суммой х.п. 𝜎 по сравнению с другими фундаментальными система-
ми. Такие фундаментальные системы и соответствующие им фун-
даментальные матрицы называют нормальными (по Ляпунову).

Обозначим через 𝑁𝑠, 𝑠 = 1,𝑚 — максимальное число линейно
независимых решений системы (2.4), имеющих х.п. 𝛼𝑠. Пусть 𝑀𝑠 —
совокупность всех решений 𝑥(𝑡), х.п. которых не превосходят числа
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𝛼𝑠 : 𝑀𝑠 =
{︀
𝑥(𝑡) : 𝜒[𝑥(𝑡) ] ≤ 𝛼𝑠

}︀
. В частности, 𝑀𝑛 = 𝑅𝑛. Кроме

того, из свойств х.п. вытекает, что если 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) ∈ 𝑀𝑠, то 𝑐 𝑥(𝑡) ∈
𝑀𝑠, где 𝑐 = const, и 𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡) ∈ 𝑀𝑠. А это значит, что 𝑀𝑠 есть
линейное подпространство пространства решений 𝑅𝑛.

Отметим некоторые свойства числа 𝑁𝑠 : 1) 𝑁𝑠 = dim𝑀𝑠, 𝑠 =
1,𝑚; 2) имеет место неравенство 𝑁1 < 𝑁2 ... < 𝑁𝑚 = 𝑛.

Для суждения о нормальной фундаментальной системе реше-
ний вводят понятие несжимаемости системы функций.

Определение 2.4. Говорят, что система ненулевых вектор-
функций 𝑥(1)(𝑡), ..., 𝑥(𝑘)(𝑡), 𝑘 ≤ 𝑛, обладает свойством несжи-
маемости, если х.п. любой их линейной комбинации 𝑦 =∑︀

𝑗≤𝑘 𝑐𝑗 𝑥
(𝑗)(𝑡), 𝑐𝑗 = const ̸= 0, совпадает с наибольшим из х.п.

комбинируемых решений, т.е. 𝜒[ 𝑦 ] = max𝑗 𝜒
[︀
𝑥(𝑗)(𝑡)

]︀
.

Пользуясь этим определением, можно показать, что если фун-
даментальная система 𝑋(𝑡) обладает свойством несжимаемости и
𝑛𝑠, 𝑠 = 1,𝑚 — число ее решений с х.п. 𝛼𝑠, причем 𝑁𝑠 — макси-
мальное число линейно независимых решений системы с х.п. 𝛼𝑠, то
имеют место равенства:

∑︀𝑠
𝑘=1 𝑛𝑘 = 𝑁𝑠, 𝑠 = 1,𝑚, т.е. в этом случае

суммы
∑︀𝑠

𝑘=1 𝑛𝑘, 𝑠 = 1,𝑚, достигают своих наибольших значений.
Следующая теорема носит название теоремы Ляпунова о нор-

мальности фундаментальной системы.
Теорема 2.3. Фундаментальная система линейной системы

(2.4) является нормальной тогда и только тогда, когда она обла-
дает свойством несжимаемости.

Из этой теоремы вытекают следствия: 1. Во всех нормальных
фундаментальных системах 𝑋(𝑡) количество 𝑛𝑠 решений с х.п.
𝛼𝑠, 𝑠 = 1,𝑚, одно и то же. 2. Всякая нормальная фундаментальная
система реализует весь спектр линейной системы.

Определение 2.5. Полным спектром системы (2.4) называют
совокупность всех х.п. 𝛼1, ..., 𝛼𝑛 нетривиальных решений систе-
мы (2.4), где каждый повторяется столько раз, сколько 𝑛𝑠, 𝑠 =
1,𝑚, линейно независимых решений с х.п. 𝛼𝑠 содержится в неко-
торой ее нормальной фундаментальной системе 𝑋(𝑡). При этом
сумму 𝑆 =

∑︀𝑛
𝑘=1 𝛼𝑘 ≡ ∑︀𝑚

𝑠=1 𝑛𝑠𝛼𝑠 называют суммой х.п. линейной
системы, где 𝑛𝑠 — кратность элементов спектра.

Следующая теорема носит название теоремы Ляпунова о по-
строении нормальной фундаментальной системы решений.
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Теорема 2.4. Рассматривается система (2.4), где 𝑥 = (𝑥1, ...,
𝑥𝑛), 𝐴(𝑡) ∈ 𝐶(𝑎,∞), sup𝑡 ‖𝐴(𝑡) ‖ < ∞. Обозначим через 𝑍(𝑡) ={︀
𝑧(1)(𝑡), ..., 𝑧(𝑛)(𝑡)

}︀
ее фундаментальную матрицу. Тогда суще-

ствует постоянная треугольная матрица

𝐶 =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 . . . 0
𝑐21 1 . . . 0
. . . . . .
𝑐𝑛1 𝑐𝑛2 . . . 1

⎞
⎟⎟⎠

такая, что 𝑋(𝑡) = 𝑍(𝑡)𝐶 есть нормальная фундаментальная
матрица системы (2.4).

Укажем на следствие из этой теоремы: если линейная система
(2.4) имеет треугольную фундаментальную матрицу 𝑍(𝑡), то для
этой системы существует нормальная треугольная матрица 𝑋(𝑡) =(︀
𝑥𝑖𝑘(𝑡)

)︀
, где 𝑥𝑖𝑘(𝑡) = 0, 𝑘 > 𝑖, причем 𝑥𝑖𝑖(𝑡) = 𝑧𝑖𝑖(𝑡).

Теорема 2.5 дает достаточное условие асимптотической устой-
чивости линейной системы ДУ.

Теорема 2.5. Пусть в системе (2.4) : sup𝑡 ‖𝐴(𝑡) ‖ <∞, 𝐴(𝑡) ∈
𝐶(𝑎,∞), {𝛼1, ..., 𝛼𝑚 } — ее спектр, где 𝑚 ≤ 𝑛. Для асимптотиче-
ской устойчивости системы (2.4) достаточно, чтобы ее наиболь-
ший х.п. был бы отрицательным, т.е. 𝛼 = max𝑘 𝛼𝑘 < 0.

Теорема 2.6 (Неравенство Важевского). Для любого реше-
ния системы (2.4), где 𝐴(𝑡) ∈ 𝐶[ 𝑡0,∞), справедливо неравенство

‖𝑥(𝑡0) ‖ exp

𝑡w

𝑡0

𝜆(𝜏) 𝑑𝜏 ≤ ‖𝑥(𝑡) ‖ ≤ ‖𝑥(𝑡0) ‖ exp

𝑡w

𝑡0

Λ(𝜏) 𝑑𝜏,

где ‖𝑥(𝑡) ‖ — евклидова норма вектора 𝑥(𝑡); 𝜆(𝑡), Λ(𝑡) — соответ-
ственно наименьший и наибольший характеристические корни
эрми-тово-симметризованной матрицы

𝐴*(𝑡) = (1/2)
[︀
𝐴(𝑡) +𝐴*(𝑡)

]︀
,

где 𝐴(𝑡) =
(︀
𝑎𝑖𝑗(𝑡)

)︀
, 𝐴*(𝑡) =

(︀
𝑎𝑗𝑖(𝑡)

)︀
— эрмитово-сопряженная мат-

рица.
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Отсюда вытекают следствия: 1. Для асимптотической устойчи-
вости системы (2.4) достаточно выполнения условия: Λ(𝑡) ≤ −ℎ < 0
при 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞), где ℎ = const > 0. 2. Спектр системы (2.4) целиком
расположен на отрезке [ 𝑙, 𝐿 ], где

𝑙 = lim
𝑡→∞

1

𝑡

𝑡w

𝑡0

𝜆(𝜏) 𝑑𝜏, 𝐿 = lim
𝑡→∞

1

𝑡

𝑡w

𝑡0

Λ(𝜏) 𝑑𝜏.

Для асимптотической устойчивости системы (2.4) достаточно, что-
бы было 𝐿 < 0.

Пусть система (2.4) имеет спектр: −∞ < 𝛼1 < ... < 𝛼𝑚 <
∞, 𝑚 ≤ 𝑛. Обозначим через 𝑋(𝑡) =

(︀
𝑥𝑖𝑘(𝑡)

)︀
ее фундаментальную

матрицу. Здесь индексы: 𝑖 — номер координаты, 𝑘 — номер реше-
ния. Обозначим также через 𝜎𝑋 =

∑︀𝑛
𝑘=1 𝜒[𝑥(𝑘) ] =

∑︀𝑚
𝑠=1 𝑛𝑠𝛼𝑠 —

сумму х.п. всех решений из 𝑋(𝑡); число 𝑛𝑠, где 𝑛𝑠 ≥ 1, показывает,
сколько решений с х.п. 𝛼𝑠 содержится в системе 𝑋(𝑡).

Используя свойства х.п. и формулу Остроградского–Лиувилля
(см. главу 1), можно получить неравенство Ляпунова

𝜎𝑋 =
𝑚∑︁

𝑠=1

𝑛𝑠 𝛼𝑠 ≥ lim
𝑡→∞

1

𝑡

𝑡w

𝑡0

Sp𝐴(𝜏) 𝑑𝜏 ≡ 𝐷. (2.6)

В силу ограниченности матрицы 𝐴(𝑡) имеем

𝐷 = lim
𝑡→∞

1

𝑡− 𝑡0

𝑡w

𝑡0

Sp𝐴(𝜏) 𝑑𝜏 ≡ 𝐹,

откуда следует, что 𝜎𝑋 ≥ 𝐹, т.е. для системы (2.4) с непрерывной
ограниченной матрицей сумма х.п. решений из любой ее фунда-
ментальной системы 𝑋(𝑡) не меньше верхнего предела от среднего
значения следа матрицы системы.

В том случае, когда матрица 𝐴(𝑡) комплексная, неравенство Ля-
пунова (2.6) записывается в виде

𝜎𝑋 ≥ lim
𝑡→∞

1

𝑡

𝑡w

𝑡0

Re Sp𝐴(𝜏) 𝑑𝜏 ≡ 𝐻.
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Сформулируем достаточное условие нормальности фундаменталь-
ной системы решений 𝑋(𝑡) системы (2.4): если выполнено равен-
ство Ляпунова: 𝜎𝑋 = 𝐻, то эта система нормальная.

2.1.3. Приводимые и правильные системы. Матрица
𝐿(𝑡) ∈ 𝐶1[ 𝑡0,∞), в общем случае комплексная, называется мат-
рицей Ляпунова, если для нее выполнены условия: 1) 𝐿(𝑡) и
𝐿() равномерно по 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞) ограничены, т.е. sup𝑡 ‖𝐿(𝑡) ‖ <
∞, sup𝑡 ‖𝐿(𝑡) ‖ < ∞ и 2) | det 𝐿(𝑡) | ≥ 𝑚 > 0, где 𝑚 — некоторая
положительная постоянная.

Укажем на следующие особенности матрицы Ляпунова 𝐿(𝑡) :
1) | det 𝐿(𝑡) | ≤𝑀 <∞; 2) 𝐿−1(𝑡) также является матрицей Ляпу-
нова.

Линейное преобразование 𝑦 = 𝐿(𝑡)𝑥, где 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛, 𝐿(𝑡) — (𝑛×𝑛)
–матрица Ляпунова, называется преобразованием Ляпунова. Мож-
но показать, что при преобразовании Ляпунова, примененном к ли-
нейной системе (2.4), х.п. ее решений 𝑥 сохраняются.

Определение 2.6. Линейная однородная дифференциальная
система (2.4) называется приводимой, если с помощью некоторо-
го преобразования Ляпунова она может быть сведена к линейной
системе 𝑦 = 𝐵𝑦 с постоянной матрицей 𝐵.

Теорема 2.7 (Теорема Еругина). Система (2.4) приводима
тогда и только тогда, когда некоторая ее фундаментальная мат-
рица 𝑋(𝑡) может быть представлена в виде: 𝑋(𝑡) = 𝐿(𝑡) 𝑒𝐵𝑡, где
𝐿(𝑡) — матрица Ляпунова, 𝐵 — постоянная матрица.

Сформулируем условия устойчивости приводимой системы: 1.
Приводимая линейная однородная система устойчива тогда и толь-
ко тогда, когда все ее х.п. неположительны, причем нулевым х.п.
отвечают простые элементарные делители, если их рассматривать
как вещественные части собственных значений соответствующей
постоянной матрицы.

2. Приводимая линейная однородная система асимптотически
устойчива тогда и только тогда, когда все ее х.п. отрицательны.

Эти условия следуют из того обстоятельства, что х.п. приводи-
мой системы (2.4) равны действительным частям корней соответ-
ствующего характеристического уравнения: det (𝐵 − 𝜆𝐸) = 0, где
система 𝑦 = 𝐵𝑦 устойчива или неустойчива одновременно с данной
системой.
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Пусть система (2.4): 𝑥 = 𝐴(𝑡)𝑥 с ограниченной непрерывной
действительной матрицей 𝐴(𝑡) преобразованием Ляпунова 𝑥 =
𝐿(𝑡) 𝑦 сводится к системе 𝑦 = 0 с нулевой матрицей и общим ре-
шением 𝑦 = 𝑐.

Теорема 2.8. Если все решения 𝑥(𝑡) системы (2.4) ограничены
в промежутке [ 𝑡0,∞) и

𝑡w

𝑡0

Sp𝐴(𝜏) 𝑑𝜏 ≥ 𝑎 > −∞,

где 𝑎 = const, то система (2.4) с помощью преобразования Ляпу-
нова может быть преобразована в систему с нулевой матрицей.

Следствие: если матрица 𝐴(𝑡) системы (2.4) абсолютно интегри-
руема, т.е.

r ∞
𝑡0

‖𝐴(𝑡) ‖ 𝑑𝑡 < ∞, то эта система приводима к системе
с нулевой матрицей.

Определение 2.7. Говорят, что системы ДУ: 𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑥) и
𝑦 = 𝑔(𝑡, 𝑦) асимптотически эквивалентны, если между их реше-
ниями 𝑥(𝑡) и 𝑦(𝑡) можно установить взаимно однозначное соот-
ветствие такое, что lim𝑡→∞

[︀
𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)

]︀
= 0.

Следующая теорема Левинсона дает один из признаков асимп-
тотической эквивалентности линейных систем ДУ.

Теорема 2.9. Пусть решения системы 𝑥 = 𝐴𝑥 (*), где 𝐴 —
постоянная (𝑛×𝑛)–матрица, ограничены на [ 0,∞). Тогда система
𝑦 =

[︀
𝐴 + 𝐵(𝑡)

]︀
𝑦 (**), где 𝐵(𝑡) ∈ 𝐶[ 0,∞) и

r ∞
0

‖𝐵(𝑡) ‖ 𝑑𝑡 < ∞,
асимптотически эквивалентна системе (*).

Перейдем к рассмотрению так называемых правильных си-
стем. Пусть имеется линейная однородная система (2.4) с на-
ложенными на матрицу 𝐴(𝑡) ранее ограничениями: 𝐴(𝑡) ∈
𝐶[ 𝑡0,∞), sup𝑡 ‖𝐴(𝑡) ‖ < ∞. Пусть 𝜎 =

∑︀𝑚
𝑘=1 𝑛𝑘 𝛼𝑘 — сумма х.п.

с учетом их кратностей 𝑛𝑘 решений системы (2.4).

Определение 2.8. Действительная линейная система назы-
вается правильной по Ляпунову, если для суммы ее х.п. 𝜎 имеет
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место равенство

𝜎 = lim𝑡→∞
1

𝑡

𝑡w

𝑡0

Sp𝐴(𝜏) 𝑑𝜏.

Если 𝐴(𝑡) — комплексная матрица, то условие правильности ли-
нейной системы записывается с помощью равенства

𝜎 = lim𝑡→∞
1

𝑡

𝑡w

𝑡0

Re Sp𝐴(𝜏) 𝑑𝜏. (2.7)

Можно показать, что система (2.4) является правильной тогда
и только тогда, когда существует указанный нижний предел (2.7)
и выполняется равенство Ляпунова (2.7). Связь между правиль-
ными и приводимыми системами установлена Ляпуновым в виде
следующего утверждения.

Теорема 2.10. Всякая приводимая линейная дифференциаль-
ная система является правильной.

Модельный пример. То, что обратное, вообще говоря, не
верно, показывает данный пример. Скалярное уравнение 𝑥 =
𝑥/(2

√
𝑡), 𝑡 > 0, является правильным, поскольку его общее решение

есть 𝑥 = 𝑐 𝑒
√
𝑡 и при 𝑐 ̸= 0 получим

𝜒[𝑥 ] = 0 = lim
𝑡→∞

1

𝑡

𝑡w

𝑡0

𝑑𝜏

2
√
𝜏
,

где 𝑡0 > 0. Однако исходное уравнение не является приводимым,
так как его общее решение 𝑥 = 𝑐 𝑒

√
𝑡 не имеет структуру, определя-

емую теоремой Еругина 2.7.

Пусть в системе (2.4) матрица 𝐴(𝑡) — действительная или ком-
плексная. Тогда система 𝑦 = −𝐴*(𝑡) 𝑦, где 𝐴*(𝑡) = 𝐴т(𝑡) —
эрмитово-сопряженная матрица для 𝐴(𝑡), называется сопряженной
для системы (2.4). Здесь "т"сверху — символ транспонирования.
Для действительной матрицы 𝐴(𝑡) : 𝐴*(𝑡) = 𝐴т(𝑡) и ее сопряжен-
ная система 𝑦 = −𝐴т(𝑡) 𝑦.
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Для любых решений 𝑥 и 𝑦 взаимно сопряженных систем спра-
ведливо тождество: 𝑦*𝑥 ≡ (𝑥, 𝑦) ≡ 𝑐, где 𝑐 — некоторая постоянная.
Если 𝑋(𝑡) и 𝑌 (𝑡) — фундаментальные матрицы решений этих си-
стем, то 𝑌 *𝑋 ≡ 𝐶, где 𝐶 — постоянная матрица. Обратно: при
det 𝐶 ̸= 0, для фундаментальной матрицы 𝑋(𝑡) следует, что 𝑌 (𝑡)
— это фундаментальная матрица сопряженной системы.

Теорема 2.11 (Теорема Перрона). Для правильности си-
стемы (2.4) необходимо и достаточно, чтобы полный спектр (с
учетом кратностей х.п.) данной системы 𝛼1 ≤ 𝛼2 ≤ ... ≤ 𝛼𝑛

и полный спектр ее сопряженной системы 𝛽1 ≥ 𝛽2 ≥ ... 𝛽𝑛 бы-
ли бы симметричны относительно нуля, т.е. чтобы выполнялись
равенства: 𝛼𝑠 + 𝛽𝑠 = 0, 𝑠 = 1, 𝑛.

Из этой теоремы вытекает также, что 1) для правильной ли-
нейной системы сопряженная система также является правильной
линейной; 2) если система (2.4) правильная и 𝑋(𝑡) — ее нормаль-
ная фундаментальная матрица, то 𝑌 =

[︀
𝑋−1(𝑡)

]︀* есть нормальная
фундаментальная матрица сопряженной системы.

2.1.4. Треугольная линейная система. Пусть для опреде-
ленности имеется линейная однородная система ДУ с ограниченной
нижней треугольной матрицей 𝐴(𝑡) : 𝐴(𝑡) =

(︀
(𝑎𝑖𝑘(𝑡)

)︀
∈ 𝐶[ 𝑡0,∞),

𝑎𝑖𝑘(𝑡) ≡ 0 при 𝑘 > 𝑖.

Теорема 2.12 (Теорема Ляпунова). Действительная тре-
угольная однородная линейная система с ограниченными коэффи-
циентами является правильной тогда и только тогда, когда ее
диагональные коэффициенты 𝑎𝑘𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, 𝑛, имеют конечные
средние значения:

𝜇𝑘 = lim
𝑡→∞

1

𝑡

𝑡w

𝑡0

𝑎𝑘𝑘(𝜏) 𝑑𝜏.

Из этой теоремы вытекает, что если исходная треугольная си-
стема правильная, то тогда средние значения 𝜇𝑘 ее диагональ-
ных коэффициентов 𝑎𝑘𝑘(𝑡) дают спектр {𝛼1, ..., 𝛼𝑛 } этой системы:
𝛼𝑘 = 𝜇𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛.

Известно утверждение, что всякую фундаментальную матри-
цу 𝑋 =

(︀
𝑥𝑖𝑗(𝑡)

)︀
с комплексными элементами можно представить
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в виде: 𝑋(𝑡) = 𝑈(𝑡)𝑅(𝑡), где 𝑈(𝑡), 𝑅(𝑡) ∈ 𝐶1[ 𝑡0,∞). Здесь 𝑈(𝑡)
— унитарная матрица: 𝑈*(𝑡)𝑈(𝑡) = 𝐸; 𝑅(𝑡) — верхняя треуголь-
ная матрица с положительными диагональными элементами, т.е.
𝑅(𝑡) =

(︀
𝑟𝑖𝑗(𝑡)

)︀
, 𝑟𝑖𝑖(𝑡) > 0, 𝑟𝑖𝑗(𝑡) > 0, 𝑗 > 𝑖. Для вещественной матри-

цы 𝑋(𝑡) матрица 𝑈(𝑡) — действительная и ортогональная, матрица
𝑅(𝑡) — треугольная и действительная.

Следующая теорема носит название теоремы Перрона о триан-
гуляции линейной системы.

Теорема 2.13.. Всякую систему вида (2.4) с помощью уни-
тарного преобразования 𝑥 = 𝑈(𝑡) 𝑦 можно привести к системе
с верхней треугольной матрицей и с вещественными диагональ-
ными коэффициентами: 𝑦 = 𝐵(𝑡) 𝑦, где 𝐵(𝑡) =

(︀
𝑏𝑖𝑗(𝑡)

)︀
, 𝑏𝑖𝑗(𝑡) = 0

при 𝑖 > 𝑗, Im 𝑏𝑖𝑖(𝑡) = 0. Причем, если матрица 𝐴(𝑡) ограничена на
[ 𝑡0,∞), то треугольные матрицы 𝐵(𝑡) и 𝑈(𝑡) также ограничены
на [ 𝑡0,∞).

Отметим, что для действительной матрицы 𝐴(𝑡) матрицу 𝑈(𝑡)
можно выбрать действительной и ортогональной.

Укажем на следствия из теоремы 2.13: 1. Если система (2.4)
правильная, то система 𝑦 = 𝐵(𝑡) 𝑦 также правильная.

2. Если система (2.4) правильная, то для каждого ее нетривиаль-
ного решения 𝑥 = 𝑥(𝑡) существует строгий х.п.: 𝛼 = lim𝑡→∞ (1/𝑡)×
×ln ‖𝑥(𝑡) ‖.

2.2 Первый метод Ляпунова (продолжение)

Во втором параграфе главы 2 продолжим изучение первого мето-
да Ляпунова в анализе устойчивости дифференциальных систем в
соответствии с работой [37]. Пусть имеется линейная система ви-
да (2.4) с непрерывной (или кусочно-непрерывной) на (−∞,+∞)
периодической матрицей 𝐴(𝑡) :

𝑥 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥, 𝐴(𝑡+ 𝜔) = 𝐴(𝑡), 𝜔 > 0. (2.8)

Теорема 2.14 (Теорема Флоке). Для линейной системы (2.8)
с 𝜔–периодической матрицей 𝐴(𝑡) нормированная при 𝑡 = 0 фун-
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даментальная матрица решений (матрицант) имеет вид

𝑋(𝑡) = Φ(𝑡) 𝑒Λ𝑡,

где Φ(𝑡) ∈ 𝐶1 — 𝜔–периодическая, неособая матрица такая, что
Φ(0) = 𝐸; Λ — постоянная матрица.

Здесь матрица𝑋(𝑡+𝜔) также является фундаментальной,𝑋(𝑡+
𝜔) ≡ 𝑋(𝑡)𝐶, где 𝐶 — постоянная неособенная матрица, 𝑋(0) =
𝐸, 𝐶 = 𝑋(𝜔). Таким образом, 𝑋(𝑡+𝜔) = 𝑋(𝑡)𝑋(𝜔). Матрица 𝑋(𝜔)
называется матрицей монодромии.

Добавим к этому: из теоремы 2.14 имеем, что Λ = (1/𝜔) Ln𝑋(𝜔)
и Φ(𝑡) = 𝑋(𝑡) 𝑒−Λ𝑡. Собственные значения 𝜆𝑖 матрицы Λ, т.е. корни
уравнения det (Λ−𝜆𝐸) = 0 называются х.п. системы (2.8); х.п. Ля-
пунова нетривиальных решений системы (2.8) — это вещественные
части х.п. системы (2.8).

Собственные значения 𝜌𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, матрицы 𝐶 = 𝑋(𝜔), а именно,
корни характеритсического уравнения det [𝐶(𝜔)− 𝜌𝐸 ] = 0 называ-
ются мультипликаторами. Отсюда вытекает, что

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜌𝑖 = Sp𝑋(𝜔),
𝑛∏︁

𝑖=1

𝜌𝑖 = det 𝑋(𝜔) = exp

𝜔w

0

Sp𝐴(𝑡) 𝑑𝑡.

Поскольку det 𝑋(𝜔) ̸= 0, то 𝜌𝑗 ̸= 0. Из формулы Λ =
(1/𝜔) Ln𝑋(𝜔) следует, что

𝜆𝑗 =
1

𝜔
Ln 𝜌𝑗 =

1

𝜔

[︀
ln | 𝜌𝑗 | + 𝑖

(︀
arg 𝜌𝑗 + 2𝜋𝑘

)︀ ]︀
,

где 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑘 — целое. Видно, х.п. определяются с точностью до
мнимых слагаемых 𝑖 2𝜋𝑘/𝜔.

Теорема 2.15. Для любoго мультипликатора 𝜌 ∃ 𝜉(𝑡) ̸≡ 0 —
нетривиальное решение периодической системы (2.8), удовлетво-
ряющее условию:

𝜉(𝑡+ 𝜔) = 𝜌 𝜉(𝑡), (2.9)

называемое нормальным решением. Обратно, если для некоторого
решения 𝜉(𝑡) ̸≡ 0 выполнено условие (2.9), то число 𝜌 есть муль-
типликатор данной системы.
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Как следствие из теоремы получим: периодическая система (2.8)
имеет решение 𝜉(𝑡) ̸≡ 0 периода 𝜔 тогда и только тогда, когда хотя
бы один из ее мультипликаторов 𝜌 = 1.

Положим 𝜌 = 𝑒𝜆𝜔 и 𝜉(𝑡) = 𝑒𝜆𝑡 𝜙(𝑡). Тогда из равенства (2.9) най-
дем, что 𝑒𝜆 (𝑡+𝜔) 𝜙(𝑡+𝜔) = 𝑒𝜆𝜔 𝑒𝜆𝑡 𝜙(𝑡) и 𝜙(𝑡+𝜔) = 𝜙(𝑡). Значит, нор-
мальное решение 𝜉(𝑡) периодической системы имеет указанный вид
𝜉(𝑡) = 𝑒𝜆𝑡 𝜙(𝑡), где 𝜙(𝑡) ∈ 𝐶1 — 𝜔–периодическая вектор-функция,
𝜆 = (1/𝜔) Ln 𝜌 — х.п. системы.

Если существует мультипликатор 𝜌 = − 1, то ему соответствует
антипериодическое решение 𝜉(𝑡) ̸≡ 0 периода 𝜔 : 𝜉(𝑡+ 𝜔) = − 𝜉(𝑡),
откуда 𝜉(𝑡 + 2𝜔) = − 𝜉(𝑡 + 𝜔) = 𝜉(𝑡), т.е. 𝜉(𝑡) — 2𝜔–периодическое
решение.

Теорема 2.16 (Теорема Ляпунова). Линейная система с
непрерывной периодической матрицей приводима.

Сделаем в системе (2.8) замену переменных: 𝑥 = Φ(𝑡) 𝑦 ≡
𝑋(𝑡) 𝑒−Λ𝑡 𝑦, где 𝑋(𝑡) — нормированная матрица решений. Тогда
𝑦 = Λ𝑦; следовательно, х.п. 𝜆𝑗 являются корнями характеристи-
ческого уравнения матрицы системы 𝑦 = Λ𝑦. Отсюда можно сфор-
мулировать следующие условия устойчивости периодической систе-
мы:

1. Система (2.8) устойчива тогда и только тогда, когда все ее
мультипликаторы 𝜌𝑗 расположены внутри замкнутого единичного
круга | 𝜌 | ≤ 1, причем мультипликаторы, лежащие на самой окруж-
ности | 𝜌 | = 1, имеют простые элементарные делители, если их рас-
сматривать как собственные значения соответствующей матрицы
монодромии.

2. Для асимптотической устойчивости системы (2.8) необходимо
и достаточно, чтобы все ее мультипликаторы располагались внутри
единичного круга | 𝜌 | < 1.

Воспользумся далее теоремой 2.14 Флоке. Будем считать, что
𝜆1, ..., 𝜆𝑚, 𝑚 ≤ 𝑛 — х.п. системы, т.е. собственные значения мат-
рицы Λ. Для каждого х.п. 𝜆 однородной периодической системы
существует ее нормальное решение вида 𝑦 = 𝑒𝜆𝑡 𝜓(𝑡), где 𝜓(𝑡) ∈ 𝐶1

— 𝜔–периодическая вектор-функция. Если все мультипликаторы
𝜌1, ..., 𝜌𝑛 системы (2.8) простые, то существует ее фундаментальная
система нормальных решений 𝑦1 = 𝑒𝜆1𝑡 𝜓1(𝑡), ..., 𝑦𝑛 = 𝑒𝜆𝑛𝑡 𝜓𝑛(𝑡),
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где 𝜓𝑖(𝑡) ∈ 𝐶1, 𝑖 = 1, 𝑛 — 𝜔–периодические вектор-функции, 𝜆𝑖 =
(1/𝜔) Ln 𝜌𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛.

Модельный пример. Пусть имеется скалярное уравнение

𝑥+ 𝑝(𝑡)𝑥+ 𝑞(𝑡)𝑥 = 0,

где 𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡) — непрерывные 𝜔–периодические функции. Обозначая
𝑦 = 𝑥, получим линейную периодическую систему

𝑥 = 𝑦, 𝑦 = − 𝑞(𝑡)𝑥− 𝑝(𝑡) 𝑦.

Будем считать, что 𝜌1, 𝜌2 — мультипликаторы этой системы и 𝜆𝑗 =
(1/𝜔) Ln 𝜌𝑗 , 𝑗 = 1, 2. Поскольку

𝜌1𝜌2 = exp

(︂
−

𝜔w

0

𝑝(𝑡) 𝑑𝑡

)︂
,

то можно положить

𝜆2 = −𝜆1 −
1

𝜔

𝜔w

0

𝑝(𝑡) 𝑑𝑡.

При 𝜌1 ̸= 𝜌2 (если 𝜌1 = 𝜌2 и им отвечают простые элементар-
ные делители) исходное уравнение имеет фундаментальную систе-
му решений 𝑥1 = 𝑒𝜆1𝑡 𝜓1(𝑡), 𝑥2 = 𝑒𝜆2𝑡 𝜓2(𝑡) с 𝜓1(𝑡), 𝜓2(𝑡) ∈ 𝐶1 —
𝜔–периодическими функциями.

При 𝜌1 = 𝜌2 и им отвечает не простой элементарный дели-
тель, исходное уравнение имеет фундаментальную систему реше-
ний: 𝑥1 = 𝑒𝜆1𝑡 𝜓1(𝑡), 𝑥2 = 𝑒𝜆1𝑡

[︀
𝑡 𝜓1(𝑡) + 𝜓2(𝑡)

]︀
с 𝜓1(𝑡), 𝜓2(𝑡) ∈ 𝐶1 —

𝜔–периодическими функциями, причем 𝜆1 =
(︀
− 1/(2𝜔)

)︀ r 𝜔

0
𝑝(𝑡) 𝑑𝑡.

Рассмотрим далее скалярное линейное ДУ второго порядка с
периодическими коэффициентами

𝑧 + 𝑎(𝑡) 𝑧 + 𝑏(𝑡) 𝑧 = 0,

где 𝑎(𝑡) ∈ 𝐶1(−∞,∞), 𝑏(𝑡) ∈ 𝐶(−∞,∞); 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) — 𝜔–
периодические функции. Положим 𝑧 = exp

(︀
− 1

2

r 𝑡

0
𝑎(𝑠) 𝑑𝑠

)︀
𝑥. Тогда
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получим уравнение
𝑥+ 𝑝(𝑡)𝑥 = 0, (2.10)

где обозначено

𝑝(𝑡) = 𝑏(𝑡) − 𝑎2(𝑡)

4
− 𝑎(𝑡)

2
, 𝑝(𝑡) ∈ 𝐶(−∞,∞), 𝑝(𝑡+ 𝜔) = 𝑝(𝑡).

Чтобы изучить свойства устойчивости уравнения (2.10), сведем
его к эквивалентной системе

𝑥 = 𝑦, 𝑦 = − 𝑝(𝑡)𝑥, (2.11)

с матрицей коэффициентов

𝑃 (𝑡) =

(︂
0 1

− 𝑝(𝑡) 0

)︂
, Sp𝑃 (𝑡) = 0.

Соответственно под устойчивостью (неустойчивостью) уравнения
(2.10) будем понимать устойчивость (неустойчивость) данной систе-
мы (2.11). Для устойчивого уравнения (2.10) имеем ограниченность
на [ 𝑡0,∞) всех решений 𝑥(𝑡) и 𝑥(𝑡). Отсюда следует, что уравнение
(2.10) неустойчиво лишь в случае неограниченных решений.

Пусть𝑋(𝑡) — фундаментальная матрица решений с начальными
условиями:

𝑋(𝑡) =

(︂
𝜙(𝑡) 𝜓(𝑡)

𝜙(𝑡) 𝜓(𝑡)

)︂
,

𝜙(0) = 1, 𝜙(0) = 0,

𝜓(0) = 0, 𝜓(0) = 1,

где 𝜙(𝑡), 𝜓(𝑡) — линейно независимые решения уравнения (2.10).

Решения 𝜙(𝑡), 𝜓(𝑡) можно получить в виде сходящихся рядов
[84] — введем в уравнение (2.10) числовой параметр 𝜇 : 𝑥 = 𝜇 𝑝(𝑡)𝑥
(для уравнения (2.10) имеем 𝜇 = − 1). Пусть решение этого урав-
нения

𝜙(𝑡, 𝜇) =

∞∑︁

𝑘=0

𝜙𝑘(𝑡)𝜇𝑘.
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Подставляя это выражение в ДУ, получим

∞∑︁

𝑘=0

𝜙𝑘(𝑡)𝜇𝑘 ≡
∞∑︁

𝑘=0

𝑝(𝑡)𝜙𝑘(𝑡)𝜇𝑘+1, (2.12)

откуда имеем соотношения

𝜙0(𝑡) = 0, 𝜙𝑘(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝜙𝑘−1(𝑡), 𝑘 = 1, 2, ..., (2.13)

с начальными условиями

𝜙0(0) = 1, 𝜙0(0) = 0, 𝜙𝑘(0) = 𝜙𝑘(0) = 0, 𝑘 ≥ 1.

Из уравнений (2.13) найдем

𝜙0(𝑡) = 1, 𝜙𝑘(𝑡) =

𝑡w

0

𝑑𝑡1

𝑡1w

0

𝑝(𝑡2)𝜙𝑘−1(𝑡2) 𝑑𝑡2 =

=

𝑡w

0

𝑑𝑡2

𝑡w

𝑡2

𝑝(𝑡2)𝜙𝑘−1(𝑡2) 𝑑𝑡1 =

𝑡w

0

(𝑡− 𝑡2) 𝑝(𝑡2)𝜙𝑘−1(𝑡2) 𝑑𝑡2 =

=

𝑡w

0

(𝑡− 𝑡1) 𝑝(𝑡1)𝜙𝑘−1(𝑡1) 𝑑𝑡1, 𝑘 ≥ 1. (2.14)

Таким образом, можем записать ряд (2.12) в виде

𝜙(𝑡, 𝜇) = 1 + 𝜇

𝑡w

0

(𝑡− 𝑡1) 𝑝(𝑡1) 𝑑𝑡1 +

+ 𝜇2
𝑡w

0

(𝑡− 𝑡1) 𝑝(𝑡1) 𝑑𝑡1

𝑡1w

0

(𝑡1 − 𝑡2) 𝑝(𝑡2) 𝑑𝑡2 + ... . (2.15)

Изучим сходимость ряда (2.15). Будем считать, что | 𝑝(𝑡) | ≤𝑀,
𝑡 ∈ (−∞,∞). Из соотношения (2.14) с учетом того, что 𝜙0(𝑡) = 1,
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∀ 𝑡 ∈ (−∞,∞), последовательно получим

|𝜙1(𝑡) | ≤
𝑡w

0

| 𝑡− 𝑡1 |𝑀 | 𝑑𝑡1 | =
𝑀𝑡2

2!
,

|𝜙2(𝑡) | ≤
𝑡w

0

| 𝑡− 𝑡1 |𝑀 · 𝑀𝑡2

2!
| 𝑑𝑡1 | =

𝑀2

2!

(︂
𝑡4

3
− 𝑡4

4

)︂
=
𝑀2𝑡4

4!

и т.д. Следовательно, функциональный ряд (2.15) мажорируется
сходящимся ∀ (𝜇, 𝑡) рядом:

1 + |𝜇 | · 𝑀𝑡2

2!
+ |𝜇 |2 · 𝑀

2𝑡4

4!
+ ... = ch

(︀
𝑡
√︀
𝑀 |𝜇 |

)︀
.

Согласно признаку Вейерштрасса ряд (2.15) сходится абсолютно
и равомерно в конечной области 𝐺

{︀
|𝜇 | < 𝜇0, | 𝑡 | < 𝑇

}︀
. Более

того, ряды, полученные почленным дифференцированием по 𝑡 ряда
(2.15), также абсолютно и равномерно сходятся в 𝐺. Это значит,
что сумма 𝜙(𝑡, 𝜇) ряда (2.15) представляет собой решение ДУ: 𝑥 =
𝜇 𝑝(𝑡)𝑥. При 𝜇 = − 1 получим решение ДУ (2.10):

𝜙(𝑡) = 1 −
𝑡w

0

(𝑡− 𝑡1) 𝑝(𝑡1) 𝑑𝑡1 +

+

𝑡w

0

(𝑡− 𝑡1) 𝑝(𝑡1) 𝑑𝑡1

𝑡1w

0

(𝑡1 − 𝑡2) 𝑝(𝑡2) 𝑑𝑡2 + ... , 𝑡 ∈ (−∞,∞).

Аналогично для ДУ: 𝑥 = 𝜇 𝑝(𝑡)𝑥 строится второе решение

𝜓(𝑡, 𝜇) =
∞∑︁

𝑘=0

𝜓𝑘(𝑡)𝜇𝑘,

где

𝜓0(𝑡) = 𝑡, 𝜓𝑘(𝑡) =

𝑡w

0

(𝑡− 𝑡1) 𝑝(𝑡1)𝜓𝑘−1(𝑡1) 𝑑𝑡1, 𝑘 ≥ 1.
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Имеем отсюда

𝜓(𝑡, 𝜇) = 𝑡+ 𝜇

𝑡w

0

(𝑡− 𝑡1) 𝑡1 𝑝(𝑡1) 𝑑𝑡1 +

+ 𝜇2
𝑡w

0

(𝑡− 𝑡1) 𝑝(𝑡1) 𝑑𝑡1

𝑡1w

0

(𝑡1 − 𝑡2) 𝑡2 𝑝(𝑡2) 𝑑𝑡2 + ... ,

т.е.

𝜓(𝑡) = 𝑡−
𝑡w

0

(𝑡− 𝑡1) 𝑡1 𝑝(𝑡1) 𝑑𝑡1 +

+

𝑡w

0

(𝑡− 𝑡1) 𝑝(𝑡1) 𝑑𝑡1

𝑡1w

0

(𝑡1 − 𝑡2) 𝑡2 𝑝(𝑡2) 𝑑𝑡2 + ... , 𝑡 ∈ (−∞,∞).

Составим характеристическое уравнение

det
[︀
𝑋(𝜔) − 𝜌𝐸

]︀
=

⃒⃒
⃒⃒𝜙(𝜔) − 𝜌 𝜓(𝜔)

𝜙(𝜔) 𝜓(𝜔) − 𝜌

⃒⃒
⃒⃒ = 0.

С учетом того, что

det 𝑋(𝜔) = det 𝑋(0) exp

[︂ 𝜔w

0

Sp𝑃 (𝑡) 𝑑𝑡

]︂
= 1,

будем иметь: 𝜌2 − 𝑎𝜌+ 1 = 0, где константа Ляпунова 𝑎 равна

𝑎 = 𝜙(𝜔) + 𝜓(𝜔) = Sp𝑋(𝜔).

Из предыдущих равенств следует, что

𝜓(𝑡) = 1 −
𝑡w

0

𝑡1 𝑝(𝑡1) 𝑑𝑡1 +

𝑡w

0

𝑝(𝑡1) 𝑑𝑡1

𝑡1w

0

(𝑡1 − 𝑡2) 𝑡2 𝑝(𝑡2) 𝑑𝑡2 + ... .

Значит, число 𝑎 определяется выражением

𝑎 = 2 − 𝜔

𝜔w

0

𝑝(𝑡1) 𝑑𝑡1 +

𝜔w

0

𝑑𝑡1

𝑡1w

0

𝑑𝑡2 (𝜔 − 𝑡1 + 𝑡2)(𝑡1 − 𝑡2) 𝑝(𝑡1) 𝑝(𝑡2) −
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−
𝜔w

0

𝑑𝑡1

𝑡1w

0

𝑑𝑡2

𝑡2w

0

𝑑𝑡3 (𝜔−𝑡1+𝑡3)(𝑡1−𝑡2)(𝑡2−𝑡3) 𝑝(𝑡1) 𝑝(𝑡2) 𝑝(𝑡3) + ... .

С помощью этого соотношения получим следующий признак
неустойчивости уравнения (2.10).

Теорема 2.17. Если непрерывный периодический коэффициент
𝑝(𝑡) может принимать лишь отрицательные или нулевые значе-
ния, не будучи тождественно равным нулю, то линейное уравне-
ние (2.10) неустойчиво, причем мультипликаторы положитель-
ны и один из них больше единицы, а другой — меньше.

Для случая, когда 𝑝(𝑡) ≥ 0, имеем утверждение, называемое
интегральным признаком устойчивости Ляпунова.

Теорема 2.18. Если непрерывная 𝜔–периодическая функция
𝑝(𝑡) может принимать лишь положительные или нулевые значе-
ния, не будучи тождественно равной нулю, и при этом выполнено
неравенство: 0 < 𝜔

r 𝜔

0
𝑝(𝑡) 𝑑𝑡 ≤ 4, то все решения 𝑥(𝑡) уравнения

(2.10) ограничены вместе с их производными первого порядка на
(−∞,∞), т.е. уравнение (2.10) устойчиво.

В качестве следствия отметим, что если уравнение (2.10) с
непрерывным положительным 𝜔–периодическим коэффициентом
𝑝(𝑡) имеет неограниченное решение, то тогда выполнено неравен-
ство: 𝜔

r 𝜔

0
𝑝(𝑡) 𝑑𝑡 > 4.

Модельный пример. Пусть задано уравнение Матье

𝑥+
(︀
𝛼+ 𝛽 cos 𝑡

)︀
𝑥 = 0, 𝛼 > 0, |𝛽 | ≤ 𝛼.

Имеем: 𝑝(𝑡) = 𝛼+ 𝛽 cos 𝑡, 𝜔 = 2𝜋. Значит,

𝜔

𝜔w

0

𝑝(𝑡) 𝑑𝑡 = 2𝜋

2𝜋w

0

(𝛼+ 𝛽 cos 𝑡) 𝑑𝑡 = 4𝜋2𝛼.

В силу интегрального признака Ляпунова отсюда область устойчи-
вости задается неравенствами: |𝛽 | ≤ 𝛼, 0 < 𝛼 ≤ 1/(𝜋2).
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Рассмотрим далее гамильтонову (каноническую) систему ДУ
с функцией Гамильтона 𝐻 :

𝑞 =
𝜕𝐻

𝜕𝑝
, 𝑝 = − 𝜕𝐻

𝜕𝑞
, (2.16)

где 𝐻 = ℎ(𝑡, 𝑞1, ..., 𝑞𝑛, 𝑝1, ..., 𝑝𝑛) ≡ 𝐻(𝑡, 𝑞, 𝑝) ∈ 𝐶] 𝑡 ], 𝐶1[ 𝑞, 𝑝 ]. Если
𝐻 не зависит явно от времени 𝑡 : 𝐻 = 𝐻(𝑞, 𝑝), то каноническая
система (2.16) допускает первый интеграл 𝐻(𝑞, 𝑝) = ℎ = const.

Введем обозначения

𝑥 =

(︂
𝑞
𝑝

)︂
∈ 𝑅2𝑛, 𝐽 = 𝐽2𝑛 =

(︂
𝑞

0 𝐸𝑛

−𝐸𝑛 0

)︂
∈ 𝑅2𝑛 ×𝑅2𝑛,

где матрица 𝐽 носит название симплектической единицы. Система
(2.16) в этих обозначениях запишется так:

𝑥 = 𝐽
𝜕𝐻

𝜕𝑥
,

𝜕𝐻

𝜕𝑥
≡

(︂
𝜕𝐻/𝜕𝑞
𝜕𝐻/𝜕𝑝

)︂
.

Пусть 𝑞 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑝 = (𝑥𝑛+1, ..., 𝑥2𝑛). Тогда 𝐻 = 𝐻(𝑡, 𝑥).
Если функция 𝐻 является квадратичной формой 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 :

𝐻(𝑡, 𝑥) =
1

2

∑︁

𝑗,𝑘

𝑎𝑗𝑘(𝑡)𝑥𝑗𝑥𝑘, 𝑎𝑗𝑘(𝑡) = 𝑎𝑘𝑗(𝑡),

то тогда

𝜕𝐻

𝜕𝑥
=

⎛
⎜⎝

∑︀
𝑘 𝑎1𝑘(𝑡)𝑥𝑘

...∑︀
𝑘 𝑎2𝑛,𝑘(𝑡)𝑥𝑘

⎞
⎟⎠ ≡ 𝐴(𝑡)𝑥,

где 𝐴(𝑡) =
(︀
𝑎𝑗𝑘(𝑡)

)︀
— симметрическая матрица. Тем самым имеем

линейную гамильтонову систему

𝑥 = 𝐽 𝐴(𝑡)𝑥, 𝐻(𝑡, 𝑥) =
1

2

(︀
𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥

)︀
, Sp

[︀
𝐽 𝐴(𝑡)

]︀
= 0. (2.17)

Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅2𝑛 — любые решения системы (2.17). Тогда име-
ет место следующее утверждение: для любых двух решений 𝑥 и 𝑦
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системы (2.17) остается постоянным их симплектическое произве-
дение: 𝑢 = (𝑥, 𝐽𝑦) ≡ const.

Из курса алгебры известно, что многочлен степени 𝑛 :

𝑓(𝑧) = 𝑎0𝑧
𝑛 + 𝑎1𝑧

𝑛−1 + ... + 𝑎𝑛, 𝑎0 ̸= 0, 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦,

называется возвратным, если его коэффициенты, симметрично
расположенные относительно крайних членов многочлена, равны
между собой: 𝑎𝑘 = 𝑎𝑛−𝑘, 𝑘 = 0, 1, ... . Отсюда следует, что для воз-
вратного многочлена 𝑓(𝑧) степени 𝑛 имеет место тождество:

𝑓

(︂
1

𝑧

)︂
≡ 1

𝑧𝑛
𝑓(𝑧), 𝑧 ̸= 0.

В обратную сторону имеем: если это тождество имеет место, то мно-
гочлен 𝑓(𝑧) возвратный. Для возвратного многочлена 𝑓(𝑧) уравне-
ние 𝑓(𝑧) = 0 называется возвратным.

Пусть возвратное уравнение имеет четную степень 𝑛. Тогда под-
становка 𝑡 = 𝑧 + 1/𝑧 приводит его к уравнению степени 𝑛/2 отно-
сительно неизвестного 𝑡. Возвратное уравнение нечетной степени
𝑛 имеет корень 𝑧 = − 1. Выделение этого корня приводит к воз-
вратному уравнению четной степени 𝑛− 1. Следовательно, с помо-
щью указанной подстановки можно привести возвратное уравнение
нечетной степени 𝑛 к алгебраическому уравнению степени (𝑛−1)/2.

Подытоживая, придем к следующему утверждению. В возврат-
ном уравнении каждому его корню 𝑧𝑠 ̸= ± 1 соответствует взаимно
обратный корень 1/𝑧𝑠 той же кратности. Если, помимо этого, урав-
нение имеет корень 𝑧 = 1, то кратность этого корня четная; если
же оно имеет корень 𝑧 = − 1, то его кратность сравнима со степе-
нью уравнения 𝑛 по mod 2 (кратность корня 𝑧 = − 1) четная, если
𝑛 четно, и нечетная, если 𝑛 нечетно). Как следствие получим, что
если возвратное уравнение четной степени имеет корень 𝑧 = 1 или
корень 𝑧 = − 1, то эти корни четной кратности.

Теорема 2.19 (Теорема Ляпунова–Пуанкаре). Если
матрица 𝐴(𝑡) линейной гамильтоновой системы (2.17) 𝜔–
периодическая, то характеристическое уравнение 𝑓(𝜌) ≡ det

[︀
𝜌𝐸−

𝑋(𝜔)
]︀

= 0, где 𝑋(𝜔) — матрица монодромии, является возврат-
ным.
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Из этой теоремы вытекают следствия: 1. Для гамильтоновой си-
стемы (2.17) с 𝜔–периодической матрицей 𝐴(𝑡) мультипликаторы 𝜌𝑠
и 1/𝜌𝑠, | 𝜌𝑠 | ̸= 1, имеют одинаковую кратность. 2. Если характери-
стическое уравнение det

[︀
𝜌𝐸 −𝑋(𝜔)

]︀
= 0 имеет корень 𝜌 = 1 или

𝜌 = − 1, то эти корни четной кратности.

Из теоремы 2.19 также следует, что система (2.17) не является
асимптотически устойчивой.

Теорема 2.20. Система (2.17) с периодическими коэффициен-
тами устойчива тогда и только тогда, когда все ее мультиплика-
торы 𝜌𝑗 расположены на единичной окружности | 𝜌 | = 1 и имеют
простые элементарные делители.

Пусть дифференциальная система имеет вид: 𝑥+𝐵(𝑡)𝑥 = 0, где
𝐵(𝑡) — периодическая и симметрическая (𝑛×𝑛)–матрица: 𝐵(𝑡+𝜔) =
𝐵(𝑡), 𝐵*(𝑡), 𝜔 > 0. Исходное уравнение запишем в виде системы

𝑥 = 𝑦, 𝑦 = −𝐵(𝑡)𝑥, (2.18)

или

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑥
𝑦

)︂
= 𝐽 𝐴(𝑡)

(︂
𝑥
𝑦

)︂
, 𝐴(𝑡) =

(︂
𝐵(𝑡) 0

0 𝐸𝑛

)︂
, 𝐴*(𝑡) = 𝐴(𝑡).

Можем утверждать в силу симметричности матрицы 𝐴(𝑡), что ха-
рактеристическое уравнение для периодической системы (2.18) воз-
вратное.

Возьмем теперь неоднородную периодическую систему

𝑦 = 𝐴(𝑡) 𝑦 + 𝑓(𝑡), (2.19)

где 𝐴(𝑡), 𝑓(𝑡) — непрерывные (𝑛 × 𝑛) и (𝑛 × 1)–матрицы с общим
периодом 𝜔 > 0.

Теорема 2.21. Если однородная периодическая система 𝑥 =
𝐴(𝑡)𝑥 не имеет нетривиальных 𝜔–периодических решений, т.е.
все ее мультипликаторы отличны от единицы (𝜌𝑗 ̸= 1), то соот-
ветствующая неоднородная периодическая система (2.19) имеет
единственное периодическое решение с периодом 𝜔.
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Замечания. 1. Периодическое решение 𝑦(𝑡) системы (2.19) мо-
жет быть записано в виде

𝑦(𝑡) =

𝜔w

0

𝐺(𝑡, 𝜏) 𝑓(𝜏) 𝑑𝜏,

где

𝐺(𝑡, 𝜏) =

{︃
𝑋(𝑡)

[︀
𝐸 −𝑋(𝜔)

]︀−1
𝑋−1(𝜏), 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 𝜔,

𝑋(𝑡+ 𝜔)
[︀
𝐸 −𝑋(𝜔)

]︀−1
𝑋−1(𝜏), 0 ≤ 𝑡 < 𝜏 ≤ 𝜔.

Здесь 𝑋(𝑡) — нормированная при 𝑡 = 0 фундаментальная матрица
однородной системы.

2. Если однородная система 𝑥 = 𝐴(𝑡)𝑥 имеет нетривиальные 𝜔–
периодические решения (резонансный случай), то соответствующая
неоднородная система (2.19) допускает 𝜔–периодическое решение
не всегда.

Теорема 2.22. Пусть линейная однородная 𝜔–периодическая
система 𝑥 = 𝐴(𝑡)𝑥 допускает 𝑘 линейно независимых 𝜔–
периодических решений 𝜙1(𝑡), ..., 𝜙𝑘(𝑡), 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Тогда

1) сопряженная система 𝜉 = −𝐴*(𝑡) 𝜉 имеет также 𝑘 линейно
независимых 𝜔–периодических решений 𝜓1(𝑡), ..., 𝜓𝑘(𝑡);

2) соответствующая неоднородная система (2.19) имеет 𝜔–
пери-одические решения тогда и только тогда, когда выполнены
условия ортогональности:

r 𝜔

0

(︀
𝜓𝑠(𝑡), 𝑓(𝑡)

)︀
𝑑𝑡 = 0, 𝑠 = 1, 𝑘, причем

в этом случае 𝜔–периодические решения системы (2.19) образуют
𝑘–параметрическое семейство интегральных кривых.

Теорема 2.23 (Теорема Массера). Если линейная неоднород-
ная 𝜔–периодическая система (2.19) имеет ограниченное решение
𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0, то у этой системы существует 𝜔–периодическое ре-
шение.

Сформулируем еще одно утверждение, вытекающее из этой тео-
ремы как следствие: если система (2.19) не имеет 𝜔–периодических
решений, то все решения этой системы не ограничены как на полу-
оси 𝑡 ≥ 0, так и на полуоси 𝑡 ≤ 0.
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В завершении параграфа обратимся к случаю, когда задана сла-
бо нелинейная (квазилинейная) периодическая система вида

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡) 𝑦 + 𝑓(𝑡) + 𝜇𝜙(𝑡, 𝑦), (2.20)

где 𝐴(𝑡), 𝑓(𝑡) — 𝜔–периодичны, 𝜙(𝑡, 𝑦) ∈ 𝐶[ 𝑡 ], 𝐶1[ 𝑦 ]; 𝜙(𝑡 + 𝜔, 𝑦) =
𝜙(𝑡, 𝑦), 𝜇 — малый параметр. При 𝜇 = 0 система (2.20) совпадает
с линейной неоднородной (порождающей) периодической системой
(2.19).

Метод малого параметра, предложенный Пуанкаре, о существо-
вании 𝜔–периодических решений системы (2.20) в своем концентри-
рованном виде используется в следующей теореме.

Теорема 2.24. Если все мультипликаторы порождающей си-
стемы (2.19) отличны от единицы, то при достаточно малых |𝜇 |
нелинейная система (2.20) имеет единственное 𝜔–периодическое
решение 𝑦(𝑡, 𝜇) такое, что lim𝜇→0 𝑦(𝑡, 𝜇) = 𝑦0(𝑡), где 𝑦0(𝑡) — 𝜔–
периодическое решение порождающей системы (2.19).

2.3 Второй (прямой) метод Ляпунова

Перейдем к изучению второго или, как его часто называют, прямо-
го метода Ляпунова в теории устойчивости, пользуясь в основном
учебным материалом работ [37, 150]. Рассмотрим дифференциаль-
ную систему (невозмущенное движение)

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑌 (𝑡, 𝑦), (2.21)

полагая при этом, что 𝑌 ∈ 𝐶[ 𝑡 ], 𝐶1[ 𝑦 ] на Ω =
{︀

(𝑡, 𝑦) : 𝑎 < 𝑡 <

∞, 𝑦 ∈ 𝐺
}︀
, 𝑎 — число или символ −∞, 𝐺 ⊂ 𝑅𝑛. Тогда для лю-

бой начальной точки (𝑡0, 𝑦0) ∈ Ω справедлива локальная теорема
существования и единственности решения 𝑦(𝑡) системы (2.21) с на-
чальными условиями 𝑦(𝑡0) = 𝑦0.

Обозначим через 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞), 𝑡0 > 𝑎 — решение системы
(2.21), устойчивость которого надо исследовать. Пусть ℎ — окрест-
ность этого решения 𝑈ℎ(𝑦(𝑡)) ⊂ 𝐺, где 𝑈ℎ(𝑦(𝑡)) =

{︀
‖ 𝑦(𝑡) − 𝑦(𝑡) ‖ <

ℎ ≤ ∞, 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞)
}︀
. Обозначим также 𝑥 = 𝑦 − 𝑦(𝑡) — отклоне-
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ние одного решения от другого. Поскольку ˙̄𝑦 = 𝑌 (𝑡, 𝑦(𝑡)), то для 𝑥
получим ДУ

𝑥 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑋(𝑡, 0) ≡ 0, (2.22)

где

𝑋(𝑡, 𝑥) =
[︀
𝑌 (𝑡, 𝑥+𝑦(𝑡))−𝑌 (𝑡, 𝑦)

]︀
∈ 𝐶[ 𝑡 ], 𝐶1[𝑥 ], 𝑡 ∈ (𝑎,∞), ‖𝑥 ‖ < ℎ.

Видим, что система (2.22) имеет тривиальное решение 𝑥 = 0. Это
решение соответствует данному решению 𝑦 = 𝑦(𝑡). Систему (2.22)
называют приведенной. Согласно Ляпунову она называется систе-
мой уравнений возмущенного движения. Итак, установлено, что
анализ устойчивости решения 𝑦 = 𝑦(𝑡) системы (2.21) сводится к
анализу устойчивости тривиального решения (положения равнове-
сия) 𝑥 = 0 системы (2.22).

Введем в рассмотрение функцию 𝑉 = 𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶[ 𝑡 ], 𝐶1[𝑥 ] в
𝑍 =

{︀
𝑡 ∈ (𝑎,∞), ‖𝑥 ‖ < ℎ

}︀
.

Определение 2.9. 1. Действительная непрерывная
скалярная функция 𝑉 (𝑡, 𝑥) называется знакопостоянной
(знакоположительной или знакоотрицательной) в 𝑍, если
𝑉 (𝑡, 𝑥) ≥ 0 (или 𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ 0) при (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑍.

2. Функция 𝑉 (𝑡, 𝑥) называется положительно определенной в
𝑍, если найдется скалярная функция 𝑊 (𝑥) ∈ 𝐶[𝑥 ], ‖𝑥 ‖ < ℎ та-
кая, что 𝑉 (𝑡, 𝑥) ≥𝑊 (𝑥) > 0, 𝑉 (𝑡, 0) = 𝑊 (0) = 0 при ‖𝑥 ‖ ≠ 0.

3. Функция 𝑉 (𝑡, 𝑥) называется отрицательно определенной в 𝑍,
если найдется такая скалярная функция 𝑊 (𝑥) ∈ 𝐶[𝑥 ], ‖𝑥 ‖ < ℎ,
что 𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤𝑊 (𝑥) < 0, 𝑉 (𝑡, 0) = 𝑊 (0) = 0 при ‖𝑥 ‖ ≠ 0.

Положительно или отрицательно определенная функция на-
зывается знакоопределенной.

Определение 2.10. Говорят, что функция 𝑉 (𝑡, 𝑥) имеет бес-
конечно малый высший предел при 𝑥 → 0, если при некотором
𝑡0 > 𝑎 функция 𝑉 (𝑡, 𝑥) стремится равномерно по 𝑡 к нулю, т.е.
∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 такое, что |𝑉 (𝑡, 𝑥) | < 𝜀 при ‖𝑥 ‖ < 𝛿 и
𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞).

Рассмотрим приведенную систему (2.22) с решением 𝑥 = 𝑥(𝑡)
и возьмем некоторую функцию 𝑉 = 𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶1[ 𝑡 ], 𝐶1[𝑥 ] в 𝑍.
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Функцию

𝑉 (𝑡, 𝑥) =
𝑑𝑉 (𝑡, 𝑥)

𝑑𝑡
=
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
𝑋𝑖(𝑡, 𝑥) =

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
(︀
grad𝑉, 𝑋

)︀

называют полной производной по времени 𝑡 функции 𝑉 (𝑡, 𝑥) в силу
системы (2.22).

Следующую теорему называют первой теоремой Ляпунова (тео-
ремой об устойчивости).

Теорема 2.25. Если для приведенной системы (2.22) суще-
ствует положительно определенная скалярная функция 𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈
𝐶1[ 𝑡 ], 𝐶1[𝑥 ], 𝑡 ≥ 𝑡0, допускающая знакоотрицательную производ-
ную по времени 𝑉 (𝑡, 𝑥) в силу системы, то тривиальное решение
𝑥 = 0 данной системы устойчиво по Ляпунову.

Укажем на следствия из этой теоремы. 1. Пусть выполнены
условия теоремы 2.25. Тогда все решения 𝑥(𝑡) системы (2.22) с до-
статочно малыми по норме начальными значениями 𝑥(𝑡0) бесконеч-
но продолжаемы вправо и ограничены при 𝑡 ≥ 𝑡0.

2. Если для линейной однородной системы 𝑥 = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝐴(𝑡) ∈
𝐶[ 𝑡0,∞) существует положительно определенная функция 𝑉 (𝑡, 𝑥),
у которой в силу системы 𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ 0, то все решения 𝑥(𝑡) этой
системы определены и ограничены при 𝑡 ≥ 𝑡0.

Модельный пример. Требуется исследовать устойчивость
стационарных вращений твердого тела в случае Эйлера [87]. На-
помним, как выглядят уравнения движения. Пусть твердое тело
совершает вращение вокруг точки 𝑂. Введем подвижную СК 𝑂𝑥𝑦𝑧,
жестко связанную с телом; 𝑝, 𝑞, 𝑟 — проекции вектора угловой ско-
рости 𝜔 тела на ее оси. Пусть 𝑂𝑥,𝑂𝑦,𝑂𝑧 — главные оси инерции
тела для точки 𝑂. Тогда моменты инерции: 𝐽𝑥𝑦 = 𝐽𝑥𝑧 = 𝐽𝑦𝑧 =
0; 𝐽𝑥 = 𝐴, 𝐽𝑦 = 𝐵, 𝐽𝑧 = 𝐶 — главные моменты инерции. Динами-
ческие уравнения Эйлера для случая, когда внешние моменты сил,
действующих на тело, отсутствуют (случай Эйлера) имеют вид

𝐴𝑝+(𝐶−𝐵) 𝑞𝑟 = 0, 𝐵𝑞+(𝐴−𝐶) 𝑟𝑝 = 0, 𝐶𝑟+(𝐵−𝐴) 𝑝𝑞 = 0.
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Если вращение стационарно, угловая скорость 𝜔 постоянна и вели-
чины 𝑝, 𝑞, 𝑟 постоянны. Тогда получим уравнения движения

(𝐶 −𝐵) 𝑞𝑟 = 0, (𝐴− 𝐶) 𝑟𝑝 = 0, (𝐵 −𝐴) 𝑝𝑞 = 0.

Отсюда следует, что стационарное вращение тела происходит во-
круг любой из главных осей инерции тела для точки 𝑂.

Проанализируем устойчивость движения, в котором 𝑝 = 𝜔 =
const, 𝑞 = 0, 𝑟 = 0. Этому движению отвечает вращение вокруг оси
𝑂𝑥, соответствующей моменту инерции 𝐴. В этом случае динами-
ческие уравнения Эйлера имеют два первых интеграла

𝑈1 = 2𝑇 = 𝐴𝑝2+𝐵𝑞2+𝐶𝑟2, 𝑈2 = 𝐾2
0 = 𝐴2𝑝2+𝐵2𝑞2+𝐶2𝑟2, (*)

где 𝑇 = const — кинетическая энергия тела, 𝐾0 = const — кинети-
ческий момент тела; 𝐾2

0 — квадрат длины вектора 𝐾0; 𝐾0 = 𝑀0 =
0, 𝑀0 — главный момент внешних сил относительно неподвижной
точки 𝑂.

Введем возмущения 𝑥, 𝑦, 𝑧 по формулам: 𝑝 = 𝜔 + 𝑥, 𝑞 = 𝑦, 𝑟 = 𝑧
и подставим эти выражения в интегралы (*). Отбрасывая несуще-
ственные постоянные в соотношениях для 𝑈1 и 𝑈2, получим первые
интегралы для уравнений возмущенного движения:

𝑈1 = 𝐴𝑥2+𝐵𝑦2+𝐶𝑧2+2𝐴𝜔𝑥, 𝑈2 = 𝐴2𝑥2+𝐵2𝑦2+𝐶2𝑧2+2𝐴2𝜔𝑥.

Возьмем далее функцию 𝑉 в виде: 𝑉 = 𝑈2
1 + 𝑈2

2 . Понятно, что
𝑉 ≥ 0, ∀𝑥, 𝑦, 𝑧. Легко показать, что если 𝐴 — это наименьший
или наибольший из моментов инерции, то функция 𝑉 определен-
но положительная. Для этого надо показать, что при малых 𝑥, 𝑦, 𝑧
система уравнений

𝑈1 = 0, 𝑈2 = 0 (**)

имеет единственное решение 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0. В самом деле, из
уравнений (**) получим

𝐴𝑈1 − 𝑈2 ≡ 𝐵 (𝐴−𝐵) 𝑦2 + 𝐶 (𝐴− 𝐶) 𝑧2 = 0.

Если по предположению 𝐴 — наименьший или наибольший из
моментов инерции, то последнее равенство имеет место, лишь когда
𝑦 = 𝑧 = 0. Тогда из (**) вытекает, что 𝑥 = 0 или 𝑥 = − 2𝜔 и при

2.3. Второй (прямой) метод Ляпунова 83

достаточно малых 𝑥, 𝑦, 𝑧 система (**) имеет единственное решение
𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0.

Таким образом, стационарные вращения твердого тела в слу-
чае Эйлера вокруг оси наименьшего или наибольшего из моментов
инерции устойчивы по Ляпунову относительно к возмущениям ве-
личин 𝑝, 𝑞, 𝑟. Если, скажем, ось 𝑂𝑦 отвечает среднему по величине
моменту инерции, то при малом возмущении стационарного вра-
щения вокруг оси 𝑂𝑦 вектор угловой скорости с течением времени
покидает окрестность этой оси — имеем неустойчивость стационар-
ного вращения вокруг оси 𝑂𝑦.

Перейдем ко второй теореме Ляпунова (теореме об асимптоти-
ческой устойчивости).

Теорема 2.26. Пусть для приведенной системы (2.22)
существует положительно определенная функция 𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈
𝐶1[ 𝑡 ], 𝐶1[𝑥 ], допускающая бесконечно малый высший предел при
𝑥→ 0 и имеющая отрицательно определенную 𝑉 (𝑡, 𝑥) в силу этой
системы. Тогда тривиальное решение 𝑥 = 0 системы асимптоти-
чески устойчиво по Ляпунову при 𝑡→ ∞.

Имеются следствия из этой теоремы. 1. В условиях теоремы 2.26
множество ‖𝑥 ‖ ≤ ℎ <∞ принадлежит области притяжения триви-
ального решения 𝑥 = 0. 2. В условиях теоремы 2.26 каждое решение
линейной однородной системы 𝑥 = 𝐴(𝑡)𝑥 асимптотически устойчи-
во в целом.

Следующее утверждение носит название теоремы Барбашина–
Красовского. Пусть определены функция 𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶1[ 𝑡 ], 𝐶1[𝑥 ] и
функции𝑊 (𝑥), 𝑊0(𝑥), 𝑊1(𝑥) ∈ 𝐶[𝑥 ] такие, что выполняются усло-
вия: 1) 𝑊 (𝑥) ≤ 𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ 𝑊0(𝑥); 2) 𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ −𝑊1(𝑥) в силу урав-
нения (2.22); 3) lim| 𝑥 |→∞ 𝑊 (𝑥) = ∞. Тогда тривиальное решение
системы (2.22) асимптотически устойчиво в целом.

Следующая третья теорема Ляпунова — это теорема о
неустойчивости.

Теорема 2.27. Предположим, что для приведенной систе-
мы (2.22) ∃𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶1[ 𝑡 ], 𝐶1[𝑥 ], допускающая бесконечно малый
высший предел при 𝑥 → 0 и имеющая знакоопределенную произ-
водную 𝑉 (𝑡, 𝑥) по 𝑡 в силу системы. Если при некотором 𝑡0 > 𝑎 в
любой окрестности ‖𝑥 ‖ < ∆ ≤ ℎ найдется точка (𝑡0, 𝑥0), для ко-
торой знак функции 𝑉 (𝑡, 𝑥) такой же, как и знак функции 𝑉 (𝑡, 𝑥),
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т.е. 𝑉 (𝑡0, 𝑥0)𝑉 (𝑡0, 𝑥0) > 0, то тривиальное решение 𝑥 = 0 систе-
мы (2.22) неустойчиво по Ляпунову.

Отметим, что в этой теореме функция 𝑉 (𝑡, 𝑥), в отличие
от 𝑉 (𝑡, 𝑥), не обязательно является знакоопределенной. Функции
𝑉 (𝑡, 𝑥), о которых идет речь в теоремах 2.25 – 2.27 называются
функциями Ляпунова.

Условия третьей теоремы Ляпунова можно ослабить и прийти
к теореме Четаева о неустойчивости движения, суть которой сво-
дится к тому, что если для приведенной системы (2.22) ∃𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈
𝐶1[ 𝑡 ], 𝐶1[𝑥 ], ограниченная в области, где 𝑉 (𝑡, 𝑥) ≥ 𝛼 > 0, ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0
и в сколь угодно малой окрестности нуля переменных 𝑥, для кото-
рой 𝑉 (𝑡, 𝑥) ≥ 𝛽 > 0, где 𝛽 = 𝛽(𝛼), в силу системы (2.22), то тогда
тривиальное решение этой системы неустойчиво по Ляпунову при
𝑡→ ∞.

Тривиальное решение 𝑥 = 0 приведенной системы (2.22) назы-
вается экспоненциально устойчивым при 𝑡→ ∞, если для каждого
решения 𝑥(𝑡) этой системы в некоторой области 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞), ‖𝑥 ‖ ≤
ℎ имеет место неравенство

‖𝑥(𝑡) ‖ ≤ 𝑁 ‖𝑥(𝑡0) ‖ 𝑒−𝛼 (𝑡−𝑡0), 𝑡 ≥ 𝑡0,

где 𝑁,𝛼 — положительные постоянные, не зависящие от выбора
решения 𝑥(𝑡). Заметим, что из экспоненциальной устойчивости ре-
шения 𝑥 = 0 следует его асимптотическая устойчивость. Если 𝑥(𝑡)
— нетривиальное решение приведенной системы (2.22), то оно бу-
дет экспоненциально устойчиво, если близкие к нему при 𝑡 = 𝑡0
решения 𝜉(𝑡) удовлетворяют неравенству

‖𝑥(𝑡)− 𝜉(𝑡) ‖ ≤ 𝑁 ‖𝑥(𝑡0)− 𝜉(𝑡0) ‖ 𝑒−𝛼 (𝑡−𝑡0), 𝑡 ≥ 𝑡0, 𝑁, 𝛼 > 0.

Имеет место следующее утверждение. Пусть тривиальное реше-
ние 𝑥 = 0 системы 𝑥 = 𝐴𝑥, где 𝐴 — постоянная матрица, асимпто-
тически устойчиво при 𝑡 → ∞, тогда эта система экспоненциально
устойчива (все ее решения экспоненциально устойчивы при 𝑡→ ∞).
Заметим здесь также, что если 𝐴 = 𝐴(𝑡) — матрица с переменными
коэффициентами, то это утверждение, вообще говоря, не верно.

Теорема 2.28. Если существует положительно определенная
квадратичная форма 𝑉 (𝑥) = (𝐴𝑥, 𝑥), производная которой 𝑉 (𝑥) в
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силу приведенной системы (2.22) удовлетворяет неравенству

𝑉 (𝑥) ≤𝑊 (𝑥), 𝑊 (𝑥) ≡ − (𝐵𝑥, 𝑥),

где 𝑡 ≥ 𝑡0, ‖𝑥 ‖ ≤ ℎ, 𝑊 (𝑥) — отрицательно определенная квадра-
тичная форма, 𝐴 и 𝐵 — постоянные симметрические матрицы,
то тривиальное решение 𝑥 = 0 этой системы экспоненциально
устойчиво при 𝑡→ ∞.

Следующая теорема Персидского посвящена выяснению вопро-
са об обращении первой теоремы Ляпунова.

Теорема 2.29. Пусть приведенная система (2.22) допускает
тривиальное решение 𝑥 = 0, устойчивое по Ляпунову. Тогда для
этой системы в области 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞), ‖𝑥 ‖ < ℎ существует функ-
ция Ляпунова, удовлетворяющая условиям первой теоремы Ляпу-
нова об устойчивости.

Рассмотрим ниже систему ДУ вида

𝑥 = 𝐴𝑥+ 𝜙(𝑡, 𝑥), (2.23)

где 𝐴 — постоянная матрица, 𝜙(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶, 𝑡 ≥ 𝑡0 = 0, ‖𝑥 ‖ < ℎ.
Положим 𝜙(𝑡, 𝑥) = 𝑜(‖𝑥 ‖), т.е. 𝜙(𝑡, 𝑥)/‖𝑥 ‖ → 0 равномерно по 𝑡
при 𝑥→ 0. Систему (2.23) часто называют квазилинейной. Видим,
что она имеет тривиальное решение 𝑥 = 0.

Теорема 2.30 (Теорема Ляпунова). Если все собственные
значения 𝜆𝑗(𝐴), 𝑗 = 1, 𝑛, матрицы 𝐴 имеют отрицательные ве-
щественные части: Re𝜆𝑗(𝐴) < 0, 𝑗 = 1, 𝑛, то тривиальное реше-
ние 𝑥 = 0 квазилинейной системы (2.23) асимптотически устой-
чиво по Ляпунову.

Как следствие из этой теоремы вытекает, что тривиальное ре-
шение 𝑥 = 0 экспоненциально устойчиво при 𝑡→ ∞.

Возьмем нелинейную автономную систему вида

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑦), 𝑓(𝑦) ∈ 𝐶2, (2.24)
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где ‖ 𝑦 ‖ < ℎ. Если 𝑓(𝑦0) = 0, то 𝑦 = 𝑦0 есть состояние равновесия
системы (2.24). Положим 𝑦 = 𝑦0 + 𝑥. Тогда

𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑦0) + 𝑓 ′(𝑦0)𝑥+ 𝑜
(︀
‖𝑥 ‖

)︀
= 𝐴𝑥+ 𝑜

(︀
‖𝑥 ‖

)︀
,

где 𝐴 = 𝑓 ′(𝑦0) =
(︀
𝑓𝑗𝑘(𝑦0)

)︀
— матрица Якоби. Полагая 𝑥 = 𝑦−𝑦0 за

новую переменную, где 𝑦−𝑦0 — отклонение вектора 𝑦 от положения
равновесия 𝑦0, получим систему: 𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝑜

(︀
‖𝑥 ‖

)︀
. На основании

теоремы 2.30 Ляпунова имеем следующее утверждение.

Теорема 2.31. Если все собственные значения матрицы Яко-
би 𝐴 = 𝑓 ′(𝑦0) имеют отрицательные вещественные части, то со-
стояние равновесия 𝑦 = 𝑦0 нелинейной автономной системы (2.24)
асимптотически устойчиво по Ляпунову при 𝑡→ ∞.

Модельный пример. Пусть имеется уравнение нелинейных
колебаний маятника в сопротивляющейся среде

𝜃 + 𝑎𝜃 + 𝑏 sin 𝜃 = 0,

где 𝜃 — угловая координата; 𝑎, 𝑏 — положительные постоянные.
Приведем это уравнение к нормальной системе Коши:

𝜃 = 𝜔, 𝜔 = − 𝑎𝜔 − 𝑏 sin 𝜃.

Проанализируем устойчивость состояния равновесия 𝜃0 = 0,
𝜔0 = 0 этой системы. Для этого введем обозначения: 𝑦 =
(𝜃, 𝜔), 𝑦0 = (𝜃0, 𝜔0) = (0, 0). Тогда

𝑓(𝑦) =

(︂
𝜔

− 𝑎𝜔 − 𝑏 sin 𝜃

)︂
, 𝑓 ′(𝑦) =

(︂
0 1

− 𝑏 cos 𝜃 − 𝑎

)︂
,

𝐴 = 𝑓 ′(𝑦0) =

(︂
0 1
− 𝑏 − 𝑎

)︂
.

Запишем характеристическое уравнение

det (𝐴− 𝜆𝐸) =

⃒⃒
⃒⃒−𝜆 1
− 𝑏 − 𝑎− 𝜆

⃒⃒
⃒⃒ = 𝜆2 + 𝑎𝜆+ 𝑏 = 0.
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Поскольку 𝑎, 𝑏 > 0, то для характеристического уравнения выпол-
нено условие Гурвица, а это значит, что искомое состояние равно-
весия асимптотически устойчиво.

Теорема 2.32. Пусть квазилинейная система (2.23), где 𝐴 —
постоянная матрица, 𝜙(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶[ 𝑡 ≥ 𝑡0, ‖𝑥 ‖ < ℎ ], такова, что
равномерно по 𝑡 имеем: ‖𝜙(𝑡, 𝑥) ‖/‖𝑥 ‖ → 0 при 𝑥 → 0. Если хо-
тя бы одно собственное значение 𝜆𝑗 = 𝜆𝑗(𝐴), 𝑗 = 1, 𝑛, матрицы
𝐴 имеет положительную вещественную часть, то тривиальное
решение 𝑥 = 0 этой системы неустойчиво по Ляпунову.

Перейдем к рассмотрению теоремы Ляпунова об устойчивости
по первому приближению. Пусть имеется нелинейная система ДУ

𝑥 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥+ 𝑓(𝑡, 𝑥), (2.25)

где 𝐴(𝑡) ∈ 𝐶[ 𝑡 ≥ 𝑡0, sup𝑡 ‖𝐴(𝑡) ‖ < ∞ ], 𝑓(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶[ 𝑡 ], 𝐶1[𝑥 ], 𝑡 ∈
[ 𝑡0,∞), ‖𝑥 ‖ < ℎ, причем

‖ 𝑓(𝑡, 𝑥) ‖ ≤ 𝜓(𝑡) ‖𝑥 ‖𝑚, 𝑚 > 1. (2.26)

Здесь 𝜓(𝑡) — положительная, непрерывная функция 𝑡, 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞),
такая, что х.п. 𝜒[𝜓(𝑡) ] = 0, а норма матрицы 𝐴(𝑡) = (𝑎𝑖𝑗(𝑡)) пони-
мается в смысле нормы: ‖𝐴(𝑡) ‖ = max𝑗

∑︀
𝑘 | 𝑎𝑗𝑘(𝑡) |.

Теорема 2.33. Если система первого приближения:

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡) 𝑦 (2.27)

правильная и все ее х.п. 𝛼𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, отрицательны, причем вы-
полнено условие нелинейности (2.26), то тривиальное решение
𝑥 = 0 полной исходной системы (2.25) экспоненциально устойчиво
по Ляпунову при 𝑡→ ∞.

В качестве следствия отметим, что любое решение 𝑥(𝑡) нелиней-
ной системы (2.25) с начальными данными 𝑥(𝑡0), принадлежащими
достаточно малой окрестности ‖𝑥(𝑡0) ‖ < ∆, имеет х.п., удовлетво-
ряющий неравенству: 𝜒[𝑥(𝑡) ] ≤ max𝑘 𝛼𝑘, где 𝛼𝑘 — х.п. соответству-
ющей линейной системы (2.27).
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Модельный пример. Требуется исследовать на устойчивость
точку покоя 𝑥 = 0, 𝑦 = 0 системы

𝑥 = − 4𝑦 − 𝑥3, 𝑦 = 3𝑥− 𝑦3.

Характеристическое уравнение det

(︂
−𝜆 −4
3 −𝜆

)︂
= 0 для системы

первого приближения имеет чисто мнимые корни. В этом критиче-
ском случае провести исследование по первому приближению нель-
зя. Предлагается выбрать функцию Ляпунова вида 𝑉 = 3𝑥2 + 4𝑦2.
Имеем: 𝑉 (𝑥, 𝑦) ≥ 0, 𝑉 (0, 0) = 0,

𝑉 = 6𝑥 (− 4𝑦 − 𝑥3) + 8𝑦 (3𝑥− 𝑦3) = − (6𝑥4 + 8𝑦4) ≤ 0,

причем вне некоторой окрестности начала координат 𝑉 ≤ −𝛽 < 0.
Следовательно, точка покоя 𝑥 = 0, 𝑦 = 0 в силу второй теоремы
Ляпунова асимптотически устойчива.

Пусть дана линейная однородная система (2.27), где 𝛼1, ..., 𝛼𝑛

— ее х.п. Число

𝜅 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝛼𝑘 − lim𝑡→∞
1

𝑡

𝑡w

𝑡0

Sp𝐴(𝜏) 𝑑𝜏 (2.28)

называется мерой неправильности системы (2.27). С учетом нера-
венства Ляпунова (2.6)

∑︁

𝑘

𝛼𝑘 ≥ lim𝑡→∞
1

𝑡

𝑡w

𝑡0

Sp𝐴(𝜏) 𝑑𝜏

из формулы (2.28) получим

𝜅 ≥ lim𝑡→∞
1

𝑡

𝑡w

𝑡0

Sp𝐴(𝜏) 𝑑𝜏 − lim𝑡→∞
1

𝑡

𝑡w

𝑡0

Sp𝐴(𝜏) 𝑑𝜏 ≥ 0.

Видно, что система (2.27) правильная тогда и только тогда, когда
𝜅 = 0. Обобщением теоремы 2.33 Ляпунова для неправильных си-
стем является следующая теорема Массера.
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Теорема 2.34. Зададим нелинейную систему (2.25), причем бу-
дем считать, что 𝑓(𝑡, 0) ≡ 0. Если

1) ‖ 𝑓(𝑡, 𝑥) ‖ ≤ 𝜓(𝑡) ‖𝑥 ‖𝑚, 𝑚 > 1, где 𝜓(𝑡) — положительная
функция такая, что 𝜒[𝜓(𝑡) ] = 0;

2) для х.п. 𝛼1, ..., 𝛼𝑛 линейного приближения (2.27) выполнено
неравенство

max
𝑘

𝛼𝑘 < − 𝜅

𝑚− 1
≤ 0,

где 𝜅 — мера неправильности линейной системы (2.27), то тогда
тривиальное решение 𝑥 ≡ 0 нелинейной системы (2.25) асимпто-
тически устойчиво по Ляпунову при 𝑡→ ∞.

Из этой теоремы, в частности, вытекает, что для х.п. решений
𝑥(𝑡), где ‖𝑥(𝑡0) ‖ достаточно мало, справедлива оценка: 𝜒[𝑥(𝑡) ] ≤
max𝑘 𝛼𝑘.

2.4 Второй метод Ляпунова (продолжение)

Пусть имеется система

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑦), (2.29)

где 𝑓(𝑡, 𝑦) ∈ 𝐶[ 𝑡 ], 𝐶1[ 𝑦 ], 𝑡 ∈ 𝐼 = { 𝑎 < 𝑡 < ∞}, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛 и система
(2.29) имеет единственное решение 𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0), где 𝑡0 ∈ 𝐼.

Определение 2.11. Система (2.29) называется устойчивой
по Лагранжу, если: 1) каждое решение 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0), 𝑡0 ∈ 𝐼, неограни-
ченно продолжаемо вправо, т.е. имеет смысл при 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞); 2)
норма вектора ‖ 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0) ‖ ограничена на [ 𝑡0,∞).

Понятно, что если система (2.29) имеет ограниченное, асимпто-
тически устойчивое в целом решение 𝑦(𝑡), то эта система устойчива
по Лагранжу.

С помощью функций Ляпунова можно сформулировать утвер-
ждение о необходимых и достаточных условиях устойчивости си-
стемы (2.29) по Лагранжу.

Теорема 2.35. Для того, чтобы система (2.29) была устой-
чива по Лагранжу, необходимо и достаточно, чтобы в 𝐼 ×𝑅𝑛 су-
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ществовала функция 𝑉 (𝑡, 𝑦) такая, что: 1) 𝑉 (𝑡, 𝑦) ≥ 𝑊 (𝑦), где
𝑊 (𝑦) → ∞ при ‖ 𝑦 ‖ → ∞;

2) для каждого решения 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0) функция 𝑉 [ 𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0) ] бы-
ла невозрастающей относительно переменной 𝑡.

Заметим, что для случая достаточности условие 2) можно заме-
нить условием: 𝑉 (𝑡, 𝑦) ≤ 0 в силу системы (2.29).

Модельный пример. Задается скалярное ДУ, решения кото-
рого надо исследовать на устойчивость по Лагранжу:

𝑥+ 𝑝(𝑡)𝑥+ 𝑞(𝑡) 𝑓(𝑥) = 0, (*)

где 𝑝(𝑡) ∈ 𝐶[ 0,∞), 𝑞(𝑡) ∈ 𝐶1[ 0,∞), 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(−∞,+∞). Пока-
жем, что при выполнении условий: 1) 0 < 𝑞(𝑡) ≤ 𝑀 ; 2) 𝑝(𝑡) ≥
− 𝑞(𝑡)/(2𝑞(𝑡)); 3)

r ±∞
0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = +∞ решения 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡) уравнения
(*) ограничены на [ 0,∞).

С этой целью запишем уравнение (*) в виде нормальной системы
Коши

𝑥 = 𝑦, 𝑦 = − 𝑝(𝑡) 𝑦 − 𝑞(𝑡) 𝑓(𝑥). (**)

Возьмем

𝑉 (𝑡, 𝑥, 𝑦) =

𝑥w

0

𝑓(𝜉) 𝑑𝜉 +
𝑦2

2𝑞(𝑡)
.

С учетом неравенства 1) можем написать

𝑉 (𝑡, 𝑥, 𝑦) ≥
𝑥w

0

𝑓(𝜉) 𝑑𝜉 +
𝑦2

2𝑀
≡𝑊 (𝑥, 𝑦),

где, пользуясь 3), имеем: 𝑊 (𝑥, 𝑦) → +∞ при 𝑥2 + 𝑦2 → ∞.

Представим далее

𝑉 [ 𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) ] =

𝑥(𝑡)w

0

𝑓(𝜉) 𝑑𝜉 +
𝑦2(𝑡)

2 𝑞(𝑡)
.
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Дифференцируя это равенство по 𝑡 и принимая во внимание систе-
му (**) с учетом неравенства 2), получим

𝑉 (𝑡, 𝑥, 𝑦) = 𝑓 [𝑥(𝑡) ] 𝑦(𝑡) +
𝑦(𝑡) 𝑦(𝑡)

𝑞(𝑡)
− 𝑦2(𝑡) 𝑞(𝑡)

2 𝑞2(𝑡)
=

= 𝑓 [𝑥(𝑡) ] 𝑦(𝑡) − 𝑦(𝑡)

𝑞(𝑡)

{︀
𝑝(𝑡) 𝑦(𝑡) + 𝑞(𝑡) 𝑓 [𝑥(𝑡) ]

}︀
−

− 𝑦2(𝑡) 𝑞(𝑡)

2 𝑞2(𝑡)
= − 𝑦2(𝑡)

𝑞(𝑡)

[︂
𝑝(𝑡) +

𝑞(𝑡)

2 𝑞(𝑡)

]︂
≤ 0.

Итак, заключаем: условия теоремы 2.35 выполнены, а это зна-
чит, что решения 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) ограничены при 𝑡 ∈ [ 0,∞).

Перейдем далее к рассмотрению систем с конвергенцией. За-
дадим систему ДУ вида (2.29): 𝑦 = 𝑓(𝑡, 𝑦), где положим 𝑡 ∈ 𝐼 =
{−∞,+∞}.

Определение 2.12. Говорят, что система (2.29) обладает
свойством конвергенции, если:

1) все решения 𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0) определены при 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞);

2) ∃ ! 𝜂(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼 — решение, определенное и ограниченное ∀ 𝑡 ∈ 𝐼,
т.е. sup𝑡 ‖ 𝜂(𝑡) ‖ <∞;

3) решение 𝜂(𝑡) асимптотически устойчиво в целом при 𝑡 →
+∞, т.е. для любого решения 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0) выполнено предельное ра-
венство

lim
𝑡→∞

[︀
𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0) − 𝜂(𝑡)

]︀
= 0.

Такое решение 𝜂(𝑡) иногда называют предельным режимом си-
стемы (2.29). Видно, что система с конвергенцией характеризует-
ся тем, что все ее решения 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0) предельно ограничены при
𝑡 → +∞ : ∃𝑅 > 0 такое число, что ‖ 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0) ‖ < 𝑅 при
𝑡 > 𝑡0 + 𝑇 (𝑡0, 𝑦0).

Добавим к этому, что если у конвергентной системы (2.29) функ-
ция 𝑓(𝑡, 𝑦) — 𝜔–периодична по 𝑡, то ограниченное решение 𝜂(𝑡) так-
же 𝜔–периодично по 𝑡. В самом деле, пусть 𝑓(𝑡 + 𝜔, 𝑦) = 𝑓(𝑡, 𝑦).
Возьмем вектор-функцию 𝜂(𝑡+ 𝜔). В силу системы (2.29) имеем

𝜂(𝑡+ 𝜔) = 𝑓 [ 𝑡+ 𝜔, 𝜂(𝑡+ 𝜔) ] = 𝑓 [ 𝑡, 𝜂(𝑡+ 𝜔) ],
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т.е. 𝜂(𝑡+𝜔) — также решение системы (2.29), причем ограниченное
на 𝐼. А так как система с конвергенцией имеет единственное огра-
ниченное на 𝐼 решение, то отсюда 𝜂(𝑡+𝜔) = 𝜂(𝑡), что и требовалось
показать.

Теорема 2.36. Пусть имеется система ДУ

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐴𝑦 + 𝑓(𝑡), (2.30)

где 𝐴 — постоянная (𝑛 × 𝑛)–матрица, 𝑓(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(𝐼), 𝐼 =
{−∞, +∞}. При выполнении условий, что все характеристиче-
ские числа 𝜆𝑗(𝐴) матрицы 𝐴 имеют отрицательные действи-
тельные части Re𝜆𝑗(𝐴) < 0, 𝑗 = 1, 𝑛, и sup𝑡 ‖ 𝑓(𝑡) ‖ = 𝑀 < ∞
на 𝐼, система (2.30) обладает свойством конвергенции, причем
вектор-функция

𝜂(𝑡) =

𝑡w

−∞
𝑒𝐴 (𝑡−𝜏) 𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

представляет собой единственное ограниченное на 𝐼 решение си-
стемы (2.30).

Введем в обращение так называемую симметризованную мат-
рицу Якоби для системы (2.29):

𝐽𝑠(𝑡, 𝑦) =
1

2

[︀
𝑓 ′𝑦(𝑡, 𝑦) +

(︀
𝑓 ′𝑦(𝑡, 𝑦)

)︀* ]︀ ≡ 1

2

(︂
𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑦𝑘

+
𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑦𝑗

)︂
,

где * сверху — знак транспонирования. Полагаем, что 𝑓(𝑡, 𝑦) ∈
𝐶[ 𝑡 ], 𝐶1[ 𝑦 ], 𝑡 ∈ 𝐼, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛.

Теорема 2.37. Если для системы (2.29) выполнены условия:
sup𝑡 ‖ 𝑓(𝑡, 0) ‖ = 𝐾 <∞ и наибольший характеристический корень
Λ(𝑡, 𝑦) матрицы 𝐽𝑠(𝑡, 𝑦) ∀ 𝑡, 𝑦 удовлетворяет неравенству Λ(𝑡, 𝑦) ≤
−𝛼 < 0, где 𝛼 — положительное число, то тогда система (2.29)
обладает свойством конвергенции.

Из этой теоремы вытекают некоторые важные следствия.
1. Пусть имеется система ДУ

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑦), 𝑦 ∈ 𝑅𝑛, (2.31)
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где 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(𝐼), 𝑔(𝑦) ∈ 𝑅𝑛, и выполнены условия: 1) sup𝑡 ‖ 𝑓(𝑡) ‖ <
∞; 2) наибольший из характеристических корней Λ(𝑦) симметри-
зованной матрицы Якоби

𝐽𝑠(𝑦) =
1

2

[︀
𝐽(𝑦) + 𝐽*(𝑦)

]︀
, 𝐽(𝑦) = 𝑔′(𝑦),

где 𝐽(𝑦) — это матрица Якоби, удовлетворяет неравенству: Λ(𝑦) ≤
−𝛼 < 0, 𝛼 = const > 0. Тогда система (2.31) обладает свойством
конвергенции.

2. Пусть задана система

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡) 𝑦 + 𝑓(𝑡), 𝑦 ∈ 𝑅𝑛, (2.32)

где 𝐴(𝑡), 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(𝐼), и выполнены условия: 1) sup𝑡 ‖ 𝑓(𝑡) ‖ <∞; 2)
наибольший из характеристических корней Λ(𝑡) симметризован-
ной матрицы 𝐴𝑠(𝑡) = [𝐴(𝑡) + 𝐴*(𝑡) ]/2 удовлетворяет неравенству:
Λ(𝑡) ≤ −𝛼 < 0, 𝛼 = const > 0. Тогда система (2.32) обладает свой-
ством конвергенции.

Пусть имеется нелинейная система вида (2.29): 𝑦 = 𝑓(𝑡, 𝑦), где
𝑓(𝑡, 𝑦) ∈ 𝐶[ 𝐼 × 𝑅𝑛 ], причем выполнено свойство единственности
решений 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0).

Определение 2.13. Система (2.29) называется диссипатив-
ной, если все ее решения 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0) бесконечно продолжаемы вправо
и ∃𝑅 > 0 — число такое, что

lim𝑡→∞ ‖ 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0) ‖ < 𝑅.

Иногда решения диссипативной системы называют предельно
ограниченными. Определение 2.13 надо понимать в том смысле,
что для каждого решения 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0) системы (2.29) найдется мо-
мент времени 𝑡* = 𝑡0 + 𝑇 (𝑡0, 𝑦0) ≥ 𝑡0, начиная с которого дан-
ное решение попадет в фиксированную сферу ‖ 𝑦 ‖ < 𝑅, а именно:
‖ 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0) ‖ < 𝑅, где 𝑡 ∈ [ 𝑡*,∞).

Укажем на то, что конвергентная система также будет диссипа-
тивной и за сферу ‖ 𝑦 ‖ < 𝑅 можно взять любую сферу, содержа-
щую единственное ограниченное решение 𝜂(𝑡).
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Введем в рассмотрение функцию Ляпунова 𝑉 (𝑡, 𝑦) ∈
𝐶1[ 𝑡 ], 𝐶1[ 𝑦 ] в области Ω = { 𝐼 × 𝐷 }, 𝑡 ∈ 𝐼, 𝑦 ∈ 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛

такую, что:
1) ∃𝛼(𝑟), 𝑟 ≥ 0 — положительная непрерывная возрастающая

функция, для которой 𝑉 (𝑡, 𝑦) ≤ 𝛼
(︀
‖ 𝑦 ‖

)︀
при (𝑡, 𝑦) ∈ Ω;

2) ∃𝛽(𝑟), 𝑟 ≥ 0 — непрерывная неубывающая функция, для ко-
торой 𝑉 (𝑡, 𝑦) ≥ 𝛽

(︀
‖ 𝑦 ‖

)︀
при (𝑡, 𝑦) ∈ Ω, где 𝛽(𝑟) → +∞ при 𝑟 → ∞;

3) ∃ 𝛾(𝑟), 𝑟 ≥ 0 — положительная непрерывная функция, для
которо 𝑉 (𝑡, 𝑦) ≤ − 𝛾

(︀
‖ 𝑦 ‖

)︀
при (𝑡, 𝑦) ∈ Ω, где 𝑉 (𝑡, 𝑦) — полная про-

изводная по 𝑡 от 𝑉 (𝑡, 𝑦) в силу системы (2.29).
При выполнении 1), 2) и 3) соответственно говорят, что функция

𝑉 (𝑡, 𝑦) обладает свойством 𝛼, 𝛽 и 𝛾 в области Ω.

Теорема 2.38 (Теорема Йосидзавы). Пусть во внешно-
сти некоторого цилиндра 𝑆 = { 𝐼 × 𝐷𝜌 }, где 𝑡 ∈ 𝐼, 𝑦 ∈ 𝐷𝜌 =
{ ‖ 𝑦 ‖ > 𝜌 }, для системы (2.29) ∃𝑉 (𝑡, 𝑦) — функция Ляпунова:
𝑉 (𝑡, 𝑦) ∈ 𝐶1[ 𝑡 ], 𝐶1[ 𝑦 ] в области 𝑆, обладающая свойствами 𝛼, 𝛽
и 𝛾. Тогда система (2.29) равномерно диссипативна относитель-
но начального момента 𝑡0, т.е. можно выбрать число 𝑇 (𝑡0, 𝑦0),
зависящим только от 𝑦0.

Пусть имеется система вида (2.29): 𝑦 = 𝑓(𝑡, 𝑦), в которой 𝑓(𝑡, 𝑦) ∈
𝐶[ 𝑡 ], 𝐶1[ 𝑦 ], 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞), ‖ 𝑦 ‖ < ℎ. Обозначим 𝜂 = 𝜂(𝑡) — решение
этой системы такое, что ‖ 𝜂(𝑡) ‖ ≤ ℎ* < ℎ. Возьмем 𝑧 = 𝑦 − 𝜂(𝑡).
Тогда

𝑧 = 𝑓 [ 𝑡, 𝜂(𝑡) + 𝑧 ] − 𝑓 [ 𝑡, 𝜂(𝑡) ]. (2.33)

Применим теорему о среднем. В результате получим

𝑧 = 𝑓 ′𝑦 [ 𝑡, 𝜂(𝑡) ] 𝑧 + 𝑟(𝑡, 𝑧), (2.34)

где 𝑟(𝑡, 𝑧) = 𝑜
(︀
‖ 𝑧 ‖

)︀
при 𝑧 → 0 равномерно по 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡0 +𝑇 ], 𝑇 > 0.

Линеаризируя систему (2.34), получим

𝑥 = 𝑓 ′𝑦 [ 𝑡, 𝜂(𝑡) ]𝑥. (2.35)

Линейная система (2.35) называется системой уравнений в вари-
ациях для системы (2.29) относительно ее решения 𝜂(𝑡) (система
первого приближения).
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Понятно, что если имеется линейная система 𝑦 = 𝐴(𝑡) 𝑦 + 𝑓(𝑡),
то ее система уравнений в вариациях совпадает с соответствующей
однородной системой 𝑥 = 𝐴(𝑡)𝑥.

Если система (2.29) автономна: 𝑦 = 𝑓(𝑦) и 𝜂 = 𝜂(𝑡) ее реше-
ние, то тогда 𝑥 = 𝜂(𝑡) является решением ее системы уравнений в
вариациях.

Положим в системе (2.29) вектор-функцию 𝑓(𝑡, 𝑦) 𝜔–
периодичес-кой по 𝑡; пусть решение 𝜂(𝑡) также 𝜔–периодично.
Тогда система уравнений в вариациях (2.35) представляет собой
систему с периодическими коэффициентами.

Теорема 2.39 (Теорема Ляпунова). Если все х.п. 𝜆𝑗 систе-
мы уравнений в вариациях для данного периодического решения
𝜂(𝑡) имеют отрицательные вещественные части, то это пери-
одическое решение асимптотически устойчиво при 𝑡→ ∞.

Зададим далее автономную систему

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑦), (2.36)

где 𝑓(𝑦) ∈ 𝐶1[ 𝑦 ], ‖ 𝑦 ‖ < ℎ.

Определение 2.14. Пусть 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), является ре-
шением системы (2.36). Тогда совокупность точек 𝐿 = { 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈
(𝑎, 𝑏) } фазового пространства 𝑅𝑛, где 𝑦 ∈ 𝑅𝑛, называется траек-
торией решения.

Видно, что траектория 𝐿 — это проекция интегральной кривой
𝑦 = 𝑦(𝑡) пространства 𝐼 × 𝑅𝑛 в пространство 𝑅𝑛, где время 𝑡 ∈ 𝐼
играет роль параметра. Автономная система (2.36) наряду с ре-
шением 𝑦 = 𝑦(𝑡) допускает в качестве решений и 𝑦(𝑡 + 𝑐), 𝑐 ∈ 𝑅
— семейство решений с той же самой траекторией 𝐿. Величину
𝜌(𝑧, 𝐿) = inf𝑦∈𝐿 ‖ 𝑧 − 𝑦 ‖ будем рассматривать в качестве рассто-
яния от точки 𝑧 ∈ 𝑅𝑛 до множества 𝐿 ⊂ 𝑅𝑛.

Определение 2.15. Решение 𝜂 = 𝜂(𝑡), 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞) системы
(2.36) называется орбитально устойчивым при 𝑡 → ∞, если тра-
ектории 𝐿 всех решений 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞), достаточно близких
в начальный момент времени 𝑡0 к решению 𝜂(𝑡), в дальнейшем
целиком содержатся в 𝜀–окрестности траектории 𝐿0 данного ре-
шения 𝜂 = 𝜂(𝑡), т.е. ∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝛿 = 𝛿(𝜀, 𝑡0) > 0 такое, что если
‖ 𝑦(𝑡0) − 𝜂(𝑡0) ‖ < 𝛿, то 𝜌

(︀
𝑦(𝑡), 𝐿0

)︀
< 𝜀 при 𝑡 ≥ 𝑡0.
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Здесь 𝐿 = { 𝑦(𝑡); 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞) }, 𝐿0 = { 𝜂(𝑡); 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞) }. Заме-
тим также, что поскольку орбитальная устойчивость решения 𝜂(𝑡)
не зависит от выбора начального момента 𝑡0, то она эквивалентна
орбитальной устойчивости траектории.

Определение 2.16. Орбитально устойчивое решение 𝜂(𝑡) на-
зывается асимптотически орбитально устойчивым, если ∃∆0 >
0 такое, что ∀ 𝑦(𝑡) — решений, удовлетворяющих неравен-
ству ‖ 𝑦(𝑡0) − 𝜂(𝑡0) ‖ < ∆0, выполнено предельное соотношение:
𝜌
(︀
𝑦(𝑡), 𝐿0

)︀
→ 0 при 𝑡→ ∞.

Отметим еще в качестве замечаний: 1) если 𝐿0 — замкнутая ор-
битально устойчивая траектория, то достаточно близкие к ней при
𝑡 = 𝑡0 траектории 𝐿 "навиваются"на нее при 𝑡 → ∞; 2) из устой-
чивости решения следует его орбитальная устойчивость. Однако
обратное, вообще говоря, места не имеет.

Приведем еще несколько утверждений. 1. Если автономная си-
стема (2.36) имеет нетривиальное 𝜔–периодическое решение 𝜂(𝑡), то
для соответствующей системы уравнений в вариациях

𝑥 = 𝑓 ′𝑦
(︀
𝜂(𝑡)

)︀
𝑥, (2.37)

представляющей собой линейную периодическую систему, по мень-
шей мере один из ее мультипликаторов 𝜌 = 1, т.е. по крайней мере
один из х.п. системы (2.37) является нулевым.

2. Орбитально устойчивое решение 𝜂(𝑡) с асимптотической фа-
зой асимптотически орбитально устойчиво. Здесь под асимптоти-
ческой фазой решения 𝜂(𝑡) понимается число 𝑐 = 𝑐(𝑦) такое, что
‖ 𝑦(𝑡+ 𝑐)− 𝜂(𝑡) ‖ → 0 при 𝑡→ ∞ для каждого решения 𝑦(𝑡), удовле-
творяющего начальному неравенству ‖ 𝑦(𝑡0) − 𝜂(𝑡0) ‖ < ∆0 с доста-
точно малым ∆0 > 0.

Пусть имеется автономная система (2.36), где 𝑓(𝑦) ∈ 𝐶1[ 𝑦 ], при-
чем ‖ 𝑦 ‖ < ℎ и 𝜂 = 𝜂(𝑡) — 𝜔–периодическое ее решение такое, что
‖ 𝜂(𝑡) ‖ ≤ ℎ* < ℎ. Соответствующая система уравнений в вариациях
имеет вид (2.37).

Теорема 2.40 (Теорема Андронова–Витта). Пусть 𝜔–
перио-дическое решение 𝜂(𝑡) автономной системы (2.36) не сво-
дится к тождественной постоянной (𝜂(𝑡) ̸≡ 0), причем система
(2.37) для этого решения имеет один простой нулевой х.п., а все
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остальные х.п. обладают отрицательными действительными ча-
стями. Тогда решение 𝜂(𝑡) устойчиво по Ляпунову при 𝑡→ ∞.

Эту теорему можно преобразовать для установления достаточ-
ных условий орбитальной устойчивости периодического решения
автономной системы.

Теорема 2.41. Пусть автономная система (2.36) допускает
𝜔–периодическое решение 𝜂(𝑡) такое, что 𝜂(𝑡) ̸≡ 0, причем систе-
ма уравнений в вариациях (2.37) для этого решения имеет один
простой нулевой х.п., а все остальные имеют отрицательные
действительные части. Тогда периодическое решение 𝜂(𝑡) асимп-
тотически орбитально устойчиво при 𝑡→ ∞.

Кроме того, для каждого близкого к 𝜂(𝑡) решения 𝑦(𝑡) суще-
ствует асимптотическая фаза, т.е. если для достаточно малой
∆ > 0 выполнено неравенство ‖ 𝑦(𝑡1)−𝜂(𝑡0) ‖ < ∆ для некоторых 𝑡0
и 𝑡1, то тогда ∃ 𝑐 = 𝑐(𝑦) = const такая, что будет иметь место
предельное соотношение: lim𝑡→∞ [ 𝑦(𝑡+ 𝑐) − 𝜂(𝑡) ] = 0.



Глава 3

Устойчивость систем
автоматического управления

Системы автоматического управления (регулирования) (САУ,
СУ) представляют собой совокупную систему, состоящую из само-
го объекта управления (ОУ) и управляющего устройства (управле-
ния, регулятора). Управление предназначено для того, чтобы под-
держивать в ОУ некоторый заданный режим функционирования.
Более того, все возможные отклонения движения ОУ от этого ре-
жима, возникающие в СУ, должны быть с течением времени сведе-
ны в окрестность нуля, т.е. в практическом плане СУ должна быть
асимптотически устойчива.

При исследовании устойчивости САУ применяются различные
аналитические методы, основанные в большинстве случаев на тео-
ремах Ляпунова об устойчивости движения (см., например, работы
[1-3, 16, 23-27, 29, 31, 32, 34, 39, 49, 51, 52, 56, 72, 74-76, 79, 80-83,
91, 94, 95, 98, 100, 102, 111, 112, 114-118, 121, 124, 125, 129, 130, 131,
133, 135, 137-139, 149, 151-154, 157, 160, 167]).

Большой объем результатов и их разнообразие, очевидно, де-
лают невозможным полное их изложение в пределах этой главы.
Тем не менее, за основу изложения взят применявшийся и ранее
принцип сжатого ознакомления с результатами анализа устойчиво-
сти САУ применительно к некоторым общим направлениям. Это
касается вопросов обеспечения абсолютной устойчивости, стабили-
зации, устойчивости и оптимизации и ряда других известных задач
устойчивости.

Отметим, что теорию стабилизации и, в частности, оптимальной
стабилизации управляемых движений можно рассматривать как
дальнейшее развитие задач устойчивости. В этом видится тесная
связь проблем стабилизации с классическими проблемами устой-
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чивости и значение этой связи для последующих исследований в
этих областях.

§ 3.1 посвящен рассмотрению вопросов абсолютной устойчиво-
сти, т.е. "устойчивости в целом"управляемых динамических си-
стем. Даются основные понятия и определения: устойчивости си-
стемы в малом, асимптотической устойчивости в малом, в целом,
абсолютно устойчивой системы и др. Изучаются различные крите-
рии абсолютной устойчивости: квадратичный, круговой, критерий
Попова, которые сопровождаются соответствующими формулиров-
ками теорем.

В § 3.2 исследуется задача стабилизации управляемых дви-
жений, задаваемых линейными ДУ. Вводятся понятия управляе-
мости, наблюдаемости, стабилизируемости. Рассматривается кри-
терий Найквиста стационарной стабилизации. Анализируется ре-
шение задачи стабилизации на основе использования уравнения
Лурье–Риккати.

В § 3.3 изучается задача об оптимальной стабилизации, когда
система управления выбирается из расчета обеспечения целевых
стабилизационных условий по состоянию и минимизации по мно-
жеству допустимых управлений некоторого функционала качества.
Отмечается тесная связь методов оптимального управления (ме-
тода динамического программирования) с прямым методом Ляпу-
нова устойчивости движения. Формулируется основная теорема об
оптимальной стабилизации и дается схема ее доказательства с по-
мощью введения оптимальной функции Ляпунова. Обговаривает-
ся связь этой теоремы с вариационным исчислением (уравнение
Гамильтона–Якоби) и с принципом максимума Понтрягина.

Завершается глава 3 параграфом о синтезе стабилизирующих
адаптивных управлений (§ 3.4). И в случае адаптивного объек-
та управления, когда в системе некоторые параметры неизвестны,
формирование стабилизирующих управляющих воздействий целе-
сообразно осуществлять путем использования функций Ляпунова.
Эта фундаментальная идея синтеза продемонстрирована на приме-
ре линейного объекта управления с действующими на него ограни-
ченными возмущениями.
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3.1 Абсолютная устойчивость

Устойчивость в целом, т.е. при любых начальных возмущениях и
любой нелинейности (двигателя, исполнительного механизма, сер-
вомотора), которая подчинена некоторым условиям, получила на-
звание абсолютной устойчивости. Более точно [89], абсолютная
устойчивость — это устойчивость в целом тривиального решения
нелинейной системы ДУ, равномерная для всех систем некоторого
класса 𝑀. Будем придерживаться изложения и стиля работ [89, 94,
130].

3.1.1. Основные понятия и определения. Рассмотрим си-
стему, описываемую векторным уравнением

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵 𝜉(𝑡) (3.1)

и некоторым множеством 𝑀 пар функций (𝑥(·), 𝜉(·)), где 𝐴,𝐵 —
постоянные комплексные матрицы размерности 𝑛× 𝑛 и 𝑛× 𝑘 соот-
ветственно, 𝑥(𝑡) и 𝜉(𝑡) — векторные комплекснозначные функции
размерности 𝑛 × 1 и 𝑘 × 1 соответственно, причем 𝜉(𝑡) локально
суммируема, а 𝑥(𝑡) абсолютно непрерывна.

Часто в прикладных исследованиях 𝐴,𝐵, 𝑥(𝑡), 𝜉(𝑡) принимают
вещественные значения, уравнение (3.1) описывает при этом линей-
ную часть системы, множество 𝑀 определяется свойствами нели-
нейных блоков системы. В простейшем случае задается один фик-
сированный нелинейный блок, описываемый уравнением

𝜉(𝑡) = 𝜙[𝜎(𝑡), 𝑡 ], 𝜎(𝑡) = 𝐶 𝑥(𝑡), (3.2)

где 𝜎(𝑡), 𝜉(𝑡) — скалярные функции, 𝐶 — (1 × 𝑛)–вектор-строка;
𝜎(𝑡), 𝜉(𝑡), 𝐶 — вещественны. Тогда класс 𝑀 — это множество всех
пар (𝑥(·), 𝜉(·)), для которых выполняются соотношения (3.2).

Уравнения линейной системы в пространстве состояний запи-
сываются в виде (3.1). Уравнения нелинейной части системы (3.1)
бывают разнообразны — они связывают 𝜉(𝑡) и 𝜎(𝑡). Здесь 𝜉(𝑡) = 𝑢(𝑡)
— векторный вход линейной части (выход нелинейной части), 𝜎(𝑡)
— векторный выход линейной части (вход нелинейной части). От-
метим, что уравнения (3.1), (3.2) описывают произвольную систе-
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му нелинейных ДУ. Выделение же линейной части позволяет более
глубоко учесть конкретные свойства системы.

Устойчивость системы (3.1), (3.2) в малом (в частности, по
Ляпунову) означает малость решения 𝑥(𝑡) при условии малости
|𝑥(0) |, 𝑡0 = 0. Для устойчивости по Ляпунову должна быть малой
величина sup𝑡≥0 |𝑥(𝑡) |. Асимптотическая устойчивость в малом
означает, что для рассматриваемых малых значений |𝑥(0) | выпол-
няется предельное соотношение: |𝑥(0) | → 0 при 𝑡→ ∞ (*). Асимп-
тотическая устойчивость в целом означает устойчивость в малом
и, помимо этого, выполнение соотношения (*) для любого решения
𝑥(𝑡).

Когда говорят об абсолютной устойчивости, то имеют в виду
наличие некоторого класса 𝑀 = {𝜙 } нелинейных блоков в (3.2).
Система (3.1) называется абсолютно устойчивой в классе 𝑀 нели-
нейных блоков, если любая система (3.1), (3.2) с 𝜙 ∈ 𝑀 устойчива
в целом и притом эта устойчивость равномерна ∀𝜙 ∈𝑀.

Итак, абсолютная устойчивость означает асимптотическую ус-
тойчивость в целом (т.е. относительно всего пространства состо-
яний), а не в малом. Другими словами, при любых отклонениях
начальных данных от расчетных разность отклонения истинного
процесса от расчетного стремится к нулю при 𝑡 → ∞. Если 𝑥(𝑡)
— вектор состояния системы (3.1), записанный в отклонениях от
невозмущенного состояния, то для абсолютной устойчивости на-
до потребовать выполнения соотношения (*). Абсолютная устой-
чивость означает также, что соотношение (*) имеет место для всех
нелинейностей 𝜙 из заданного класса 𝑀.

Обычно еще требуется, чтобы условие (*) было выполнено рав-
номерно относительно 𝜙 ∈ 𝑀. К примеру, вместо (*) требуют вы-
полнения условия: |𝑥(𝑡) | ≤ 𝑐 exp (− 𝜀𝑡) |𝑥(0) |, 𝑡0 = 0, 𝑡 ≥ 0 (**),
где числа 𝑐 > 0, 𝜀 > 0 — одни и те же ∀𝜙 ∈ 𝑀. Это и означает
равномерность данного условия. При выполнении (**) говорят об
экспоненциальной абсолютной устойчивости.

Наряду с абсолютно устойчивыми рассматриваются и абсо-
лютно неустойчивые системы в заданном классе нелинейностей
𝑀 = {𝜙 }. Абсолютно неустойчивая система имеет два свойства.
Во-первых, в пространстве состояний ∀ 𝑟 > 0 на сфере |𝑥 | =
𝑟 = const ∃𝑥* и шар |𝑥 − 𝑥* | ≤ 𝛿 с центром в точке 𝑥* та-
кие, что для любого начального состояния из этого шара, т.е. при
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|𝑥(0)− 𝑥* | < 𝛿, 𝑡0 = 0, для соответствующего состояния 𝑥(𝑡) систе-
мы выполнено: |𝑥(𝑡) | → +∞ при 𝑡→ ∞ (*). Во-вторых, соотноше-
ние (*) должно выполняться равномерно ∀𝜙 ∈𝑀.

Если вместо (*) имеет место неравенство: |𝑥(𝑡) | >
𝑐 exp (𝜀𝑡) |𝑥(0) | (**), где числа 𝑐 > 0, 𝜀 > 0 — одни и те же
∀𝜙 ∈ 𝑀, то говорят об экспоненциальной абсолютной неустойчи-
вости.

При рассмотрении нелинейных зависимостей приоритет отдают
квадратичным соотношениям, связывающим 𝜉(𝑡) и 𝑥(𝑡), как наи-
более приближенным к практике. Например, пусть относительно
функций 𝜙(𝜎, 𝑡) в соотношении (3.2) известно лишь, что ∀ 𝑡 ≥ 0, 𝜎 ̸=
0 :

𝜇1 ≤ 𝜙(𝜎, 𝑡)

𝜎
≤ 𝜇2. (3.3)

В этом случае 𝑀 = 𝑀 [𝜇1, 𝜇2 ] есть множество 𝑥(𝑡) и 𝜉(𝑡), для кото-
рых 𝜇1 ≤ 𝜉(𝑡)/𝜎(𝑡) ≤ 𝜇2, где 𝜎(𝑡) = 𝐶 𝑥(𝑡), или, иначе

[︀
𝜇2 𝜎(𝑡) − 𝜉(𝑡)

]︀[︀
𝜉(𝑡) − 𝜇1 𝜎(𝑡)

]︀
≥ 0. (3.4)

Видим, что в (3.3) нелинейность 𝜙(𝜎, 𝑡) находится между прямыми
𝜙 = 𝜇1𝜎 и 𝜙 = 𝜇2𝜎 в угловом секторе на плоскости {𝜎, 𝜙 }, включая
эти прямые.

Будем считать, что система (3.1) управляема, т.е. ранг (𝑛×𝑛𝑘)–
матрицы (𝐵 |𝐴𝐵 | ... |𝐴𝑛−1𝐵) равен 𝑛, и det (𝐴− 𝑖𝜔𝐸) ̸= 0 для всех
вещественных 𝜔, где 𝐸 — единичная (𝑛 × 𝑛)–матрица, 𝑖2 = − 1.
Функция 𝑊 (𝑝) = 𝐶 (𝐴− 𝑝𝐸)−1𝐵 является передаточной функцией
линейной части системы (3.1) от входа 𝜉 к выходу (−𝜎), где 𝑝 —
переменная преобразования Лапласа.

Пусть 𝑘 ≥ 1. Обозначим через 𝐹 (𝑥, 𝜉) — эрмитову форму на
𝐶𝑛 × 𝐶𝑘. Напомним, эрмитовой формой 𝐹 (𝜁), 𝜁 = (𝜁𝑗), 𝑗 = 1, 𝑙,
называется выражение вида

𝐹 (𝜁) = Re

(︂ 𝑙∑︁

𝑗,ℎ=1

𝛼𝑗ℎ 𝜁𝑗𝜁
*
ℎ

)︂
,

где 𝜁 — комплексная векторная переменная, 𝛼𝑗ℎ — комплексные
числа, * сверху означает комплексное сопряжение. В вещественном
случае имеем вещественную квадратичную форму. Знак ˜ сверху
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над буквой означает, что переменная принимает комплексные зна-
чения.

Рассмотрим класс 𝑀1𝐿 пар действительных функций(︀
𝑥(𝑡), 𝜉(𝑡)

)︀
, удовлетворяющих локальной связи:

𝐹
[︀
𝑥(𝑡), 𝜉(𝑡)

]︀
≥ 0 (3.5)

(соответственно — класс𝑀2𝐿 пар комплексных функций
(︀
𝑥(𝑡), 𝜉(𝑡)

)︀

в соотношении (3.5)).
Кроме того, введем еще класс𝑀1𝐼(𝛾) пар действительных функ-

ций
(︀
𝑥(𝑡), 𝜉(𝑡)

)︀
, удовлетворяющих интегральной связи, а именно:

∃ числа 𝑡𝑘 → ∞ такие, что

𝑡𝑘w

0

𝐹
[︀
𝑥(𝑡), 𝜉(𝑡)

]︀
𝑑𝑡 ≥ − 𝛾, (3.6)

где числа 𝑡𝑘 зависят от
(︀
𝑥(·), 𝜉(·)

)︀
, 𝛾 > 0 (соответственно имеем

класс 𝑀2𝐼(𝛾) пар комплексных функций
(︀
𝑥(𝑡), 𝜉(𝑡)

)︀
в соотношении

(3.6)).
Пусть система (3.1) управляема и выполнено следующее условие

минимальной устойчивости: существует такая (𝑘×𝑛)–матрица 𝑅,
что 𝐴 + 𝐵𝑅 — это матрица Гурвица и 𝐹 (𝑥,𝑅𝑥) ≥ 0 ∀𝑥, где 𝐹 —
форма в соотношениях (3.5) или (3.6).

Введем некоторые произвольные матрицы 𝐷,𝐻 соответствую-
щих размерностей 𝑚 × 𝑛 и 𝑚 × 𝑘, полагая, что ‖𝐷 ‖ + ‖𝐻 ‖ ≠ 0.
Сформируем по этим матрицам следующий выход системы (3.1):

𝜂(𝑡) = 𝐷𝑥(𝑡) +𝐻 𝜉(𝑡). (3.7)

Когда все величины в соотношениях (3.1), (3.7), а также ко-
эффициенты формы 𝐹 (𝑥, 𝜉) действительны, имеем действительный
случай; если эти величины комплексны, имеем комплексный слу-
чай. Множество всех действительных пар

(︀
𝑥(·), 𝜉(·)

)︀
, удовлетворя-

ющих соотношениям (3.5) (или (3.6)), обозначено через 𝑀1𝐿 (или
𝑀1𝐼(𝛾)); в комплексном случае — это множество 𝑀2𝐿 (или 𝑀2𝐼(𝛾)).

Пусть ‖ 𝜂(·) ‖2 =
r ∞
0

| 𝜂(𝑡) |2 𝑑𝑡. Систему (3.1) называют абсо-
лютно устойчивой по выходу (3.7) в классе 𝑀, если ∃ 𝑐1 ≥ 0, 𝑐2 ≥ 0
— такие постоянные, что из соотношений (3.1), (3.7) и

(︀
𝑥(·), 𝜉(·)

)︀
∈
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𝑀 следует конечность ‖ 𝜂(·) ‖ и оценка

‖ 𝜂(·) ‖2 ≤ 𝑐1 |𝑥(0) |2 + 𝑐2, (3.8)

где 𝑀 — одно из четырех указанных выше множеств или какое-
либо из их подмножеств.

3.1.2. Квадратичный критерий. Квадратичный критерий
абсолютной устойчивости разобьем на три утверждения: для ин-
тегральной связи, для локальной связи и по выходу [89, 94, 130].
Введем при этом следующее условие (*) : матрица 𝐴 в уравнении
(3.1) не имеет собственных значений на мнимой оси, или, иначе,
матрица-функция 𝑊 (𝑝) не имеет полюсов на мнимой оси.

Теорема 3.1. Пусть выполнено условие (*) и система (3.1)
минимально устойчива в классе функций 𝑀, удовлетворяющих
соответствующей интегральной связи (3.6) с формой 𝐹. Для абсо-
лютной устойчивости системы (3.1) в указанном классе функций
как в вещественном, так и в комплексном случаях необходимо и
достаточно, чтобы форма 𝐹 (𝑖𝜔, 𝜉) была отрицательно определен-
ной, т.е.

𝐹 (𝑖𝜔, 𝜉) < 0, ∀𝜔 ∈ [−∞,∞], ∀ 𝜉 ̸= 0. (3.9)

Теорема 3.2. Пусть выполнено условие (*) и система (3.1) ми-
нимально устойчива в классе функций 𝑀, удовлетворяющих соот-
ветствующей локальной связи (3.5) с формой 𝐹. Для абсолютной
устойчивости системы (3.1) в указанном классе функций как в
вещественном, так и в комплексном случаях достаточно, чтобы
было выполнено неравенство (3.9). При выполнении (3.9) абсолют-
ная устойчивость экспоненциальна: ∃ 𝑐 > 0, 𝜀 > 0 — постоянные,
зависящие лишь от коэффициентов системы (3.9) и формы 𝐹, та-
кие, что ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0, ∀𝑥(𝑡) — решения системы (3.1), в которой 𝑥(𝑡)
и 𝜉(𝑡) удовлетворяют соотношению (3.5), выполнено неравенство

|𝑥(𝑡) | ≤ 𝑐 𝑒−𝜀 (𝑡−𝑡0) |𝑥(𝑡0) |. (3.10)

В комплексном случае, когда матрица формы 𝐹 (𝑖∞, 𝜉) невырожде-
на, условие (3.9) является также и необходимым для абсолютной
устойчивости в классе 𝑀.
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Замечание. Условие (3.9) называют частотным условием. От-
метим, что в теореме 3.2 не содержится необходимости частотного
условия для локальной связи в вещественном случае, поскольку
такое утверждение было бы неверным.

Теорема 3.3. Для абсолютной устойчивости системы (3.1) по
выходу (3.7) вклассе 𝑀2𝐼(𝛾) (в действительном случае — в классе
𝑀1𝐼(𝛾)) необходимо и достаточно, чтобы ∃ 𝛿 > 0 — такое число,
для которого

𝐹 (𝑥, 𝜉) ≤ − 𝛿 | 𝜂 |2 (3.11)

∀𝑥, 𝜉, 𝜂 — комплексных и ∀𝜔 — действительных величин, связан-
ных соотношениями

𝑖𝜔𝑥 = 𝐴𝑥+𝐵𝜉, 𝜂 = 𝐷𝑥+𝐻𝜉. (3.12)

При выполнении соотношений (3.11), (3.12) в неравенстве (3.8)
𝑐2 = 𝑐′2𝛾, причем числа 𝑐1, 𝑐′2 не зависят от 𝛾 в выражении (3.6).
Если 𝜂(𝑡) = 𝑥(𝑡) и выполнено неравенство (3.5), а также (3.11)
(для 𝜂 = 𝑥), то имеет место экспоненциальная устойчивость в
целом: ∃ 𝑐 > 0, 𝜀 > 0, для которых выполнено неравенство (3.10)
∀𝑥, 𝑡 ≥ 𝑡0.

Пусть det (𝐴 − 𝑖𝜔𝐸) ̸= 0 ∀𝜔. Для абсолютной устойчивости
системы (3.1) по выходу 𝜂(𝑡) =

(︀
𝑥(𝑡), 𝜉(𝑡)

)︀
в классе 𝑀2𝐿 необ-

ходимо и достаточно (достаточно лишь в классе 𝑀1𝐿), чтобы
∀𝜔 ∈ [−∞,∞], ∀ 𝜉 ̸= 0 было выполнено неравенство

𝐹
[︀

(𝐴− 𝑖𝜔𝐸)−1𝐵𝜉, 𝜉
]︀
< 0. (3.13)

3.1.3. Круговой критерий. Следствием квадратичного кри-
терия для локальной связи (теорема 3.2) является круговой крите-
рий. Поясним его суть.

Воспользуемся соотношениями (3.12), из которых получим

𝜂 = 𝑊 (𝜂)(𝑖𝜔)𝜉, 𝑊 (𝜂)(𝑖𝜔) = 𝐻 +𝐷 (𝑖𝜔𝐸 −𝐴)−1𝐵,

где элемент 𝑊
(𝜂)
𝑗𝑘 матрицы 𝑊 (𝜂)(𝑖𝜔) называется частотной ха-

рактеристикой от входа 𝜉𝑘 к выходу 𝜂𝑗 . Критерии, выражающие
свойства системы с помощью частотных характеристик, называ-
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ются частотными критериями устойчивости. Главное их досто-
инство заключается в удобстве практического использования и в
инвариантности по отношению к преобразованиям системы (3.1)
вида: 𝑥′ = 𝑇𝑥, где 𝑇 — постоянная неособая матрица.

Пусть имеется действительный случай с 𝑘 = 1 для класса
𝑀 [𝜇1, 𝜇2 ], который определяется соотношением (3.4). Тогда усло-
вие (3.13) запишется следующим образом:

Re
{︀ [︀

𝜇2𝑊 (𝑖𝜔) − 1
]︀[︀

1 − 𝜇1𝑊 (𝑖𝜔)
]︀ }︀

> 0, (3.14)

где 𝑊 (𝑖𝜔) = 𝐶 (𝐴− 𝑖𝜔𝐸)−1𝐵 — частотная характеристика от входа
𝜉(𝑡) к выходу [−𝜎(𝑡) ].

Представленный частотный критерий (3.14), рассматриваемый
как круговой критерий, означает, что частотная характеристика
𝑊 (𝑖𝜔), 𝜔 ∈ [−∞,∞ ], не пересекается с окружностью, центр кото-
рой находится в точке (− 1/𝜇1−1/𝜇2)/2, и проходящей через точки
(− 1/𝜇1), (− 1/𝜇2). В данном случае условие минимальной устой-
чивости означает, что асимптотически устойчива линейная систе-
ма (3.1), где 𝜉 = 𝜇𝜎, 𝜎 = 𝐶𝑥, 𝜇 ∈ [𝜇1, 𝜇2 ]. Критерий (3.14) слу-
жит естественным обобщением критерия Михайлова–Найквиста на
нелинейные системы.

Приступим к формальным записям. Пусть имеется система
(3.1), (3.2) с одной нелинейностью. Предположим, что имеет место
вещественный случай, а именно, все величины в уравнениях (3.1),
(3.2) вещественны. Тогда дробно-рациональная функция 𝑊 (𝑝) име-
ет вещественные коэффициенты.

Далее рассмотрим замкнутую линейную стационарную систему,
получаемую из системы (3.1), (3.2) заменой нелинейного блока ли-
нейным блоком с уравнением

𝜉 = 𝜇𝜎, (3.15)

где 𝜇 — вещественное число. Будем считать, что 𝑊 (𝑖𝜔) ̸= 0, 𝜔 ∈
(−∞,∞), что означает: если линейная часть системы описывается
уравнением (3.1), то матрица 𝐴 не имеет чисто мнимых собствен-
ных чисел.

Пусть число 𝑘𝑝 — это степень неустойчивости разомкнутой си-
стемы, точнее — это число полюсов функции 𝑊 (𝜆), или собствен-
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ных чисел матрицы 𝐴, расположенных в правой полуплоскости с
учетом их кратности. Предположим, что точка (− 1/𝜇) не лежит
на годографе 𝑊 (𝑖𝜔). Пусть 𝑘0 — число оборотов годографа 𝑊 (𝑖𝜔)
при возрастании 𝜔 от −∞ до +∞ вокруг точки (− 1/𝜇). Соглас-
но критерию Михайлова–Найквиста замкнутая система (3.1), (3.15)
асимптотически устойчива тогда и только тогда, когда 𝑘0 = 𝑘𝑝.

Затем рассмотрим нелинейную систему (3.1), (3.2), где отно-
сительно нелинейности предположим, что вход 𝜎(𝑡) и выход 𝜉(𝑡)
нелинейного блока вещественны и при 𝜎(𝑡) ̸= 0 находятся ∀ 𝑡 на
плоскости {𝜎, 𝜉 } в некотором секторе 𝛼 ≤ 𝜉/𝜎 ≤ 𝛽. Класс нели-
нейных блоков, удовлетворяющих этому условию, обозначим через
𝑀𝛼𝛽 . Пусть 𝐶[𝛼, 𝛽 ] — область на комплексной плоскости { 𝑧 }, за-
даваемая неравенством

Re
[︀

(1 + 𝛼𝑧)(1 + 𝛽𝑧)*
]︀
≤ 0, (3.16)

где 𝛼 ̸= −∞, 𝛽 ̸= +∞. Границу области 𝐶[𝛼, 𝛽 ] обозначим через
𝐵[𝛼, 𝛽 ] (надо в (3.16) вместо знака ≤ взять знак =).

Круговой критерий утверждает, что если годограф 𝑊 (𝑖𝜔) не пе-
ресекает не только отрезок [− 1/𝛼,− 1/𝛽 ], но и окружность𝐵[𝛼, 𝛽 ]
(𝛼 ̸= 0, 𝛽 ̸= 0), или вертикальную прямую 𝐵[𝛼, 𝛽 ] (𝛼 = 0 или
𝛽 = 0), то устойчивость имеет место и для всех нелинейных систем
(3.1), (3.2) с нелинейностями из класса 𝑀𝛼𝛽 , о чем и говорит следу-
ющая теорема (круговой критерий для случая 𝛼 ̸= −∞, 𝛽 ̸= +∞).

Теорема 3.4. Пусть выполнены предположения: 1) функция
𝑊 (𝑝) не имеет полюсов на мнимой оси; 2) справедливо неравен-
ство (3.16), т.е. все линейные системы (3.1), (3.15), где 𝜇[𝛼, 𝛽 ],
асимптотически устойчивы; 3) годограф 𝑊 (𝑖𝜔), 𝜔 ∈ [−∞,∞ ], не
имеет общих точек с окружностью (или прямой) 𝐵[𝛼, 𝛽 ]. То-
гда нелинейная система (3.1), (3.2) абсолютно экспоненциально
устойчива в классе 𝑀𝛼𝛽 нелинейностей, удовлетворяющих усло-
вию 𝛼 ≤ 𝜉/𝜎 ≤ 𝛽, или равносильному соотношению

(𝛽 − 𝜎 − 𝜉)(𝜉 − 𝛼𝜎) ≥ 0,

т.е. для любого решения системы (3.1), (3.2) и ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0 выполнено
неравенство

|𝑥(𝑡) | ≤ 𝑐 𝑒−𝜀 (𝑡−𝑡0) |𝑥(𝑡0) |,
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где числа 𝑐 > 0, 𝜀 > 0 одинаковы ∀𝜙 ∈𝑀𝛼𝛽 и ‖ 𝜉 ‖ <∞.

Отметим, что условия 2) и 3) в формулировке теоремы 3.4 мож-
но заменить на следующие: 2′) система (3.1), (3.15) асимптотически
устойчива, где 𝜇 ∈ [𝛼, 𝛽 ]; 3′) годограф 𝑊 (𝑖𝜔), 𝜔 ∈ [−∞,∞ ], не
имеет общих точек с областью 𝐶[𝛼, 𝛽 ].

3.1.4. Критерий Попова. Частотный критерий Попова аб-
солютной устойчивости для нелинейных систем с 𝑘 = 1 и класса 𝑀
стационарных нелинейностей 𝜉(𝑡) = 𝜙[𝜎(𝑡) ], где 0 ≤ 𝜙(𝜎)/𝜎 ≤ 𝜇0,
имеет вид: ∃ 𝜃 — число такое, что

1

𝜇0
+ Re𝑊 (𝑖𝜔) + 𝜃Re [ 𝑖𝜔𝑊 (𝑖𝜔) ] > 0, (3.17)

где 𝜔 ∈ [ 0,∞ ]. Укажем на то, что условие минимальной устойчи-
вости в этом случае означает, что матрица 𝐴 в уравнении (3.1) —
это матрица Гурвица. Подытожим сказанное в следующем утвер-
ждении (частотный критерий В.М. Попова).

Теорема 3.5. Будем считать, что в системе (3.1) матри-
ца 𝐴 — гурвицева, т.е. все полюсы функции 𝑊 (𝑝) расположены
в левой полуплоскости. Предположим также, что для некоторо-
го вещественного 𝜃 (параметр Попова) и ∀𝜔 ∈ [ 0,∞ ] выполнено
неравенство

1

𝜇0
+ Re [ (1 + 𝑖𝜔𝜃)𝑊 (𝑖𝜔) ] > 0.

Тогда система (3.1) абсолютно устойчива в классе 𝑀 нелиней-
ностей (3.2), причем число 𝛾 в соотношении (3.6) определяется
формулой: 𝛾 =

r 𝜎

0
𝜙(𝜎) 𝑑𝜎.

Отметим, что график функции 𝜉 = 𝜙(𝜎) в рассматриваемом
случае расположен на плоскости в секторе 𝜉 = 𝜇𝜎, 0 ≤ 𝜇 ≤ 𝜇0.

Модельный пример. Рассмотрим систему с уравнениями

𝜎 + 2𝛼𝜎 + 𝜎 = 𝜂, 𝜂 + 𝛽𝜂 = 𝜙(𝜎), (*)

где 𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 0 ≤ 𝜎 𝜙(𝜎) ≤ 𝜇0𝜎
2. Условие устойчивости линей-

ной части, получаемой из (3.1) заменой 𝜙(𝜎) на 0, очевидно, выпол-
нено. Положим 𝜉 = 𝜙(𝜎) и заменим 𝑑/𝑑𝑡 на 𝑝, 𝜎 на 𝜎, 𝜉 на 𝜉. Тогда,
выражая из (*) 𝜎 через 𝜉, получим 𝜎 = −𝑊 (𝑝) 𝜉 с передаточной
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функцией

𝑊 (𝑝) =
− 1

(𝑝+ 𝛽)(𝑝2 + 2𝛼𝑝+ 1)
. (**)

Используя формулу (**) для 𝑊 (𝑝), найдем, что в критерии Попова:

𝜋(𝜔) =
1

𝜇0
− Re

(1 + 𝑖𝜔𝜃)

(𝛽 + 𝑖𝜔)(1 + 2𝛼𝑖𝜔 − 𝜔2)
.

Имеем: 𝜋(0) = 1/𝜇0−1/𝛽 > 0. Поэтому 𝜇0 < 𝛽 и ∃ 𝜃 : 𝜋(𝜔) > 0, 𝜔 ∈
(−∞,+∞). Таким образом, при 𝜇0 < 𝛽 система (*) устойчива в це-
лом. Устойчивость абсолютна в классе 𝑀 стационарных нелиней-
ностей 𝜉 = 𝜙(𝜎) таких, что 𝜇0𝜎

2 ≥ 𝜎 𝜙(𝜎) ≥ 0. Поскольку линейная
система (*) с 𝜙(𝜎) = 𝜇𝜎 не является асимптотически устойчивой
при 𝜇 ≥ 𝛽, то условие 𝜇0 < 𝛽 является не только достаточным, но
и необходимым для абсолютной устойчивости в указанном классе
функций.

Важно отметить также, что между частотными критериями
и фактом существования глобальной функции Ляпунова имеет-
ся определенная связь. Эти критерии могут быть получены с по-
мощью функций Ляпунова из некоторых многопараметрических
классов функций. К примеру, круговой критерий (3.14) представ-
ляет необходимое и достаточное условие существования функции
𝑉 (𝑥) = 𝑥*𝐺𝑥, где 𝐺 = 𝐺* = const — (𝑛× 𝑛)–матрица, * — знак эр-
митова сопряжения, такой, что 𝑉 в силу системы (3.2), (3.11) с про-
извольной нелинейностью (3.2), для которой 𝜇1 ≤ 𝜙(𝜎, 𝑡)/𝜎 ≤ 𝜇2,
удовлетворяет условию: 𝑑 𝑉 (𝑥)/𝑑𝑡 < 0, 𝑥 ̸= 0. Аналогично, частот-
ное условие Попова (3.17) включает все критерии, которые мож-
но установить с помощью функции Ляпунова вида "квадратичная
форма плюс интеграл от нелинейности":

𝑉 (𝑥) = 𝑥*𝐺𝑥+ 𝜃

𝜎w

0

𝜙(𝜎) 𝑑𝜎. (3.18)

Функция Ляпунова вида (3.18) была предложена А.И. Лурье [82]
и зависит от 𝑛 параметров. Для этих параметров составляются 𝑛
квадратных уравнений, так называемых разрешающих уравнений
Лурье. Из работ [151, 153, 157] следует, что условия разрешимо-
сти этих уравнений совпадают с критерием Попова. Тем самым
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функция 𝑉 (𝑥) (3.18) в этом смысле имеет признаки "оптимальной а
именно: соответствующие критерии нельзя улучшить, прибегая к
использованию различных функций вида (3.18) [29].

3.2 Стабилизация управляемых движений

В этот параграф вошли известные результаты по решению задач
стабилизации линейных управляемых систем, составляющих осно-
ву современной теории управления. Вопросы обеспечения стабили-
зации и устойчивости динамических систем тесно друг с другом
связаны и этим вопросам (в том числе и в рамках метода функций
Ляпунова) посвящена обширная литература. Тем не менее, при на-
писании § 3.2 использовался материал работ [76, 79], его краткое,
справочное изложение. В этих же работах можно найти и доказа-
тельство всех упомянутых здесь утверждений.

3.2.1. Управляемость и наблюдаемость. Зададим объект
управления (ОУ) системой линейных уравнений

𝑥 = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢, 𝑦 = 𝑐*𝑥, (3.19)

где 𝐴, 𝑏, 𝑐 — вещественные постоянные матрицы размерностей 𝑛×𝑛,
𝑛 ×𝑚, 𝑛 × 𝑙 соответственно; 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑢 = 𝑢(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡) — вектор-
функции времени 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑇 ] размерностей 𝑛,𝑚 и 𝑙 из 𝑅𝑛, 𝑅𝑚 и
𝑅𝑙 соответственно. Эти векторы носят названия: 𝑥(𝑡) — состояние
системы, 𝑢(𝑡) — вход (или управление), 𝑦(𝑡) — выход системы в мо-
мент времени 𝑡. Операция * в вещественном случае означает транс-
понирование, а в комплексном — эрмитово сопряжение.

Основная задача управления состоит в выборе такой функции
𝑢(𝑡), при которой ОУ переводится из одного состояния в фазовом
пространстве в другое в течение заданного времени.

Определение 3.1. Система (3.19) называется полностью
управляемой (или вполне управляемой), если ∀𝑥0, 𝑥1 ∈ 𝑅𝑛 и ∀ 𝑡0 <
𝑡1 ∃𝑢(𝑡) — кусочно-непрерывное управление, заданное на [ 𝑡0, 𝑡1],
что для решения 𝑥(𝑡) системы (3.19) с этим управлением и с на-
чальным условием 𝑥0 = 𝑥(𝑡0) выполнено равенство 𝑥1 = 𝑥(𝑡1).
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Часто, говоря о полностью управляемой системе (3.19), гово-
рят также, что пара (𝐴, 𝑏) является полностью управляемой. Ниже
представлена теорема о критериях полной управляемости.

Теорема 3.6. Следующие условия эквивалентны между собой
и каждое из них является необходимым и достаточным условием
для полной управляемости системы (3.19) :

1) ранг (𝑛× 𝑛𝑚)–матрицы
(︀
𝑏, 𝐴𝑏, ..., 𝐴𝑛−1𝑏

)︀
равен 𝑛;

2) из равенств 𝑧*𝐴𝑘𝑏 = 0, где 𝑧 ∈ 𝑅𝑛, 𝑘 = 0, 𝑛− 1, следует, что
𝑧 = 0;

3) линейная оболочка 𝐿, натянутая на 𝑛–векторы, составля-
ющие матрицу 𝑒𝐴𝑡𝑏, совпадает с 𝑅𝑛 :

𝐿
{︀
𝑒𝐴𝑡𝑏, 𝑡 ∈ (−∞,∞)

}︀
= 𝑅𝑛;

4) ∀ 𝜏1, 𝜏2 — чисел таких, что 𝜏1 < 𝜏2 :

𝐿
{︀
𝑒𝐴𝑡𝑏, 𝑡 ∈ (𝜏1, 𝜏2)

}︀
= 𝑅𝑛;

5) ∀ 𝜏1, 𝜏2 — чисел таких, что 𝜏1 < 𝜏2, матрица

𝐾 =

𝜏2w

𝜏1

𝑒−𝐴𝑡𝑏 𝑏*𝑒−𝐴*𝑡 𝑑𝑡 > 0

является симметрической и положительно определенной;

6) линейная оболочка 𝐿, натянутая на комплекснозначные 𝑛–
векторы, составляющие матрицу (𝑝𝐸 − 𝐴)−1𝑏 при 𝑝 ∈ 𝐶, 𝑝 ̸=
𝜆𝑗(𝐴), совпадает с 𝑛–мерным унитарным пространством 𝐶𝑛 :

𝐿
{︀

(𝑝𝐸 −𝐴)−1𝑏, 𝑝 ∈ 𝐶, 𝑝 ̸= 𝜆𝑗(𝐴)
}︀

= 𝐶𝑛,

где 𝜆𝑗(𝐴) — собственные значения матрицы 𝐴, 𝐸 — единичная
𝑛–матрица;

7) ∀Ω ⊂ 𝐶 — множества, имеющего предельную точку, от-
личную от 𝜆𝑗(𝐴), выполнено равенство

𝐿
{︀

(𝑝𝐸 −𝐴)−1𝑏, 𝑝 ∈ Ω
}︀

= 𝐶𝑛;
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8) не существует (𝑛×𝑛)–матрицы 𝑆 — неособой и такой, что-
бы матрицы 𝑆−1𝐴𝑆 и 𝑆−1𝑏 имели структуру:

𝑆−1𝐴𝑆 =

(︂
𝐴11 𝐴12

0 𝐴22

)︂
, 𝑆−1𝑏 =

(︂
𝑏1
0

)︂
;

9) rank (𝑞0, ..., 𝑞𝑛−1) = 𝑛, где 𝑞𝑗 — коэффициенты полинома

𝑞𝑛−1𝑝
𝑛−1 + ... + 𝑞0 = det (𝑝𝐸 −𝐴) · (𝑝𝐸 −𝐴)−1𝑏;

10) не существует 𝑧 ̸= 0 — вектора, для которого выполнены
равенства 𝐴*𝑧 = 𝜆𝑧, 𝑧*𝑏 = 0, где 𝜆 — некоторое число.

Из этой теоремы вытекают следствия. 1. Если пара (𝐴, 𝑏) пол-
ностью управляема, то тогда ∀ (𝑛×𝑚)–матрицы 𝑠 пара (𝐴+ 𝑏𝑠*, 𝑏)
также полностью управляема.

2. Если пара (𝐴, 𝑏) полностью управляема, то тогда и пара (𝐴, �̃�),
где 𝐴 = 𝑆−1𝐴𝑆, �̃� = 𝑆−1𝑏, также полностью управляема; здесь 𝑆 —
произвольная вещественная неособая матрица.

3. Если пара (𝐴, 𝑏) полностью управляема и 𝜆0 — произвольное
собственное число матрицы 𝐴, то тогда дефект (разность между
размерностью матрицы и ее рангом) 𝑑 матрицы (𝐴− 𝜆0𝐸) не пре-
восходит ранга матрицы 𝑏.

Пусть имеется система (3.19), где 𝐴 — (𝑛 × 𝑛)–матрица, 𝑏 и 𝑐
— векторы из 𝑅𝑛; 𝑢, 𝑦 ∈ 𝑅 — скалярные вход и выход. Если пара
(𝐴, 𝑏) полностью управляема, то в этом случае систему (3.19) можно
привести к виду, который используется для решения многих задач
стабилизирующего синтеза.

Теорема 3.7. Предположим, что в системе (3.19) 𝑚 = 𝑙 = 1 и
пара (𝑎, 𝑏) полностью управляема. Тогда систему (3.19) невырож-
денным линейным преобразованием можно привести к следующе-
му виду:

𝑥1 = 𝑥2, ..., 𝑥𝑛−1 = 𝑥𝑛, 𝑥𝑛 = − 𝑎1𝑥1 − ... − 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑢,

𝑦 = 𝑐1𝑥1 + ... + 𝑐𝑛𝑥𝑛,
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где числа 𝑎𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛, являются коэффициентами характеристи-
ческого многочлена

det (𝑝𝐸 −𝐴) = 𝑝𝑛 + 𝑎𝑛𝑝
𝑛−1 + ... + 𝑎1.

Перейдем далее к понятию полной наблюдаемости.

Определение 3.2. Система (3.19) называется полностью на-
блюдаемой, если ∀ 𝑡1, 𝑡2 таких, что 𝑡1 < 𝑡2 и ∀

{︀
𝑥1(𝑡), 𝑢1(𝑡), 𝑦1(𝑡)

}︀
,{︀

𝑥2(𝑡), 𝑢2(𝑡), 𝑦2(𝑡)
}︀

— троек вектор-функций, определенных на
[ 𝑡1, 𝑡2 ] и удовлетворяющих системе (3.19), из равенства входов
и выходов:

𝑢1(𝑡) = 𝑢2(𝑡), 𝑦1(𝑡) = 𝑦2(𝑡), ∀ 𝑡 ∈ [ 𝑡1, 𝑡2 ]

следует равенство состояний: 𝑥1(𝑡) = 𝑥2(𝑡), ∀ 𝑡 ∈ [ 𝑡1, 𝑡2 ].

Говоря о полностью наблюдаемой системе (3.19), говорят так-
же, что пара (𝐴, 𝑐) является полностью наблюдаемой. Видим, что
система (3.19) полностью наблюдаема, если по точным измерениям
входа 𝑢(𝑡) и выхода 𝑦(𝑡) можно однозначно определить состояние
𝑥(𝑡). Следующая теорема носит название теоремы двойственности
Калмана.

Теорема 3.8. Для полной наблюдаемости пары (𝐴, 𝑐) необхо-
димо и достаточно полной управляемости пары (𝐴*, 𝑐).

Очевидно теперь, что если в теореме 3.6 о критериях полной
управляемости в условиях 1) – 10) заменить 𝐴 и 𝑏 соответственно
на 𝐴* и 𝑐, то получим необходимые и достаточные условия полной
наблюдаемости пары (𝐴, 𝑐).

Для системы (3.19) ее передаточная функция имеет вид (𝑙×𝑛)–
матрицы:

𝑊𝑝) = 𝑐* (𝐴− 𝑝𝐸)−1𝑏.

Передаточная функция 𝑊 (𝑝) называется невырожденной, если ∀ 𝑝0
— корня многочлена ∆(𝑝) = det (𝑝𝐸 − 𝐴) существует такой минор
𝜇(𝑝) матрицы 𝑊 (𝑝), что

lim
𝑝→𝑝0

∆(𝑝)𝜇(𝑝) ̸= 0.
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Следующий важный признак устанавливает критерий полной
управляемости и полной наблюдаемости в терминах передаточной
функции.

Теорема 3.9. Для полной управляемости и полной наблюдае-
мости системы (3.19) необходимо и достаточно, чтобы переда-
точная функция 𝑊 (𝑝) была невырожденной.

Замечание. Эту теорему для случая, когда в системе (3.19)
𝑚 = 1 и 𝑏 — это вектор, можно переформулировать, а именно:
для полной управляемости и полной наблюдаемости системы (3.19)
необходимо и достаточно, чтобы полиномы det (𝑝𝐸 − 𝐴) и 𝑊 (𝑝) ·
det (𝑝𝐸 −𝐴) не имели общих нулей.

3.2.2. Стабилизируемость. Зададимся вопросом, можно ли
сделать вещественную систему (3.19) устойчивой с помощью выбо-
ра управления 𝑢. Если это возможно, то систему (3.19) называют
стабилизируемой, а соответствующее управление — стабилизиру-
ющим.

Пусть на вход линейной системы (3.19) подается управление 𝑢 ∈
𝑅𝑚 в зависимости от измеренного выхода 𝑦 ∈ 𝑅𝑙 по правилу: 𝑢 =
𝑠*𝑦, где 𝑠 = 𝑠(𝑡) — переменная (𝑙 × 𝑚)–матрица. Тогда говорят о
линейном управлении по принципу обратной связи.

Если ∀ 𝑡 измерению доступны все компоненты вектора состояия
𝑥 системы (в этом случае 𝑐 = 𝐸 — единичная (𝑛 × 𝑛)–матрица и
𝑦 = 𝑥), то тогда говорят, что управление построено по принципу
полной обратной связи; в случае, когда 𝑐 — (𝑛 × 𝑙)–матрица, где
𝑙 < 𝑛, и измерению доступны лишь компоненты вектора выхода
𝑦, то говорят об управлении, построенном по принципу неполной
обратной связи.

Задача линейной стабилизации системы (3.19) ставится так:
требуется построить управление

𝑢 = 𝑠*(𝑡) 𝑦, 𝑦 = 𝑐*𝑥, (3.20)

где 𝑠(𝑡) — (𝑙×𝑚)–матрица, при котором система (3.19), замкнутая
этой обратной связью, т.е. система

𝑥 =
{︀
𝐴+ 𝑏 [ 𝑐 𝑠(𝑡) ]*

}︀
𝑥 (3.21)
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асимптотически устойчива (в целом). Построенное управление 𝑢,
решающее поставленную задачу, является стабилизирующим, а са-
ма система (3.19) — стабилизируемой. В этом случае также гово-
рят, что тройка (𝐴, 𝑏, 𝑐) является стабилизируемой. Если 𝑐 = 𝐸 и
управление построено по принципу полной обратной связи, говорят
о стабилизируемой паре (𝐴, 𝑏).

В случае, когда 𝑠 = 𝑠(𝑡), речь идет о линейной нестационарной
стабилизации системы (3.19); если 𝑠(𝑡) = 𝑠 = const — то о линейной
стационарной стабилизации системы (3.19).

В задаче линейной стационарной стабилизации система (3.19)
стабилизируема, если существует обратная связь (3.20), где 𝑠(𝑡) = 𝑠
— постоянная (𝑙×𝑚)–матрица, такая, что замкнутая система (3.21)
асимптотически устойчива, т.е. матрица 𝐴+ 𝑏𝑠*𝑐* гурвицева.

Рассмотрим далее систему (3.19) в рамках решения задачи ста-
ционарной стабилизируемости, полагая, что 𝑚 ≥ 1 и выходом у
этой системы является вектор состояния: 𝑦 = 𝑥. Требуется найти
вещественную (𝑛×𝑛)–матрицу 𝑠, для которой матрица 𝐴+𝑏𝑠* была
бы гурвицевой, т.е. чтобы спектр 𝜎{𝐴 + 𝑏𝑠* } (набор собственных
чисел) матрицы 𝐴+𝑏𝑠* лежал в левой полуплоскости. Решение этой
задачи дадим с помощью следующей теоремы о стабилизации.

Теорема 3.10. Будем считать, что 𝐴 и 𝑏 — вещественные
(𝑛 × 𝑛) и (𝑛 × 𝑚)–матрицы соответственно и, кроме того, па-
ра (𝐴, 𝑏) полностью управляема. Обозначим через 𝜇1, ..., 𝜇𝑛 про-
извольные вещественные числа.

Тогда существует вещественная (𝑛 × 𝑚)–матрица 𝑠 такая,
что спектр 𝜎{𝐴 + 𝑏𝑠* } матрицы 𝐴 + 𝑏𝑠* совпадает с набором
чисел {𝜇1, ..., 𝜇𝑛 }, т.е.

𝜎{𝐴+ 𝑏𝑠* } = {𝜇1, ..., 𝜇𝑛 }, 𝜇𝑗 ∈ 𝑅, 𝑗 = 1, 𝑛.

В частности, если 𝜇𝑗 < 0, 𝑗 = 1, 𝑛, то матрица 𝐴+𝑏𝑠* гурвицева.

Из этой теоремы вытекает, что полная управляемость системы
является достаточным условием ее стабилизируемости, но не необ-
ходимым. В самом деле, система (3.19) стабилизируема для случая,
когда 𝐴 — гурвицева матрица, а 𝑏 = 0; при этом она не полностью
управляема.
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Критерий Найквиста является одним из эффективных крите-
риев стационарной стабилизации линейных систем. Пусть имеется
система (3.19). Надо построить такую обратную связь 𝑢 = 𝑠*𝑦 с по-
стоянной (𝑙 ×𝑚)–матрицей 𝑠, чтобы замкнутая этим управлением
система была асимптотически устойчивой.

Пусть 𝑊 (𝑝) — передаточная функция системы (3.19) от входа
𝑢 к выходу (− 𝑦) : 𝑊 (𝑝) = 𝑐* (𝐴 − 𝑝𝐸𝑛)−1𝑏, где 𝐸𝑛 — единичная
(𝑛× 𝑛)–матрица. Укажем на то, что значения 𝑊 (𝑝) — это (𝑙×𝑚)–
матрицы. Обозначим через

∆𝑟(𝑝) = det (𝑝𝐸𝑛 −𝐴), ∆𝑧(𝑝) = det
[︀
𝑝𝐸𝑛 − (𝐴+ 𝑏𝑠*𝑐*)

]︀

— характеристические многочлены матриц: 𝐴 разомкнутой систе-
мы и 𝐴 + 𝑏𝑠*𝑐* замкнутой системы, связь между которыми уста-
навливается соотношением

∆𝑧(𝑝) = ∆𝑟(𝑝) · det
[︀
𝐸𝑚 + 𝑠*𝑊 (𝑝)

]︀
. (3.22)

В предположении, что у ∆𝑟(𝑝) и ∆𝑧(𝑝) нет корней на мнимой
оси, из формулы (3.22) вытекает, что

det
[︀
𝐸𝑚 + 𝑠*𝑊 (𝑖𝜔)

]︀
̸= 0, 𝜔 ∈ (−∞,∞). (3.23)

Отсюда можно найти целое число 𝑘0 :

𝑘0 =
1

2𝜋
· ∆𝜙(𝜔)

⃒⃒+∞
−∞, 𝜙(𝜔) = Arg det

[︀
𝐸𝑚 + 𝑠*𝑊 (𝑖𝜔)

]︀
,

где ∆𝜙(𝜔)
⃒⃒+∞
−∞ — это приращение фукции 𝜙(𝜔) при изменении 𝜔

от −∞ до +∞; Arg 𝑧 = arg 𝑧 + 2𝜋𝑘, arg 𝑧 ∈ (−𝜋, 𝜋), 𝑘 — целое.

Обозначим далее через 𝑘𝑟 и 𝑘𝑧 числа собственных значений мат-
риц 𝐴 и 𝐴+𝑏𝑠*𝑐*, расположенных в правой полуплоскости с учетом
их кратностей. Эти числа называются степенями неустойчивости
соответственно разомкнутой и замкнутой систем. Если применить
к обеим частям равенства (3.22) формулу Эрмита–Михайлова (с
учетом неравенства (3.23) это сделать можно), то в результате для
матриц 𝐴 и 𝐴+𝑏𝑠*𝑐*, не имеющих собственных значений на мнимой
оси, получим соотношение: 𝑘𝑧 = 𝑘𝑟 − 𝑘0. Из этой формулы следует
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критерий Найквиста: замкнутая система

𝑥 = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢, 𝑦 = 𝑐*𝑥, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑅𝑚, 𝑦 ∈ 𝑅𝑙,

с обратной связью 𝑢 = 𝑠*𝑦, где 𝑠 ∈ 𝑅𝑙 ×𝑅𝑚 — постоянная матрица,
асимптотически устойчива тогда и только тогда, когда 𝑘𝑟 = 𝑘0.

Стоит отметить, что критерий Найквиста дает возможность
установить устойчивость данной замкнутой системы лишь по ча-
стотной характеристике 𝑊 (𝑖𝜔) системы (3.19) вне зависимости от
аналитического выражения функции 𝑊 (𝑝).

3.2.3. Стабилизируемость и уравнение Лурье–Риккати.
Вновь вернемся к линейной системе (3.19). Управление 𝑢 выберем
по принципу неполной обратной связи: 𝑢 = 𝑠*𝑦, 𝑦 ∈ 𝑅𝑙, где 𝑠 —
вещественная постоянная (𝑙×𝑚)–матрица, с тем, чтобы замкнутая
система 𝑥 = (𝐴+𝑏𝑠*𝑐*)𝑥, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, была асимптотически устойчивой,
т.е. чтобы матрица 𝐴+ 𝑏𝑠*𝑐* была гурвицевой, а тем самым тройка
(𝐴, 𝑏, 𝑐) была стабилизированной.

Напомним предварительно некоторые хорошо известные утвер-
ждения.

Лемма 3.1 (Лемма Ляпунова). Пусть 𝐴 — гурвицева (𝑛 ×
𝑛)–матрица, 𝐺 — произвольная симметрическая матрица. Тогда
матричное уравнение

𝐴*𝑋 +𝑋𝐴 = 𝐺

относительно симметрической (𝑛×𝑛)–матрицы 𝑋 имеет и при-
том единственное решение

𝑋 = −
+∞w

0

𝑒𝐴
*𝑡𝐺𝑒𝐴𝑡 𝑑𝑡.

Если 𝐺 ≤ 0, то 𝑋 ≥ 0; если же 𝐺 < 0, то 𝑋 > 0.

Относительно записи в формулировке леммы 3.1: полагаем, что
запись для матриц 𝑄 ≥ 0 (или 𝑄 > 0) означает, что соответству-
ющая ей квадратичная форма 𝑥*𝑄𝑥 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛 (или 𝑥*𝑄𝑥 >
0, ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑥 ̸= 0). Аналогичный смысл имеем и для 𝑄 ≤ 0 (или
𝑄 < 0).
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Лемма 3.2.Предположим, что (𝑛 × 𝑛)–матрицы 𝐴 и 𝐻, где
𝐻 = 𝐻*, удовлетворяют матричному неравенству

𝐴*𝐻 +𝐻𝐴 ≤ 𝑐𝑐*,

где 𝑐 — (𝑛×𝑙)–матрица, причем пара (𝐴, 𝑐) полностью наблюдаема.
Тогда: 1) матрица 𝐴 не имеет собственных значений на мнимой
оси; 2) матрица 𝐴 гурвицева тогда и только тогда, когда 𝐻 > 0.

Следующую теорему о стабилизируемости тройки (𝐴, 𝑏, 𝑐), кото-
рую можно доказать с помощью лемм 3.1 и 3.2, представим в тер-
минах разрешимости матричного уравнения Лурье–Риккати. Для
удобства вначале сформулируем теорему о необходимом условии
стабилизируемости системы (3.19) (или тройки (𝐴, 𝑏, 𝑐)).

Теорема 3.11. Пусть система (3.19) стабилизируема. Тогда:
1) пары (𝐴, 𝑏) и (𝐴*, 𝑐) стабилизируемы; 2) существуют веще-
ственные (𝑙×𝑚) и (𝑚×𝑛)–матрицы 𝑠 и 𝑔 соответственно, такие,
что имеет место соотношение

𝑠*𝑐* + 𝑏*𝐻 = 𝑔, (3.24)

где 𝐻 = 𝐻* — вещественная неотрицательно определенная (𝑛 ×
𝑛)–матрица, которая является решением матричного уравнения

𝐴*𝐻 +𝐻𝐴−𝐻𝑏𝑏*𝐻 + 𝑐𝑐* + 𝑔*𝑔 = 0. (3.25)

Отметим, что уравнение (3.25) называют матричным алгебра-
ическим уравнением Риккати. Этому уравнению с квадратичной
структурой относительно матрицы𝐻 удовлетворяют стационарные
решения матричного ДУ:

𝐻 = −𝐻𝑏𝑏*𝐻 + (𝐴*𝐻 +𝐻𝐴) + (𝑐𝑐* + 𝑔*𝑔),

которое называют матричным ДУ Риккати.
На очереди теорема о достаточном условии стабилизируемости

системы (3.19) (или тройки (𝐴, 𝑏, 𝑐)).

Теорема 3.12. Предположим, что в системе (3.19) матрицы
𝐴, 𝑏 и 𝑐 удовлетворяют условиям: 1) пара (𝐴, 𝑏) стабилизируема, а
пара (𝐴, 𝑐) полностью наблюдаема; 2) существуют вещественные
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(𝑙 ×𝑚) и (𝑚 × 𝑛)–матрицы 𝑠 и 𝑔 соответственно, удовлетворя-
ющие соотношениям (3.24), (3.25), где 𝐻 = 𝐻* — вещественная
положительно определенная матрица. Тогда система (3.19) ста-
билизируема.

Отметим, что в теореме 3.11 ее условия являются также и до-
статочными для стабилизируемости системы (3.19) [163]. Условия
теоремы 3.12 более жесткие, чем условия теоремы 3.11. Действи-
тельно, стабилизируемость пары (𝐴*, 𝑐) и 𝐻 ≥ 0 в теореме 3.11
меняются на полную наблюдаемость пары (𝐴, 𝑐) и 𝐻 > 0 в теореме
3.12.

В силу стабилизируемости системы (3.19) существует веще-
ственная (𝑙 × 𝑚)–матрица 𝑠, для которой матрица 𝐴 + 𝑏𝑠*𝑐* гур-
вицева. Значит, по лемме 3.1 Ляпунова существует такая симмет-
рическая матрица 𝐻 = 𝐻* > 0, что выполнено равенство

(𝐴+ 𝑏𝑠*𝑐*)*𝐻 +𝐻 (𝐴+ 𝑏𝑠*𝑐*) = − 𝑐𝑐* − 𝑐𝑠𝑠*𝑐*. (3.26)

Видим, что в линейном пространстве эрмитовых матриц {𝐻 },
где 𝐻 = 𝐻*, левая часть соотношения (3.26) определяет линейный
оператор 𝒦 :

𝒦(𝐻) = (𝐴+ 𝑏𝑠*𝑐*)*𝐻 +𝐻 (𝐴+ 𝑏𝑠*𝑐*).

По лемме 3.1 уравнение 𝒦(𝐻) = 𝐺 однозначно разрешимо ∀𝐺 :
𝐺 = 𝐺*, т.к. 𝐴 + 𝑏𝑠*𝑐* — гурвицева матрица. Следовательно, опе-
ратор 𝒦 обратим и у него ∃ℒ — линейный оператор, обратный к
𝒦 : ℒ ≡ 𝒦−1. Поэтому, решая уравнение (3.26) относительно мат-
рицы 𝐻, получим: 𝐻 = −ℒ(𝑐𝑐*) − ℒ(𝑐𝑠𝑠*𝑐*). После подстановки
этого значения 𝐻 в уравнение (3.24) будем иметь квадратное отно-
сительно (𝑙 ×𝑚)–матрицы 𝑐𝑠 уравнение

ℒ(𝑐𝑠𝑠*𝑐*) 𝑏− 𝑐𝑠 = − 𝑔* − ℒ(𝑐𝑐*) 𝑏. (3.27)

Приходим, таким образом, к разрешающим уравнениям Лу-
рье [82] в векторной форме, которые обладают структурой урав-
нений (3.27) и имеют многие важные практические применения.
Итак, уравнения (3.24), (3.25), (3.26) сводятся к уравнениям Лурье–
Риккати. Обратное также верно. В работе [82] были найдены усло-
вия разрешимости уравнений Лурье в некоторых случаях. В общем



120
Глава 3. Устойчивость систем автоматического

управления

же случае условием разрешимости уравнений Лурье является ча-
стотное условие Якубовича–Калмана [32]. Для линейных систем
вида (3.19) это частотное условие совпадает с критерием Найкви-
ста.

Рассмотренная выше задача стационарной стабилизации ли-
нейных систем вида (3.19), решаемая синтезом линейной обрат-
ной связи, относится к важнейшим проблемам теории управления.
Тем не менее, для системы (3.19) может быть поставлена и задача
Брокетта нестационарной стабилизации, когда требуется найти
(𝑙×𝑚)–матрицу 𝑠(𝑡) такую, чтобы система (3.19), замкнутая обрат-
ной связью 𝑢 = 𝑠*(𝑡) 𝑦 была асимптотически устойчивой (в целом).

Иначе задача Брокетта может быть сформулирована так: зада-
на тройка матриц (𝐴, 𝑏, 𝑐) размерностей 𝑛 × 𝑛, 𝑛 ×𝑚 и 𝑛 × 𝑙 соот-
ветственно. Ставится вопрос об условиях существования (𝑙 × 𝑚)–
матрицы 𝑠(𝑡) такой, чтобы система (3.21): 𝑥 = [𝐴+ 𝑏 𝑠*(𝑡) 𝑐* ]𝑥, 𝑥 ∈
𝑅𝑛, была асимптотически устойчивой. Подробнее о решении этой
задачи в классе кусочно-постоянных периодических матриц см. ра-
боты [74, 75, 79].

Ранее уже была проанализирована задача стабилизации систе-
мы 𝑥 = 𝐴𝑥+𝑏𝑢 с помощью постоянной матрицы 𝑠. В задаче Брокет-
та надо найти переменную матрицу 𝑠(𝑡) с указанным стабилизиру-
ющим свойством для системы (3.21) и ответить на вопрос, насколь-
ко введение матрицы 𝑠(𝑡) увеличивает возможности стационарной
стабилизации?

3.3 Устойчивость и оптимальность процессов
управления

В рамках теории оптимальных процессов в управляемых динамиче-
ских системах важное место занимает задача об оптимальной ста-
билизации заданного движения (подробности см. в работе [114]).
Речь идет о задаче синтеза управляющих воздействий, которые
обеспечивают устойчивость движения при оптимальном качестве
переходных процессов.

Таким образом, ясно, что задача об оптимальной стабилизации
тесно связана с общей задачей об устойчивости движения и по сути
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является дальнейшим развитием проблемы устойчивости в приме-
нении к теории управляемых динамических систем.

Важно также еще отметить, что эта тесная взаимосвязь методов
оптимального управления и классических методов теории устойчи-
вости Ляпунова особенно наглядно проявляется на примере метода
динамического программирования как одного из основных в тео-
рии оптимизации, и который, в общем-то, является объединением
методов вариационного исчисления с методом функций Ляпунова
[114].

3.3.1. Задачи о стабилизации и об оптимальной стабили-
зации. Пусть движение динамической системы описывается ДУ в
нормальном виде

𝑑𝑦𝑠
𝑑𝑡

= 𝑌𝑠(𝑡, 𝑦1, ..., 𝑦𝑛, 𝑣1, ..., 𝑣𝑟), (3.28)

где 𝑠 = 1, 𝑛. Здесь 𝑦𝑠 — некоторые параметры движения, напри-
мер, координаты, скорости и т.д.; величины 𝑣1, ..., 𝑣𝑟 описывают
управляющие воздействия, приложенные к объекту.

Возьмем частное движение системы, порождаемое некоторыми
управляющими воздействиями 𝑣𝑗 = 𝑝𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 𝑟. Этому движе-
нию отвечает некоторое частное решение 𝑦𝑠 = 𝑓𝑠(𝑡), 𝑠 = 1, 𝑛, систе-
мы (3.28). Это движение называют невозмущенным.

Вместе с невозмущенным движением { 𝑓𝑠(𝑡) } рассмотрим возму-
щенные движения { 𝑦𝑠(𝑡) }, которые также описываются ДУ (3.28),
но уже при 𝑣𝑗(𝑡) ̸= 𝑝𝑗(𝑡). Отклонения 𝑣𝑗(𝑡)−𝑝𝑗(𝑡) позволяют судить
об устойчивости движения 𝑦𝑠 = 𝑓𝑠(𝑡) : тем самым задача стаби-
лизации невозмущенного движения 𝑦𝑠 = 𝑓𝑠(𝑡) сводится к выбору
величин отклонения 𝑣𝑗 − 𝑝𝑗(𝑡), обеспечивающих устойчивость дви-
жения 𝑦𝑠 = 𝑓𝑠(𝑡).

Удобно для анализа задачи стабилизации перейти к новым пе-
ременным и составить относительно них уравнения возмущенного
движения управляемой системы. Обозначим

𝑥𝑠 = 𝑦𝑠 − 𝑓𝑠(𝑡), 𝑢𝑗 = 𝑣𝑗 − 𝑝𝑗(𝑡), (3.29)

где 𝑠 = 1, 𝑛, 𝑗 = 1, 𝑟; 𝑥𝑠 — возмущения движений, 𝑢𝑗 — отклонения
управляющих воздействий от величин 𝑝𝑗(𝑡). При этом уравнения
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возмущенного движения будут иметь вид

𝑑𝑥𝑠
𝑑𝑡

= 𝑋𝑠(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑟) =

= 𝑌𝑠(𝑡, 𝑥1 + 𝑓1, ..., 𝑥𝑛 + 𝑓𝑛, 𝑢1 + 𝑝1, ..., 𝑢𝑟 + 𝑝𝑟) −
− 𝑌𝑠(𝑡, 𝑓1, ..., 𝑓𝑛, 𝑝1, ..., 𝑝𝑟), 𝑠 = 1, 𝑛. (3.30)

Задача 𝐼 (о стабилизации). Требуется найти такие управляю-
щие воздействия 𝑢1(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛), ..., 𝑢𝑟(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛), которые обес-
печивают асимптотическую устойчивость невозмущенного движе-
ния 𝑥𝑠 = 0 в силу уравнений (3.30) при 𝑢𝑗 = 𝑢0𝑗 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛).

В сформулированной задаче I предполагается, что в процессе
управления объектом можно измерять текущие значения всех ко-
ординат 𝑥𝑠(𝑡), 𝑠 = 1, 𝑛, на основе которых можно строить управ-
ляющие воздействия 𝑢𝑗 [ 𝑡, 𝑥1(𝑡), ..., 𝑥𝑛(𝑡 ], 𝑗 = 1, 𝑟. При этих воз-
действиях на объект его заданное невозмущенное движение 𝑥𝑠 = 0
должно быть асимптотически устойчивым.

Предполагается в силу соотношений (3.29), что функции 𝑢𝑗(𝑡, 𝑥1
, ..., 𝑥𝑛) удовлетворяют равенствам: 𝑢𝑗(𝑡, 0, ..., 0) = 0, 𝑗 = 1, 𝑟. По-
мимо этого, будем считать, что эти функции определены и непре-
рывны в области

|𝑥𝑠 | < ℎ, 𝑡 ≥ 0, 𝑠 = 1, 𝑛. (3.31)

Примем также, что функции𝑋𝑠 и 𝑢𝑗 в уравнениях (3.30) удовлетво-
ряют условиям, обеспечивающим существование и единственность
решений 𝑥𝑠, ∀ 𝑡0, 𝑥𝑠(𝑡0) — начальных условий из области (П3.31). И
еще: будем считать, что функции 𝑢𝑗(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛) могут принимать
любые, сколь угодно большие значения: 𝑢𝑗 ∈ (−∞,∞), 𝑗 = 1, 𝑟.

Перейдем далее к задаче об оптимальной стабилизации, кото-
рая, как уже было выше сказано, помимо задачи о стабилизации за-
данного движения 𝑥𝑠 = 0 (обеспечением асимптотической устойчи-
вости) содержит еще и требование обеспечения оптимального (наи-
лучшего) качества переходного процесса, а именно: оптимального
качества возмущенного движения 𝑥𝑠(𝑡) в процессе его стремления
к состоянию 𝑥𝑠 = 0 при 𝑡→ ∞.

Часто функционал качества 𝐽 для этих целей выбирается в виде
совокупных затрат системы управления на всем промежутке вре-
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мени, которые требуется минимизировать:

𝐽 =

∞w

𝑡0

𝜔
[︀
𝑡, 𝑥1(𝑡), ..., 𝑥𝑛(𝑡), 𝑢1(𝑡), ..., 𝑢𝑟(𝑡)

]︀
𝑑𝑡, (3.32)

где 𝜔(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑟) = 𝜔(·) ≥ 0 — функция, определенная
в области (3.31). Полагаем, что 𝑢𝑗(𝑡) = 𝑢𝑗 [ 𝑡, 𝑥1(𝑡), ..., 𝑥𝑛(𝑡) ] — ве-
личины управляющих воздействий, представляющих собой лишь
функции времени; 𝑥𝑠(𝑡) — движения системы (3.30), которые воз-
никают за счет приложения управлений 𝑢𝑗(𝑡). Для многих практи-
ческих случаев применения такой подходящей подыинтегральной
функцией 𝜔(·), отвечающей физическим условиям решаемой зада-
чи, является функция, выбранная в виде определенно положитель-
ной квадратичной формы

𝜔(·) =

𝑛∑︁

𝑠,𝑙=1

𝛼𝑠𝑙 𝑥𝑠𝑥𝑙 +

𝑟∑︁

𝑖,𝑗=1

𝛽𝑖𝑗 𝑢𝑖𝑢𝑗 .

Задачу о стабилизации системы (3.30) с учетом минимизации кри-
терия качества 𝐽 (3.32) называют задачей об оптимальной стаби-
лизации.

Задача 𝐼𝐼 (об оптимальной стабилизации). Пусть выбран
критерий качества переходного процесса 𝑥𝑠(𝑡) в виде инте-
грала (3.32). Требуется найти такие управляющие воздействия
𝑢01(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛), ..., 𝑢0𝑟(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛), которые обеспечивают асимпто-
тическую устойчивость невозмущенного движения 𝑥𝑠 = 0 в силу
уравнений (3.30) (т.е. при 𝑢𝑗 = 𝑢0𝑗 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛)). При этом для всех
других управляющих воздействиях 𝑢*𝑗 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛), решающих за-
дачу I, должно выполняться неравенство

∞w

𝑡0

𝜔
[︀
𝑡, 𝑥01(𝑡), ..., 𝑥0𝑛(𝑡), 𝑢01(𝑡), ..., 𝑢0𝑟(𝑡)

]︀
𝑑𝑡 ≤

≤
∞w

𝑡0

𝜔
[︀
𝑡, 𝑥*1(𝑡), ..., 𝑥*𝑛(𝑡), 𝑢*1(𝑡), ..., 𝑢*𝑟(𝑡)

]︀
𝑑𝑡, (3.33)
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∀ 𝑡0, 𝑥𝑠(𝑡0) — начальных условий из области: |𝑥𝑠(𝑡0) | ≤ ℎ0, 𝑡0 ≥
0, где ℎ0 > 0 — некоторая заданная постоянная. Функции
𝑢0𝑗 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑗 = 1, 𝑟, решающие задачу II, называются опти-
мальным управлением.

Заметим, что задача II ставит перед выбором функций 𝑢0𝑗 более
жесткие требования по сравнению с задачей I и разрешающими ее
функциями 𝑢𝑗 . Именно поэтому в задаче II, как правило, имеется
лишь единственное решение 𝑢0𝑗 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛); в задаче I, напротив,
выбор функций 𝑢𝑗(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛), как правило, связан с большим чис-
лом возможностей.

3.3.2. Оптимальная стабилизация и второй метод Ляпу-
нова. В данном разделе решение задачи II оптимальной стабили-
зации в соответствии с методом динамического программирования
Р.Беллмана [16] свяжем со вторым методом Ляпунова в теории
устойчивости.

Рассмотрим ДУ возмущенного движения (3.30):

𝑑𝑥𝑠
𝑑𝑡

= 𝑋𝑠(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑟), 𝑠 = 1, 𝑛,

где функции 𝑋𝑠(·) определены в области

|𝑥𝑠 | ≤ ℎ, 𝑡 ≥ 0, 𝑠 = 1, 𝑛, (3.34)

и удовлетворяют в этой области указанным ранее условиям.
В качестве функции Ляпунова 𝑉 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛) будем брать опре-

деленно положительные функции в области (3.34). Обозначим че-
рез Ω(𝑉, 𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑟) следующее выражение:

Ω(𝑉, 𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑟) =
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ (3.35)

+

𝑛∑︁

𝑠=1

𝜕𝑉

𝑥𝑠
𝑋𝑠(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑟) + 𝜔(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑟),

где 𝜔(·) ≥ 0 — подынтегральная функция из критерия (3.32).
Выберем затем некоторую функцию 𝑉 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛) и некоторые

функции 𝑢𝑗 = 𝑢*𝑗 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑗 = 1, 𝑟 так, чтобы в области (3.34)
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выполнялось равество

Ω(𝑉, 𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢
*
1, ..., 𝑢

*
𝑟) = 0.

Тогда, очевидно, из соотношения (3.35) при 𝑢𝑗 = 𝑢*𝑗 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛) в
этой области будет вытекать равенство

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝜔(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛).

Теперь сформулируем основную теорему об оптимальной стабили-
зации.

Теорема 3.13. Если для ДУ возмущенного движения (3.30)
можно найти допускающую бесконечно малый высший предел
определенно положительную функцию 𝑉 0(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛) и функции
𝑢0𝑗 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛), удовлетворяющие в области (3.34) условиям:

1) функция

𝑤(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = 𝜔
[︀
𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢

0
1(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛), ..., 𝑢0𝑟(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛)

]︀

является определенно положительной;
2) справедливо равенство

Ω
[︀
𝑉 0, 𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢

0
1(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛), ..., 𝑢0𝑟(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛)

]︀
= 0; (3.36)

3) для любых чисел 𝑢𝑗 справедливо неравенство

Ω
(︀
𝑉 0, 𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑟

)︀
≥ 0, (3.37)

то тогда функции 𝑢0𝑗 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛) разрешают задачу II об опти-
мальной стабилизации. При этом выполняется равенство

∞w

𝑡0

𝜔
[︀
𝑡, 𝑥01(𝑡), ..., 𝑥0𝑛(𝑡), 𝑢01(𝑡), ..., 𝑢0𝑟(𝑡)

]︀
𝑑𝑡 =

= min
𝑢

∞w

𝑡0

𝜔
[︀
𝑡, 𝑥1(𝑡), ..., 𝑥𝑛(𝑡), 𝑢1(𝑡), ..., 𝑢𝑟(𝑡)

]︀
𝑑𝑡 =

= 𝑉 0
[︀
𝑡0, 𝑥1(𝑡0), ..., 𝑥𝑛(𝑡0)

]︀
. (3.38)
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Замечание. Обратим внимание на то, что функция 𝑉, удовле-
творяющая условиям теоремы Ляпунова об асимптотической устой-
чивости, помимо того, что она устанавливает сам факт устойчиво-
сти, позволяет также оценить область

|𝑥𝑠(𝑡0) | ≤ ℎ0, 𝑡 ≥ 0, 𝑠 = 1, 𝑛, (3.39)

тех начальных возмущений 𝑥𝑠(𝑡0), которые удовлетворяют неравен-
ствам (3.31): |𝑥𝑠(𝑡) | < ℎ, где 𝑡 ≥ 𝑡0, 𝑠 = 1, 𝑛, а также предельному
соотношению

lim
𝑡→∞

𝑥𝑠(𝑡) = 0. (3.40)

Заметим еще, что при 𝑢𝑗 = 𝑢0𝑗 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛) в уравнениях (3.30)
функция 𝑉 0 удовлетворяет условиям теоремы Ляпунова об асимп-
тотической устойчивости, а интеграл 𝐽 (3.32) достигает наимень-
шего значения ∀𝑥𝑠(𝑡0), 𝑡0 ≥ 0 — начальных условий из области
(3.39).

Приведем далее схему доказательства теоремы 3.13, решающей
задачу II [114]. Итак, при 𝑢𝑗 = 𝑢0𝑗 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛) функция 𝑉 0 удовле-
творяет условиям теоремы Ляпунова об асимптотической устойчи-
вости. Полная производная по времени 𝑉 0 в силу уравнений (3.30)
при 𝑢𝑗 = 𝑢0𝑗 определяется равенством

𝑑𝑉 0

𝑑𝑡
= −𝜔(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢

0
1, ..., 𝑢

0
𝑟), (3.41)

т.е. 𝑉 0 является определенно отрицательной функцией. Отсюда
управляющие воздействия 𝑢0𝑗 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛) обеспечивают асимпто-
тическую устойчивость невозмущенного движения 𝑥𝑠 = 0 и выпол-
нение предельного соотношения (3.40) ∀𝑥(𝑡0) — начальных условий
из области (3.39).

Чтобы доказать утверждение теоремы, надо выявить наличие
соотношения (3.38). Приступим к этому. Положим, что движения
𝑥0𝑠(𝑡) при 𝑢𝑗 = 𝑢0𝑗 и при условии (3.39) удовлетворяют оценке (3.31):
|𝑥0𝑠(𝑡) | < ℎ. Тогда вдоль этих движений ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0 выполняется равен-
ство (3.36) или равносильное ему равенство (3.41). Помимо этого,
по причине асимптотической устойчивости выполняется предель-
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ное соотношение

lim
𝑡→∞

𝑉 0
[︀
𝑡, 𝑥01(𝑡), ..., 𝑥0𝑛(𝑡)

]︀
= 0. (3.42)

Проинтегрируем равенство (3.41) вдоль движния 𝑥0𝑠(𝑡) по про-
межутку 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞) и с учетом соотношения (3.42) получим

𝑉 0
[︀
𝑡0, 𝑥1(𝑡0), ..., 𝑥𝑛(𝑡0)

]︀
= (3.43)

=

∞w

𝑡0

𝜔
[︀
𝑡, 𝑥01(𝑡), ..., 𝑥0𝑛(𝑡), 𝑢01(𝑡), ..., 𝑢0𝑟(𝑡)

]︀
𝑑𝑡.

Вместе с тем, предположим, что 𝑢*𝑗 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑗 = 1, 𝑟 —
какие-либо функции, также решающие задачу о стабилизации дви-
жения 𝑥𝑠 = 0, 𝑠 = 1, 𝑛, для начальных возмущений из области
(3.39). Будем считать также, что соответствующие движения 𝑥*𝑠(𝑡)
не выходят при 𝑡 ≥ 𝑡0 из области |𝑥𝑠 | ≤ ℎ. Тогда в процессе движе-
ния 𝑥*𝑠(𝑡), ∀ 𝑡 будет иметь место неравенство (3.37), или равносиль-
ное неравенство

𝑑𝑉 0

𝑑𝑡
≥ −𝜔

[︀
𝑡, 𝑥*1(𝑡), ..., 𝑥*𝑛(𝑡)

]︀
, (3.44)

где 𝑉 0 — полная производная по 𝑡 функции 𝑉 0 вдоль движения
𝑥*𝑠(𝑡).

Проинтегрируем неравенство (3.44) по промежутку времени 𝑡 ∈
[ 𝑡0,∞). С учетом предельного равенства

lim
𝑡→∞

𝑉 0
[︀
𝑡, 𝑥*1(𝑡), ..., 𝑥*𝑛(𝑡)

]︀
= 0 (3.45)

будем иметь
𝑉 0

[︀
𝑡0, 𝑥1(𝑡0), ..., 𝑥𝑛(𝑡0)

]︀
≤ (3.46)

≤
∞w

𝑡0

𝜔
[︀
𝑡, 𝑥*1(𝑡), ..., 𝑥*𝑛(𝑡), 𝑢*1(𝑡), ..., 𝑢*𝑟(𝑡)

]︀
𝑑𝑡.

Такое же неравенство получим и в случае, когда движение 𝑥*𝑠(𝑡)
покидает область (3.34): |𝑥𝑠 | ≤ ℎ, 𝑠 = 1, 𝑛. В самом деле, пусть
𝜏 > 𝑡0 — момент времени, когда движение 𝑥*𝑠(𝑡) в последний раз
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вошло в область (3.34) и уже при 𝑡 ≥ 𝜏 больше эту область не по-
кидает. Значит, с этого момента вдоль движения 𝑥*𝑠(𝑡) все время
выполняется условие (3.44). Интегрируя тогда это неравенство по
𝑡 ∈ [ 𝜏,∞) и учитывая вновь предельное соотношение (3.45), полу-
чим

𝑉 0
[︀
𝜏, 𝑥*1(𝜏), ..., 𝑥*𝑛(𝜏)

]︀
≤ (3.47)

≤
∞w

𝜏

𝜔
[︀
𝑡, 𝑥*1(𝑡), ..., 𝑥*𝑛(𝑡), 𝑢*1(𝑡), ..., 𝑢*𝑟(𝑡)

]︀
𝑑𝑡.

Однако по выбору 𝑥𝑠(𝑡0) из области (3.39) имеем неравенство

𝑉 0
[︀
𝑡0, 𝑥1(𝑡0), ..., 𝑥𝑛(𝑡0)

]︀
< 𝑉 0

[︀
𝜏, 𝑥*1(𝜏), ..., 𝑥*𝑛(𝜏)

]︀
, (3.48)

а по причине неотрицательности функции 𝜔 имеем неравенство

∞w

𝜏

𝜔
[︀
𝑡, 𝑥*1(𝑡), ..., 𝑥*𝑛(𝑡), 𝑢*1(𝑡), ..., 𝑢*𝑟(𝑡)

]︀
𝑑𝑡 < (3.49)

<

∞w

𝑡0

𝜔
[︀
𝑡, 𝑥*1(𝑡), ..., 𝑥*𝑛(𝑡), 𝑢*1(𝑡), ..., 𝑢*𝑟(𝑡)

]︀
𝑑𝑡.

Из соотношений (3.47) – (3.49) вновь вытекает справедливость нера-
венства (3.46). Окончательный вывод, который отсюда следует:
соотношения (3.43) и (3.46) доказывают финальное утверждение
(3.38) теоремы 3.13.

Отметим некоторые особенности рассматриваемой задачи об оп-
тимальной стабилизации. Функции 𝑉 0(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛), удовлетворяю-
щие условиям теоремы 3.13, часто называют оптимальными функ-
циями Ляпунова. Решение задачи II сводится к нахождению функ-
ций 𝑉 0 и 𝑢0𝑗 , удовлетворяющих соответствующим условиям теоре-
мы 3.13 при обеспечении равенства (3.36). Соотношение (3.36) яв-
ляется уравнением в частных производных относительно функции
𝑉 0, которое надо решить с учетом дополнительного условия (3.37).
Видим, что задача нахождения оптимальной функции Ляпунова
𝑉 0 приобретает черты достаточно сложной проблемы.

Критерий оптимальности управляющих воздействий 𝑢0𝑗 , кото-
рый выражается с помощью соотношений (3.36), (3.37), соответ-
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ствует методам вариационного исчисления [34], причем соотноше-
ние (3.36) имеет форму уравнения Гамильтона–Якоби в частных
производных. В теореме 3.13 критерий сформулирован не в виде
характерных необходимых условий экстремальности, а в виде до-
статочных условий минимума интеграла 𝐽 (3.32). Более того, усло-
вия теоремы 3.13 обеспечивают выполнение еще и предельного ра-
венства lim𝑡→∞ 𝑥𝑠(𝑡) = 0, типичного для теорем второго метода
Ляпунова в теории устойчивости движения.

Помимо вариационного исчисления связь теоремы 3.13 мож-
но обнаружить также и с принципом максимума Понтрягина как
еще одним из основных методов исследования задач оптимально-
го управления [111], где оптимальные управления ищутся в ви-
де функции только времени 𝑢0𝑗 (𝑡) при фиксированных начальных
условиях 𝑥𝑠(𝑡0).

По аналогии с задачей II принцип максимума утверждает, что
на оптимальном движении 𝑥0𝑠(𝑡) системы (3.30), которое порожда-
ется управлением 𝑢0𝑗 (𝑡), выполняется условие

𝐻
[︀
𝜓0(𝑡), ..., 𝜓𝑛+1(𝑡), 𝑡, 𝑥01(𝑡), ..., 𝑥0𝑛(𝑡), 𝑢01, ..., 𝑢

0
𝑟

]︀
≥

≥ 𝐻
[︀
𝜓0(𝑡), ..., 𝜓𝑛+1(𝑡), 𝑡, 𝑥01(𝑡), ..., 𝑥0𝑛(𝑡), 𝑢1, ..., 𝑢𝑟

]︀
(3.50)

для любых чисел 𝑢1, ..., 𝑢𝑟. Величина 𝐻 задается равенством

𝐻
(︀
𝜓0, ..., 𝜓𝑛+1, 𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑟

)︀
=

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖𝑋𝑖

(︀
𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑟

)︀
+𝜓𝑛+1+𝜓0 𝜔(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑟),

причем величины 𝜓𝑖(𝑡) являются некоторым частным решением си-
стемы

𝑑𝜓𝑖

𝑑𝑡
= −

𝑛∑︁

𝑗=0

𝜕𝑋𝑗

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑗 ,

𝑑𝜓𝑛+1

𝑑𝑡
= −

𝑛∑︁

𝑗=0

𝜕𝑋𝑗

𝜕𝑡
𝜓𝑗 ,

где 𝑖 = 0, 𝑛; 𝑋0 = 𝜔, 𝑋𝑛+1 = 1, а на оптимальном движении 𝑥0𝑠(𝑡)
величина 𝐻 остается постоянной, т.е.

𝐻
[︀
𝜓0(𝑡), ..., 𝜓𝑛+1(𝑡), 𝑡, 𝑥01(𝑡), ..., 𝑥0𝑛(𝑡), 𝑢01(𝑡), ..., 𝑢0𝑟(𝑡)

]︀
= 0 (3.51)
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при 𝑡 ≥ 𝑡1.

Чтобы обнаружить связь принципа максимума с теоремой 3.13,
надо проверить, что при выполнении условий теоремы 3.13 на опти-
мальном движении 𝑥0𝑠(𝑡), порождаемом оптимальным управлением
𝑢0𝑗 (𝑡) = 𝑢0𝑗 [ 𝑡, 𝑥01(𝑡), ..., 𝑥0𝑛(𝑡) ], имеют место равенства

𝜓𝑠(𝑡) = − 𝜕𝑉 0[ 𝑡, 𝑥01(𝑡), ..., 𝑥0𝑛(𝑡) ]

𝜕𝑥𝑠
, 𝑠 = 1, 𝑛,

𝜓𝑛+1(𝑡) = − 𝜕𝑉 0[ 𝑡, 𝑥01(𝑡), ..., 𝑥0𝑛(𝑡) ]

𝜕𝑡
, 𝜓0 = − 1.

Итак, в этом сопоставлении равенство (3.51) и неравенство (3.50)
имеют тот же смысл, что и равенство (3.36) и неравенство (3.37)
соответственно.

Заметим напоследок еще раз, что принцип максимума дает необ-
ходимые условия оптимальности управления в форме: 𝑢0𝑗 (𝑡) = 𝑢0𝑗 (𝑡),

а теорема 3.13 — достаточные условия 𝑢0𝑗 (𝑡) в форме: 𝑢0𝑗 (𝑡) =

𝑢0𝑗 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛). Обратим внимание также на то, что в случае уста-
новившихся движений 𝑥𝑠 = 0, когда 𝑋𝑠 и 𝜔 от времени явно не за-
висят, оптимальную функцию Ляпунова 𝑉 0 и оптимальные управ-
ления 𝑢0𝑗 надо также искать в виде функций, не зависящих явно от
времени: 𝑉 0 = 𝑉 0(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑢0𝑗 = 𝑢0𝑗 (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑗 = 1, 𝑟.

Применению второго метода Ляпунова в теории адаптивного
управления посвящен следующий параграф. Метод функций Ля-
пунова или прямой метод Ляпунова исследования устойчивости ре-
шений систем ДУ получил широкое распространение и дальнейшее
развитие в теории адаптивных динамических систем (см., напри-
мер, работы [102, 131, 133, 135, 136, 138] вместе с имеющейся там
библиографией). Основная идея использования этого метода при
синтезе управлений состоит в построении неотрицательных квад-
ратичных функций (функций Ляпунова) от переменных состояния,
убывающих на траекториях исследуемой системы.
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3.4 Синтез стабилизирующих адаптивных
управлений

Задача стабилизации в адаптивном варианте "требует, чтобы
управляющая система, синтезированная с помощью той или иной
функции Ляпунова, не зависела от (неизвестных) параметров кон-
кретного объекта управления ... ."[136].

3.4.1. Синтез стабилизирующих регуляторов. Изложим
кратко результаты, содержащиеся в книге [136]. Зададим объект
управления (ОУ) с выходом 𝑦(𝑡), состоянием 𝑥(𝑡) и управлением
𝑢(𝑡) следующим уравнением:

𝑥 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝜏)𝑥+𝐵(𝜏)𝑢+ 𝑣(𝑡), 𝑦(𝑡) = 𝐷𝑥(𝑡), (3.52)

где 𝑣(𝑡) — действующее на ОУ возмущение, относительно которого
известно лишь, что

‖ 𝑣(𝑡) ‖ ≤ 𝐶𝑣, (3.53)

где 𝐶𝑣 — заданная постоянная, 𝐴 — квадратная, а 𝐵 и 𝐷 — прямо-
угольные матрицы соответствующих размерностей. Матрицы 𝐴 и
𝐵 определены с точностью до вектора неизвестных параметров 𝜏,
𝜏 ∈ 𝑇𝜏 ⊂ 𝑅𝑁 .

Пару { 𝜏, 𝑣(·) } = 𝜉 называют вариантом. Множество вариан-
тов { 𝜉 } = 𝑇𝜏 × 𝑉𝑣, где 𝑉𝑣 — множество всевозможных реализаций
возмущений (помех), удовлетворяющих неравенству (3.53).

Цель управления (ЦУ) определим в выполнении неравенства

𝐽 = lim
𝑡→∞

𝑄[ 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡) ] < 𝐶𝑄, (3.54)

где 𝑄(𝑦, 𝑢) — целевая функция, 𝑄(𝑦, 𝑢) ∈ 𝐶[ 𝑦, 𝑢 ], 𝐶𝑄 — заданная
постоянная (при 𝐶𝑄 = ∞ имеем задачу о диссипативности).

Будем считать, что вектор 𝑦(𝑡) входит в сенсор 𝜎(𝑡) — набор
доступных измерений в момент времени 𝑡. Пусть ∀ 𝜏 ∈ 𝑇𝜏 ∃𝑢(𝑡) —
обратная связь вида

𝑢(𝑡) = 𝐶(𝜏) 𝑦(𝑡), (3.55)

обладающая следующими свойствами:
1) матрица 𝐾(𝜏) = 𝐴(𝜏) +𝐵(𝜏)𝐶(𝜏) является гурвицевой;
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2) ∃𝐻(𝜏) — положительная матрица и ∃ 𝜌(𝜏) — положительное
число такие, что

𝐺(𝜏) ≡ −
[︀
𝐾*(𝜏)𝐻(𝜏) +𝐻(𝜏)𝐾(𝜏) + 𝜌(𝜏)𝐻(𝜏)

]︀
≥ 0, (3.56)

т.е. 𝐺(𝜏) — неотрицательная матрица;

3) целевая функция 𝑄(𝑦, 𝑢), матрица 𝐻(𝜏) и возмущение 𝑣(𝑡, 𝜉)
согласованы друг с другом в соответствии с тем, что справедливо
включение:

{︂
𝑥*𝐻(𝜏)𝑥 ≤ ‖𝐻(𝜏) ‖𝐶2

𝑣

𝜀𝜌′(𝜏) [ 𝜌(𝜏) − 𝜌′(𝜏) ]

}︂
⊆

⊆
{︀
𝑄[𝐷𝑥, 𝐶(𝜏)𝐷𝑥 ] < 𝐶𝑄

}︀
, (3.57)

где постоянные 𝐶𝑄, 𝐶𝑣 взяты из неравенств (3.53), (3.54), число 𝜌(𝜏)
— из неравенства (3.56). Здесь 𝜌′(𝜏) — некоторая положительная
величина такая, что 𝜌′(𝜏) < 𝜌(𝜏); 0 < 𝜀 < 1 — некоторое число.

Легко показать, что закон управления (3.55) со всеми перечис-
ленными свойствами 1) – 3) обеспечивает выполнение ЦУ (3.54). В
самом деле, найдем 𝑑/𝑑𝑡 от функции

𝑉 (𝑥) = 𝑥*𝐻(𝜏)𝑥 (3.58)

вдоль траектории 𝑥 = 𝑥(𝑡) уравнения

𝑥 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐾(𝜏)𝑥. (3.59)

Учитывая обозначение (3.56), будем иметь

𝑑 𝑉 [𝑥(𝑡) ]

𝑑𝑡
≤ −

[︀
𝜌(𝜏) − 𝜌′(𝜏)

]︀
𝑉 [𝑥(𝑡) ] +

‖𝐻(𝜏) ‖𝐶2
𝑣

𝜌′(𝜏)
. (3.60)

Поскольку величина 𝜌 − 𝜌′ > 0, то из неравенства (3.60) получим,
что ∀ 𝜀 ∈ (0, 1) и 𝐶𝑣 > 0 траектория 𝑥(𝑡) за конечное время войдет
в множество:

{︂
𝑥*𝐻(𝜏)𝑥 ≤ ‖𝐻(𝜏) ‖𝐶2

𝑣

𝜀𝜌′(𝜏) [ 𝜌(𝜏) − 𝜌′(𝜏) ]

}︂
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и больше его не покинет. Однако в силу условия 3) (см. соотно-
шение (3.57)) это множество содержится в множестве, которое в
пространстве состояний задается неравенством: 𝑄(𝑦, 𝑢) < 𝐶𝑄, где
𝑦 = 𝐷𝑥, 𝑢 = 𝐶(𝜏) 𝑦 = 𝐶(𝜏)𝐷𝑥, а именно: начиная с некоторого мо-
мента времени будет выполняться неравенство 𝑄[ 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡) ] < 𝐶𝑄,
приводящее к ЦУ (3.54).

Заметим, что когда возмущений нет и 𝐶𝑣 = 0, множество в левой
части включения (3.57) вырождается в точку 𝑥 = 0, а это значит,
что все траектории системы управления (3.52), (3.59) стягиваются
к нулевому вектору.

Из рассмотренного вытекает, что ∀ 𝜏 ∈ 𝑇𝜏 функция Ляпуно-
ва (3.58) с указанными свойствами может быть построена; зависи-
мости 𝐶(𝜏), 𝐻(𝜏), 𝜌(𝜏), 𝐺(𝜏) при этом считаются известными при
𝜏 ∈ 𝑇𝜏 .

В случае, когда значение вектора 𝜏 = const не известно, вос-
пользоваться законом управления (3.55) непосредственно не пред-
ставляется возможным. Тогда в адаптивном варианте существуют
некоторые пути учета зависимости (3.55).

Первый подход, называемый идентификационным, состоит в
использовании закона управления вида

𝑢(𝑡) = 𝐶[ 𝜏(𝑡) ] 𝑦(𝑡), (3.61)

где 𝜏(𝑡) — настраиваемая оценка в момент времени 𝑡 неизвестного
вектора 𝜏. Этот подход базируется на использовании зависимости
𝐶(𝜏), а синтез управления при этом сводится к идентификации ОУ
(3.52).

Второй подход, называемый прямым, не использует зависи-
мость 𝐶(𝜏) и состоит в формировании закона управления по пра-
вилу

𝑢(𝑡) = 𝐶(𝑡) 𝑦(𝑡), (3.62)

где настройка коэффициентов обратной связи осуществляется
непосредственно с помощью некоторой матрицы настраиваемых па-
раметров 𝐶(𝑡).

3.4.2. Алгоритм идентификационной настройки пара-
метров. Рассмотрим алгоритм управления (3.61). Наложим на ОУ
(3.52) ограничения: предположим, что измерению доступен весь
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вектор состояния 𝑥(𝑡), а матрица𝐻 в соотношении (3.56) не зависит
от 𝜏. При таких ограничениях найдем закон изменения оценок 𝜏(𝑡),
обеспечивающих равномерную ограниченность функции (3.58) на
траекториях системы управления (3.52), (3.61).

Продифференцируем функцию 𝑉 (𝑥) (3.58) и тогда с учетом
уравнения (3.52) получим

𝑉 [𝑥(𝑡) ] ≤ −𝑥*(𝑡)𝐺[ 𝜏(𝑡) ]𝑥(𝑡) +

+
‖𝐻 ‖𝐶2

𝑣

𝜌[ 𝜏(𝑡) ]
+ 2𝑥*(𝑡)𝐻

{︀
𝐴(𝜏) −𝐴[ 𝜏(𝑡) ]

}︀
𝑥(𝑡) +

+ 2𝑥*(𝑡)𝐻
{︀
𝐵(𝜏) −𝐵[ 𝜏(𝑡) ]

}︀
𝑢. (3.63)

Дополнительно потребуем, чтобы матрицы 𝐴 и 𝐵 зависели от
вектора 𝜏 линейно. Тогда имеем

𝑥*(𝑡)𝐻
{︀
𝐴(𝜏) −𝐴[ 𝜏(𝑡) ]

}︀
𝑥(𝑡) +

+ 𝑥*(𝑡)𝐻
{︀
𝐵(𝜏) −𝐵[ 𝜏(𝑡) ]

}︀
𝑢(𝑡) = 𝐹 *(𝑡) [ 𝜏 − 𝜏(𝑡) ],

где вектор 𝐹 (𝑡) выражается через сенсор, а значит он доступен
измерению ∀ 𝑡.

Преобразуем выражение (3.63) к виду

𝑉 [𝑥(𝑡) ] ≤ −𝑥*(𝑡)𝐺[ 𝜏(𝑡) ]𝑥(𝑡) +

+ 2𝐹 *(𝑡) [ 𝜏 − 𝜏(𝑡) ] +
‖𝐻 ‖𝐶2

𝑣

𝜌 [ 𝜏(𝑡) ]
. (3.64)

Алгоритм получения настраиваемых оценок 𝜏(𝑡) зададим уравне-
нием

˙̄𝜏(𝑡) =
𝑑 𝜏(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑃 [𝐹 (𝑡) − 𝛾 𝜏(𝑡) ], (3.65)

где 𝑃 — произвольная положительная матрица, 𝛾 — некоторое неот-
рицательное число. Тогда неравенство (3.64) запишется так:

˙̄𝑉 ≤ −𝑥*(𝑡)𝐺[ 𝜏(𝑡) ]𝑥(𝑡) +

+
‖𝐻 ‖𝐶2

𝑣

𝜌 [𝜏(𝑡) ]
− 𝛾 ‖ 𝜏(𝑡) − 𝜏 ‖2 + 𝛾 ‖ 𝜏 ‖2, (3.66)
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где введены обозначения

𝑉 (𝑡) ≡ 𝑥*(𝑡)𝐻 𝑥(𝑡) + ‖ 𝜏(𝑡) − 𝜏 ‖2𝑃−1 ,

‖ 𝜏 − 𝜏 ‖2𝑃−1 ≡ [ 𝜏(𝑡) − 𝜏 ]* 𝑃−1 [𝜏(𝑡) − 𝜏 ].

Из неравенства (3.66) следует, что если равномерно по 𝜏 ∈ 𝑇𝜏 вы-
полняются неравенства: 𝐺(𝜏) ≥ 𝜆𝐺 > 0 и 𝜌(𝜏) ≥ 𝜌 > 0, то

lim
𝑡→∞

𝑉 (𝑡) ≤ ‖𝐻 ‖2 𝐶2
𝑣

𝜆𝐺𝜌
+ ‖ 𝜏 ‖2

при выборе 𝛾 = 𝜆𝐺/‖𝐻 ‖ в алгоритме (3.65).

Итак, алгоритм настройки параметров (3.65) определяется че-
рез сенсор и обеспечивает диссипативность системы управления.
Заметим, что вывод алгоритма адаптации (3.65) опирался на пред-
положение о линейной зависимости коэффициентов ОУ (3.52) от
вектора неизвестных параметров 𝜏.

3.4.3. Алгоритм прямой настройки коэффициентов ре-
гулятора. Продифференцируем функцию 𝑉 (𝑥) (3.58) по 𝑡 в силу
уравнения ОУ (3.52):

𝑉 [𝑥(𝑡) ] ≤ −𝑥*(𝑡)𝐺(𝜏)𝑥(𝑡) − [ 𝜌(𝜏) − 𝜌′(𝜏) ]𝑉 [𝑥(𝑡) ] +

+ 2𝑦*(𝑡) [𝐶(𝑡) − 𝐶(𝜏) ]*𝐵*(𝜏)𝐻(𝜏)𝑥(𝑡) +
‖𝐻(𝜏) ‖𝐶2

𝑣

𝜌′(𝜏)
. (3.67)

Отметим здесь, что при 𝐶(𝑡) = 𝐶(𝜏) получим, очевидно, неравен-
ство (3.60).

Дополнительно будем считать, что матрица 𝐻(𝜏) удовлетворяет
равенству

𝐵*(𝜏)𝐻(𝜏) = 𝐿𝐷, (3.68)

где 𝐷 — матрица из уравнения (3.52), а 𝐿 — некоторая матрица
соответствующей размерности, не зависящая от 𝜏. Тогда в неравен-
стве (3.67) предпоследнее слагаемое можно записать в виде

2𝑦*(𝑡) [𝐶(𝑡) − 𝐶(𝜏) ]*𝐿𝑦(𝑡) = 2Sp
{︀
𝐿𝑦𝑦* [𝐶(𝑡) − 𝐶(𝜏) ]*

}︀
.
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Матрица 𝐿𝑦𝑦* выражается через сенсор; значит, ∀ 𝑡 она может быть
использована для получения настраиваемых оценок 𝐶(𝑡).

Алгоритм получения 𝐶(𝑡) зададим так:

˙̄𝐶(𝑡) = −𝑃
[︀
𝐿𝑦(𝑡) 𝑦*(𝑡) + 𝛾 𝐶(𝑡)

]︀
, (3.69)

где 𝑃 — произвольная симметрическая положительная матрица, 𝛾
— неотрицательное число. Тогда

2𝑦*(𝑡) [𝐶(𝑡) − 𝐶(𝜏) ]*𝐿𝑦(𝑡) =

=
𝑑

𝑑𝑡
‖𝐶(𝑡) − 𝐶(𝜏) ‖2𝑃−1 − 𝛾 ‖𝐶(𝑡) − 𝐶(𝜏) ‖2 + 𝛾 ‖𝐶(𝜏) ‖2,

где обозначено

‖𝐶(𝑡) −𝐶(𝜏) ‖2𝑃−1 ≡ Sp
{︀

[𝐶(𝑡) −𝐶(𝜏) ]* 𝑃−1 [𝐶(𝑡) −𝐶(𝜏) ]
}︀

(3.70)

и использованы алгебраические соотношения

Sp 𝑎𝑏* = Sp 𝑏𝑎*, 2Sp 𝑎*𝑃−1𝑏 = Sp 𝑎*𝑃−1𝑎+ Sp 𝑏*𝑃−1𝑏.

С учетом написанных выражений неравенство (3.67) запишем в
виде

˙̄𝑉 (𝑡) ≤ − [ 𝜌(𝜏) − 𝜌′(𝜏) ]𝑉 (𝑡) +

+
‖𝐻(𝜏) ‖𝐶2

𝑣

𝜌′(𝜏)
+ 2 [ 𝜌(𝜏) − 𝜌′(𝜏) ] ‖𝐶(𝜏) ‖2, (3.71)

где обозначено

𝑉 (𝑡) = 𝑥*(𝑡)𝐻(𝜏)𝑥(𝑡) + ‖𝐶(𝑡) − 𝐶(𝜏) ‖2𝑃−1

и положено, что 𝛾 ≥ 𝜌(𝜏) − 𝜌′(𝜏).

Из неравенства (3.71) вытекает справедливость оценки

lim
𝑡→∞

𝑉 (𝑡) ≤ ‖𝐻(𝜏) ‖𝐶2
𝑣

𝜌′(𝜏) [ 𝜌(𝜏) − 𝜌′(𝜏) ]
+ ‖𝐶(𝜏) ‖2𝑃−1 ≡ 𝐶𝑉 (𝜏),
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откуда следует, что

lim
𝑡→∞

𝑥*(𝑡)𝐻(𝜏)𝑥(𝑡) ≤ 𝐶𝑉 (𝜏), lim
𝑡→∞

‖𝐶(𝑡) − 𝐶(𝜏) ‖2𝑃−1 < 𝐶𝑉 (𝜏).

(3.72)
Из неравенств (3.72) в свою очередь вытекает равномерная по 𝑡
ограниченность ‖𝑥(𝑡) ‖. Если к тому же имеет место включение
(ср. с (3.57)):

{︀
𝑥*𝐻(𝜏)𝑥 ≤ 𝐶𝑉 (𝜏)

}︀
⊆

{︀
sup
𝐶(𝑡)

𝑄[𝐷𝑥, 𝐶(𝑡)𝐷𝑥 ] ≤ 𝐶𝑄

}︀
,

где 𝑄(·), 𝐶(𝑡), 𝐶𝑄 — величины из соотношений (3.54), (3.57), а так-
же (3.62), то тогда обеспечивается ЦУ (3.54).

Заметим, что в случае отсутствия каких-либо возмущений (по-
мех), т.е. когда 𝐶𝑣 = 0, из неравенств (3.72) вовсе не следует, что си-
стема управления (3.52), (3.62) будет асимптотически устойчивой.
Из неравенства (3.67) при 𝐶𝑣 = 0 вытекает, что асимптотическую
устойчивость по 𝑥 можно обеспечить, если в алгоритме (3.69), (3.70)
задать 𝛾 = 0. Однако надо иметь в виду, что система управления
(3.52), (3.62) при 𝛾 = 0 является неустойчивой при сколь угодно ма-
лом уровне 𝐶𝑣 возмущений 𝑣(𝑡), действующих на ОУ (3.52) [136].



Глава 4

Специальные вопросы теории
устойчивости

Теория устойчивости динамических процессов, описываемых
различными классами дифференциальных уравнений (ДУ), тем са-
мым имеет разнообразные методы исследования и сферы примене-
ния. О части из них , быть может, наиболее распространенных и
важных было уже сказано в предыдущих трех главах. Тем не менее,
остаются еще многие области для рассмотрения и использования
результатов теории устойчивости, требующие внимания.

Среди этого обилия направлений аналитического решения за-
дач, связанных с вопросами устойчивости, были отобраны задачи,
нашедшие широкое отражение и изучение в различных областях
механики (см., например, работы [6-9, 40, 47, 59, 84, 86, 87, 92, 101,
108, 148, 168]), в системах ДУ с распределенныи параметрами [18,
19, 50, 52, 127, 128], в системах ДУ в банаховом пространстве [10,
36, 57, 67-69, 88, 141, 162], в стохастических системах ДУ [35, 61,
62, 70, 96, 134, 142-145, 164, 165].

Отметим также, что основным методом исследования устой-
чивости для систем, описываемых различными типами ДУ, по-
прежнему остается прямой метод Ляпунова и его модификации —
второй метод, по сути, выполняет здесь роль основного аналити-
ческого инструмента для качественного изучения того или иного
динамического явления на наличие устойчивости.

В § 4.1 включены вопросы устойчивости движения механиче-
ских систем (МС). Изучаются движения голономных МС, описы-
ваемых уравнениями Лагранжа 2–го рода. Вводятся понятия их
невозмущенного и возмущенного решения (движения), устойчиво-
го и неустойчивого движения, состояния покоя. Основное внимание
концентрируется на теореме Лагранжа об устойчивости положения
равновесия консервативной голономной МС и вариантах ее обра-
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щения — теоремах об условиях неустойчивости положения равно-
весия. Сюда включен также раздел о влиянии диссипативных и
гироскопических сил на устойчивость МС.

В § 4.2 рассматриваются лишь некоторые, хорошо изученные
задачи теории устойчивости динамических систем, описываемых
ДУ в частных производных. Вводятся вспомогательные понятия
инвариантного множества и инвариантного устойчивого (асимпто-
тически устойчивого) множества. Определяются необходимые и до-
статочные условия устойчивости решений систем ДУ с частными
производными в метрическом пространстве. Анализируются также
вопросы, посвященные устойчивости квазилинейных систем ДУ в
частных производных.

§ 4.3 посвящен обзорному исследованию устойчивости решений
уравнений, заданных в банаховом пространстве. Изложены основ-
ные результаты в этой области, полученные многими специалиста-
ми. Особое место уделяется вопросам устойчивости решений нели-
нейных ДУ. Даются основные понятия, характерные для ДУ в бана-
ховом пространстве и устанавливаются различные критерии устой-
чивости решений рассматриваемых уравнений.

В § 4.4 бегло анализируются задачи устойчивости того или ино-
го вида стохастических систем, подверженных действию белых шу-
мов. Сами же системы задаются стохастическими ДУ Ито. При-
водится ряд теорем, которые можно рассматривать как естествен-
ное обобщение теорем второго метода Ляпунова об устойчивости
на стохастические системы.

4.1 Устойчивость движения механических си-
стем

Акцентируем внимание на некоторых особенностях движения ме-
ханических систем (МС) в ситуациях, связанных с выяснением во-
просов об устойчивости движения. При этом вновь возвращаться к
изложению всех аспектов второго метода Ляпунова не будем, пола-
гая, что основные определения, понятия и идеи уже известны. Ис-
ключения коснутся лишь ляпуновской методологии применительно
к движению МС (подробности см. в книге [101]).
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4.1.1. Движения. Будем в дальнейшем рассматривать лишь
движения голономных МС с конечным числом степеней свобо-
ды, т.е. таких МС, движения которых описываются уравнениями
Лагранжа 2–го рода:

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑠
− 𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑠
= 𝑄𝑠, 𝑠 = 1, 𝑙. (4.1)

Здесь обозначено: 𝑞𝑠, 𝑞𝑠 — обобщенные координаты и скорости МС
соответственно, 𝑇 — ее кинетическая энергия, 𝑄𝑠 — обобщенная
сила по координате 𝑠.

Систему (4.1), как известно, можно заменить системой 2𝑙 урав-
нений первого порядка вида

𝑑𝑞𝑠
𝑑𝑡

= 𝜂𝑠,
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝜂𝑠
=
𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑠
+𝑄𝑠. (4.2)

В случае, если все силы потенциальны, можно с помощью функции
Лагранжа 𝐿(𝑞, 𝑞, 𝑡) записать систему уравнений в виде

𝑑𝑞𝑠
𝑑𝑡

= 𝜂𝑠,
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝜂𝑠
=
𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑠
, (4.3)

либо в канонической форме

𝑑𝑞𝑠
𝑑𝑡

=
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑠
,

𝑑𝑝𝑠
𝑑𝑡

= − 𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑠
,

где 𝑝𝑠 = 𝜕𝐿/𝜕𝑞𝑠 — это обобщенный импульс, 𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑡) — функция
Гамильтона.

Уравнения Лагранжа 2–го рода в задачах классической механи-
ки всегда разрешимы относительно вторых производных (ускоре-
ний) по времени. Следовательно, систему (4.2) ((4.3)) можно пред-
ставить в нормальной форме

𝑑𝑞𝑠
𝑑𝑡

= 𝜂𝑠,
𝑑𝜂𝑠
𝑑𝑡

= 𝑍𝑠(𝑞, 𝜂, 𝑡), (4.4)

где начальным значениям 𝑞𝑠0, 𝑞𝑠0 или 𝑞𝑠0, 𝜂𝑠0 отвечает некоторое
частное решение системы (4.4) в предположении выполнения усло-
вий существования и единственности решения системы (4.4).
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Из множества частных решений выберем одно: 𝑞𝑠 = 𝜙𝑠(𝑡), 𝑞𝑠 =
𝜓(𝑡) и будем его считать невозмущенным с порождающими началь-
ными значениями 𝑞𝑠0 и ˙̄𝑞𝑠0. При 𝑡0 = 0 имеем: 𝜙𝑠(0) = 𝑞𝑠0, 𝜓𝑠(0) =
˙̄𝑞𝑠0. Любое другое частное решение системы (4.4) назовем возму-
щенным с начальными значениями

𝑞𝑠(0) ≡ 𝑞𝑠0 = 𝑞𝑠0 + 𝜀𝑠, 𝑞𝑠(0) ≡ 𝑞𝑠0 = ˙̄𝑞𝑠0 + 𝜀′𝑠.

Считаем все величины вещественными; постоянные 𝜀𝑠, 𝜀′𝑠 назовем
начальными возмущениями, а разности 𝑞𝑠(𝑡)−𝜙𝑠(𝑡) и 𝑞𝑠(𝑡)−𝜓𝑠(𝑡),
где 𝑡 ≥ 𝑡0, назовем возмущениями обобщенных координат и обоб-
щенных скоростей.

В силу единственности решения системы ДУ возмущения равны
нулю, если начальные возмущения 𝜀𝑠 и 𝜀′𝑠 равны нулю. Если же
𝜀𝑠, 𝜀

′
𝑠 ̸= 0, то и возмущения в последующем отличны от нуля.

Интуитивно ясно, что невозмущенное движение является
устойчивым, если при достаточно малых 𝜀𝑠, 𝜀

′
𝑠 возмущения при

𝑡 ≥ 𝑡0 не выйдут за некоторые заданные, малые числовые пределы.
В противном случае имеем неустойчивое невозмущенное движение.

Для исследования состояния покоя системы запишем уравне-
ния движения в нормальной форме. Обозначим

𝑞𝑠(𝑡) − 𝜙𝑠(𝑡) = 𝑥𝑠(𝑡), 𝑞𝑠(𝑡) − 𝜓𝑠(𝑡) = 𝑥𝑙+𝑠(𝑡), 𝑠 = 1, 𝑙.

При подстановке функций 𝜙𝑠(𝑡) и 𝜓𝑠(𝑡) в систему (4.4) получим
тождества

𝑑𝜙𝑠

𝑑𝑡
≡ 𝜂𝑠,

𝑑𝜓𝑠

𝑑𝑡
≡ 𝑍𝑠(𝜙,𝜓, 𝑡). (4.5)

Вычтем почленно соотношения (4.5) из (4.4); тогда придем к систе-
ме ДУ для возмущений

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 𝑋𝑖(𝑥, 𝑡), 𝑖 = 1, 2𝑙, (4.6)

где положим, что ∀ 𝑡 функции 𝑋𝑖 конечны, однозначны и непрерыв-
но дифференцируемы по своим аргументам в области |𝑥𝑖 | ≤ 𝐶 =
const. Кроме того, 𝑋𝑖(0, 𝑡) = 0, значит, невозмущенному движению
отвечает нулевое решение системы (4.6).
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Введем еще функцию Ляпунова 𝑉 (𝑥, 𝑡), определенную при 𝑡 ≥
𝑡0, |𝑥𝑠(𝑡) | < ∆, ∆ > 0, которая представляет собой веществен-
ную, однозначную, непрерывно дифференцируемую функцию сво-
их переменных. Следующая теорема Ляпунова дает достаточное
условие устойчивости невозмущенного движения: если ДУ возму-
щенного движения таковы, что можно найти знакоопределенную
функцию 𝑉 (𝑥, 𝑡), производная которой по времени в силу этих ДУ
была бы или знакопостоянной функцией противоположного знака
с 𝑉 (𝑥, 𝑡), или тождественно равной нулю (в этом случае 𝑉 (𝑥, 𝑡) —
интеграл системы ДУ возмущенного движения), то невозмущенное
движение устойчиво.

4.1.2. Теорема Лагранжа и ее обращение. Речь идет о тео-
реме Лагранжа о достаточном условии устойчивости положения
равновесия. Положения равновесия могут быть найдены, исходя
из статического принципа виртуальных перемещений. Определив
интересующее положение, поместим в него начало координат: в по-
ложении равновесия все обобщенные координаты будут равны ну-
лю. Затем возьмем в качестве невозмущенного состояния состоя-
ние равновесия, или, иначе, состояние покоя, в котором все обоб-
щенные скорости также равны нулю. Следовательно, устойчивость
невозмущенного состояния равновесия эквивалентна устойчивости
нулевого решения системы (4.4).

Теорема 4.1 (Теорема Лагранжа). Положение равновесия
консервативной голономной системы устойчиво, если в положе-
нии равновесия потенциальная энергия системы имеет изолиро-
ванный минимум.

Поясним это утверждение. Из условия консервативности систе-
мы вытекает, что обобщенные координаты можно выбрать так, что-
бы формулы преобразования не содержали время (𝜕 /𝜕𝑡 = 0).Отсю-
да кинетическая энергия системы — это однородная квадратичная
форма обобщенных скоростей с коэффициентами, зависящими от
𝑞, но не зависящими от 𝑡 :

𝑇 =
1

2

𝑙∑︁

𝑖,𝑗=1

𝐴𝑖𝑗(𝑞) 𝑞𝑖𝑞𝑗 .
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Здесь 𝑇 = 0 тогда и только тогда, когда все 𝑞 = 0, причем в неко-
торой окрестности точки состояния покоя: | 𝑞 | < ∆, | 𝑞 | < ∆, кине-
тическая энергия 𝑇 будет возрастать вместе с | 𝑞 |.

Что касается потенциальной энергии Π(𝑞), то она определяется
с точностью до постоянной. Зададим эту постоянную так, чтобы
в положении равновесия потенциальная энергия была равна нулю.
Значит, поскольку в положении равновесия потенциальная энергия
имеет изолированный минимум и Π(0) = 0, то в некоторой окрест-
ности этого положения | 𝑞 | < ∆ имеем: Π(𝑞1, ..., 𝑞𝑙) > 0.

Возьмем за функцию Ляпунова функцию 𝐸 = 𝑇 + Π — полную
энергию системы, зависящую от 𝑞 и 𝑞 — переменных состояния дви-
жения МС. Функция 𝐸(𝑞, 𝑞) есть знакоопределенная положитель-
ная функция, равная нулю в состоянии равновесия. В силу консер-
вативности системы и уравнений возмущенного движения 𝐸 = 0.
Следовательно, по теореме Ляпунова невозмущенное состояние (со-
стояние покоя) устойчиво.

Пусть в области | 𝑞 | < ∆, | 𝑞 | < ∆ функция 𝐸(𝑞, 𝑞) возрастает
с удалением от начала координат, т.е. с удалением от точки, отве-
чающей невозмущенному состоянию покоя. Пусть 0 < 𝜀 < ∆. На
точках 𝜀–границы имеем: 𝐸(𝑞, 𝑞)

⃒⃒
𝜀

= min 𝐸 ≡ 𝐸*. Зададим началь-
ные возмущения 𝑞0 и 𝑞0 так, чтобы | 𝑞0 | < 𝛿, | 𝑞0 | < 𝛿, где 0 < 𝛿 < 𝜀.
Тогда справедливо будет неравенство

𝐸 = 𝐸0 = 𝑇0 + Π0 < 𝐸*,

что означает невыход за пределы 𝜀–границы.
При полной диссипации: 𝐸 < 0 и 𝐸 с течением времени будет

убывать, величины 𝑞, 𝑞 будут стремиться к нулю, а устойчивость
состояния равновесия в этом случае будет асимптотической.

В работе [84] А.М. Ляпунов поставил задачу об обращении
теоремы Лагранжа и доказал теорему о достаточных условиях
неустойчивости положения равновесия при некоторых ограниче-
ниях на силовой потенциал. Н.Г.Четаев [148], обобщая результа-
ты Ляпунова, предложил вариант теоремы о неустойчивости в ви-
де достаточных условий неустойчивости невозмущенного состояния
системы.

Зададим возмущенное движение системой ДУ (4.6) с началь-
ными данными 𝑥𝑖(𝑡0) = 𝑥𝑖0. Нулевое решение этой системы от-
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вечает невозмущенному состоянию системы. Пусть |𝑥𝑠 | ≤ ℎ —
некоторая малая окрестность начала координат. Рассмотрим функ-
цию 𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥2𝑙, 𝑡), принимающую положительные значения в
какой-либо части этой малой окрестности и за ее пределами (на-
зовем ее областью 𝑉 > 0, ограниченную кривой 𝑉 = 0). Отметим
свойства функции 𝑉 в области 𝑉 > 0 : 1) область 𝑉 > 0 суще-
ствует при любых сколь угодно больших значениях 𝑡; 2) в области
𝑉 > 0 функция 𝑉 ограничена; 3) в области 𝑉 > 0 величина 𝑉 с уче-
том уравнений возмущенного движения принимает положительные
значения и ∀𝑥𝑠, 𝑡 таких, что 𝑉 (𝑥1, ..., 𝑥2𝑙, 𝑡) ≥ 𝐴 > 0, выполняется
неравенство

𝑑𝑉

𝑑𝑡
≥ 𝐵 > 0, 𝐵 = 𝑓(𝐴),

где 𝐴,𝐵 — некоторые положительные постоянные.

Теорема 4.2 (Теорема Четаева). Если для ДУ возмущенного
движения можно найти функцию 𝑉, удовлетворяющую условиям
1), 2), 3), то невозмущенное движение неустойчиво.

Многие исследователи занимались задачей обращения теоремы
Лагранжа об устойчивости положения равновесия консервативной
системы [59]. Задача о том, будет ли неустойчивым положение рав-
новесия консервативной системы, если в этом положении потенци-
альная энергия Π не имеет минимума, до сих пор полностью не
решена. Следующие две теоремы включают достаточные условия
неустойчивости положения равновесия.

Теорема 4.3 (Теорема Ляпунова). Если в положении рав-
новесия консервативной системы потенциальная энергия имеет
максимум и это определяется совокупностью членов наинизшего
порядка в разложении этой функции в ряд в окрестности поло-
жения равновесия, то равновесие неустойчиво.

Обобщением этой теоремы Ляпунова является следующая тео-
рема Четаева.

Теорема 4.4. Пусть в положении равновесия 𝑞1 = 0, 𝑞2 = 0,
..., 𝑞𝑙 = 0. Если потенциальная энергия Π консервативной систе-
мы является однородной функцией отклонений 𝑞𝑠 от положения
равновесия и в положении равновесия не имеет минимума, то
это положение равновесия неустойчиво.
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Модельный пример. Рассматривается задача об устойчиво-
сти равновесия тяжелого твердого тела на абсолютно гладкой го-
ризонтальной плоскости [87]. Положим, что тело ограничено вы-
пуклой поверхостью 𝜎. Пусть общая нормаль (вертикаль) к гори-
зонтальной плоскости и к поверхности 𝜎 в некоторой ее точке 𝐷*
содержит центр тяжести тела 𝐶. Тогда тело на плоскости может
быть в состоянии равновесия, при этом в точке 𝐷* поверхность те-
ла 𝜎 соприкасается с плоскостью.

Введем связанную с телом СК 𝐶𝑥𝑦𝑧, где ось 𝐶𝑧 содержит отре-
зок прямой 𝐷*𝐶, а оси 𝐶𝑥 и 𝐶𝑦 направлены параллельно линиям
кривизны поверхности тела 𝜎 в точке 𝐷*. В этом случае уравнение
поверхности тела 𝜎 в окрестности точки 𝐷* можно записать так:

𝑓 ≡ −ℎ− 𝑧 +
1

2

(︂
𝑥2

𝑟1
+
𝑦2

𝑟2

)︂
+ ... = 0, (4.7)

где 𝑥, 𝑦, 𝑧 — координаты точки 𝐷 поверхности 𝜎, в которой тело
касается плоскости при малом отклонении тела от положения рав-
новесия, ℎ — расстояние центра тяжести тела от опорной горизон-
тальной плоскости в положении равновесия: 𝑥 = 𝑦 = 0, 𝑧 = −ℎ;
здесь 𝑟1, 𝑟2 — главные радиусы кривизны поверхности тела 𝜎 в
точке 𝐷* (𝑟1, 𝑟2 > 0, так как 𝜎 выпукла и целиком расположена
над опорной плоскостью). В уравнении (4.7) в многоточие входят
члены по 𝑥 и 𝑦, порядок которых выше второго.

Потенциальную энергию Π зададим формулой

Π = 𝑚𝑔𝑙, (4.8)

где 𝑙 = − (𝑛, 𝐶𝐷) — расстояние от центра тяжести до касательной
плоскости к поверхности тела 𝜎; 𝑛 — единичная внутренняя нор-
маль в точке𝐷, 𝑚 — масса тела, 𝑔 — ускорение свободного падения.
Из уравнения (4.7) и выражения: 𝑛 = − grad 𝑓/| grad 𝑓 | получим
компоненты вектора 𝑛 :

𝛾1 = − 𝑥

𝑟1
+ ..., 𝛾2 = − 𝑦

𝑟2
+ ..., 𝛾3 = 1−1

2

(︂
𝑥2

𝑟21
+
𝑦2

𝑟22

)︂
+ ... . (4.9)

Если учесть, что 𝐶𝐷 = (𝑥, 𝑦, 𝑧), и пренебречь в выражении для Π
несущественной добавкой 𝑚𝑔ℎ, то с помощью соотношений (4.7) –



146 Глава 4. Специальные вопросы теории устойчивости

(П4.9) получим

Π =
1

2
𝑚𝑔

[︂
(𝑟1 − ℎ)𝑥2

𝑟21
+

(𝑟2 − ℎ) 𝑦2

𝑟22

]︂
+ ... .

Отсюда и из теоремы Лагранжа вытекает, что если центр тя-
жести тела 𝐶 расположен ниже обоих главных центров кривизны
поверхности тела 𝜎 в точке его касания с опорной плоскостью, то
положение равновесия устойчиво. В случае же, когда центр тяже-
сти находится выше хотя бы одного из главных центров кривизны,
то по теореме Ляпунова имеем неустойчивость.

4.1.3. Влияние диссипативных и гироскопических сил.
Рассмотрим голономную МС, движущуюся под действием консер-
вативных сил. При добавлении к этой системе гироскопических и
диссипативных сил теорема Лагранжа 4.1 при наличии строгого ло-
кального минимума потенциальной энергии Π остается в силе [87],
т.е. положение равновесия системы при таком добавлении сил оста-
ется по-прежнему устойчивым. Ниже по этому поводу представ-
лены некоторые результаты, содержащиеся в теоремах Томсона–
Тэта–Четаева.

Теорема 4.5. Если в некотором изолированном положении
равновесия потенциальная энергия имеет строгий локальный ми-
нимум, то при добавлении гироскопических и диссипативных сил
с полной диссипацией это положение равновесия становится
асимптотически устойчивым.

Предположим затем, что положение равновесия консервативной
МС неустойчиво. Поставим вопрос: можно ли путем добавления
диссипативных сил стабилизировать его? Другими словами, мож-
но ли каким-либо способом добавить диссипативные силы, чтобы
неустойчивое при наличии потенциальных сил положение равнове-
сия стало устойчивым, а возможно даже и асимптотически устой-
чивым? Ответ известен — он отрицательный.

Для его формализации введем некоторые вспомогательные по-
нятия. Предположим, что кинетическая энергия консервативной
системы в окрестности положения равновесия представляет со-
бой определенно положительную квадратичную форму обобщен-
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ных скоростей вида

𝑇 =
1

2

𝑛∑︁

𝑖,𝑘=1

𝑎𝑖𝑘 𝑞𝑖𝑞𝑘 (4.10)

с постоянными коэффициентами 𝑎𝑖𝑘. Кроме того, положим, что в
окрестности положения равновесия 𝑞1 = 𝑞2 = ... = 𝑞𝑛 = 0 потенци-
альная энергия разлагается в ряд по степеням 𝑞1, 𝑞2, ..., 𝑞𝑛, причем
квадратичная часть этого ряда не равна тождественно нулю и

Π =
1

2

𝑛∑︁

𝑖,𝑘=1

𝑐𝑖𝑘 𝑞𝑖𝑞𝑘, (4.11)

где 𝑐𝑖𝑘 — постоянные коэффициенты.
С помощью вещественной неособенной линейной замены пере-

менных 𝑞 → 𝜃 вида: 𝑞 = 𝑈𝜃, det 𝑈 ̸= 0, квадратичные формы (4.10),
(4.11) можно одновременно привести к сумме квадратов относи-
тельно новых переменных 𝜃𝑖 :

𝑇 =
1

2

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜃2𝑖 , Π =
1

2

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖𝜃
2
𝑖 .

Согласно Пуанкаре числа 𝜆𝑖 называются коэффициентами устой-
чивости. Если функция (4.11) определенно положительна, то все
величины 𝜆𝑖 положительны и положение равновесия устойчиво. В
случае, если хотя бы одна из величин 𝜆𝑖 отрицательна, то положе-
ние равновесия неустойчиво.

Число отрицательных коэффициентов устойчивости называется
степенью неустойчивости. Большое значение при этом играет чет-
ность или нечетность степени неустойчивости. Если 𝐶 — матрица
квадратичной формы (4.11), то det 𝐶 = 𝜆1𝜆2 ... 𝜆𝑛. Имеем отсюда:
если det 𝐶 > 0, то степень неустойчивости четная или равна нулю;
если же det 𝐶 < 0, то степень неустойчивости нечетная.

Теорема 4.6. Если среди коэффициентов устойчивости хотя
бы один является отрицательным, то изолированное положение
равновесия не может быть стабилизировано диссипативными си-
лами с полной диссипацией.
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В связи с этой теоремой возникает вопрос о возможности ста-
билизации положения равновесия с помощью гироскопических сил.
Обратимся к следующей теореме, полагая, что действующие гиро-
скопические силы линейно зависят от обобщенных скоростей.

Теорема 4.7. Если степень неустойчивости изолированного
положения равновесия консервативной системы нечетна, то ста-
билизация его добавлением гироскопических сил невозможна, если
же степень неустойчивости четна, то гироскопическая стаби-
лизация возможна.

Теорема 4.8. Если изолированное положение равновесия
консервативной системы имеет отличную от нуля степень
неустойчивости, то оно остается неустойчивым при добавлении
гироскопических сил и диссипативных сил с полной диссипацией.

Из представленных выше теорем Томсона–Тэта–Четаева выте-
кают такие выводы [87]:

1. Добавление диссипативных сил не нарушает устойчивости
(неустойчивости) изолированного положения равновесия консерва-
тивной системы.

2. Добавление гироскопических сил при четной степени неустой-
чивости может стабилизировать неустойчивое положение равнове-
сия.

3. Если неустойчивое положение равновесия стабилизировано
гироскопическими силами, то при добавлении диссипативных сил
с полной диссипацией положение равновесия вновь будет неустой-
чивым.

Зетим также, что устойчивость, полученную с помощью гиро-
скопических сил, называют временной в отличие от устойчивости,
которая имеется при наличии лишь потенциальных сил и которую
называют вековой.

4.2 Устойчивость систем с распределенными па-
раметрами

В этом параграфе рассматриваются некоторые задачи теории
устойчивости применительно к системам ДУ в частных производ-
ных. Большинство исследований устойчивости в задачах, связан-
ных с уравнениями в частных производных, основано на построе-
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нии соответствующего аналога второго метода Ляпунова. В этом
смысле материал данной части не является исключением и базиру-
ется на результатах двух известных работ [50, 52].

В этих работах исследуются динамические системы в метриче-
ском пространстве и вопрос об устойчивости инвариантных мно-
жеств, состоящих из траекторий. По сути, делается обобщение вто-
рого метода Ляпунова на случай, когда функции Ляпунова 𝑉 за-
меняются функционалами.

4.2.1. Основные понятия и определения. Рассматривается
система ДУ в частных производных следующего вида

𝜕𝑢𝑠
𝜕𝑡

= 𝑓𝑠

(︂
𝑥1, ..., 𝑥𝑘, 𝑢1, ..., 𝑢𝑛,

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

, ...

)︂
, (4.12)

где 𝑖, 𝑠 = 1, 𝑛, 𝑗 = 1, 𝑘, в предположении, что функции 𝑓𝑠 заданы и
непрерывны в некоторой области 𝐺 изменения всех своих аргумен-
тов, 𝐺 ⊂ 𝐸𝑁 — евклидово пространство размерности 𝑁.

Введем в рассмотрение функциональное пространство Φ с эле-
ментами в виде вектор-функций 𝜙 = (𝜙1, ..., 𝜙𝑛), где 𝜙𝑖 =
𝜙𝑖(𝑥1, ..., 𝑥𝑘) — функции, заданные в 𝐸𝑘. Будем считать это про-
странство Φ метрическим, или линейным нормированным (напом-
ним, линейное нормированное пространство является частным слу-
чаем метрического пространства).

Положим, что ∀𝜙 ∈ Φ можно построить решение 𝑈 = 𝑈(𝜙, 𝑡)
системы (4.12), где 𝑈 = (𝑢1, ..., 𝑢𝑛) такое, что 𝑈(𝜙, 𝑡) определено
∀ 𝑡 ∈ (−∞,∞), причем 𝑈(𝜙, 𝑡) ∈ Φ, 𝑈(𝜙, 0) = 𝜙. Кроме того, пола-
гаем, что 𝑈(𝜙, 𝑡) непрерывно по 𝜙 и 𝑡 и 𝑈(𝜙, 𝑡) ≡ 0 при 𝜙 = 0.

Таким образом, допускаем, что система (4.12) имеет нулевое ре-
шение и вопрос об устойчивости этого решения выдвигается на пер-
вый план. При сделанных предположениях о системе (4.12) в про-
странстве Φ определена динамическая система 𝑈(𝜙, 𝑡) и точка 𝜙 = 0
является замкнутым инвариантным множеством этой системы. Для
дальнейшего изучения нам потребуются некоторые определения.

Определение 4.1. Множество 𝑀 из метрического простран-
ства 𝐾 называется инвариантным по отношению к динамиче-
ской системе 𝑓(𝑝, 𝑡) (семейству операторов 𝐹𝑡(𝑝) = 𝑓(𝑝, 𝑡), 𝑡 ∈
(−∞,+∞), заданных в 𝐾 : ∀ 𝑝 ∈ 𝐾 =⇒ 𝐹𝑡(𝑝) ∈ 𝐾, 𝐹0(𝑝) = 𝑝), если



150 Глава 4. Специальные вопросы теории устойчивости

оно состоит из траекторий этой динамической системы, т.е. из
𝑝 ∈𝑀 следует, что 𝑓(𝑝, 𝑡) ∈𝑀, 𝑡 ∈ (−∞,+∞).

Определение 4.2. Замкнутое в 𝐾 инвариантное множество
𝑀 называется устойчивым по Ляпунову, если ∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝛿 > 0 —
величина такая, что при 𝜌(𝑝,𝑀) < 𝛿 =⇒ 𝜌[ 𝑓(𝑝, 𝑡), 𝑀 ] < 𝜀 при
𝑡 ≥ 0. Если, кроме того, 𝜌[ 𝑓(𝑝, 𝑡), 𝑀 ] → 0 при 𝑡 → ∞, то замкну-
тое инвариантное множество 𝑀 называется асимптотически
устойчивым.

Здесь через 𝜌(𝑥, 𝑦) обозначено метрическое расстояние между
элементами 𝑥 и 𝑦.

Определение 4.3. Решение 𝑈 = 0 системы (4.12) называется
устойчивым, если ∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝛿 > 0 такое, что при 𝜌(𝜙, 0) < 𝛿 будет
𝜌[𝑈(𝜙, 𝑡), 0 ] < 𝜀 при 𝑡 ≥ 0. Если, кроме того, 𝜌[𝑈(𝜙, 𝑡), 0 ] → 0 при
𝑡→ ∞, то решение 𝑈 = 0 называется асимптотически устойчи-
вым. Здесь 𝜌(𝜙, 0) — метрическое расстояние между элементами
𝜙 и 0.

Определение 4.4. Множество всех точек 𝜙 ∈ Φ, обладающих
свойством 𝜌[𝑈(𝜙, 𝑡), 0 ] → 0 при 𝑡→ ∞, будем обозначать через 𝐴.
Если решение 𝑈 = 0 асимптотически устойчиво, то множество
𝐴 называется областью асимптотической устойчивости нулево-
го решения системы (4.12).

Определение 4.5. Асимптотически устойчивое решение 𝑈 =
0 системы (4.12) называется равномерно асимптотически устой-
чивым, если 𝜌[𝑈(𝜙, 𝑡), 0 ] → 0 при 𝑡→ ∞ равномерно по 𝜙.

Определение 4.6. Точка 𝑈 = 0 в случае асимптотической
устойчивости называется равномерно притягивающей, если ∀ℎ >
0 ∃𝑇, 𝛼 > 0 — такие величины, что 𝜌[𝑈(𝜙, 𝑡), 0 ] ≥ 𝛼, когда 𝑡 ∈
[ 0, 𝑇 ] и 𝜌(𝜙, 0) ≥ ℎ.

Теорема 4.9. Чтобы открытое инвариантное множество
𝐴, содержащее малую окрестность точки 𝜙 = 0, было обла-
стью асимптотической устойчивости равномерно асимптотиче-
ски устойчивого и равномерно притягивающего нулевого решения
системы (4.12), необходимо и достаточно, чтобы существовали
функционалы 𝑉 (𝜙) и 𝑊 (𝜙), обладающие следующими свойствами:

1) функционал 𝑉 (𝜙) задан и непрерывен в 𝐴, функционал 𝑊 (𝜙)
задан и непрерывен в Φ;
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2) при 𝜙 ∈ 𝐴 имеем: 𝑉 (𝜙) ∈ (− 1, 0); при 𝜙 ∈ Φ и 𝜌(𝜙, 0) > 0
имеем: 𝑊 (𝜙) > 0;

3) ∀ 𝛾2 > 0 ∃ 𝛾1, 𝛼1 > 0 — величины такие, что имеют место
неравенства 𝑉 (𝜙) < − 𝛾1, 𝑊 (𝜙) > 𝛼1 при 𝜌(𝜙, 0) ≥ 𝛾2;

4) 𝑊 (𝜙) → 0, 𝑉 (𝜙) → 0 при 𝜌(𝜙, 0) → 0;

5) если 𝜙 — точка границы области 𝐴 и 𝜌(𝜙, 0) ̸= 0, то 𝑉 (𝜙) →
− 1 при 𝜌(𝜙,𝜙) → 0, 𝜙 ∈ 𝐴;

6) полная производная по времени функционала 𝑉 (𝜙), вычис-
ленная на движении 𝑈(𝜙, 𝑡), удовлетворяет соотношению

𝑑 𝑉 [𝑈(𝜙, 𝑡) ]

𝑑𝑡
= 𝑊 [𝑈(𝜙, 𝑡) ]

{︀
1 + 𝑉 [𝑈(𝜙, 𝑡) ]

}︀
,

или, короче, 𝑉 = 𝑊 (1 + 𝑉 ).

Укажем на то, что множество элементов 𝜙 ∈ Φ таких, что
𝑉 (𝜙) ∈ (− 1, 0), образует сечение 𝐴, т.е. любое решение 𝑈(𝜙, 𝑡), 𝜙 ∈
𝐴 имеет с этим множеством единственную общую точку.

Добавим в правую часть системы (4.12) время 𝑡 и рассмотрим
систему ДУ вида

𝜕𝑢𝑠
𝜕𝑡

= 𝑓𝑠

(︂
𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑘, 𝑢1, ..., 𝑢𝑛,

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

, ...

)︂
, (4.13)

где 𝑖, 𝑠 = 1, 𝑛, 𝑗 = 1, 𝑘, и правые части заданы и непрерывны
при 𝑡 ≥ 0 в некоторой области 𝐺 изменения своих аргументов
𝑥1, ..., 𝑥𝑘, 𝑢1, ..., 𝑢𝑛, 𝜕𝑢𝑖/𝜕𝑥𝑗 , ...; 𝐺 ⊂ 𝐸𝑁 .

Будем считать, что ∀𝜙 ∈ Φ, 𝑡0 ≥ 0 существует решение системы
(4.13) 𝑈 = 𝑈(𝜙, 𝑡, 𝑡0) со свойствами: 1) ∀𝜙 ∈ Φ решение 𝑈(𝜙, 𝑡, 𝑡0)
определено ∀ 𝑡 > 𝑡0 и 𝑈(𝜙, 𝑡, 𝑡0) ∈ Φ ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0 ≥ 0; 2)𝑈(𝜙, 𝑡, 𝑡0) = 𝜙
при 𝑡 = 𝑡0.

Предположим также, что система (4.13) имеет нулевое решение
𝑈 ≡ 0, являющееся инвариантным множеством этой системы, т.е.
из 𝜙 = 0 следует, что

𝑈(𝜙, 𝑡, 𝑡0) = 0, 𝑡 ≥ 𝑡0. (4.14)

Определение 4.7. Инвариантное множество 𝑈 = 0 называ-
ется устойчивым, если ∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝛿 > 0 такое, что при 𝜌(𝜙, 0) < 𝛿
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имеет место неравенство

𝜌[𝑈(𝜙, 𝑡, 𝑡0), 0 ] < 𝜀, 𝑡0 ∈ [ 0, 𝑡 ].

Если, помимо этого,

𝜌[𝑈(𝜙, 𝑡, 𝑡0), 0 ] → 0 при 𝑡→ ∞,

то решение 𝑈 = 0 называется асимптотически устойчивым.

Теорема 4.10. Для того, чтобы решение 𝑈 = 0 системы (4.13)
со свойством (4.14) было устойчивым, необходимо и достаточ-
но, чтобы существовало такое однопараметрическое семейство
функционалов, что

1) ∀𝜙 ∈ 𝑆(0, 𝑟) определена функция 𝑉𝑡(𝜙) вещественного аргу-
мента 𝑡 ≥ 0, где 𝑆(0, 𝑟) — совокупность функций 𝜙 таких, что
0 < 𝜌(𝜙, 0) < 𝑟;

2) ∀ 𝑐1 > 0 ∃ 𝑐2 > 0 — величина такая, что 𝑉𝑡(𝜙) > 𝑐2 при
𝜌(𝜙, 0) > 𝑐1 и ∀ 𝑡 ≥ 0;

3) 𝑉𝑡(𝜙) → 0 равномерно по 𝑡 ≥ 0 при 𝜌(𝜙, 0) → 0;

4) функция 𝑉𝑡[𝑈(𝜙, 𝑡, 𝑡0) ] не возрастает ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0, для которых
она определена;

5) если, кроме того, функция 𝑉𝑡[𝑈(𝜙, 𝑡, 𝑡0) ] → 0 при 𝑡 →
∞ ∀ 𝑡0 ≥ 0 и 𝜌(𝜙, 0) < 𝛿1, где 𝛿1 > 0 достаточно мало, то ре-
шение 𝑈 = 0 системы (4.13), удовлетворяющее условию (4.14), бу-
дет асимптотически устойчивым. Обратное также имеет ме-
сто: если решение 𝑈 = 0 асимптотически устойчиво, то справед-
ливо 5).

Определение 4.8. Асимптотически устойчивое нулевое ре-
шение системы (4.13) называется равномерно асимптотически
устойчивым, если

𝜌[𝑈(𝜙, 𝑡, 𝑡0), 0 ] → 0 при 𝑡− 𝑡0 → +∞

равномерно относительно 𝑡0 ≥ 0 при 𝜌(𝜙, 0) < 𝛿2, где 𝛿2 > 0 до-
статочно мало.

Определение 4.9. Асимптотически устойчивое нулевое ре-
шение системы (4.13) называется равномерно притягивающим,
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если ∀ℎ > 0 ∃𝑇, 𝛼 > 0 — величины такие, что

𝜌[𝑈(𝜙, 𝑡, 𝑡0), 0 ] > 𝛼 при 0 ≤ 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝑇

и 𝜌(𝜙, 0) > ℎ ∀ 𝑡0 ≥ 0.

Теорема 4.11. В предположении единственности решения за-
дачи Коши для системы (4.13) в пространстве Φ для того, чтобы
нулевое решение системы (4.13) со свойством (4.14) было равно-
мерно асимптотически устойчивым и равномерно притягиваю-
щим, необходимо и достаточно, чтобы существовали такие се-
мейства функционалов 𝑉𝑡 и 𝑊𝑡, что:

1) ∀𝜙 ∈ 𝑆(0, 𝑟), где 𝑟 > 0 — достаточно мало, определены ве-
личины 𝑉𝑡(𝜙) и 𝑊𝑡(𝜙), являющиеся функциями вещественного ар-
гумента 𝑡 ≥ 0;

2) ∀ 𝑐1 > 0 ∃ 𝑐2, 𝑐3 > 0 — величины такие, что имеют место
неравенства 𝑉𝑡(𝜙) > − 𝑐2, 𝑊𝑡(𝜙) > 𝑐3 при 𝜌(𝜙, 0) > 𝑐1 и 𝑡 ≥ 0;

3) 𝑉𝑡(𝜙) → 0, 𝑊𝑡(𝜙) → 0 при 𝜌(𝜙, 0) → 0 равномерно относи-
тельно 𝑡 ≥ 0;

4) 𝑑 𝑉𝑡[𝑈(𝜙, 𝑡, 𝑡0) ]/𝑑𝑡 = 𝑊𝑡[𝑈(𝜙, 𝑡, 𝑡0) ].

В следующей теореме сформулированы необходимые и доста-
точные условия неустойчивости нулевого решения системы (4.13).

Теорема 4.12. Предполагается, что система (4.13) удовле-
творяет условиям единственности решения задачи Коши в про-
странстве Φ. Тогда для того, чтобы нулевое решение системы
(4.13) было неустойчивым, необходимо и достаточно, чтобы су-
ществовали семейства функционалов 𝑉𝑡 и 𝑊𝑡, обладающие свой-
ствами:

1) ∀𝜙 ∈ 𝑆(0, 𝑟), где 𝑟 > 0, определены функции 𝑉𝑡(𝜙) и 𝑊𝑡(𝜙)
при 𝑡 ≥ 0;

2) функция 𝑉𝑡(𝜙) ограничена при 𝑡 ≥ 0, 𝜙 ∈ 𝑆(0, 𝑟);
3) ∀ 𝛿 > 0 ∃𝜙0, 𝑡0 такие, что 𝑉𝑡0(𝜙0) > 0, 𝜌(𝜙0,𝑀) < 𝛿;
4) 𝑑 𝑉𝑡[𝑈(𝜙, 𝑡, 𝑡0) ]/𝑑𝑡 = 𝜆𝑉𝑡[𝑈(𝜙, 𝑡, 𝑡0) ] +𝑊𝑡[𝑈(𝜙, 𝑡, 𝑡0) ],

где 𝑊𝑡(𝜙) ≥ 0, 𝜆 = const > 0.

Отметим, что представленная выше достаточно общая теория
[50, 52] позволяет ставить и решать проблемы устойчивости реше-
ний систем ДУ с частными производными не только в случае зада-
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чи Коши, но и различных смешанных задач для систем уравнений
высшего порядка.

4.2.2. Устойчивость решений квазилинейных систем.
Пусть имеется система ДУ в частных производных следующего ви-
да

𝜕𝑢𝑠
𝜕𝑡

= 𝑓𝑠(𝑢1, ..., 𝑢𝑛) +

𝑘∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖
𝜕𝑢𝑠
𝜕𝑥𝑖

, (4.15)

где 𝑠 = 1, 𝑛, 𝑓𝑠(𝑢1, ..., 𝑢𝑛) — заданные в 𝐸𝑛 непрерывные, ограни-
ченные функции, 𝑏𝑖 — вещественные постоянные.

Введем в рассмотрение линейное нормированное пространство
Φ с элементами 𝜙, 𝜙 = (𝜙1, ..., 𝜙𝑛), где 𝜙𝑠 = 𝜙𝑠(𝑥1, ..., 𝑥𝑘), 𝑠 = 1, 𝑛,
— непрерывно дифференцируемые функции по 𝑥1, ..., 𝑥𝑘, заданные
и ограниченные в 𝐸𝑘 вместе со своими производными, полагая при

этом, что ‖𝜙 ‖ =

(︂
sup𝐸𝑘

∑︀𝑛
𝑠=1 𝜙

2
𝑠

)︂1/2

.

Будем считать, что система (4.15) имеет решение 𝑈 = 0, 𝑈 =
𝑈(𝑢1, ..., 𝑢𝑛). Возникает вопрос об устойчивости этого решения.

Теорема 4.13. Пусть функции 𝑓𝑠 непрерывно дифференцируе-
мы в 𝐸𝑛. Тогда ∀𝜙 ∈ Φ ∃𝑈(𝜙, 𝑡) — семейство функций, обладаю-
щих следующими свойствами:

1) функции 𝑈(𝜙, 𝑡) заданы при 𝑡 ∈ (−∞,∞) и 𝑈(𝜙, 𝑡) ∈ Φ ∀ 𝑡 ∈
(−∞,∞);

2) функции 𝑈(𝜙, 𝑡) непрерывны по обоим своим аргументам,
т.е. 𝑈(𝜙1, 𝑡1) − 𝑈(𝜙2, 𝑡2) → 0 при (𝑡1 − 𝑡2) → 0, где 𝑡2 < ∞ и
‖𝜙1 − 𝜙2 ‖ → 0;

3) 𝑈(𝜙, 𝑡) = 𝜙 при 𝑡 = 0;

4) функция 𝑈(𝜙, 𝑡) является решением системы (4.15).

Отметим в качестве заключения, что доказательство теоремы
4.13 основано на использовании продолжимости решений системы

𝑑𝑢𝑠
𝑑𝑡

= 𝑓𝑠(𝑢1, ..., 𝑢𝑛), (4.16)
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где 𝑢𝑠 = 𝑢𝑠(𝑡, 𝜙1, ..., 𝜙𝑛), 𝑠 = 1, 𝑛,

𝑑𝑢𝑠
𝑑𝑡

=
𝜕𝑢𝑠
𝜕𝑡

+

𝑛∑︁

𝑙=1

𝜕𝑢𝑠
𝜕𝜙𝑙

𝜕𝜙𝑙

𝜕𝑥𝑗
, 𝑗 = 1, 𝑘,

на все значения 𝑡 ∈ (−∞,∞).

Рассмотрим вопрос об устойчивости нулевого решения систе-
мы (4.15). Будем предполагать, что нулевое решение системы
(4.16) асимптотически устойчиво. Тогда можно показать [50], что
∃𝑉 (𝑢1, ..., 𝑢𝑛), 𝑊 (𝑢1, ..., 𝑢𝑛) — две функции, обладающие следую-
щими свойствами:

1) функция 𝑉 задана в области 𝐴 асимптотической устойчиво-
сти нулевого решения системы (4.16) и удовлетворяет в 𝐴 неравен-
ствам: − 1 < 𝑉 < 0;

2) функция 𝑊 задана в 𝐸𝑛, причем ∀𝛼 > 0 ∃𝛽 > 0 такое, что
при |𝑈 | > 𝛼 следует: 𝑊 > 𝛽 и 𝑉 (0, ..., 𝑜) = 𝑊 (0, ..., 0) = 0;

3) полная производная по времени 𝑑𝑉/𝑑𝑡, вычисленная в силу
системы (4.16), удовлетворяет соотношению: 𝑉 = 𝑊 (1 + 𝑉 ).

Итогом этого рассмотрения служит следующее утверждение:
для того, чтобы нулевое движение 𝜙 = 0 динамической системы,
определяемой совокупностью уравнений (4.15), было асимптотиче-
ски устойчивым, необходимо и достаточно, чтобы было асимптоти-
чески устойчиво нулевое решение системы (4.16).

Пусть имеется система ДУ с частными производными вида

𝜕𝑢𝑠
𝜕𝑡

= 𝑈 (𝜇)
𝑠 +

𝑘∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖
𝜕𝑢𝑠
𝜕𝑥𝑖

, 𝑠 = 1, 𝑛,

где 𝑈
(𝜇)
𝑠 — однородные функции порядка 𝜇 ≥ 1 переменных

𝑢1, ..., 𝑢𝑛; здесь 𝜇 = 𝑝/𝑞, 𝑞 — нечетное, 𝑝 ̸= 2𝑘. Можно доказать
[20], что необходимым и достаточным условием того, чтобы нуле-
вое решение системы

𝑑𝑢𝑠
𝑑𝑡

= 𝑈 (𝜇)
𝑠

было асимптотически устойчивым, является существование одно-
родных функций 𝑉 (𝑢1, ..., 𝑢𝑛) и 𝑊 (𝑢1, ..., 𝑢𝑛), где 𝑉 — функция
порядка 𝑚 − 𝜇 + 1, а 𝑊 — функция порядка 𝑚, причем 𝑊 < 0
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при 𝑈 ̸= 0, а 𝑉 > 0 при 𝑈 ̸= 0, удовлетворяющих соотношению:
𝑑𝑉/𝑑𝑡 = 𝑊.

Завершим параграф рассмотрением системы ДУ в частных про-
изводных вида

𝜕𝑦𝑗
𝜕𝑡

+
𝑛∑︁

𝑠=1

𝑓𝑠
𝜕𝑦𝑗
𝜕𝑥𝑠

= 𝑔𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑘. (4.17)

Предполагается, что функции 𝑓𝑠, 𝑔𝑗 в системе (4.17) — это веще-
ственные функции переменных 𝑡, 𝑋 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑌 = (𝑦1, ..., 𝑦𝑘),
заданные при 𝑡 ∈ (−∞,∞), 𝑋 ∈ 𝐸𝑛, 𝑌 ∈ 𝐸𝑘, непрерывные и непре-
рывно дифференцируемые по всем своим аргументам. Система ви-
да (4.17) называется системой ДУ в частных производных с одина-
ковой главной частью.

Помимо этого, будем считать, что ∀𝑌0(𝑋) ∈ 𝐶1 — векторной
функции система (4.17) имеет решение 𝑌 = 𝑌 (𝑡,𝑋, 𝑡0, 𝑌0), удо-
влетворяющее начальному условию 𝑌 = 𝑌0(𝑋) при 𝑡 = 𝑡0; 𝐶1 —
пространство всех непрерывно дифференцируемых функций, за-
данных при 𝑋 ∈ 𝐸𝑛. Пусть также система (4.17) имеет нулевое
решение 𝑌 = 0, т.е. 𝑔𝑗 = 0 при 𝑌 = 0, 𝑗 = 1, 𝑘.

Определение 4.10. Решение 𝑌 = 0 системы (4.17) называет-
ся асимптотически устойчивым, если ∀ 𝑡0 ≥ 0, ∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝛿 > 0
такое, что при 𝜌(𝑌0, 0) < 𝛿 будут выполняться соотношения:

1) 𝜌[𝑌 (𝑡,𝑋, 𝑡0, 𝑌0), 0 ] < 𝜀 при 𝑡 ≥ 𝑡0 и
2) 𝜌[𝑌 (𝑡,𝑋, 𝑡0, 𝑌0), 0 ] → 0 при 𝑡→ +∞, где

𝜌(𝑌, 0) ≡ max
𝑋∈𝐸𝑛

‖𝑌 ‖, ‖𝑌 ‖ =

(︂ 𝑘∑︁

𝑗=1

𝑦2𝑗

)︂1/2

.

Совместно с системой (4.17) введем в рассмотрение систему ДУ:

𝜕𝑦𝑗
𝜕𝑡

+
𝑛∑︁

𝑠=1

𝜙𝑠
𝜕𝑦𝑗
𝜕𝑥𝑠

= 𝜓𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑘, (4.18)

где

𝜙𝑠 = 𝑓𝑠
⃒⃒
𝑌=0

, 𝜓𝑗 =

𝑗∑︁

𝑙=1

𝜕𝑔𝑗
𝜕𝑦𝑙

⃒⃒
⃒⃒
𝑌=0

· 𝑦𝑙 =

𝑗∑︁

𝑙=1

𝑝𝑗𝑙 𝑦𝑙.
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Рассмотрим также матричное уравнение

𝜕𝐴

𝜕𝑡
+ 𝑃 *𝐴+𝐴𝑃 +

𝑛∑︁

𝑠=1

𝜙𝑠
𝜕𝐴

𝜕𝑥𝑠
= 𝐵, (4.19)

где 𝐴 и 𝐵 — симметрические квадратные матрицы порядка 𝑘; 𝑃 =
(𝑝𝑗𝑙) =

(︀
𝜕𝑔𝑗/𝜕𝑦𝑙

)︀ ⃒⃒
𝑌=0

, 𝑗, 𝑙 = 1, 𝑘. Пусть 𝜆𝑗 , 𝜇𝑗 — собственные числа
матриц 𝐴 и 𝐵 соответственно.

Теорема 4.14. Если система (4.19) имеет решение в виде пары
симметрических, непрерывно дифференцируемых матриц (𝐴,𝐵),
заданных при 𝑡 ≥ 0, 𝑋 ∈ 𝐸𝑛, таких, что ∃𝛼, 𝛽 > 0 — постоянные,
удовлетворяющие неравенствам 𝛼 ≤ 𝜆𝑗 ≤ 𝛽, 𝜇𝑗 ≤ −𝛼, где 𝑗 = 1, 𝑘,
то тогда решение 𝑌 = 0 системы (4.18) будет асимптотически
устойчивым.

Теорема 4.15. Пусть выполнены условия теоремы 4.14 и, кро-
ме того: 1) | 𝑔𝑗 − 𝜓𝑗 | ≤ 𝑐 ‖𝑌 ‖2 при ‖𝑌 ‖ ≤ 𝑟, 𝑋 ∈ 𝐸𝑛, 𝑡 ≥ 0,
где 𝑟 и 𝑐 — некоторые положительные постоянные; 2) матрицы
𝜕𝐴/𝜕𝑥𝑠, 𝑠 = 1, 𝑛, равномерно ограничены. Тогда нулевое решение
системы (4.17) асимптотически устойчиво.

Заметим, что матричное уравнение (4.19) при 𝜙𝑠 = 0 обращается
в матричное уравнение Ляпунова. Система (4.18) при этом стано-
вится системой линейных обыкновенных ДУ и условия асимптоти-
ческой устойчивости, сформулированные в теореме 4.14, становятся
хорошо известными условиями асимптотической устойчивости для
системы обыкновенных ДУ.

4.3 Устойчивость решений ДУ в банаховом про-
странстве

Этот параграф освящает ряд вопросов исследования устойчивости
решений уравнений, заданных в функциональных пространствах
[10]. Особое внимание уделяется задачам об устойчивости решений
нелинейных уравнений.

4.3.1. Банахово пространство. ДУ в банаховом простран-
стве. Пусть 𝐸 — некоторое множество, в котором введены две опе-
рации — сложение элементов и умножение на число, удовлетворя-
ющие условиям: 1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥; 2) (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧); 3)
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𝜆 (𝑥 + 𝑦) = 𝜆𝑥 + 𝜆𝑦; 4) (𝜆 + 𝜇)𝑥 = 𝜆𝑥 + 𝜇𝑥; 5) 𝜆 (𝜇𝑥) = (𝜆𝜇)𝑥; 6)
∃ 0 ∈ 𝐸 : 0𝑥 = 0; 7) 1 ·𝑥 = 𝑥. Пусть, кроме того, ∀𝑥 ∈ 𝐸 определено
неотрицательное число ‖𝑥 ‖, называемое нормой элемента 𝑥, удо-
влетворяющее условиям: 𝑎) ‖𝑥 ‖ = 0 ⇐⇒ 𝑥 = 0; 𝑏) ‖𝜆𝑥 ‖ = |𝜆 | ‖𝑥 ‖;
𝑐) ‖𝑥+ 𝑦 ‖ ≤ ‖𝑥 ‖+ ‖ 𝑦 ‖. Если в множестве 𝐸 имеют место условия
1)–7) и 𝑎)–𝑐), то множество 𝐸 называется линейным нормирован-
ным пространством (пример: конечномерное векторное простран-
ство).

Нормированное линейное пространство 𝐸 называется полным,
если из ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚 ‖ → 0 при 𝑛,𝑚 → ∞ следует сходимость по нор-
ме последовательности {𝑥𝑛 } к некоторому элементу 𝑥* этого про-
странства. Полное линейное нормированное пространство называ-
ется банаховым пространством или 𝐵–пространством.

Зададим на 𝑋 ⊂ 𝐸1 функцию (отображение) 𝐹 (𝑥) : 𝐹 (𝑥) : 𝑋 →
𝐸2, где 𝐸1, 𝐸2 — некоторые линейные нормированные простран-
ства. Отображение 𝐹 (𝑥) называют оператором. Оператор 𝐹 (𝑥) на-
зывается линейным, если он аддитивен и однороден: 𝐹 (𝛼𝑥1+𝛽𝑥2) =
𝛼𝐹 (𝑥1) + 𝛽 𝐹 (𝑥2), где 𝛼, 𝛽 — скалярные величины. Для линейного
оператора принята запись: 𝐹 (𝑥) = 𝐹𝑥. Оператор 𝐹 (𝑥) : 𝐸1 → 𝑅 =
(−∞,+∞) называется функционалом.

Оператор 𝐹 (𝑥) называется непрерывным, если он каждую схо-
дящуюся (по норме в 𝐸1) последовательность элементов переводит
также в сходящуюся (по норме в 𝐸2) последовательность элемен-
тов. Оператор 𝐹 (𝑥) называется ограниченным, если он переводит
каждое ограниченное (по норме) множество в ограниченное мно-
жество.

Линейный ператор непрерывен тогда и только тогда, когда он
ограничен [57]. Пусть 𝐹 — линейный непрерывный оператор; то-
гда ∃𝐾 — положительное число такое, что ∀𝑥 ∈ 𝐸1, на которых
определен оператор 𝐹, имеет место неравенство

‖𝐹 (𝑥) ‖ ≤ 𝐾 ‖𝑥 ‖, (*)

причем наименьшее из чисел 𝐾, при которых выполняется нера-
венство (*), называется нормой оператора 𝐹 и обозначается ‖𝐹 ‖ :

‖𝐹 ‖ = sup
‖ 𝑥 ‖≤1

‖𝐹𝑥 ‖. (**)
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Линейный оператор, действующий в конечномерном векторном
пространстве 𝐸𝑛, может быть задан матрицей, а соотношение (**)
может служить определением нормы этой матрицы.

В дальнейшем надо иметь в виду следующие фундаментальные
теоремы из функционального анализа, с помощью которых дока-
зываются многие из упоминаемых здесь утверждений [10].

Теорема 4.16 (Теорема Банаха–Штейнгауза) Если после-
довательность линейных ограниченных операций {𝐹𝑛 }, переводя-
щих банахово пространство 𝐸1 в линейное нормированное про-
странство 𝐸2, ограничена в каждой точке, т.е. sup𝑛 ‖𝐹𝑛𝑥 ‖ <∞,
то нормы этих операций ограничены в совокупности: ‖𝐹𝑛 ‖ ≤
𝑀 <∞, где 𝑛 = 1, 2, ... .

Теорема 4.17 (Принцип сжатых отображений). Пусть
оператор 𝐹 переводит шар 𝑇 банахова пространства в себя и
пусть выполнено условие

‖𝐹 (𝑥1) − 𝐹 (𝑥2) ‖ ≤ 𝛼 ‖𝑥1 − 𝑥2 ‖, 𝛼 ∈ (0, 1).

Тогда уравнение 𝐹 (𝑥) = 𝑥 имеет в шаре 𝑇 единственное реше-
ние 𝑥, которое может быть найдено методом последовательных
приближений.

Зададим абстрактную функцию 𝑥(𝑡) на числовой оси со значени-
ями в банаховом пространстве 𝐸. Дадим определения производной
и интеграла от функции 𝑥(𝑡). Производная (по Фреше) функции
𝑥(𝑡) в точке 𝑡0 определяется по правилу

𝑥(𝑡0) = lim
𝑡→𝑡0

𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡0)

𝑡− 𝑡0
,

если указанный предел (в смысле сходимости по норме) существует.
Определенный интеграл (по Бохнеру) от функции 𝑥(𝑡) определяет-
ся как предел интегральных сумм вида

𝑆𝑛 =

𝑛−1∑︁

𝑘=0

𝑥(𝜏𝑘) (𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘),

где 𝛼 = 𝑡0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑛 = 𝛽, 𝑡𝑘 ≤ 𝜏𝑘 ≤ 𝑡𝑘+1, 𝑘 = 0, 𝑛− 1, при
условии, что 𝑛 → ∞ и sup𝑘 | 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 | → 0. Если этот предел от
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𝑆𝑛 существует и не зависит от способа деления промежутка [𝛼, 𝛽 ]
на частичные отрезки, равно как и от способа выбора точек 𝜏𝑘 на
этих частичных отрезках, то тогда говорят, что интеграл от функ-
ции 𝑥(𝑡) по промежутку [𝛼, 𝛽 ] существует и обозначается символомr 𝛽

𝛼
𝑥(𝑡) 𝑑𝑡.

Определение интеграла (по Стилтьесу) включает в себя следу-
ющие положения. Пусть 𝐸 — банахово пространство, 𝐺(𝑡) — непре-
рывный по 𝑡 линейный оператор: 𝐺(𝑡) : 𝐸 → 𝐸, 𝑔(𝑡) — функция с
ограниченной вариацией 𝑉 𝛽

𝛼 𝑔(𝑡) на промежутке [𝛼, 𝛽 ] :

𝑉 𝛽
𝛼 𝑔(𝑡) = sup

[𝛼,𝛽 ]

𝑛−1∑︁

𝑘=0

⃦⃦
𝑔(𝑡𝑘+1) − 𝑔(𝑡𝑘)

⃦⃦
,

где 𝛼 = 𝑡0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑛 = 𝛽.

Составим интегральную сумму вида

𝑆𝑛 =

𝑛−1∑︁

𝑘=0

𝐺(𝜏𝑘)
[︀
𝑔(𝑡𝑘+1 − 𝑔(𝑡𝑘)

]︀
, 𝜏𝑘 ∈ [ 𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1 ].

Если существует предел 𝑆𝑛 при 𝑛 → ∞, sup𝑘 | 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 | → 0, не
зависящий от способа разбиения промежутка [𝛼, 𝛽 ] на частичные
отрезки, то этот предел является интегралом Стилтьеса от опера-
тора 𝐺(𝑡) по функции 𝑔(𝑡) и обозначается

r 𝛽

𝛼
𝐺(𝑡) 𝑑𝑔. Если функция

𝑔(𝑡) дифференцируемая, то
r 𝛽

𝛼
𝐺(𝑡) 𝑑𝑔 =

r 𝛽

𝛼
𝐺(𝑡) 𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡. Добавим к

сказанному, что имеют место неравенства

1)

⃦⃦
⃦⃦

𝛽w

𝛼

𝐺(𝑡) 𝑑𝑔

⃦⃦
⃦⃦ ≤𝑀 𝑉 𝛽

𝛼 𝑔(𝑡), 𝑀 ≡ sup
𝛼≤𝑡≤𝛽

‖𝐺(𝑡) ‖,

2)

⃦⃦
⃦⃦

𝛽w

𝛼

𝐺(𝑡) 𝑑𝑔

⃦⃦
⃦⃦ ≤

𝛽w

𝛼

‖𝐺(𝑡) ‖ 𝑑𝑣, 𝑣(𝑡) = 𝑉 𝑡
𝛼 𝑔(𝑡).

Перейдем к изучению некоторых типов ДУ и свойствам их ре-
шений в банаховом пространстве. Пусть каждому вещественному
значению 𝑡 поставлен в соответствие оператор 𝑋(𝑥, 𝑡) : 𝐸 → 𝐸.
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Тогда можно рассмотреть ДУ

𝑥 = 𝑋(𝑥, 𝑡), (4.20)

где через 𝑥 обозначена производная абстрактной функции 𝑥(𝑡) по
𝑡. Введем начальное условие 𝑥(𝑡0) = 𝑥0. Решение уравнения (4.20),
очевидно, должно быть и решением интегрального уравнения

𝑥(𝑡) = 𝑥0 +

𝑡w

𝑡0

𝑋[𝑥(𝑡), 𝑡 ] 𝑑𝑡.

Зададим область 𝐷 : ‖𝑥 − 𝑥0 ‖ ≤ 𝑟, | 𝑡 − 𝑡0 | ≤ 𝑇. Будем считать,
что в 𝐷 операторная функция 𝑋(𝑥, 𝑡) непрерывна и удовлетворяет
условию Липшица

‖𝑋(𝑥, 𝑡) −𝑋(𝑦, 𝑡) ‖ ≤ 𝐿 ‖𝑥− 𝑦 ‖ (4.21)

с некоторой константой 𝐿 > 0. С учетом непрерывности 𝑋(𝑥, 𝑡)
функция ‖𝑋(𝑥0, 𝑡) ‖ ограничена на отрезке | 𝑡−𝑡0 | ≤ 𝑇. Пусть 𝑀0 =
sup ‖𝑋(𝑥0, 𝑡) ‖ на этом отрезке. Из неравенства (4.21) вытекает

‖𝑋(𝑥, 𝑡) ‖ ≤ ‖𝑋(𝑥0, 𝑡) ‖ + 𝐿 ‖𝑥− 𝑥0 ‖ ≤𝑀0 + 𝑟𝐿.

Следовательно, полагая 𝑀 = 𝑀0 + 𝑟𝐿, имеем в области 𝐷 нера-
венство: ‖𝑋(𝑥, 𝑡) ‖ ≤ 𝑀. Наконец, с помощью принципа сжатых
отображений можно получить следующую теорему существования
и единственности решения уравнения (4.20):

Теорема 4.18. Уравнение (4.20) при указанных выше усло-
виях имеет единственное решение 𝑥(𝑡), удовлетворяющее усло-
вию 𝑥0 = 𝑥(𝑡0), причем решение 𝑥(𝑡) определено на интервале
| 𝑡− 𝑡0 | < 𝑟𝑀−1.

Приведем различные признаки продолжаемости решений.
Теорема 4.19. Если в области ‖𝑥−𝑥0 ‖ ≤ 𝑟 <∞, 𝑡 ≥ 𝑡0 выпол-

нены неравенства: (4.21) и ‖𝑋(𝑥0, 𝑡) ‖ ≤ 𝑁 <∞, то всякая траек-
тория, не выходящая из некоторой подобласти ‖𝑥− 𝑥0 ‖ ≤ 𝑟1 < 𝑟,
продолжима на бесконечный интервал времени 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞).

Теорема 4.20. Пусть при ‖𝑥 ‖ < ∞, 𝑡 ≥ 𝑡0 выполнено нера-
венство: ‖𝑋(𝑥, 𝑡) ‖ ≤ 𝐿(‖𝑥 ‖), где 𝐿(𝑟) — непрерывная функция,
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обладающая свойством

𝑟w

𝑟0

𝑑𝑟

𝐿(𝑟)
→ ∞ при 𝑟 → ∞. (4.22)

Тогда всякое решение уравнения (4.20) может быть продолжено
на бесконечный интервал времени 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞).

Теорема 4.21 (Теорема Красносельского–Крейна).
Пусть существует функционал Φ(𝑥), обладающий свойством

lim
‖ 𝑥 ‖→∞

Φ(𝑥) = ∞, Φ̇ =
𝑑Φ

𝑑𝑡
≤ 𝐿[ Φ(𝑥) ]

при 𝑡 ≥ 𝑡0, где через 𝑑Φ/𝑑𝑡 обозначена производная Φ(𝑥) вдоль тра-
екторий уравнения (4.20), а функция 𝐿(𝑟) удовлетворяет соотно-
шению (4.22). Тогда всякое решение уравнения (4.20) будет продол-
жаемым на интервале 𝑡 ∈ [ 𝑡0,∞).

Приведем далее несколько лемм об интегральных оценках.
Лемма 4.1. Пусть 𝑢(𝑡) — непрерывная функция, удовлетворя-

ющая при 𝑡 > 𝑡0 двойному неравенству

0 < 𝑢(𝑡) < 𝛿 +

𝑡w

𝑡0

[ 𝜂 + 𝐿𝑢(𝑡) ] 𝑑𝑡,

где 𝛿, 𝜂, 𝐿 — постоянные, причем 𝛿, 𝜂 ≥ 0, 𝐿 > 0. Тогда имеет ме-
сто неравенство

𝑢(𝑡) < 𝜂𝐿−1
[︀
𝑒𝐿 (𝑡−𝑡0) − 1

]︀
+ 𝛿 𝑒𝐿 (𝑡−𝑡0).

Лемма 4.2. Пусть 𝑢(𝑡), 𝑓(𝑡) — скалярные, неотрицательные,
интегрируемые на промежутке 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡0 + 𝑇 ] функции. Пусть,
помимо этого, 𝐾(𝑡, 𝑠) — скалярная, неотрицательная функция,
ограниченная при 𝑡0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝑇. Если имеет место неравен-
ство

𝑢(𝑡) ≤ 𝑓(𝑡) +

𝑡w

𝑡0

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠,
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то справедливо неравенство: 𝑢(𝑡) ≤ 𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡0 + 𝑇 ], где 𝜓(𝑡)
— решение интегрального уравнения

𝜓(𝑡) = 𝑓(𝑡) +

𝑡w

𝑡0

𝐾(𝑡, 𝑠)𝜓(𝑠) 𝑑𝑠.

Лемма 4.3. Пусть 𝑢(𝑡), 𝑓(𝑡) — неотрицательные, интегрируе-
мые при 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡0+𝑇 ] функции, 𝐿 — положительная постоянная.
Если выполнено неравенство

𝑢(𝑡) ≤ 𝑓(𝑡) + 𝐿

𝑡w

𝑡0

𝑢(𝑠) 𝑑𝑠, (4.23)

то имеет место неравенство

𝑢(𝑡) ≤ 𝑓(𝑡) + 𝐿

𝑡w

𝑡0

𝑒𝐿 (𝑡−𝑠) 𝑓(𝑠) 𝑑𝑠.

Лемма 4.4. Если при выполнении условий предыдущей леммы
𝑓(𝑡) является функцией ограниченной вариации при 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡0+𝑇 ],
то из неравенства (4.23) следует

𝑢(𝑡) ≤ 𝑓(𝑡0) 𝑒𝐿 (𝑡−𝑡0) +

𝑡w

𝑡0

𝑒𝐿 (𝑡−𝑠) 𝑑 𝑓(𝑠),

где интеграл в правой части есть интеграл Стилтьеса. Если
функция 𝑓(𝑡) дифференцируема, то справедливо неравенство

𝑢(𝑡) ≤ 𝑓(𝑡0) 𝑒𝐿 (𝑡−𝑡0) +

𝑡w

𝑡0

𝑒𝐿 (𝑡−𝑠) 𝑓 ′(𝑠) 𝑑𝑠.

Наряду с уравнением (4.20) рассмотрим также уравнение

𝑦 = 𝑋(𝑦, 𝑡) +𝑅(𝑦, 𝑡). (4.24)
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Будем считать, что в области 𝐷 : ‖𝑥 ‖ ≤ 𝑟, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡0 + 𝑇 ] имеют
место неравенства

‖𝑋(𝑥, 𝑡) −𝑋(𝑦, 𝑡) ‖ ≤ 𝐿 ‖𝑥− 𝑦 ‖, ‖𝑅(𝑥, 𝑡) ‖ ≤ 𝜂(𝑡),

где 𝜂(𝑡) — непрерывная при 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡0+𝑇 ] функция, которые в сово-
купности с условиями непрерывности операторов 𝑋(𝑥, 𝑡) и 𝑅(𝑥, 𝑡) в
области 𝐷 обеспечивают существование решений уравнений (4.20),
(4.24). Тогда при 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡0 + 𝑇 ] справедлива оценка (подробности
ее вывода см. в работе [10]):

‖𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡) ‖ ≤ ‖𝑥0 − 𝑦0 ‖ 𝑒𝐿 (𝑡−𝑡0) +

𝑡w

𝑡0

𝑒𝐿 (𝑡−𝑠) 𝜂(𝑠) 𝑑𝑠.

4.3.2. Устойчивость решений нелинейных уравнений.
Перейдем к рассмотрению некоторых вопросов устойчивости ре-
шений нелинейных ДУ. Пусть имеется уравнение

𝑥 = 𝐴(𝑡)𝑥+𝑅(𝑥, 𝑡), (4.25)

где 𝐴(𝑡) — линейный ограниченный оператор, непрерывный по 𝑡,
функция 𝑅(𝑥, 𝑡) удовлетворяет в области 𝐷 : ‖𝑥 ‖ ≤ 𝐻, 𝑡 ∈ [ 0,∞)
условию

‖𝑅(𝑥, 𝑡) ‖ ≤ 𝐿 ‖𝑥 ‖. (4.26)

В уравнении
𝑥 = 𝐴(𝑡)𝑥 (4.27)

через 𝑊 (𝑡, 𝜏) обозначим оператор Коши: 𝑊 (𝑡, 𝜏) = 𝑈(𝑡)𝑈−1(𝜏), где
𝑈(𝑡) — операторная функция со значениями в пространстве линей-
ных ограниченных операторов такая, что 𝑈 = 𝐴(𝑡)𝑈, 𝑈(0) = 𝐼.
Свойство оператора Коши: 𝑊 (𝑡, 𝑡1)𝑊 (𝑡1, 𝑡0) = 𝑊 (𝑡, 𝑡0). Решение
уравнения (4.27) можно записать в виде: 𝑥(𝑡) = 𝑊 (𝑡, 𝑡0)𝑥0, где
𝑥0 = 𝑥(𝑡0). Предположим также, что имеет место неравенство

‖𝑊 (𝑡, 𝑡0) ‖ ≤ 𝐵 𝑒−𝛼 (𝑡−𝑡0), (4.28)

где 𝛼,𝐵 > 0 — постоянные, не зависящие от 𝑡0. Условие (4.28)
— это условие экспоненциальной устойчивости нулевого решения
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уравнения (4.27). Следующая теорема представляет собой теорему
об устойчивости по первому приближению.

Теорема 4.22. Если выполнены условия (4.26) и (4.28) и если,
кроме того, постоянные 𝛼,𝐵,𝐿 удовлетворяют неравенству

𝜆 = 𝛼−𝐵𝐿 > 0, (4.29)

то нулевое решение уравнения (4.25) будет экспоненциально
устойчивым.

Из этой теоремы вытекает следствие: если выполнено условие
(4.28) и неравенство ‖𝐹 (𝑡) ‖ ≤ 𝐿, 𝑡 ∈ [ 0,∞), для некоторого линей-
ного оператора 𝐹 (𝑡) и если, кроме того, величины 𝛼,𝐵,𝐿 удовле-
творяют условию (4.29), то нулевое решение ДУ: 𝑥 =

[︀
𝐴(𝑡)+𝐹 (𝑡)

]︀
𝑥

экспоненциально устойчиво.
Далее затронем ряд вопросов устойчивости нулевого решения

уравнения (4.25) при постоянно действующих возмущениях. Вместе
с уравнением (4.25) рассмотрим уравнение

𝑥 = 𝐴(𝑡)𝑥+𝑅(𝑥, 𝑡) + 𝑢(𝑥, 𝑡). (4.30)

Пусть, как и ранее, в области 𝐷 выполнены условия (4.26), (4.28),
(4.29). Предположим также, что в области 𝐷 функция 𝑢(𝑥, 𝑡) удо-
влетворяет ограничению

‖𝑢(𝑥, 𝑡) ‖ ≤ 𝑟(𝑡), (4.31)

где 𝑟(𝑡) — функция, интегрируемая на любом конечном интервале
времени. Примем функцию 𝑢(𝑥, 𝑡) за постоянно действующее воз-
мущение. Обозначим

ℎ0 = sup
𝑡≥0

𝑟(𝑡), ℎ1 = sup
𝑡≥0

𝑡+1w

𝑡

𝑟(𝜏) 𝑑𝜏, ℎ2 = sup
𝑡≥0

(︂ 𝑡+1w

𝑡

𝑟2(𝜏) 𝑑𝜏

)︂1/2

.

Определение 4.11. Пусть ∀ 𝜀 > 0 ∃ℎ, 𝛿 > 0 — числа та-
кие, что для решений уравнения (4.30) имеет место неравенство
‖𝑥(𝑡) ‖ < 𝜀 при 𝑡 ≥ 0, если только ‖𝑥(0) ‖ < 𝛿 и выполнено одно из
условий:

𝑎) ℎ0 ≤ ℎ, 𝑏) ℎ1 ≤ ℎ, 𝑐) ℎ2 ≤ ℎ.
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Тогда будем говорить, что нулевое решение уравнения (4.25)
устойчиво при постоянно действующих возмущениях, ограничен-
ных в случае 𝑎), ограниченных в среднем в случае 𝑏), ограниченных
в среднеквадратическом в случае 𝑐).

Приведем леммы об оценках, с помощью которых доказываются
последующие теоремы.

Лемма 4.5. Всякое решение уравнения (4.30) удовлетворяет
оценке

‖𝑥(𝑡) ‖ ≤ 𝐵
[︀

Φ1(𝑡) + Φ2(𝑡)
]︀
,

где обозначено с учетом того, что 𝑥0 = 𝑥(0), 𝜆 = 𝛼−𝐵𝐿 :

Φ1(𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡 ‖𝑥0 ‖, Φ2(𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡
𝑡w

0

𝑒𝜆𝑠 𝑟(𝑠) 𝑑𝑠.

Лемма 4.6. Имеют место при 𝑡 ≥ 0 следующие оценки:

Φ2(𝑡) ≤ ℎ0
𝜆
, Φ2(𝑡) ≤ ℎ1𝑒

𝜆

1 − 𝑒−𝜆
, Φ2(𝑡) ≤ ℎ2

1 − 𝑒−𝜆

(︂
𝑒2𝜆 − 1

2𝜆

)︂1/2

.

Приведем теперь теорему об устойчивости при постоянно дей-
ствующих возмущениях.

Теорема 4.23. Пусть в 𝜀–окрестности точки 𝑥 = 0 выполне-
ны условия (4.26), (4.28), (4.29), (4.31) и одно из следующих нера-
венств:

ℎ0 <
𝜀𝜆

2𝐵
, ℎ1 <

𝜀
(︀
1 − 𝑒−𝜆

)︀

2𝐵𝑒𝜆
, ℎ2 <

𝜀
(︀
1 − 𝑒−𝜆

)︀

2𝐵

(︂
2𝜆

𝑒2𝜆 − 1

)︂1/2

.

Тогда всякое решение уравнения (4.30), определенное условием
‖𝑥0 ‖ < 𝜀/(2𝐵), будет удовлетворять при 𝑡 ≥ 0 неравенству
‖𝑥(𝑡) ‖ < 𝜀.

Следующую теорему можно назвать теоремой о диссипативной
устойчивости.
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Теорема 4.24. Пусть в 𝜀–окрестности точки 𝑥 = 0 выполне-
ны условия (4.26), (4.28), (4.29), (4.31) и одно из неравенств

ℎ0 <
𝜌𝛿𝜆

𝐵
, ℎ1 <

𝜌𝛿
(︀
1 − 𝑒−𝜆

)︀

𝐵𝑒𝜆
, ℎ2 <

𝜌𝛿
(︀
1 − 𝑒−𝜆

)︀

𝐵

(︂
2𝜆

𝑒2𝜆 − 1

)︂1/2

,

где 0 < 𝜌 < 1 и 0 < 𝛿 < 𝜀/(2𝐵). Тогда ∃𝑇 > 0 — число такое, что
при 𝑡 > 𝑇 и ‖𝑥0 ‖ < 𝛿 решение 𝑥(𝑡) уравнения (4.30) удовлетворяет
неравенству ‖𝑥(𝑡) ‖ < 𝛿.

Вернемся к уравнению (4.30) в предположении, что операторная
функция 𝐴(𝑡) и функции 𝑅(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑡) являются непрерывными и
периодическими по 𝑡 с периодом 𝜔. Заменой 𝑡 = 𝜏𝜔 можно добиться
того, чтобы период 𝜔 = 1. Пусть, как и прежде, оператор Коши
𝑊 (𝑡, 𝜏) уравнения (4.27) удовлетворяет условию (4.28), а функция
𝑅(𝑥, 𝑡) удовлетворяет в области 𝐷 условию Липшица: ‖𝑅(𝑥, 𝑡) −
𝑅(𝑦, 𝑡) ‖ ≤ 𝐿 ‖𝑥− 𝑦 ‖.

Полагая, что 𝑅(0, 𝑡) = 0 при 𝑡 ≥ 0, считаем выполненным усло-
вие (4.26). Пусть числа 𝛼, 𝛽, 𝐿 удовлетворяют условию (4.29), а
функция 𝑢(𝑡) — условию (4.31). Считая в условии (4.31) 𝑟(𝑡) =
‖𝑢(𝑡) ‖, имеем функцию 𝑟(𝑡) также периодической по 𝑡.

Теорема 4.25. Пусть для уравнения (4.30) выполнены перечис-
ленные выше условия и хотя бы одно из неравенств теоремы 4.24.
Тогда ∃ ! 𝑧(𝑡) — периодическое решение уравнения (4.30) в области
‖𝑥 ‖ ≤ 𝐻/(2𝐵). Если 𝑥(𝑡) — любое другое решение этого уравнения
такое, что ‖𝑥(0) ‖ ≤ 𝐻/(2𝐵), то ‖𝑥(𝑡)−𝑧(𝑡) ‖ → 0 при 𝑡→ ∞; это
значит, что периодическое решение 𝑧(𝑡) асимптотически устой-
чиво по Ляпунову.

Далее наряду с уравнением (4.20): 𝑥 = 𝑋(𝑥, 𝑡), где 𝑋(0, 𝑡) = 0,
будем рассматривать уравнение (4.24): 𝑦 = 𝑋(𝑦, 𝑡) + 𝑅(𝑦, 𝑡), пред-
полагая, что выполнены условия, при которых существуют и про-
должаемы решения обоих уравнений в области 𝐷 : ‖𝑥 ‖ ≤ 𝑀, 𝑡 ∈
[ 0,∞).

Напомним для удобства использования некоторые определения:
1. Положение равновесия 𝑥 = 0 уравнения (4.20) называется

равномерно устойчивым по Ляпунову, если ∀ 𝜀 > 0, 𝑡0 ≥ 0 ∃ 𝛿 > 0 —
число, зависящее только от 𝜀, что из ‖𝑥(𝑡0) ‖ < 𝛿 следует ‖𝑥(𝑡) ‖ < 𝜀
при 𝑡 ≥ 𝑡0.
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2. Положение равновесия 𝑥 = 0 уравнения (4.20) называется
равномерно асимптотически устойчивым, если оно равномерно
устойчиво по Ляпунову и, кроме того, ∃ 𝜀 > 0 такое, что ∀ 𝛿 >
0, 𝑡0 ≥ 0 ∃𝑇 > 0 — число, зависящее только от 𝜀 и 𝛿, и такое, что
из ‖𝑥(𝑡0) ‖ < 𝜀 следует ‖𝑥(𝑡0 + 𝑇 ) ‖ < 𝛿.

3. Точка 𝑥 = 0 (здесь не предполагается, что эта точка является
положением равновесия) называется 𝜀–устойчивой, если ∃ 𝛿 > 0
такое, что из ‖𝑥(𝑡0) ‖ < 𝛿 следует ‖𝑥(𝑡) ‖ < 𝜀 при 𝑡 ≥ 𝑡0.

4. Положение равновесия 𝑥 = 0 называется экспоненциально
устойчивым в малом, если ∃ 𝜀 > 0 такое, что любое решение 𝑥(𝑡)
уравнения (4.20) при ‖𝑥(𝑡0) ‖ < 𝜀, 𝑡 ≥ 𝑡0 удовлетворяет неравенству

‖𝑥(𝑡) ‖ ≤ 𝐵𝑒−𝛼 (𝑡−𝑡0) ‖𝑥(𝑡0) ‖,

где 𝛼,𝐵 > 0 не зависят от 𝑡0.

Лемма 4.7. Пусть 𝑥(𝑡) — решение уравнения (4.20), а 𝑦(𝑡) —
решение уравнения (4.24), причем решение 𝑥 = 0 уравнения (4.20)
равномерно асимптотически устойчиво. Зададим согласно опре-
делениям 1. и 2. числа 𝛿 < 𝜀 и 𝑇 > 0 такие„ что из ‖𝑥(𝑡0) ‖ < 𝛿
следует: ‖𝑥(𝑡) ‖ < 𝜀/2 при 𝑡 ≥ 𝑡0 и ‖𝑥(𝑡0 + 𝑇 ) ‖ < 𝛿/2. Пусть
𝑥(𝑡0) = 𝑦(𝑡0). Тогда, если справедливо неравенство ‖ 𝑦(𝑡) − 𝑥(𝑡) ‖ <
𝛿/2 при 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡0+𝑇 ], 𝑡0 > 0, то точка 𝑥 = 0 будет 𝜀–устойчивой
по отношению к системе (4.24).

Лемма 4.8. Если при 𝑥(𝑡0) = 𝑦(𝑡0), 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡0 + 𝑇 ] имеет ме-
сто неравенство ‖𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡) ‖ ≤ ‖𝑥(𝑡0) ‖/4, где 𝑡0 > 0 и точка
𝑥 = 0 экспоненциально устойчива в малом для уравнения (4.20),
то эта точка будет экспоненциально устойчивой в малом и для
уравнения (4.24).

Пусть далее в области 𝐷 функция 𝑋(𝑥, 𝑡) удовлетворяет усло-
вию Липшица вида (4.21), а функция 𝑅(𝑥, 𝑡) — условию ‖𝑅(𝑥, 𝑡) ‖ <
𝜂, где 𝜂 — положительная постоянная.

Теорема 4.26. Если нулевое решение уравнения (4.20) равно-
мерно асимптотически устойчиво, то ∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝛿 > 0, 𝜂 > 0 —
числа такие, что для любого решения 𝑦(𝑡) уравнения (Π4.24) из
неравенств ‖𝑅(𝑥, 𝑡) ‖ < 𝜂 и ‖ 𝑦(𝑡0) ‖ < 𝛿 следует при 𝑡 ≥ 𝑡0 нера-
венство ‖ 𝑦(𝑡) ‖ < 𝜀.
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Теорема 4.27. Пусть в области 𝐷 выполнено условие (4.21) и
условие ‖𝑅(𝑥, 𝑡) ‖ ≤𝑀 ‖𝑥 ‖. Тогда, если нулевое решение уравнения
(Π4.20) экспоненциально устойчиво в малом, то при достаточно
малом значении 𝑀 нулевое решение уравнения (4.24) также будет
экспоненциально устойчивым в малом.

4.4 Устойчивость стохастических систем

Обратимся к рассмотрению вопросов устойчивости систем вида
𝑥 = 𝐹 (𝑥, 𝑡) + 𝜎(𝑥, 𝑡) 𝜉(𝑡) в 𝑛–мерном евклидовом пространстве 𝐸𝑛 в
случае, когда 𝜉(𝑡) — так называемый процесс белого шума, т.е. гаус-
совский процесс, для которого 𝑀 𝜉(𝑡) = 0, 𝑀 [ 𝜉(𝑠) 𝜉(𝑡) ] = 𝛿(𝑡 − 𝑠),
где𝑀 𝜉(𝑡) — математическое ожидание 𝜉(𝑡), 𝛿(·) — дельта-функция.
Нас будут интересовать свойства решений этой системы, которые
можно получить с помощью функции Ляпунова укороченной си-
стемы 𝑥 = 𝐹 (𝑥, 𝑡).

Предполагается, что с основными понятиями и конструкциями
теории вероятностей и теории случайных процессов читатель зна-
ком в объеме материала технического вуза (см., например, книгу
[134] и соответствующую библиографию), поэтому подробно оста-
навливаться на вероятностных основах не будем, а будем лишь
давать соответствующие определения и пояснения тем или иным
терминам по мере надобности и реферативно изложим некоторые
результаты, относящиеся к устойчивости решений стохастических
ДУ, содержащихся в работе [145].

4.4.1. Устойчивость. Изучим условия устойчивости некоторо-
го частного решения 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝜔) уравнения

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐺[𝑥, 𝑡, 𝜉(𝑡, 𝜔) ], (4.32)

где 𝜔 ∈ Ω, (𝜔,ℱ , 𝑃 ) — вероятностное пространство, Ω — множество
элементарных событий, ℱ — 𝜎–алгебра подмножеств (событий) в
Ω, 𝑃 — вероятностная мера (вероятность), определенная на эле-
ментах множества ℱ .

Обычно с помощью новых переменных, равных отклонениям ко-
ординат возмущенного движения от невозмущенного, сводят зада-
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чу к задаче об устойчивости нулевого решения 𝑥(𝑡) ≡ 0 уравнения
вида (4.32), где 𝐺[ 0, 𝑡, 𝜉(𝑡, 𝜔) ] ≡ 0.

Имеется большое разнообразие в вероятностном смысле поня-
тия устойчивости. Приведем лишь некоторые определения, пред-
ставляющие наибольший практический интерес. Решение 𝑥(𝑡) ≡ 0
уравнения (4.32) назовем:

1. Устойчивым (слабо) по вероятности при 𝑡 ≥ 𝑡0, если ∀ 𝜀 > 0,
𝛿 > 0 ∃ 𝑟 > 0 такое, что при 𝑡 ≥ 𝑡0, ‖𝑥0 | < 𝑟 :

𝑃
(︀
|𝑥(𝑡, 𝜔, 𝑡0, 𝑥0) | > 𝜀

)︀
< 𝛿. (4.33)

2. Асимптотически устойчивым (слабо) по вероятности, если оно
устойчиво по вероятности и, кроме того, ∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝑟 = 𝑟(𝜀) такое,
что при 𝑡→ ∞ :

𝑃
(︀
|𝑥(𝑡, 𝜔, 𝑡0, 𝑥0) | > 𝜀

)︀
→ 0, если |𝑥0 | < 𝑟.

3. 𝑝–устойчивым, если ∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝑟 > 0 такое, что при 𝑡 ≥
𝑡0, |𝑥0 | < 𝑟 :

𝑀 |𝑥(𝑡, 𝜔, 𝑡0, 𝑥0) |𝑝 < 𝜀, 𝑝 > 0.

4. Асимптотически 𝑝–устойчивым, если оно 𝑝–устойчиво и, кро-
ме того, для достаточно малых |𝑥0 | :

𝑀 |𝑥(𝑡, 𝜔, 𝑡0, 𝑥0) |𝑝 → ∞ при 𝑡→ ∞.

5. Устойчивым по вероятности в целом, если оно устойчиво
по вероятности и, кроме того, ∀𝑥0, 𝜀 > 0, 𝛿 > 0 можно указать
𝑇 = 𝑇 (𝑥0, 𝜀, 𝛿) такое, что при 𝑡 > 𝑇 имеет место соотношение (4.33).
Аналогично определяется асимптотическая устойчивость по веро-
ятности и 𝑝–устойчивость в целом.

6. Экспоненциально 𝑝–устойчивым, если ∃𝐴 > 0, 𝛼 > 0 — такие
постоянные, что

𝑀 |𝑥(𝑡, 𝜔, 𝑡0, 𝑥0) |𝑝 ≤ 𝐴 |𝑥0 |𝑝 𝑒−𝛼 (𝑡−𝑡0).

7. Устойчивым с вероятностью 1 в том или ином смысле, если
все траектории, кроме, может быть, множества траекторий вероят-
ности 0, устойчивы в соответствующем смысле.
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Заметим, что из неравенства Чебышева вытекает, что из (асимп-
тотической) 𝑝–устойчивости тривиального решения при бо́льших
𝑝 следует (асимптотическая) 𝑝–устойчивость при меньших 𝑝 и
устойчивость по вероятности. Помимо этого, решение может быть
(асимптотически) 𝑝–устойчивым при некотором 𝑝 и не быть (асимп-
тотически) 𝑝–устойчивым при 𝑝1 > 𝑝. При 𝑝 = 2 устойчивость на-
зывают устойчивостью в среднем квадратическом.

Ограничимся здесь рассмотрением условий устойчивости систем
вида

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝑥, 𝑡) + 𝜎(𝑥, 𝑡) 𝜉(𝑡, 𝜔), 𝐹 (0, 𝑡) ≡ 0, 𝜎(0, 𝑡) ≡ 0, (4.34)

Ниже будут даны достаточные условия устойчивости с помощью
функции Ляпунова укороченной системы

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝑥, 𝑡). (4.35)

Будем предполагать при этом, что все рассматриваемые функции
Ляпунова положительно определены равномерно по 𝑡 :

inf
𝑡>0, ‖ 𝑥 |>𝑟

𝑉 (𝑥, 𝑡) = 𝑉𝑟 > 0, 𝑟 > 0. (4.36)

Введем также обозначение

𝐵 = sup
𝑡>0, 𝑥𝑖∈𝐸𝑛

|𝑉 (𝑥2, 𝑡) − 𝑉 (𝑥1, 𝑡) |
|𝑥2 − 𝑥1 |

.

Теорема 4.28. Предположим, что для системы (4.35) ∃𝑉 (𝑥, 𝑡)
∈ 𝐶0 — функция Ляпунова, удовлетворяющая условию (4.36) и
условиям

𝑉 (0, 𝑡) ≡ 0,
𝑑𝑉

𝑑𝑡
≤ − 𝑐1𝑉, ‖𝜎 ‖ ≤ 𝑐2𝑉, (4.37)

где 𝑐𝑖 > 0 — постоянные. Пусть, далее, процесс | 𝜉(𝑡, 𝜔) | удовле-
творяет закону больших чисел и условию:

sup
𝑡>0

𝑀 | 𝜉(𝑡, 𝜔) | < 𝑐1
𝐵𝑐2

.
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Тогда тривиальное решение системы (4.34) асимптотически
ус-тойчиво по вероятности в целом. Если же процесс | 𝜉(𝑡, 𝜔) |
удовлетворяет усиленному закону больших чисел, то те же усло-
вия обеспечивают асимптотическую устойчивость в целом реше-
ния 𝑥 = 0 с вероятностью 1.

Поясним формулировку:
1) 𝐶0 — класс функций 𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶, удовлетворяющих глобаль-

ному условию Липшица;
2)

𝑑𝑉

𝑑𝑡
=
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
𝐹𝑖(𝑥, 𝑡) =

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑥
, 𝐹

)︂
;

3) говорят, что случайный процесс 𝜉(𝑡, 𝜔) при 𝑡 ≥ 𝑡0 удовлетво-
ряет закону больших чисел, если ∀ 𝜀, 𝛿 > 0 ∃𝑇 > 0 такое, что при
𝑡 > 𝑇 :

𝑃

(︂⃒⃒
⃒⃒ 1

𝑡

𝑡0+𝑡w

𝑡0

𝜉(𝑠, 𝜔) 𝑑𝑠− 1

𝑡

𝑡0+𝑡w

𝑡0

𝑀𝜉(𝑠, 𝜔) 𝑑𝑠

⃒⃒
⃒⃒ > 𝛿

)︂
< 𝜀;

4) случайный процесс 𝜉(𝑡, 𝜔) удовлетворяет усиленному закону
больших чисел, если

𝑃

(︂
1

𝑡

𝑡0+𝑡w

𝑡0

𝜉(𝑠, 𝜔) 𝑑𝑠− 1

𝑡

𝑡0+𝑡w

𝑡0

𝑀𝜉(𝑠, 𝜔) 𝑑𝑠 −−−−→
𝑡→∞

0

)︂
= 1.

Модельный пример. Снять требование применимости к про-
цессу | 𝜉(𝑡, 𝜔) | закона больших чисел нельзя. Это хорошо видно на
примере уравнения

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (− 𝑎+ 𝜉)𝑥,

где 𝑎 > 0, причем случайная величина 𝜉 может принимать сколь
угодно большие положительные значения. Какой бы малой ни была
величина 𝑀 | 𝜉 | решение

𝑥(𝑡, 𝜔) = 𝑥0 𝑒
(− 𝑎+𝜉) 𝑡

этого уравнения стремится к ∞ с вероятностью 𝑝 = 𝑃 (𝜉 > 𝑎).
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Теорема 4.29. Пусть для системы (4.35) ∃𝑉 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶0 —
функция Ляпунова, для которой выполнены соотношения (4.37) и
неравенство: 𝑉 (𝑥, 𝑡) > 𝑐 |𝑥 |, 𝑐 > 0, а процесс 𝜉(𝑡, 𝜔) таков, что для
некоторых постоянных 𝑘1, 𝑘>0 и 𝑡 > 0 :

𝑀 exp

(︂
𝑘1

𝑡w

0

| 𝜉(𝑠, 𝜔) | 𝑑𝑠
)︂

≤ exp (𝑘2𝑡),

причем постоянные 𝑘𝑖, 𝑐𝑖, 𝐵 связаны неравенством: 𝐵𝑘2𝑐2 ≤ 𝑘1𝑐1.
Тогда решение 𝑥(𝑡) ≡ 0 системы (4.34) 𝑝–устойчиво при 𝑝 ≤
𝑘1/(𝐵𝑐2). Если же выполнено строгое неравенство: 𝐵𝑘2𝑐2 < 𝑘1𝑐1,
то при тех же 𝑝 решение экспоненциально 𝑝–устойчиво.

4.4.2. Устойчивость систем стохастических уравнений.
Ниже изучаются некоторые вопросы теории устойчивости стоха-
стических ДУ Ито, а именно, рассматривается система вида

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑏(𝑡,𝑋) 𝑑𝑡+
𝑘∑︁

𝑟=1

𝜎𝑟(𝑡,𝑋) 𝑑 𝜉𝑟(𝑡), (4.38)

где считается, что 𝑋(𝑡), 𝑏(𝑡, 𝑥) и 𝜎𝑟(𝑡, 𝑥) — векторы из 𝐸𝑛, 𝜉𝑟(𝑡)
— независимые винеровские процессы. Под винеровским процес-
сом понимают процесс броуновского движения с гауссовской пе-
реходной плотностью и независимыми приращениями (производ-
ная по времени от винеровского процесса дает белый шум). Пе-
речислим свойства винеровского процесса 𝜉(𝑡) : 1)𝑀 𝜉(𝑡) = 0;
2)𝑀 𝜉(𝑠) 𝜉(𝑡) = min (𝑠, 𝑡); 3) траектории 𝜉(𝑡, 𝜔) непрерывны при
𝑡 ∈ [ 0,∞) для почти всех 𝜔.

Предположим также, что коэффициенты 𝑏 и 𝜎𝑟 непрерывны по
𝑡 и удовлетворяют условию Липшица по 𝑥 в каждой ограниченной
по 𝑥 области, т.е.

𝑘∑︁

𝑟=1

|𝜎𝑟(𝑡, 𝑥) − 𝜎𝑟(𝑡, 𝑦) | + | 𝑏(𝑡, 𝑥) − 𝑏(𝑡, 𝑦) | < 𝐵 |𝑥− 𝑦 |,

где 𝐵 > 0 — некоторая постоянная. Как и ранее, ограничимся со-
ставлением условий устойчивости тривиального решения 𝑋(𝑡) ≡ 0,
ввиду чего будем считать, что 𝑏(𝑡, 0) ≡ 0, 𝜎𝑟(𝑡, 0) ≡ 0.
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Приводимые далее теоремы являются естественным обобщени-
ем теорем второго метода Ляпунова об устойчивости на стохасти-
ческие системы. Обозначим: 𝑈 — некоторая область в простран-
стве 𝐸 = 𝐼 × 𝐸𝑛, 𝐼 = { 𝑡 > 0 }, через 𝑈𝜀(0) обозначим множество
𝑈𝜀(0) = { (𝑡, 𝑥) : |𝑥 | < 𝜀 }. Будем говорить, что функция 𝑉 (𝑡, 𝑥)
принадлежит классу 𝐶0

2 (𝑈), т.е. 𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶0
2 (𝑈), если она дважды

непрерывно дифференцируема по 𝑥 и один раз по 𝑡 в области 𝑈.
Решение 𝑋(𝑡, 𝜔) уравнения (4.38) называется устойчивым по

вероятности при 𝑡 ≥ 0, если ∀ 𝑠 ≥ 0, 𝜀 > 0 имеет место предельное
равенство

lim
𝑥→0

𝑃

(︂
sup
𝑡>𝑠

|𝑋(𝑡) | > 𝜀

)︂
= 0.

Напомним, что функция 𝑉 (𝑡, 𝑥) называется положительно опреде-
ленной в смысле Ляпунова в окрестности множества 𝑥 = 0, если
𝑉 (𝑡, 0) = 0 и в этой окрестности 𝑉 (𝑡, 𝑥) > 𝑊 (𝑥), причем 𝑊 (𝑥) > 0
при 𝑥 ̸= 0.

Теорема 4.30 (Теорема Хасьминского). Пусть в области
{ 𝑡 > 0 } × 𝑈 = 𝑈1, содержащей прямую 𝑥 = 0, ∃𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶0

2 (𝑈1)
— непрерывная положительно определенная в смысле Ляпунова
функция, удовлетворяющая при 𝑥 ̸= 0 условию

𝐿𝑉 =
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
+

1

2

𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)
𝜕2𝑉

𝜕𝑥𝑖 𝜕𝑥𝑗
≤ 0. (4.39)

Тогда тривиальное решение уравнения (4.38) устойчиво по веро-
ятности.

Сделаем пояснение. Фигурируемый в неравенстве (4.39) символ
𝐿𝑉 означает применение так называемого производящего диффе-
ренциального оератора 𝐿 к функции 𝑉 (𝑡, 𝑥) по указанной в (4.39)
формуле. Здесь 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) — это элементы матрицы 𝐴(𝑡, 𝑥) такой, что
∀𝜆 ∈ 𝐸𝑛 :

(︀
𝐴(𝑡, 𝑥)𝜆, 𝜆

)︀
=

𝑘∑︁

𝑟=1

(︀
𝜎𝑟(𝑡, 𝑥), 𝜆

)︀2
.

Матрица 𝐴(𝑡, 𝑥) называется матрицей диффузии, вектор 𝑏(𝑡, 𝑥) —
вектором сноса.
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Решение 𝑋(𝑡) ≡ 0 уравнения (4.38) называется асимптотиче-
ски устойчивым по вероятности, если оно устойчиво по вероятно-
сти и, кроме того, справедливо предельное соотношение

lim
𝑥→0

𝑃

(︂
lim
𝑡→∞

𝑋(𝑡) = 0

)︂
= 1.

Сформулируем условие 𝐷: решение уравнения (4.38), начинаю-
щееся в области 𝜀 < |𝑥 | < 𝑟, с вероятностью 1 выходит на границу
этой области за конечное время, каковы бы ни были достаточно
малые 𝑟 > 0 и 𝜀 > 0.

Теорема 4.31. Пусть ∃𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶0
2

(︀
{ 𝑡 > 0 } × 𝑈

)︀
— поло-

жительно определенная, допускающая бесконечно малый высший
предел функция, удовлетворяющая условию 𝐿𝑉 ≤ 0. Пусть, кроме
того, выполнено условие 𝐷. Тогда решение 𝑋 ≡ 0 уравнения (4.38)
асимптотически устойчиво по вероятности.

Теорема 4.32. Пусть ∃𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶0
2

(︀
{ 𝑡 > 0 } × 𝑈𝑟

)︀
, где 𝑈𝑟 =

{ |𝑥 | < 𝑟 } — достаточно малая окрестность точки 𝑥 = 0; 𝑉 (𝑡, 𝑥)
— функция, удовлетворяющая условиям

1) 𝐿𝑉 ≤ 𝑜 при 𝑥 ∈ 𝑈𝑟, 𝑥 ̸= 0; 2) lim
𝑥→0

inf
𝑡>0

𝑉 (𝑡, 𝑥) = ∞. (4.40)

Тогда в предположении, что выполнено условие 𝐷, решение 𝑋(𝑡) ≡
0 уравнения (4.38) неустойчиво по вероятности. Более того, в
этом случае

𝑃

(︂
sup
𝑡>0

|𝑋(𝑡) | < 𝑟

)︂
= 0, 𝑥 ∈ 𝑈𝑟.

Решение 𝑋(𝑡) ≡ 0 уравнения (4.38) называется (асимптотичес-
ки) устойчивым в целом, если оно устойчиво по вероятности и,
кроме того, ∀𝑥

𝑃

(︂
lim
𝑡→∞

𝑋(𝑡) = 0

)︂
= 1.

Теорема 4.33. Для устойчивости в целом решения 𝑋(𝑡) ≡ 0
уравнения (4.38) достаточно, чтобы оно было равномерно устой-
чиво по вероятности и, кроме того, процесс 𝑋(𝑡) был возвратен
по отношению к области |𝑥 | < 𝜀, ∀ 𝜀 > 0.
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Следующая теорема обобщает теорему Барбашина–Красовского
[12] на стохастические уравнения.

Теорема 4.34. Для того, чтобы решение 𝑋(𝑡) ≡ 0 уравне-
ния (4.38) было устойчиво в целом, достаточно, чтобы ∃𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈
𝐶0

2 (𝐸) — положительно определенная функция, допускающая бес-
конечно малый высший предел и такая, что функция 𝐿𝑉 отри-
цательно определена, причем inf𝑡>0 𝑉 (𝑡, 𝑥) → ∞ при |𝑥 | → ∞.

Модельный пример. Рассматривается система

𝑑𝑋 =

(︂
0 1
− 1 0

)︂
𝑋 𝑑𝑡+ 𝜎(𝑋1, 𝑋2) 𝑑 𝜉(𝑡), 𝑋 =

(︂
𝑋1

𝑋2

)︂
, 𝜉 =

(︂
𝜉1
𝜉2

)︂
.

Видно, что положение этой системы в отсутствии случайных воз-
мущений, т.е. когда 𝜎 ≡ 0, устойчиво, но не асимптотически. Про-
изводящий дифференциальный оператор здесь имеет вид

𝐿 = 𝑥2
𝜕

𝜕𝑥1
− 𝑥1

𝜕

𝜕𝑥2
+

1

2
𝜎2(𝑥)

(︂
𝜕2

𝜕𝑥21
+

𝜕2

𝜕𝑥22

)︂
.

Для функции 𝑉 (𝑥) = − ln (𝑥21 + 𝑥22) выполнены условия (4.40) из
теоремы 4.32. Значит, данная система неустойчива, если только
𝜎(𝑥) ̸= 0 при 𝑥 ̸= 0. Этот пример [145] наглядно демонстрирует,
что неасимптотическая устойчивость детерминированной системы
переходит в неустойчивость при наличии белого шума с интенсив-
ностью, стремящейся к нулю сколь угодно быстро при 𝑥→ 0.

Решение 𝑋(𝑡) ≡ 0 системы (4.38) в 𝐸𝑛 называется:
1) 𝑝–устойчивым, 𝑝 > 0, при 𝑡 ≥ 0, если

sup
| 𝑥 |≤𝛿, 𝑡≥𝑠

𝑀 |𝑋(𝑡) |𝑝 → 0 при 𝛿 → 0 и 𝑠 ≥ 0;

2) асимптотически 𝑝–устойчивым, если оно 𝑝–устойчиво и, кро-
ме того, 𝑀 |𝑋(𝑡) |𝑝 → 0 при 𝑡→ ∞;

3) экспоненциально 𝑝–устойчивым, если при некоторых посто-
янных 𝐴 > 0, 𝛼 > 0 :

𝑀 |𝑋(𝑡) |𝑝 ≤ 𝐴 |𝑥 |𝑝 exp [−𝛼 (𝑡− 𝑠) ], 𝑡 ≥ 𝑠.
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Заметим, что 𝑝–устойчивость при 𝑝 = 1 называется устойчи-
востью в среднем, а при 𝑝 = 2 — устойчивостью в среднеквад-
ратическом. Следующие две теоремы можно назвать теоремами
Невельсона–Хасьминского [96] об условиях экспоненциальной 𝑝–
устойчивости стохастических систем в терминах функций Ляпу-
нова.

Теорема 4.35. Для экспоненциальной 𝑝–устойчивости три-
виального решения системы (4.38) при 𝑡 ≥ 0 достаточно, чтобы
∃𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶0

2 (𝐸) — функция, удовлетворяющая неравенствам

𝑘1 |𝑥 |𝑝 ≤ 𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ 𝑘2 |𝑥 |𝑝, 𝐿𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ − 𝑘3 |𝑥 |𝑝, (4.41)

где 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 > 0 — некоторые постоянные.
Теорема 4.36. Если решение 𝑋(𝑡) ≡ 0 системы (4.38) экспо-

ненциально 𝑝–устойчиво, а коэффициенты 𝑏 и 𝜎𝑟 имеют непре-
рывные ограниченные производные по 𝑥 до второго порядка, то
∃𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶0

2 (𝐸) — функция, удовлетворяющая неравенствам
(4.41) и неравенствам

⃒⃒
⃒⃒ 𝜕𝑉
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒
⃒⃒ < 𝑘4 |𝑥 |𝑝−1,

⃒⃒
⃒⃒ 𝜕2 𝑉

𝜕𝑥𝑖 𝜕𝑥𝑗

⃒⃒
⃒⃒ < 𝑘4 |𝑥 |𝑝−2

при некотором 𝑘4 > 0.

При изучении стабилизационных свойств стохастических систем
может быть полезна следующая лемма.

Лемма 4.9. Пусть коэффициенты 𝑏(𝑡, 𝑥), 𝜎𝑟(𝑡, 𝑥) исходной си-
стемы (4.38) удовлетворяют условиям теоремы 4.36, причем

∞w

𝑠

𝑀 |𝑋(𝑡) |𝑝 𝑑𝑡 <∞,

где 𝑡 ≥ 𝑠 ≥ 0. Тогда lim𝑡→∞ 𝑀 |𝑋(𝑡) |𝑝 = 0.



Задачи и упражнения

Представляем подборку задач и ряд упражнений по изложен-
ному ранее материалу. Предполагается при этом, что сами задачи
являются естественным теоретическим продолжением этого мате-
риала, включают в себя довольно подробное изложение рассматри-
ваемой отдельной проблемы. Это изложение сопровождается поста-
новкой вопроса, предназначенного для решения. Что же касается
упражнений, то они представляют собой небольшие тестовые зада-
ния по усвоению теории и умению эту теорию применять на практи-
ке. Все упражнения для удобства пользования снабжены ответами.

ЗАДАЧИ. Задачи 1–4 соответствуют Главам 1–4.

1. Диагонализация переменных матриц. Рассматривается
система ДУ вида [15]:

𝑦 =
[︀
𝐴+𝐵(𝑡)

]︀
𝑦,

где 𝐴 — постоянная матрица, 𝐵(𝑡) → 0 при 𝑡→ ∞. Ставится задача
о приведении к диагональному виду матрицы 𝐴 + 𝐵(𝑡) для после-
дующего решения исходного уравнения. Пусть характеристические
числа матрицы 𝐴 различны.

Покажем, что характеристические числа матрицы 𝐴+𝐵(𝑡) так-
же различны для достаточно больших значений 𝑡. Пусть 𝑓(𝜆, 𝑡)
— характеристический многочлен матрицы 𝐴 + 𝐵(𝑡) : 𝑓(𝜆, 𝑡) =
det

(︀
𝐴 + 𝐵(𝑡) − 𝜆𝐸

)︀
, при этом, 𝑓(𝜆) — характеристический много-

член матрицы 𝐴, 𝑓(𝜆) = 𝑓(𝜆,∞). Будем считать, что характеристи-
ческие числа 𝜆1, ..., 𝜆𝑛 матрицы 𝐴 различны. Тогда в комплексной
плоскости 𝜆 можно построить окружности 𝑐𝑗 с центрами 𝜆𝑗 , кото-
рые попарно не имеют общих внутренних точек.

Из теории функций комплексного переменного известно, что
число корней уравнения 𝑓(𝜆, 𝑡) = 0 внутри каждой окружности
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𝑐𝑗 определяется формулой

𝑁𝑗(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

w

𝑐𝑗

𝜕 𝑓(𝜆, 𝑡)/𝜕𝜆

𝑓(𝜆, 𝑡)
𝑑𝜆, 𝑖2 = − 1.

В нашем случае 𝑓(𝜆, 𝑡) = 𝑓(𝜆) + 𝑔(𝜆, 𝑡), где 𝑔(𝜆, 𝑡) → 0 при 𝑡 → ∞
равномерно на каждой окружности 𝑐𝑗 . Поэтому при 𝑡 ≥ 𝑡0 функция
𝑓(𝜆, 𝑡) не имеет корней на 𝑐𝑗 . Поскольку

𝑓𝜆 = 𝑓 ′(𝜆) + 𝑔𝜆, 𝑓𝜆 = 𝑓𝜆(𝜆, 𝑡), 𝑓 ′(𝜆) = 𝑑 𝑓(𝜆)/𝑑𝜆, 𝑔𝜆 = 𝑔𝜆(𝜆, 𝑡),

то
𝑁𝑗(𝑡) =

1

2𝜋𝑖

w

𝑐𝑗

[︂
𝑓 ′(𝜆) + 𝑔𝜆
𝑓(𝜆) + 𝑔

]︂
𝑑𝜆 =

=
1

2𝜋𝑖

w

𝑐𝑗

𝑓 ′(𝜆) 𝑑𝜆

𝑓(𝜆)
+

1

2𝜋𝑖

w

𝑐𝑗

𝑓(𝜆) 𝑔𝜆 − 𝑓 ′(𝜆) 𝑔

𝑓(𝜆) 𝑓(𝜆, 𝑡)
𝑑𝜆.

Поскольку величина | 𝑓(𝜆) 𝑓(𝜆, 𝑡) | равномерно ограничена сни-
зу на 𝑐𝑗 положительной константой, а 𝑔, 𝑔𝜆 → 0 при 𝑡 → ∞, то
для 𝑡 ≥ 𝑡0 имеем: 𝑁𝑗(𝑡) = 1 + 𝑜(1). Здесь 𝑜(1) ∼ 𝛼 · 1, где 𝛼 → 0
(бесконечно малая). Так как 𝑁𝑗(𝑡) — это целое число, то отсюда
получим, что 𝑁𝑗(𝑡) = 1 для 𝑡 ≥ 𝑡0. Это показывает, очевидно, раз-
личие характеристических чисел матрицы 𝐴 + 𝐵(𝑡) при больших
𝑡.

Далее, для 𝑡 ≥ 𝑡0 имеем

𝜆𝑗(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

w

𝑐𝑗

𝜆 𝑓𝜆(𝜆, 𝑡) 𝑑𝜆

𝑓(𝜆, 𝑡)
,

откуда следует, что если матрица 𝐵(𝑡) непрерывна при 𝑡 ≥ 𝑡0, то и
функции 𝜆𝑗(𝑡) непрерывны и 𝜆𝑗(𝑡) → 𝜆𝑗 при 𝑡→ ∞. Аналогичным
свойством обладают 𝜆𝑗(𝑡), если 𝐵(𝑡) непрерывно дифференцируема
или кусочно гладкая.

Заметим, что коэффициентами при различных степенях 𝜆
в многочлене 𝑓(𝜆, 𝑡) служат многочлены от элементов матри-
цы 𝐵(𝑡). Поэтому, если 𝐵(𝑡) → 0 при 𝑡 → ∞ и, сверх того,
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r ∞
𝑡0

‖ 𝑑𝐵(𝑡)/𝑑𝑡 ‖ 𝑑𝑡 <∞, то

∞w

𝑡0

⃒⃒
⃒⃒ 𝑑 𝜆𝑗(𝑡)

𝑑𝑡

⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑡 <∞.

Используя все эти данные, требуется показать, что найдется та-
кая матрица 𝑇 (𝑡), что замена переменной по формуле 𝑦 = 𝑇 (𝑡) 𝑧
переводит уравнение

𝑦 =
[︀
𝐴+𝐵(𝑡)

]︀
𝑦

в уравнение
𝑧 =

[︀
𝐿(𝑡) + 𝐶(𝑡)

]︀
𝑧,

где

𝐿(𝑡) = 𝑇−1(𝑡)
[︀
𝐴+𝐵(𝑡)

]︀
𝑇 (𝑡) = diag

(︀
𝜆1(𝑡), ..., 𝜆𝑛(𝑡)

)︀
.

При этом

∞w

𝑡0

‖𝐶(𝑡) ‖ 𝑑𝑡 <∞,

∞w

𝑡0

⃦⃦
⃦⃦ 𝑑𝑇 (𝑡)

𝑑𝑡

⃦⃦
⃦⃦ 𝑑𝑡 <∞,

где 𝑇 (𝑡) → 𝑇 при 𝑡 → ∞, det 𝑇 ̸= 0, 𝑇 — некоторая постоянная
матрица.

2. Влияние вибрации точки подвеса на устойчивость
равновесия маятника. Рассматривается задача о характере вли-
яния вертикальных колебаний точки подвеса на устойчивость рав-
новесия маятника [58, 92].

Пусть материальная точка массой 𝑚 укреплена на конце невесо-
мого стержня длины 𝑙, который может вращаться вокруг горизон-
тальной оси 𝑂𝑥, 𝑂 — точка подвеса. Очевидно, что этот маятник
имеет два положения равновесия — нижнее устойчивое и верхнее
неустойчивое.

Сначала изучим колебания около нижнего устойчивого положе-
ния равновесия. К силе тяжести маятника 𝑚𝑔 добавим переносную
силу инерции Φ𝑒 = −𝑚𝑦(𝑡), где 𝑦 = 𝑦(𝑡) — закон движения точки
подвеса 𝑂; 𝑂𝑦 — ось СК, направленная вертикально вниз. Согласно
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теореме об изменении момента количества движения относительно
оси вращения маятника можем написать

𝑑 (𝑚𝑙2𝜙)

𝑑𝑡
= −𝑚 (𝑔 − 𝑦) sin𝜙, (1)

где 𝜙 — угол отклонения стержня от оси 𝑂𝑦.

Будем считать, что точка подвеса маятника колеблется по гар-
моническому закону 𝑦 = 𝑎 cos𝜔𝑡, где 𝜔 — частота колебаний. В этом
случае для малых значений 𝜙 уравнение (1) примет вид

𝜙+

(︂
𝑔

𝑙
+
𝑎𝜔2

𝑙
cos𝜔𝑡

)︂
𝜙 = 0. (2)

Уравнение (2) — это уравнение Матье, которое может быть приве-
дено к канонической форме: 𝑑2𝑥/𝑑𝜏2 + (𝛿+ 𝜀 cos 𝜏)𝑥 = 0 с помощью
подстановки 𝜔𝑡 = 𝜏. В результате получим

𝑑2𝜙

𝑑𝜏2
+

(︂
𝑔

𝑙𝜔2
+
𝑎

𝑙
cos 𝜏

)︂
𝜙 = 0, (3)

где 𝛿 = 𝑔/(𝑙𝜔2), 𝜀 = 𝑎/𝑙.

Требуется показать, что при малых 𝜀 наступает параметриче-
ский резонанс вблизи значений 𝛿 = 𝑘2/4, где 𝑘 — целое положи-
тельное число.

Если это так, то при частоте вертикальных колебаний точки
подвеса, близкой к значениям 𝜔 = (2/𝑘)

√︀
𝑔/𝑙, 𝑘 = 1, 2, 3, ..., устой-

чивое нижнее положение маятника сделается неустойчивым. Отме-
тим, что частота свободных колебаний маятника равна

√︀
𝑔/𝑙 (ко-

гда отсутствует вибрация точки подвеса). Значит, обычный резо-
нанс (точка подвеса 𝑂 совершает не вертикальные, а горизонталь-
ные колебания) будет наблюдаться только при частоте

√︀
𝑔/𝑙. Итак,

устойчивость нижнего положения маятника может быть нарушена
вертикальными колебаниями точки подвеса.

Перейдем теперь к рассмотрению верхнего неустойчивого по-
ложения маятника. Меняя 𝑔 на − 𝑔, получим уравнение движения
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(ось 𝑂𝑦 направлена вертикально вверх):

𝑑2𝜙

𝑑𝜏2
+

(︂
− 𝑔

𝑙𝜔2
+
𝑎

𝑙
cos 𝜏

)︂
𝜙 = 0,

где 𝛿 = − 𝑔/(𝑙𝜔2), 𝜀 = 𝑎/𝑙. Предположим, что амплитуда 𝑎 колеба-
ний точки подвеса 𝑂 мала по сравнению с длиной маятника 𝑙, т.е.
𝜀≪ 1.

Требуется показать, что в этом случае должны выполняться
неравенства

− 𝜀

2
< 𝛿 <

1

4
− 𝜀

2
. (4)

Если это так, то, внося в неравенства (4) значения 𝛿 и 𝜀, получим

− 𝑎2

2𝑙2
< − 𝑔

𝑙𝜔2
<

1

4
− 𝑎

2𝑙
,

или
2𝑎− 𝑙

4
<

𝑔

𝜔2
<
𝑎2

2𝑙
.

Видим, что при 𝑎 ≪ 𝑙 левое неравенство всегда выполняется;
правое же неравенство приводится к виду: 𝑎𝜔 >

√
2𝑔𝑙. Следова-

тельно, верхнее неустойчивое положение маятника может быть ста-
билизировано высокочастотными колебаниями точки подвеса 𝑂 в
том случае, если 𝜔 >

√
2𝑔𝑙/𝑎. Этот эффект впервые был установлен

П.Л. Капицей в работе [58].

3. Оптимальное демпфирование переходных процессов.
Рассматривается управляемая система [51]:

𝑑𝑥𝑠
𝑑𝑡

= 𝑓𝑠(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑟, 𝑡), 𝑠 = 1, 𝑛. (5)

Зададим начальную точку 𝑥0 и начальный момент 𝑡0. Тогда каж-
дому управлению 𝑢 ∈ 𝐺, где 𝐺 — множество кусочно-непрерывных
вектор-функций, отвечает движение

𝑥 = 𝑥(𝑡, 𝑢, 𝑥0, 𝑡0), (6)

проходящее через точку 𝑥0 при 𝑡 = 𝑡0.
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Зададим еще поверхность 𝑆 в пространстве переменных
{ 𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 } с помощью уравнения

𝑆(𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = 0. (7)

Требуется выбрать 𝑢 ∈ 𝐺 так, чтобы интегральная кривая (6) си-
стемы (5) в некоторый момент 𝑡1 достигала поверхности 𝑆 (7) с
учетом выполнения наложенных на 𝑥 и 𝑢 ограничений вида

𝑉𝑗(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑟, 𝑡) ≤ 0, 𝑗 = 1, 𝑘. (8)

Помимо этого рассмотрим также функцию 𝑉 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛), опре-
деляющую каким-либо образом расстояние от переходного процесса
𝑥 (6) до его желаемого конечного состояния на поверхности 𝑆. Цель
управления состоит в уменьшении этого расстояния. Приходим
тем самым к понятию оптимального управления по отношению
к демпфированию функции 𝑉 — это управление 𝑢0 = (𝑢01, ..., 𝑢

0
𝑟),

при котором функция 𝑉 убывает вдоль траектории 𝑥(𝑡, 𝑢0, 𝑥0, 𝑡0) =
𝑥0(𝑡, 𝑥0, 𝑡0), соответствующей этому управлению, наибольшим об-
разом.

На движении (6) вычислим 𝑑𝑉/𝑑𝑡 в силу системы (5):

𝑑𝑉

𝑑𝑡
=
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁

𝑠=1

𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑠
𝑓𝑠 = 𝑊 (𝑡, 𝑥, 𝑢).

При 𝑢 = 𝑢0 необходимо, чтобы min𝑢∈𝐺 𝑊 (𝑡, 𝑥, 𝑢) = 𝑊 (𝑡, 𝑥0, 𝑢0). Оп-
тимальное управление 𝑢0 по отношению к демпфированию функ-
ции 𝑉 переводит точку 𝑥00 = 𝑥0(𝑥0, 𝑡0) на поверхность 𝑆 с учетом
ограничений (8).

Пусть движение точки в фазовом пространстве с постоянной
по величине и управляемой по направлению скоростью задается
системой уравнений

𝑑𝑥𝑠
𝑑𝑡

= 𝑢𝑠,
𝑛∑︁

𝑠=1

𝑢2𝑠 = 1. (9)

Выберем 𝑉 (𝑥) =
(︀∑︀𝑛

𝑠=1 𝑥
2
𝑠

)︀1/2
. Уравнение, оптимальное относи-

тельно демпфирования функции 𝑉, определяется в результате на-
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хождения min–го возможного значения функции

𝑊 =

𝑛∑︁

𝑠=1

𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑠
𝑢𝑠, (10)

откуда
𝑢0𝑠 = − 𝑥𝑠(︀∑︀𝑛

𝑖=1 𝑥
2
𝑖

)︀1/2 , 𝑠 = 1, 𝑛. (11)

Надо показать, что при 𝑢0𝑠 (11) движущаяся точка из любой
заданной начальной точки 𝑥0 = (𝑥01, ..., 𝑥0𝑛) попадет в начало ко-
ординат в момент, когда

𝑡* = 𝑟* =

(︂ 𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥20𝑖

)︂1/2

.

Указание: здесь система (9) при 𝑢0𝑠 (11) имеет вид

𝑑𝑥𝑠
𝑑𝑡

= − 𝑥𝑠(︀∑︀𝑛
𝑖=1 𝑥

2
𝑖

)︀1/2 , 𝑠 = 1, 𝑛

После домножения 𝑠–го уравнения на 𝑥𝑠, суммирования по 𝑠, по-
лучим

1

2

𝑑𝑟2

𝑑𝑡
= − 𝑟, 𝑟2 ≡

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥2𝑖 ,

откуда, интегрируя, найдем, что 𝑟 = −𝑡+ 𝑟*.

Не трудно показать, что 𝑡* — это наименьшее возможное вре-
мя, за которое искомая точка может попасть из точки 𝑥0 в нача-
ло координат, т.е. оптимальное по отношению к демпфированию
функции 𝑉 управление 𝑢0 является в то же время и оптималь-
ным по быстродействию. Напомним в этой связи, что управление
𝑢 = (𝑢1, ..., 𝑢𝑟) называется оптимальным по быстродействию, ес-
ли среди управлений, переводящих начальную точку 𝑥0 на поверх-
ность 𝑆 (например, в начало координат), оно доставляет времени
перехода 𝑇 = 𝑡1 − 𝑡0 =

r 𝑡1
𝑡0
𝑑𝜏 наименьшее возможное значение.

Задачи и упражнения 185

4. Движение электрона в постоянном магнитном поле.
Проведем исследование устойчивости движения электрона в посто-
янном магнитном поле [92].

В разделе 4.1.3, посвященном влиянию диссипативных и гиро-
скопических сил, рассматривались системы, на которые помимо
упомянутых сил действовали еще и потенциальные силы. Однако
в данной задаче об электроне предполагается, что на систему дей-
ствуют только гироскопические силы. Для решения этой задачи
следует воспользоваться теоремами Меркина [92]:

Теорема 1. Пусть на систему действуют только гироско-
пические силы, считая, что уравнения возмущенного движения
приведены к форме: 𝑧 + 𝐺𝑧 = 0. Тогда невозмущенное движение
𝑧 = 0, 𝑧 = 0 системы всегда устойчиво относительно скоростей.

Отметим, что эта теорема, справедливая для линейной автоном-
ной (𝐺 — постоянная матрица) системы, справедлива также и для
линейной неавтономной (𝐺 = 𝐺(𝑡)) и нелинейной систем [92].

Обратим внимание также и на то, что устойчивость движения
определяется не только устойчивостью в скоростях, но и устойчи-
востью в координатах. Речь об этом идет в следующей теореме.

Теорема 2. Для того, чтобы невозмущенное движение линей-
ной автономной системы 𝑧+𝐺𝑧 = 0, находящейся под действием
одних гироскопических сил, было устойчивым относительно коор-
динат, необходимо и достаточно, чтобы определитель матрицы
гироскопических сил не равнялся нулю: det 𝐺 ̸= 0.

Отметим следствие, вытекающее из теоремы 2: если на систему
действуют только гироскопические силы и она имеет нечетное чис-
ло координат, то невозмущенное движение такой системы всегда
неустойчиво (тогда det 𝐺 ≡ 0).

Рассмотрим теперь задачу об электроне. Пусть 𝑚 — масса элек-
трона, 𝑒 — его заряд, 𝐻 — вектор напряженности магнитного по-
ля, 𝑐 — электродинамическая постоянная, равная скорости света:
𝑐 = 3 · 1010 см/с. Тогда векторное уравнение движения электрона
при постоянном векторе 𝐻 будет иметь вид

𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=
𝑒

𝑐
(𝑣 ×𝐻), (12)
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где 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) — вектор скорости электрона. Требуется показать,
что движение устойчиво относительно 𝑥, 𝑦, 𝑧, двух координат, а от-
носительно третьей координаты оно неустойчиво.

Запишем уравнение (12) через проекции на оси неподвижной
СК:

𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
− 𝑒

𝑐

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝑖 𝑗 𝑘
𝑥 𝑦 𝑧
𝐻𝑥 𝐻𝑦 𝐻𝑧

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒ = 0,

откуда получим систему уравнений

𝑚𝑥− 𝑒

𝑐
𝐻𝑧 𝑦 +

𝑒

𝑐
𝐻𝑦 𝑧 = 0,

𝑚 𝑦 +
𝑒

𝑐
𝐻𝑧 𝑥− 𝑒

𝑐
𝐻𝑥 𝑧 = 0,

𝑚 𝑧 − 𝑒

𝑐
𝐻𝑦 𝑥+

𝑒

𝑐
𝐻𝑥 𝑦 = 0.

(13)

Видим, что в этой системе матрица гироскопических сил 𝐺 —
это матрица сил, линейно зависящих от скоростей 𝑥, 𝑦, 𝑧; это мат-
рица кососимметричная: 𝐺* = −𝐺 — у нее по диагонали нули и
𝑔𝑖𝑗 = − 𝑔𝑗𝑖. Поскольку другие силы отсутствуют, то в силу теоре-
мы 2 следует вывод о том, что невозмущенное движение электрона
устойчиво относительно 𝑥, 𝑦, 𝑧, а на основании следствия из теоре-
мы 2 оно неустойчиво по совокупности всех координат 𝑥, 𝑦, 𝑧 (число
координат равно трем).

Направим ось 𝑧 параллельно вектору 𝐻; тогда 𝐻𝑥 = 0, 𝐻𝑦 =
0, 𝐻𝑧 = 𝐻. Уравнения (13) отсюда запишутся так:

𝑚𝑥− 𝑒

𝑐
𝐻𝑦 = 0, 𝑚𝑦 +

𝑒

𝑐
𝐻𝑥 = 0, 𝑚𝑧 = 0.

Первые два уравнения не зависят от третьего уравнения. Опре-
делитель матрицы гироскопических коэффициентов для этих двух
уравнений равен

⃒⃒
⃒⃒ 0 − (𝑒/𝑐)𝐻
(𝑒/𝑐)𝐻 0

⃒⃒
⃒⃒ =

𝑒2

𝑐2
𝐻2 ̸= 0.
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Можем сделать заключение согласно теореме 2 о том, что движе-
ние электрона устойчиво относительно координат 𝑥 и 𝑦. Требуется
показать, что движение по координате 𝑧 неустойчиво.

УПРАЖНЕНИЯ. Предлагается вниманию для самостоятель-
ного решения ряд задач по теории устойчивости [150]. Данные за-
дачи решаются исключительно в рамках рассмотренных методов
Ляпунова и их модификаций. Все задачи снабжены ответами.

1. Исследовать на устойчивость точку покоя 𝑥 = 0, 𝑦 = 0 систе-
мы

𝑥 = −2𝑥− 3𝑦 + 𝑥5, 𝑦 = 𝑥+ 𝑦 − 𝑦5.

2. Исследовать на устойчивость точку покоя 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0
системы

𝑥 = 𝑥− 𝑦 − 𝑧, 𝑦 = 𝑥+ 𝑦 − 3𝑧, 𝑧 = 𝑥− 5𝑦 − 3𝑧.

3. При каких значениях 𝛼 точка покоя 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0
системы

𝑥 = 𝛼𝑥− 𝑦, 𝑦 = 𝛼𝑦 − 𝑧, 𝑧 = 𝛼𝑧 − 𝑥

устойчива?
4. При каких значениях 𝛼 система

𝑥 = 𝑦 + 𝛼𝑥− 𝑥5, 𝑦 = −𝑥− 𝑦5

имеет устойчивую точку покоя 𝑥 = 0, 𝑦 = 0?

5. К какому пределу стремится решение дифференциального
уравнения

𝜇𝑥 = (𝑥2 + 𝑡2 − 4)(𝑥2 + 𝑡2 − 9), 𝑥(1) = 1

при 𝜇→ 0, 𝜇 > 0, 𝑡 > 1?

6. К какому пределу стремится решение дифференциального
уравнения

𝜇𝑥 = 𝑥− 𝑡+ 5, 𝑥(2) = 5

при 𝜇→ 0, 𝜇 > 0, 𝑡 > 2?
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7. Исследовать на устойчивость точку покоя 𝑥 = 0, 𝑦 = 0 систе-
мы уравнений

𝑥 = 𝑥+ 𝑒𝑦 − cos 𝑦, 𝑦 = 3𝑥− 𝑦 − sin 𝑦.

8. Устойчиво ли по отношению к постоянно действующим воз-
мущениям решение 𝑥 = 0, 𝑦 = 0 системы уравнений

𝑥 = −2𝑦 − 𝑥5, 𝑦 = 5𝑥− 𝑦5 ?

9. Устойчиво ли решение 𝑥 ≡ 0 уравнения

𝑑 (𝑥)/𝑑𝑡+ 5𝑥+ 2𝑥+ 20 = 0 ?

10. Устойчиво ли решение 𝑥 ≡ 0 уравнения

𝑑 (𝑥)/𝑑𝑡+ 5𝑥+ 6𝑥+ 𝑥 = 0 ?

11. Определить периодическое решение уравнения 𝑥+ 2𝑥+ 2𝑥 =
sin 𝑡 и исследовать его на устойчивость.

12. Устойчиво ли периодическое решение уравнения 𝑑 (𝑥)/𝑑𝑡 +
2𝑥+ 5𝑥+ 3𝑥 = cos 𝑡 ?

13. Исследовать на устойчивость точку покоя 𝑥 ≡ 0, 𝑦 ≡ 0 си-
стемы

𝑥 = 𝑦3 + 𝑥5, 𝑦 = 𝑥3 + 𝑦5.

14. Исследовать на устойчивость решения системы уравнений

𝑥 = 3𝑦 − 2𝑥+ 𝑒𝑡, 𝑦 = 5𝑥− 4𝑦 + 2.

15. Исследовать на устойчивость тривиальное решение уравне-
ния

𝑑 (𝑥)/𝑑𝑡+ 2𝑥+ 3𝑥+ 7sh𝑥 = 0.

16. Исследовать на устойчивость тривиальное решение уравне-
ния

𝑥+ (𝛼− 1)𝑥+ (4 − 𝛼2)𝑥 = 0,

где 𝛼 — параметр.
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17. Устойчиво ли тривиальное решение системы

𝑋(𝑡) = 𝐴𝑋(𝑡), 𝐴 =

⎛
⎝

1 2 0
0 1 1
1 3 1

⎞
⎠ ,

где 𝑋(𝑡) — вектор в трехмерном пространстве.
18. Исследовать на устойчивость решения уравнения

𝑥+ 9𝑥 = sin 𝑡.

19. Найти периодическое решение уравнения 𝑑 (𝑥)/𝑑𝑡+ 𝑥 = cos 𝑡
и исследовать его на устойчивость.

20. Найти область устойчивости уравнения

𝑥+ 𝛼𝑥+ (1 − 𝛼)𝑥 = 0,

где 𝛼 — параметр.
21. Задано уравнение

𝑑 (𝑥)/𝑑𝑡+ 𝑥+ 𝛼2𝑥+ 5𝛼𝑥 = 0,

где 𝛼 — параметр. Найти область устойчивости.

Ответы.
1. Точка покоя асимптотически устойчива.
2. Точка покоя неустойчива.
3. При 𝛼 < − 1/2 точка покоя асимптотически устойчива, при

𝛼 = − 1/2 устойчива, при 𝛼 > − 1/2 неустойчива.
4. При 𝛼 ≤ 0 точка покоя асимптотически устойчива, при 𝛼 > 0

неустойчива.
5. При 1 < 𝑡 < 2 : 𝑥(𝑡, 𝜇) →

√
4 − 𝑡2; при 2 < 𝑡 < 3 : 𝑥(𝑡, 𝜇) →

−
√

9 − 𝑡2; при 𝑡 > 3 : 𝑥(𝑡, 𝜇) → ∞.
6. 𝑥(𝑡, 𝜇) → ∞.
7. Точка покоя неустойчива.
8. Точка покоя устойчива.
9. Точка покоя неустойчива.
10. Точка покоя устойчива.
11. Периодическое решение 𝑥 = (1/5) sin 𝑡 − (2/5) cos 𝑡 асимпто-

тически устойчиво.
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12. Все решения, в том числе и периодические, асимптотически
устойчивы.

13. Точка покоя неустойчива; функция 𝑣 = 𝑥4−𝑦4 удовлетворяет
условиям теоремы Четаева.

14. Все решения неустойчивы.
15. Решение 𝑥 ≡ 0 неустойчиво.
16. При 1 < 𝛼 < 2 решение 𝑥 ≡ 0 асимптотически устойчиво;

при 𝛼 = 1 и при 𝛼 = 2 решение 𝑥 ≡ 0 устойчиво; при 𝛼 > 2 и при
𝛼 < 1 решение 𝑥 ≡ 0 неустойчиво.

17. Решение 𝑋(𝑡) ≡ 0 неустойчиво.
18. Все решения устойчивы, но асимптотической устойчивости

нет.
19. Периодическое решение 𝑥 = (cos 𝑡− sin 𝑡)/2 неустойчиво.
20. Область устойчивости 0 ≤ 𝛼 ≤ 1, область асимптотической

устойчивости 0 < 𝛼 < 1.
21. Область устойчивости 𝛼 ≥ 5, область асимптотической

устойчивости 𝛼 > 5.
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