
МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 

 
УНИВЕРСИТЕТ ИТМО 

 
 

 
 

Г.В. Алексеев, В.А. Демченко  
 
 

СИСТЕМНЫЙ ПОДХОД 
В ПИЩЕВОЙ ИНЖЕНЕРИИ 

 
 
 

Учебно-методическое пособие 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

Санкт-Петербург 

2016 



2 

 

УДК 681.3.06 

 

 
Алексеев Г.В., Демченко В.А. Системный подход в пищевой 

инженерии: Учеб.-метод. пособие.  СПб.: Университет ИТМО, 

2016.  48 с.  
 
 

Приведены основные понятия и термины, рассмотрены чистые и сме-

шанные стратегии и их свойства. Приведены и рассмотрены решения матрич-

ных игр в смешанных стратегиях, задач теории игр и задач теории игр с приро-

дой с помощью MathCAD. Указан порядок выполнения лабораторных работ по 

принятию решений на основе методов игр.  

Рекомендовано студентам, обучающимся по магистерским программам 

«Машины и агрегаты пищевой промышленности», «Машины и оборудование 

биотехнологий» и «Процессы и аппараты пищевых производств» (направление 

15.04.02 Технологические машины и оборудование) очной и заочной форм обу-

чения. 

 

Рецензент: доктор техн. наук, проф.  В.А. Арет 
 

Рекомендовано к печати Советом факультета пищевых биотехноло-

гий и инженерии, протокол № 1 от 19 сентября 2016 г. 
 

 
Университет ИТМО – ведущий вуз России в области информационных             

и фотонных технологий, один из немногих российских вузов, получивших         

в 2009 году статус национального исследовательского университета.                 

С 2013 года Университет ИТМО – участник программы повышения               

конкурентоспособности российских университетов среди ведущих                 

мировых научно-образовательных центров, известной, как проект                      

«5 – 100». Цель Университета ИТМО – становление исследовательского        

университета мирового уровня, предпринимательского по типу,                     

ориентированного на интернационализацию всех направлений                       

деятельности.  

 Санкт-Петербургский национальный исследовательский университет  

информационных технологий, механики и оптики, 2016 

 Алексеев Г.В., Демченко В.А., 2016 

 



3 

 

 

СОДЕРЖАНИЕ 
 

ВВЕДЕНИЕ ............................................................................................... 4 

1. ПРИНЯТИЕ  РЕШЕНИЙ  НА ОСНОВЕ МЕТОДОВ               

ТЕОРИИ ИГР ........................................................................................ 6 

    1.1. Основные понятия и терминология ............................................. 6 

    1.2. Чистые и смешанные стратегии и их свойства ........................ 10 

    1.3. Решение матричных игр в смешанных стратегиях .................. 14 

    1.4. Решение задач теории игр с помощью MathCAD .................... 24 

2. ИГРЫ С ПРИРОДОЙ ......................................................................... 29 

    2.1. Критерии для принятия решений .............................................. 29 

  2.1.1. Решение задач теории игр с природой с помощью          

MathCAD............................................................................. 35 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ .......................... 38 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ ...................................................................... 47 

 



4 

 

 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Цель лабораторных работ – научить студентов обучающихся 

по магистерским программам направления 15.04.02 

«Технологические машины и оборудование» самостоятельно 

исследовать проблемы, препятствующие дальнейшему 

совершенствованию производства технологических машин                

и оборудования, в первую очередь предназначенных для пищевой 

промышленности и пищевых производств, и выбирать пути для их 

разрешения. 

Студенты, выполнившие соответствующие задания,                    

в частности, должны: 

 знать методы и средства обеспечения оптимального 

конструирования машиностроительной продукции и новейшие 

технологии конструирования технических устройств; 

 уметь строить план «транспортной задачи» для 

моделирования процесса пищевого производства при определении 

оптимальных условий  его реализации с точки зрения новейших 

технологий или выбора оптимальной конструкции для 

соответствующего аппарата или  технического устройства; 

 иметь навык по использованию компьютерной техники 

для реализации оптимальных режимов процессов и параметров 

конструкций оборудования для пищевых производств. 

Курс «Системный подход в пищевой инженерии» базируется 

на естественно научной и инженерной подготовке студентов и тесно 

связан с такими дисциплинами, изучаемыми в университете как 

высшая математика (разделы: теория вероятности и математическая 

статистика), теория механизмов и машин (в полном объеме), 

гидравлика (в полном объеме), инженерная графика (в полном 

объеме) и «Информатика» (разделы: операционная система 

Windows, численные методы вычислений и пакет прикладных 

программ Mathcad). 

При изучении дисциплины «Системный подход в пищевой 

инженерии» требуется проведение достаточно большого объема 

вычислительных работ, поэтому предусматривается проведение 

практических занятий с применением компьютерной техники. 
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Настоящие методические указания предназначены для более 

глубокой проработки отдельных разделов теоретического курса         

и для помощи при самостоятельном выполнении студентом 

индивидуальных заданий, в том числе, с использованием 

персонального компьютера. 
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1. ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ НА ОСНОВЕ 
МЕТОДОВ ТЕОРИИ ИГР 

 
1.1. Основные понятия и терминология 

 

На практике часто появляется необходимость согласования 

действий участников производственной деятельности в случаях, ко-

гда их интересы не совпадают (повышение качества продукта – сни-

жение его себестоимости, повышение производительности – умень-

шение производственных площадей и др.). Таким образом, часто 

возникает ситуация, когда решение принимается в условиях проти-

водействия активного противника. В таких ситуациях становятся 

эффективными подходы теории игр, которые  позволяют найти луч-

шее решение для поведения участников, обязанных согласовать дей-

ствия при столкновении интересов.  

Теория игр часто занимается разработкой рекомендаций по 

принятию решений в описанной выше конфликтной ситуации. Фор-

мализуя конфликтные ситуации математически, их можно предста-

вить как игру двух, трех и более игроков, каждый из которых пре-

следует цель максимизации своего выигрыша за счет другого игрока. 

Совокупность правил, однозначно определяющих последователь-

ность действий стороны в конкретной конфликтной ситуации, назы-

вают стратегия. 

В дальнейшем предполагается, что при разрешении конфлик-

та каждый игрок Pj получает сумму vj, называемую выигрышем. 

При этом подразумевается, что каждый игрок руководствуется лишь 

целью максимизации общей суммы выигрыша. Числа vj (j = 1, …, п) 

могут быть положительными, отрицательными или равными нулю. 

Если vj>0, то это соответствует выигрышу j-гo игрока, если vj<0, – 

проигрышу, при vj = 0 – ничейный исход. 

Игры, в которых участвуют два игрока, называются парными. 

Принятие игроком того или иного решения в процессе игры и его 

реализация называется ходом. Ходы могут быть личные и случай-

ные. Если ход выбирается сознательно, – это личный ход, а если        

с помощью механизма случайного выбора, – случайный ход. 

Например, шахматы, являются игрой двух партнеров с конеч-

ным числом личных ходов. В дальнейшем мы будем рассматривать 

игры двух партнеров с нулевой суммой и конечным числом возмож-
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ных ходов. Такие игры  вызывают наибольший интерес, поскольку 

чаще используются в практических приложениях. 

Пример 1. Пусть игроки А и В, соответственно,  предприятие 

пищевого производства и поставщик оборудования. В конце года      

у игрока А возникает потребность приобретения, для комплектова-

ния вновь запускаемых производственных линий, новых единиц 

оборудования. Причем линии таковы, что на них размещаются        

по 2 единицы одного и того же оборудования, например насосов 

одинаковой производительности на линии пастеризованного молока 

для перекачки поступающего сырья и термообработанного продукта. 

На складе у предприятия может остаться 1, 2 или 3 единицы такого 

оборудования от монтажа предыдущих линий. У поставщика обору-

дования может оставаться на конец года также 1, 2 или 3 единицы 

такого оборудования. Предприятие заинтересовано в приобретении 

такого количества оборудования, чтобы в сумме с имеющимся на 

складе можно было бы укомплектовать одну или несколько новых 

линий. Если поставщик не обеспечивает нужного количества, сделка 

не состоится и предприятие ищет нового поставщика. Одновременно 

и независимо друг от друга игроки А и В выставляют в конце года 

свои предложения по покупке или продаже оборудования. Размер 

выигрыша определяется общим количеством единиц оборудования     

в показанных предложениях. При этом, если число пальцев четное, 

выигрывает игрок А, нечетное, – игрок В. Игрок А выигрывает пото-

му, что он включает в производственную деятельность сразу все 

приобретенные единицы оборудования, а игрок В проигрывает по-

скольку он несет убытки от закупки этого оборудования у произво-

дителя и упускает выгоду от продажи. 

Такую игру двух игроков можно представить в виде матрицы 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

=

654

543

432

, 

где индекс i элементов аij (i, j = 1, 2, 3) означает количество единиц 

оборудования игрока А, а индекс j – количество единиц оборудова-

ния игрока В. Например, а13 означает, что одновременно и независи-

мо друг от друга игрок А показал 1 единицу оборудования, а иг-

рок В – 3 единицы оборудования. Количество единиц оборудования 

для элемента а13 = 4 указывает на выигрыш 4 единиц игроком А. 
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Элемент а32 = -5 указывает на проигрыш 5 единиц игроком А или вы-

игрыш 5 единиц игроком В. 

Здесь рассмотрен пример матричной игры 3-го порядков.       

В общем случае матричная игра задается прямоугольной матрицей 

размерности m п. Номер i строки матрицы соответствует номеру 

стратегии Аi, применяемой игроком А. Номер j столбца соответствует 

стратегии Bj, применяемой игроком В. Описанная игра однозначно 

определяется матрицей 

А=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

. 

Каждый элемент аij матрицы является действительным числом 

и представляет собой сумму выигрыша, уплачиваемую игроком В 

игроку А, если А выбирает стратегию, соответствующую i-й строке,   

а В выбирает стратегию, соответствующую j-му столбцу. 

Матричную игру часто записывают в развернутой форме (см. 

табл. 1), называемой платежной матрицей.  

Каждый игрок выбирает для себя наиболее выгодную страте-

гию. При этом первый игрок стремится выбрать такую стратегию, 

которая доставляет ему максимальный выигрыш, тогда второй игрок 

выбирает стратегию, приводящую его к минимальному проигрышу. 

В этой связи вводят понятия нижней и верхней чистой цены игры. 

 

Таблица 1 

 

 B1 … Bj 
… Bn 

А1 a11 
… a1j 

… a1n 

… … … … … … 

Aj aj1 
… aij 

… ain 

… … … … … … 

Am am1 
… amj 

… amn 

 

Нижней чистой ценой игры (максимином) называется чис-

ло , определяемое по формуле 
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                                               = 
i

max
j

min аij.                                            (1) 

Верхней чистой ценой игры (минимаксом) называется чис-

ло , определяемое по формуле 

                                               = 
j

min
i

max аij.                                           (2) 

Стратегии игроков, соответствующие максимину (минимак-

су), называются максиминными (минимаксными). 

 

Пример 2. Найти максиминную и минимаксную стратегии иг-

роков в матричной игре 

9264

7315

4873

5432

.  

 

Данную игру представим в виде платежной матрицы (табл. 2). 

 
Таблица 2 

 

 B1 B2 B3 B4 αi 

А1 2 -3 4 5 -3 

А2 3 7 8 4 3 

A3 5 1 3 7 1 

А4 4 6 2 9 2 

j  
5 7 8 9 

     

В соответствии с формулой (2) по каждой строке определяем 

наименьшее число, которое записывается в столбец i. Это означает, 

что, какой бы выбор по столбцам ни сделал игрок В, выигрыш игро-

ка А, который свои стратегии выбирает по строкам, в худшем случае 

составит соответственно: -3, 3, 1,2. Однако игроку А целесообразно 

выбрать такую стратегию (строку), для которой достигается макси-

мальный выигрыш независимо от того, какой столбец выбрал иг-

рок В, т. е.  = 
i

max
j

min аij= 
i

max i = max(-3, 3, 1, 2) = 3. Максимин-

ной стратегией игрока А является A2. 

Аналогично, пользуясь формулой (1), определяем минимакс-

ную стратегию игрока В. Поскольку он выбирает стратегии по 
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столбцам, то какие бы стратегии ни выбирал игрок А, в худшем слу-

чае игрок В может проиграть соответственно стратегиям В1, B2, B3, 

В4: 5, 7, 8, 9. Однако игрок В стремится минимизировать свой проиг-

рыш, а потому выбирает стратегию, соответствующую минимально-

му из чисел 5, 7, 8, 9, т. е. минимаксу: 

 =
j

min
i

max аij=
j

min
           

 = min (5, 7, 8, 9) = 5. 

Из платежной матрицы видно, что минимаксной стратегией 

игрока В является B1.  

 

1.2. Чистые и смешанные стратегии и их свойства 
  

Различают стратегии чистые и смешанные. Чистая стратегия 

Аi (i = 1,…,т) первого игрока (чистая стратегия Вj (j = 1, …, n) второ-

го игрока) – это возможный ход первого (второго) игрока, выбран-

ный им с вероятностью, равной 1. 

Если первый игрок имеет т стратегий, а второй – n стратегий, 

то для любой пары стратегий первого и второго игроков чистые 

стратегии можно представить в виде единичных векторов. Напри-

мер, для пары стратегий A1, В2 чистые стратегии первого и второго 

игроков запишутся в виде: p1 = (1;0;...;0), q2 = (0;1;0;...;0). Для пары 

стратегий Аi Вj чистые стратегии можно записать в виде: 

рi = (0;...;0; 
место е-

1
i

;0;...;0), 

qj = (0;…;0; 
место е-

1
j

;0;...;0). 

Если для чистых стратегий Аi, Bj игроков А и В соответственно 

имеет место равенство  = , то пару чистых стратегий (Ai,Bj) назы-

вают седловой точкой матричной игры, элемент аij матрицы, 

стоящий на пересечении i-й строки и j-гo столбца, – седловым эле-

ментом платежной матрицы, а число v =  =  – чистой  ценой 

игры. 
Пример 1. Найдѐм нижнюю и верхнюю чистые цены, устано-

вим наличие седловых точек матричной игры 

4236

8341

7659

. 
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Определим нижние и верхние чистые цены игры (табл. 3): 

 =
i

max
  

i = max (5, 1, -4) = 5,  

 =
j

min
  

j = min (9, 5, 6, 8) = 5,  

v =  =  = 5. 

В данном случае имеем одну седловую точку (A1, B2), а седло-

вой элемент равен 5. Этот элемент является наименьшим в 1-й стро-

ке и наибольшим во 2-м столбце. Отклонение игрока А от максимин-

ной стратегии A1 ведет к уменьшению его выигрыша, а отклонение 

игрока В от минимаксной стратегии B2 ведет к увеличению его про-

игрыша. Иными словами, если в матричной игре имеется седловой 

элемент, то наилучшими для игроков являются их минимаксные 

стратегии. И эти чистые стратегии, образующие седловую точку       

и выделяющие в матрице игры седловой элемент а12 = 5, есть опти-

мальные чистые стратегии A1 и B2 игроков А и В.  

Если же матричная игра не имеет седловой точки, то решение 

игры затрудняется. В этих играх < . Применение минимаксных 

стратегий в таких играх приводит к тому, что для каждого из игро-

ков выигрыш не превышает , а проигрыш – не меньше . Для каж-

дого игрока возникает вопрос увеличения выигрыша (уменьшения 

проигрыша). Решение находят, применяя смешанные стратегии. 

Смешанной стратегией первого (второго) игрока называется вектор 

р = (p1;... ; рт), где  

рi  0 (i=1,…,т) и 
m

i
ip

1

=1 

(q = (q1; … ;qn), где qj 0 (j = l,…,n) и 
n

j
jq

1

= 1). 

 Таблица 3 

 

 B1 B2 B3 B4 αi  

А1 9 5 6 7 5 

А2 1 4 3 8 1 

A3 6 3 2 -4 -4 

j  
9 5 6 8 
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Вектор р (q) означает вероятность применения i-й чистой 

стратегии первым игроком (j-й чистой стратегии вторым игроком). 

Поскольку игроки выбирают свои чистые стратегии случайно 

и независимо друг от друга, игра имеет случайный характер и слу-

чайной становится величина выигрыша (проигрыша). В таком случае 

средняя величина выигрыша (проигрыша) – математическое ожида-

ние – является функцией смешанных стратегий p,q: 

   f(p,q)=
m

i

n

j
jiij qpa

1 1

. 

Функция f(p,q) называется платежной функцией игры с мат-

рицей (аij)m n. 

Стратегии р* = ( 1p ;… ; mp ), q* = ( 1q ;… ; nq ) называются оп-

тимальными, если для произвольных стратегий р = (p1;... ;рт),         

q = (q1; … ;qn) выполняется условие 

 

                                       f(p,q*)  f(p*,q*)  f(p*,q).                               (3) 

 

Использование в игре оптимальных смешанных стратегий 

обеспечивает первому игроку выигрыш не меньший, чем при ис-

пользовании им любой другой стратегии р, второму игроку – проиг-

рыш, не больший, чем при использовании им любой другой страте-

гии q. 

Совокупность оптимальных стратегий и цены игры составляет 

решение игры. 

Значение платежной функции при оптимальных стратегиях 

определяет цену игры v, т. е. f(p*,q*) = v. 

Если в матричной игре имеем строки (столбцы) с одними        

и теми же элементами, то строки (столбцы), а соответственно и стра-

тегии игроков А и В называются дублирующими. 

В матричной игре доминируемые и дублирующие строки 

(столбцы) можно опускать, что не влияет на решение игры. 

Платежную матрицу, имеющую отрицательные числа, можно 

преобразовать в матрицу с положительными числами. 

Пример 2. Выполним все возможные упрощения матричной 

игры 
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456312

1003421

917653

1003421

721524

. 

 

 Поскольку соответствующие элементы второй и четвертой 

строк    матрицы   игры  равны,  т. е. имеем две дублирующие стро-

ки, опустим, например, четвертую строку:  

 

456312

917653

1003421

721524

. 

 

Сравним соответствующие элементы столбцов.  

Элементы первого столбца доминируют над элементами 

третьего и шестого столбцов, а элементы второго столбца домини-

руют над соответствующими элементами четвертого столбца. Игро-

ку В  невыгодно  применять  стратегии B3, B4 и B6. Опускаем третий, 

четвертый и шестой столбцы и получаем матрицу 

 

512

153

021

224

. 

 

Элементы второй строки меньше соответствующих элемен-

тов третьей строки. Следовательно, игроку А невыгодна стратегия 

А2. Опуская вторую строку, получаем упрощенную матрицу  

 

512

153

224

. 

 

Если требуется получить матрицу с положительными элемен-

тами, то достаточно прибавить к ее элементам, например, число 3.  
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1.3. Решение матричных игр в смешанных стратегиях 
 

Решение матричных игр в смешанных стратегиях может быть 

найдено либо графически, либо методами линейного программи-

рования. Графический метод применим для решения игр, в которых 

хоть один игрок имеет две чистые стратегии. Этот метод интересен   

в том плане, что графически объясняет понятие седловой точки. Ме-

тодами линейного программирования может быть решена любая иг-

ра двух лиц с нулевой суммой.  

Рассмотрим игру 2 п, в которой игрок А имеет две стратегии. 

 

  В1 В2 … Вп 

  q1 q2 … qп 

А1 

А2 

p1=р 

p2=1-p 

а11 

а21 

а12 

а22 

… 

… 

а1п 

а2п 
 

 

 

Игра предполагает, что игрок А смешивает стратегии А1 и А2      

с соответствующими вероятностями p1= р и p2 = 1-p, 0 p 1. Игрок В 

смешивает стратегии В1, B2, ..., Вп с вероятностями q1, q2, …, qп, где 

qj 0, j=1,2,...,п, и 
n

j
jq

1

=1. В этом случае ожидаемый выигрыш игро-

ка А, соответствующий j-й чистой стратегии игрока В, вычисляется   

в виде  

                                      w = (а1j-а2j)p+а2j,  j=1,2,...,п.                            (4) 

 

На плоскости (p, w) эти уравнения описывают прямые. Тем 

самым каждой чистой стратегии игрока В на этой плоскости соот-

ветствует своя прямая. Поэтому сначала на плоскости (р, w) после-

довательно рисуются все прямые (рис. 1). Затем для каждого значе-

ния р, 0  р  1, путем визуального сравнения соответствующих ему 

значений w на каждой из построенных прямых определяется и отме-

чается наименьшее из них.  

В результате описанной процедуры получается ломаная, кото-

рая и является графиком функции (жирная линия на рис. 1). Эта ло-

маная огибает снизу все семейство построенных прямых, и поэтому 

называется нижней огибающей этого семейства. 
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Рис. 1. Графическое решение игры 2×n 

 

Абсциссой верхней точки полученной ломаной будет значе-

ние р
*
, определяющее оптимальную смешанную стратегию игрока А, 

а ординатой  – цена игры (рис. 1). 

Пример 1. Рассмотрим следующую игру 2 3: 

Игра не имеет решения в чистых стратегиях (  = 2,  = 3),     

и, следовательно, стратегии должны быть смешанными. Ожидаемые 

выигрыши игрока А, wА, соответствующие чистым стратегиям игрока 

В, приведены в следующей табл. 4. 

 
Таблица 4 

 В1 В2 В3 

А1 

А2 

2 

4 

3 

2 

-1 

6 
 

 

  

 

На рис. 2 изображены три прямые линии, соответствующие 

чистым стратегиям игрока В. Чтобы определить наилучший ре-

зультат из наихудших, построена нижняя огибающая трех указан-

ных прямых (изображенная на рис. 1 толстыми линейными сегмен-

тами), которая представляет минимальный (наихудший) выигрыш 

для игрока А независимо от того, что делает игрок В. Максимум 

(наилучшее) нижней огибающей соответствует максиминному ре-

шению в точке p = 0,5. Это значение p  определяется из уравнения 

2+p = 6-7p, отвечающего пересечению прямых 2 и 3 (табл. 5).  

Следовательно, оптимальным решением для игрока является 

смешивание стратегий В2 и В3 с вероятностями 0,5 и 0,5 соответст-

венно.  
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Рис. 2. Графическое решение игры (пример 1) 

 

Таблица 5  

Вj wА 
1 4-2p 

2 2+p 

3 6-7p 

 

Цена игры v определяется подстановкой p = 0,5 в уравнение 

либо прямой 2, либо 3, что приводит к следующему:  

 

 
 

Оптимальная смешанная стратегия игрока В определяется 

двумя стратегиями, которые определяют нижнюю огибающую гра-

фика. Это значит, что игрок В может смешивать стратегии B2 и В3,     

в этом случае q1=0 и q3=1-q2=1-q.  

Следовательно, ожидаемые платежи игрока В, соответствую-

щие чистым стратегиям игрока А, имеют следующий вид. 

Наилучшее решение из наихудших для игрока В представ-

ляет собой точку минимума верхней огибающей заданных двух 

прямых. Эта процедура эквивалентна решению уравнения                              

-1+4q = 6-4q (табл. 6). 
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Таблица 6 

Аi wB 

1 

2 

-1+4q 

6-4q 

 

Его решением будет q = 7/8, что определяет цену игры          

v = - 1+4 (7/8) = 5/2. Таким образом, решением игры для игрока А яв-

ляется смешивание стратегий A1 и А2 с равными вероятностями 0,5    

и 0,5, а для игрока В – смешивание стратегий В2 и В3 с вероятностя-

ми 7/8 и 1/8: v = 5/2, р*= (1/2; 1/2) и q* = (0; 7/8; 1/8).  

Пусть теперь в матричной игре две чистые стратегии имеет 

игрок В, а число чистых стратегий у игрока А произвольно (равно m). 

Это означает, что платежная матрица такой игры имеет вид  

 

21

2221

1211

......

mm aa

aa

aa

. 

 

Анализ такой игры во многом напоминает рассуждения, опи-

санные для игры 2 п. 

Пусть q = (q, 1-q) – произвольная смешанная стратегия игро-

ка В. Если игрок А выбирает i-ю чистую стратегию, i=1,2,..., т,        

то средний выигрыш игрока В в ситуации {i,q} будет равным  

 

                                   wi = ai1q+ai2(l-q), i = 1, 2,..., т.                             (5) 

 

Зависимость этого выигрыша от переменной q описывается 

прямой. Графиком функции 
mi1

max (ai1q+ai2(l-q)) является верхняя оги-

бающая семейства прямых (рис. 2), соответствующих чистым стра-

тегиям игрока А (рис. 3). Абсциссой нижней точки полученной ло-

маной будет значение q
*
, определяющее оптимальную смешанную 

стратегию игрока В, а ординатой  – цена игры. 

Отыскание оптимальной смешанной стратегии игрока А про-

водится по той же схеме, которая позволяет находить оптимальную 

смешанную стратегию игрока В в игре 2 п. Рассмотрим конкретный 

пример. 
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Пример 2. Игра 3 2 задана матрицей 

01

31

13
. 

 

 
Рис. 3.  Графическое решение игры т 2 

 

Нижняя цена игры равна 0, верхняя – равна 3. Седловой точки 

нет. Решение игры нужно искать в смешанных стратегиях.  

Ожидаемые выигрыши игрока В, соответствующие чистым 

стратегиям игрока A, приведены в табл. 7.  
Таблица 7 

Аi wВ 
1 -1+4q 

2 3-4q 

3 q 
 

 

Построим на координатной плоскости (q,w) все три прямые,   

а затем и их верхнюю огибающую (рис. 4). Нижняя точка верхней 

огибающей является точкой пересечения прямых (1) и (2). Решая 

уравнение -1+4q=3-4q, получаем q
*
=

2

1
,  = 1. 

 
 

Рис. 4. Графическое решение игры (пример 2) 
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Приравниваем средние выигрыши игрока А, соответствующие 

чистым стратегиям игрока В: -1+4p=3-4p, и находим р
*
=1/2.  

Таким образом, цена игры и оптимальные смешанные страте-

гии игроков А и В соответственно равны: 
 

v = 1, р
*
= (

2

1
, 

2

1
, 0), q

*
= (

2

1
, 

2

1
).   

 

Пусть имеем игру размерности т п с матрицей 
 

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

. 

 

Обозначим через р* = (p1;...;рт), q* = (q1;...;qn) оптимальные 

смешанные стратегии игроков А и В. Стратегия р* игрока А гаранти-

рует ему выигрыш не меньше v, независимо от выбора стратегии Bj 

игроком В. Это можно записать так: 
 

                               ,...

................................................

,...

,...

21211

2222112

1221111

vppp

vppp

vppp

mmnnn

mm

mm

                         (6) 

 

где p1+p2+...+рт=1; рi 0 (i=1,…,m). 

Аналогично стратегия q* игрока В гарантирует ему проигрыш 

не больше v, независимо от выбора стратегии Аi игроком А, т. е. 
 

                              ,...

................................................

,...

,...

2211

2222121

1212111

vqqq

vqqq

vqqq

nmnmm

nn

nn

                           (7) 

 

где q1+q2+…+qп=1; qj 0 (j=1,…,п). 
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Поскольку элементы платежной матрицы всегда можно сде-

лать положительными, то и цена игры v>0. 

Преобразуем системы (6) и (7), разделив обе части каждого 

неравенства на положительное число v, и введем новые обозначения: 

pi/v=хi, qj/v=yj (i=1,…,m; j =1,…,п).  

Получим: 

 

                   ,1...

................................................

,1...

,1...

21211

2222112

1221111

mmnnn

mm

mm

xxx

xxx

xxx

                              (8) 

 

где 

 

                               х1+х2+...+хт=1/v; хi 0 (i=1,…,m),                            (9) 

 

и 

 

                             ,1...

................................................

,1...

,1...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

yyy

yyy

yyy

                             (10) 

 

где  

                    у1+у2+…+уп=1/v; уj 0 (j=1,…,п).                          (11) 

 

Так как игрок А стремится максимизировать цену игры v, то 

обратная величина 1/v будет минимизироваться, поэтому оптималь-

ная стратегия игрока А определится из задачи линейного программи-

рования следующего вида: найти минимальное значение функции 

z = х1+х2+...+хт при записанных ограничениях. 

Оптимальная смешанная стратегия игрока В определится ре-

шением задачи следующего вида: найти максимальное значение 

функции w = у1+у2+…+уп при ограничениях (10), (11).  
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Решив пару двойственных задач, далее определим: 

 

v = 
m

i
ix

1

1
=

n

j
jy

1

1
, pi= m

i
i

i

x

x

1

, qj= n

j
j

j

y

y

1

 (i = 1,…,m; j = 1,…,п). 

 

Проиллюстрируем решение матричной игры сведением ее       

к задаче ЛП. 

Пример 3. Два сельскохозяйственных предприятия А и В вы-

деляют денежные средства на строительство трех объектов. С уче-

том особенностей вкладов и местных условий прибыль предприятия 

А в зависимости от объема финансирования выражается элементами 

матрицы 

3 6 8

9 4 2

7 5 4

. Убыток предприятия В при этом равен прибыли 

предприятия А. Требуется найти оптимальные стратегии предпри-

ятий А и В. 

Обозначим чистые стратегии предприятий А и В через А1, А2, 

А3 и B1, B2, B3 соответственно. Предположим, что предприятие А 

располагает общей суммой а тыс. ден. ед., отпускаемой на строи-

тельство трех объектов. Аналогично и предприятие В имеет сумму    

в b тыс. ден. ед., отпускаемую на строительство тех же трех объек-

тов. Тогда чистая стратегия А1 – это выделение a1 тыс. ден. ед. пред-

приятием А на строительство первого объекта; A2 – чистая стратегия 

предприятия А, которое выделяет сумму a2 тыс. ден. ед. на строи-

тельство второго объекта; А3 – чистая стратегия предприятия А, ко-

торое выделяет сумму a3 тысяч денежных единиц на строительство 

третьего объекта. Общая сумма средств, выделяемых на строитель-

ство трех объектов, a=a1+a2+а3. Аналогично определяются чистые 

стратегии и для предприятия В. 

Проверим игру на наличие седловой точки: 

 = 
i

max
j

min
    

aij = 4,  = 
j

min
i

max
    

aij = 6 ,   . 

Седловой точки нет, поэтому решение игры определяем          

в смешанных  стратегиях.  Цена игры  v  заключена  между нижней      
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и верхней  ценами, т.е. 4  v  6. Составим задачу ЛП для каждого 

игрока. 

             Для игрока А:                                      Для игрока В: 

              z=х1+х2+х3 min,                               w=у1+у2+у3 max, 

           
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 9 7 1,

6 4 5 1,

8 2 4 1,

x x x

x x x

x x x

                                   
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 6 8 1,

9 4 2 1,

7 5 4 1,

y y y

y y y

y y x

 

            хi  0 (i=1,2,3).                                      уj  0 (j=1,2,3). 

 

Вводя балансовые переменные х4  0, х5  0, х6  0 для исход-

ной задачи и у4  0, у5  0, у6  0 для двойственной задачи, модели за-

дач преобразуем к канонической форме. При этом балансовые пере-

менные двойственной задачи станут базисными.  

При «ручном» счѐте проще решать двойственную задачу, т.к. 

она не требует введения искусственных переменных. Соответствие 

между переменными пары взаимно двойственных задач будет сле-

дующее (табл. 8). 

 
Таблица 8 

 

Свободные Базисные 

х1 х2 х3 х4 х5 х6 

      

у4 у5 у6 у1 у2 у3 

Базисные Свободные 

 

 

Решим, например, двойственную задачу ЛП, построенную для 

определения выигрыша предприятия В.  

Каноническая форма задачи имеет вид: 

 

w=у1+у2+у3 max; 

1 2 3 4

1 2 3 5

1 2 3 6

3 6 8 1,

9 4 2 1,

7 5 4 1,

y y y y

y y y y

y y x y

 

уj  0 (j = 1,…, 6). 
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Решая ее симплекс-методом, имеем (итерации 0 – 2) опти-

мальный план у*=( 1y ;…; 6y ) = (1/27; 4/27; 0; 0; 2/27; 0). При этом 

w*=5/27. 

 

               Итерация 0                                          Итерация1 
БП y1 y2 y3 y4 y5 y6 Р О  БП y1 y2 y3 y4 y5 y6 Р О 

w -

1 

-

1 

-

1 

0 0 0 0 –  w -

1/2 

0 1/3 1/6 0 0 1/6 – 

y4 3 6 8 1 0 0 1 1/6  y2 1/2 1 4/3 1/6 0 0 1/6 1/3 

y5 9 4 2 0 1 0 1 1/4  y5 7 0 -

10/3 

-

2/3 

1 0 1/3 1/21 

y6 7 5 4 0 0 1 1 1/5  y6 9/2 0 8/3 -

5/6 

0 1 1/6 1/27 

 
 

С учетом основной теоремы двойственности и соответствия 

между переменными оптимальный план исходной задачи запишется 

в виде 

х*=( 1x ;…; 6x )=(2/27; 0; 1/9; 0; 0; 17/27), z*=5/27. 

По формулам v =
z

1
=

w

1
, 

v

pi =хi, 
v

q j
=уj (i=1,…,т, j=1,…,п) 

получим цену игры v = 27/5 и вероятности ip  и jq  для оптимальных 

смешанных стратегий соответственно предприятий А и В: 

 

1p  = 27/5 2/27 = 2/5, 2p  = 27/5 0 = 0, 3p  = 27/5 1/9 = 3/5, 

 

1q  = 27/5 1/27 = 1/5, 2q  = 27/5 4/27 = 4/5, 3q  = 27/5 0 = 0. 

 

Таким образом, оптимальными смешанными стратегиями 

сельскохозяйственных предприятий А и В являются стратегии 
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р* = (2/5; 0; 3/5) и q* = (1/5; 4/5; 0) соответственно при гарантиро-

ванном получении предприятием А независимо от стратегий пред-

приятия В прибыли не менее 27/5 = 5,4 тысяч денежных единиц. 

Убыток предприятия В при этом составит не более 5,4 тысяч денеж-

ных единиц. 

Итак, из общей суммы средств а тысяч денежных единиц, вы-

деляемых предприятием А на строительство трех объектов, на долю 

первого объекта должно выделяться 40 %, второго – 0 % и третьего – 

60 % этой суммы. Аналогично распределяются средства b тысяч де-

нежных единиц предприятием В: на долю первого объекта прихо-

дится 20 %, второго – 80 % и третьего – 0 % общей суммы.  

 

 

1.4. Решение задач теории игр с помощью MathCAD 
 

Пример 1. Рассмотрим следующую игру 2 4:  

 

 
 В1 В2 В3 В4 

А1 

А2 

2 

4 

2 

3 

3 

2 

0 

4 

 

 

Решение задачи с помощью MathCAD приведено на рис. 5. 

Вначале определены верхняя и нижняя цены игры:  = 3,  = 2. За-

тем вычисляется ожидаемый выигрыш игрока А, соответствующий 

каждой чистой стратегии игрока В, в виде W1, W2, W3 и W4. На рисун-

ке 5 изображены четыре прямые линии, соответствующие чистым 

стратегиям игрока В. Чтобы определить наилучший результат из 

наихудших, построена нижняя огибающая трех указанных прямых, 

которая представляет минимальный (наихудший) выигрыш для иг-

рока А независимо от того, что делает игрок В. Максимум нижней 

огибающей соответствует максиминному решению в точке p =2/5. 

Это значение p  определяется из уравнения 2+р=4-4р, отвечающего 

пересечению прямых 3 и 4. Следовательно, оптимальным решением 

для игрока A является смешивание стратегий A1 и A2 с вероятностями 

2/5 и 3/5 соответственно. Цена игры v определяется подстановкой 
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p = 2/5 в уравнение либо прямой 3, либо 4, что приводит                       

к следующему: 

 

v=

2 12
2 2,5  из уравнения прямой 3,

5 5

2 12
4-4 2,5  из уравнения прямой  4.

5 5

 

 

Оптимальная смешанная стратегия игрока В определяется 

двумя стратегиями, которые определяют нижнюю огибающую гра-

фика. Это значит, что игрок В может смешивать стратегии B3 и В4,     

в этом случае q1=q2=0 и q3=q, q4=1-q3=1-q. 

Следовательно, ожидаемые платежи игрока В, соответствую-

щие чистым стратегиям игрока А, имеют следующий вид (табл. 9). 

 

 
Таблица 9 

 

 

Аi wB 
1 3q 

2 4-2q 

 

 

Наилучшее решение из наихудших для игрока В представ-

ляет собой точку минимума верхней огибающей заданных двух 

прямых.  

Эта процедура эквивалентна решению уравнения 3q = 4-2q. 

Его решением будет q = 4/5, что определяет цену игры 

v = 3 (4/5) = 12/5. 

Таким образом, решением игры для игрока А является смеши-

вание стратегий A1 и А2 с вероятностями 2/5 и 3/5, а для игрока          

В – смешивание стратегий В3 и В4 с вероятностями 4/5 и 1/5:  

 v = 12/5;  

 р* = (2/5; 3/5);  

 q* = (0; 0; 4/5; 1/5).  

 



26 

 

 

 
 

Рис. 5. Решение игры 2 4 с помощью MathCAD 

 

Пример  2. Игра 4 2 задана матрицей 

13

62

03

23

. 

Нижняя цена игры равна 2, верхняя – 3. Седловой точки нет. 

Решение игры нужно искать в смешанных стратегиях. Решение зада-

чи с помощью MathCAD приведено на рис. 6. 
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Рис. 6. Решение игры 4 2 с помощью MathCAD 

 

 

Пример 3. Сведѐм  матричную  игру,   имеющую   платѐжную 

матрицу,

65027

22143

12234

21012

65132

,  к  задаче   ЛП  и  решим  с  помощью 

MathCAD.  

Нижняя цена игры равна -2, верхняя равна -1. Седловой точки 

нет. Решение игры нужно искать в смешанных стратегиях. Решение 

задачи с помощью MathCAD приведено на рис. 7. 
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Рис. 7. Решение игры m n с помощью MathCAD 
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2. ИГРЫ С ПРИРОДОЙ 
 

2.1. Критерии для принятия решений 
 

Для управления производственными процессами необходима 

информация о состоянии объекта управления в условиях его работы. 

В случае отсутствия достаточной информации возникает некоторая 

неопределенность в принятии решения. Причины этого различны: 

невозможность получения информации к моменту принятия реше-

ния; слишком высокие затраты на получение информации; невоз-

можность устранения неопределенности по причинам объективного 

характера и т. д. 

По мере совершенствования средств сбора информации и ее 

обработки неопределенность в момент принятия управленческих 

решений будет уменьшаться. Существование неустранимой неопре-

деленности связано со случайным характером многих явлений. На-

пример, случайность спроса на продукцию делает невозможным 

точное прогнозирование объема ее выпуска. Принятие решения то-

гда связано с риском. Или, например, прием партии товара для кон-

троля на соответствие стандарту также связан с риском. Правда, не-

определенность при контроле может быть устранена в случае кон-

троля всего товара, выпускаемого для реализации. Однако это может 

оказаться слишком дорогостоящим мероприятием. 

В целях уменьшения неблагоприятных последствий в каждом 

конкретном случае следует учитывать степень риска и имеющуюся 

информацию. И здесь лицо, принимающее решение (ЛПР), вступа-

ет в игровые отношения с некоторым абстрактным лицом, условно 

называемое «природой», а такие ситуации принято называть играми 

с природой. Таким образом, ЛПР должно уметь находить управлен-

ческое решение, когда природа не выбирает сознательно свои опти-

мальные стратегии. Вместе с тем, в некоторых случаях мы иногда 

располагаем некоторыми вероятностными характеристиками состоя-

ния природы.  

Хозяйственную деятельность человека можно рассматривать 

как игру с природой. Под «природой» будем понимать совокуп-

ность неопределенных факторов, влияющих на эффективность 

принимаемых решений. 
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Безразличие природы к результату игры (выигрышу) и воз-

можность получения ЛПР дополнительной информации о ее состоя-

нии отличают игру с природой от обычной игры с двумя сознатель-

ными игроками. 

Игры с природой представляют собой одну из основных мо-

делей теории принятия решений в условиях частичной неопределен-

ности. 

Множество стратегий природы обозначим через П, отдельное 

состояние – Пj, Пj П (j = 1, …, п). Множество стратегий ЛПР обо-

значим через А, отдельную стратегию – Аi, Аi А (i = 1, …, т). 

Для i-й стратегии Аi ЛПР и j-го состояния природы Пj имеем 

некоторое число, обозначающее функцию выигрышей аij(Аi, Пj), ко-

торая, как правило, является случайной величиной. 

Во взаимоотношениях с природой ЛПР может использовать 

любые из своих стратегий A1, ... , Ат в зависимости от состояний Пj 

природы. Имея эти стратегии, ЛПР должен руководствоваться неко-

торым правилом, с помощью которого он определяет выбираемую 

стратегию Аi А. Другими словами, ЛПР отыскивает оптимальное 

поведение, которое и будет его оптимальной стратегией. При этом 

он может пользоваться как чистыми, так и смешанными стратегия-

ми. При этом игры с природой могут решаться как в чистых, так       

и смешанных стратегиях. Но игры с природой имеют особенности по 

сравнению играми двух сознательных игроков. В частности, игрок П 

(природа) применяет свои чистые стратегии независимо от того, вы-

годно ли это игроку A (ЛПР) или нет, т.е. природа безразлична к сво-

ему выигрышу и не стремится воспользоваться промахами игрока A. 

Поэтому решение игры достаточно находить только для игрока A, 

так как игрок П не способен воспринимать какие-либо рекоменда-

ции, интересоваться результатами решения. 

Предположим, что есть возможность численно оценить вели-

чиной аij эффективность каждой комбинации (Аi,Пj). Тем самым оп-

ределена так называемая платежная матрица игры с природой 

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

, 
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на основе которой в дальнейшем и будут сформулированы «правила 

поведения» – критерии выбора оптимальной стратегии ЛПР. 

Элемент аij назовем выигрышем ЛПР, если он использует 

стратегию Аi при состоянии природы Пj. Его значение может быть 

как положительным, так и нулем, так и отрицательным числом. 

Решение игры с природой несколько отличается от решения 

обычной игры, где оба игрока ведут игру сознательно. Отличие со-

стоит в упрощении игры. Выявление дублирующих и доминируемых 

стратегий производится только для стратегий ЛПР. Стратегии при-

роды нельзя опускать, поскольку она не имеет «умысла» навредить 

ЛПР, более того, она может реализовать состояния, заведомо выгод-

ные ЛПР.  

При решении игры с природой наряду с платежной матрицей 

используется матрица рисков. Элементы rij матрицы рисков равны 

разности между максимально возможным выигрышем и тем выиг-

рышем, который ЛПР получит в тех же условиях Пj, применяя стра-

тегию Аi, т. е. rij = j - аij, где j = 
i

max аij. 

Оптимальную стратегию ЛПР можно определяют, используя 

ряд критериев. При известном распределении вероятностей различ-

ных состояний Пj природы пользуются критерием Байеса. Показа-

телем в этом критерии служит либо величина среднего выигрыша, 

либо величина среднего риска. 

Платежную матрицу (аij) представим в виде табл. 10. 

 
                                                                                                    Таблица 10 

 

Стратегия 

ЛПР Аi 

Состояния природы Пj Средний 

выигрыш i  П1 П2 … Пn 

А1 а11 а12 … а1п 1  

А2 а21 а22 … а2п 2  

… … … … … … 

Ат ат1 ат2 … атп m  

 

По критерию Байеса за оптимальную принимается та чистая 

стратегия А, при которой максимизируется средний выигрыш i  

ЛПР, т.е. обеспечивается =
i

max i , где 
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i =
n

j
jijqa

1

 (i=1,…,m). 

Матрицу рисков представим в виде табл. 11. За оптимальную 

стратегию ЛПР принимается чистая стратегия Ai, при которой мини-

мизируется   средний риск,   т.е.  обеспечивается r =
i

min ir ,   где  

ir =
n

j
jijqr

1

 (i=1,…,m). 

                                                                                                   Таблица 11 

 

Стратегия 

ЛПР Аi 

Состояния природы Пj Средний 

выигрыш i  П1 П2 … Пn 

А1 r11 r12 … r1п 1r  

А2 r21 r22 … r2п 2r  

… … … … … … 

Ат rт1 rт2 … rтп mr  

qj q1 q2 … qп 

 

В случае, когда одно состояние природы нельзя предпочесть 

другому, для их оценки используют принцип недостаточного осно-

вания Лапласа, согласно которому все состояния природы полага-

ются равновероятными, т. е. q1=q2=…=qп=1/n. Оптимальной считает-

ся стратегия, обеспечивающая максимум среднего выигрыша. 

В случае, когда вероятности состояний природы неизвестны, 

для решения игр с природой – выбора оптимальной стратегии ЛПР – 

можно использовать несколько критериев. 

Максиминный критерий Вальда совпадает с критерием вы-

бора максиминной стратегии, позволяющей получать нижнюю чис-

тую цену  в парной игре с нулевой суммой. По критерию Вальда,   

за оптимальную принимается чистая стратегия, которая в наихудших 

условиях гарантирует максимальный выигрыш, т. е.  

 = 
i

max
j

min аij. 

Это критерий крайнего пессимизма, так как ЛПР исходит из 

предположения, что природа действует против него наилучшим для 

себя образом.  
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Критерий минимального риска Сэвиджа рекомендует вы-

бирать в качестве оптимальной стратегии ту, при которой величина 

максимального риска минимизируется в наихудших условиях (дос-

тигается «минимальный риск из максимально возможных»), т.е. 

обеспечивается 
i

min
j

max rij. Это – минимаксный критерий в отноше-

нии риска. 

Критерии Вальда и Сэвиджа ориентируют ЛПР на самые не-

благоприятные состояния природы, т. е. эти критерии выражают 

пессимистическую оценку ситуации. 

Критерий Гурвица (критерием пессимизма-оптимизма) ре-

комендует рассчитывать на нечто среднее. За оптимальную чистую 

стратегию принимается та, для которой выполняется соотношение  

i
max (

j
max аij+(1- )

j
min аij), 

где 0    1. При  = 0 имеем критерий пессимизма Вальда, а при     

 = 1 – критерий крайнего оптимизма (рекомендуется выбирать 

лучшее из лучшего). В случае, когда 0 <  < 1, мы имеем нечто сред-

нее. При желании подстраховаться в данной ситуации  принимают 

близким нулю. В общем случае число  выбирается из субъективных 

соображений (опыта, здравого смысла и т.д.). 

Пример 1. Потребление исходного сырья S на предприятии     

в зависимости от его качества составляет 5, 6 или 7 ед. Если для вы-

пуска запланированного объема продукции сырья S окажется недос-

таточно, запас его можно пополнить, что потребует дополнительных 

затрат в размере 4 ед. в расчете на единицу сырья. Если же запас сы-

рья превысит потребности, то дополнительные затраты на содержа-

ние и хранение остатка составят 3 ед. в расчете на единицу сырья. 

При изучении работы аналогичных предприятий планирующий ор-

ган располагает некоторой дополнительной информацией, снижаю-

щей неопределенность ситуации: 1) известны вероятности потребно-

сти в сырье в количествах 5, 6 и 7 ед.: 0,25; 0,35; 0,4; 2) потребность 

в сырье равновероятна; 3) о вероятностях потребности в сырье ниче-

го определенного сказать нельзя (табл.12). 
    Таблица 12 

 Π1 Π2 Π3 

А1 0 -4 -8 

А2 -3 0 -4 

А3 -6 -3 0 
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Планирующий орган предприятия может принять одно из сле-

дующих решений: создать запас сырья в 5 ед. (стратегия A1); в 6 ед. 

(стратегия А2); в 7 ед. (стратегия А3).  

Второй играющей стороной – природой – будем считать сово-

купность объективных внешних условий, определяющую потреб-

ность в сырье. Если для выпуска запланированного объема продук-

ции сырья S окажется достаточно в размере 5 ед., это будет означать 

состояние природы П1; если в размере 6 ед. – состояние П2; в размере 

7 ед. – состояние П3. Итак, описанная ситуация представляет собой 

игру с природой. Рассчитаем элементы платежной матри-                

цы  (табл. 13). Так, в ситуации (A1, П1) элемент a11 вычисляется сле-

дующим образом. Плановый орган принимает решение создать запас 

сырья  в 5 ед., что и соответствует их расходованию в 5 ед., a11 = 0. 

Элемент a12 рассчитываем так. Запас сырья создан в 5 ед., а для вы-

пуска запланированного объема продукции требуется 6 ед. Мы его 

пополняем, что потребует затрат в размере 4·(6-5) = 4 ден. ед., т.е. 

a12 = -4. Аналогично определяются и другие элементы табл. 13, на-

пример элемент a21 для ситуации (A2, П1). Запас сырья создан             

в 6 ед., а для выпуска запланированного объема продукции требуется 

5 ед.  

 
Таблица 13  

 

 Π1 Π2 Π3 

Критерии 

Лапласа Вальда 
Гурвица 

(λ = 0,6) 

А1 0 -4 -8 -4,00 -8 -3,8 

А2 -3 0 -4 -2,33 -4 -1,6 

А3 -6 -3 0 -3,00 -6 -2,4 

qj 0,25 0,35 0,4    

 

Запас сырья превышает потребности, тогда дополнительные 

затраты на содержание и хранение остатка составят 3·(6-5) = 3 ден. 

ед., т.е. a21 = -3. В общем случае элементы платежной матрицы рас-

считываются по формуле  

 

aij=
4( ), если ;

3( ), если .

i j i j

i j i j  
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Вычисляем средние выигрыши (критерий Байеса): 

 

1=0 0,25+(-4) 0,35+(-8) 0,4=-4,6, 2 =-2,35, 3 =-2,55. 

 

Оптимальной стратегией по Байесу является A2: 

 

 = mах(-4,6, -2,35, -2,55) = -2,35 (ден. ед.). 

 

Результаты расчетов по критериям Лапласа, Вальда и Гурвица 

приведены в табл. 14 (оптимальное значение выделено жирным 

шрифтом). 
                                                                                                   Таблица 14 

 

 
Матрица рисков 

ri П1 П2 П3 

А1 0 4 8 8 

А2 3 0 4 4 

А3 6 3 0 6 

 

Все они рекомендуют иметь запасы исходного сырья в 6 ед.   

 

 

2.1.1. Решение задач теории игр с природой  
с помощью MathCAD 

 

Рассмотрим решение следующей задачи с помощью 

MathCAD. 

Пример 1. Объем продаж некоторого товара V за рассматри-

ваемый период времени в универмаге колеблется, в зависимости от 

уровня покупательского спроса, в пределах от 5 до 8 ед.  

 Прибыль универмага от единицы реализованного товара V  

равна 3 ден. ед. Если запаса товара окажется недостаточно для удов-

летворения спроса, можно заказать дополнительно некоторое коли-

чество товара, что потребует новых затрат на доставку в размере       

4 ден. ед. за единицу товара. Если же запасенный товар полностью 

реализовать не удастся, то расходы на хранение остатка составят      

2 ден. ед. за единицу товара.  
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Предполагается, что дополнительно заказанный товар полно-

стью реализуется за тот же рассматриваемый период времени. Ис-

пользуя игровой подход, высказать рекомендации об оптимальном 

уровне запаса товара V в универмаге, обеспечивающем ему наивыс-

шую эффективность работы с учетом прибыли и возможных допол-

нительных затрат на заказ и доставку товара, а также хранение ос-

татка. 

Решение найти в чистых стратегиях:  

1) на основе критериев Байеса (q1 = 0,10, q2 = 0,25, q3 = 0,40, 

q4 = 0,30);  

2) Лапласа; 

3) Вальда, Сэвиджа, Гурвица (параметр λ Гурвица принять 

равным 0,65). 

Планирующий орган универмага может принять одно из ре-

шений: создать запас товара в 5 ед. (стратегия A1); в 6 ед. (стратегия 

А2); в 7 ед. (стратегия А3), 8 ед. (стратегия А4). 

Второй играющей стороной – природой – считаем совокуп-

ность объективных внешних условий, определяющую потребитель-

ский спрос. Если для удовлетворения спроса запаса объема продук-

ции товара окажется достаточно в размере 5 ед., это будет означать 

состояние природы П1; в размере 6 ед. – состояние П2; в размере       

7 ед. – состояние П3, в размере 8 ед. – состояние П4. Рассчитаем эле-

менты платежной матрицы (см. табл. 3). Элементы платежной мат-

рицы рассчитываются по формуле  

 

aij = 5(4+j)+
3( ), если ;

2( ), если .

i j i j

i j i j  
 

Платежная матрица выглядит следующим образом: 

 

А=

25 22 19 16

23 30 27 24

21 28 35 33

19 26 33 40 .

 

 

Решение в MathCAD приведено на рис. 8 по всем критериям. 
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Рис. 8. Решение задачи игры с природой в MathCAD 

 

Вводим начальные данные задачи – параметр Гурвица λ, пла-

тежную матрицу А и вектор вероятностей стратегий природы q.        

В результате получаем по всем стратегиям игрока А (ЛПР) его выиг-

рыши по критериям: Байеса аВ, Лапласа aL, Вальда aV, Гурвица aG 

и Сэвиджа aS. Выбираем те стратегии ЛПР, которым соответствуют 

наибольшие выигрыши (прибыли) и наименьшие риски. По крите-

рию Байеса – это стратегия А4 с прибылью 33,6 ден.ед.,                  

Лапласа – тоже А4 с прибылью 29,5 ден.ед., Вальда – А2 с прибылью 

23 ден.ед., Гурвица – А4 с прибылью 32,65 ден.ед. и Сэвиджа – тоже 

А4 с наименьшим риском в 6 ден.ед. По различным критериям чаще 

других рекомендовалась стратегия А4. Следовательно, необходимо 

создать запас товара в 8 ед. 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
 

2.1. Решить графически игру, заданную платѐжной матрицей 

(2 n). 

Даны следующие платежные матрицы. 

1
83245

98937
 2

29787

510296
 

3
20444

55034
4

64153

46233
5

93766

41047

 

6
57567

36545
 7

12331

55104
 8

87056

36434
 

9
21143

30101
10

12234

45431

 

11
12233

21334
12

22423

05312
13

43523

51315

 

14
40332

32121
15

34205

13234
16

35738

43225

 

17
21189

99876
18

84216

42215
19

86142

65323

 

20
63432

53143
21

35255

73724
22

34365

52453

 

23
47633

27723
24

75541

86142
 

25
38161010

13529
26

11610

31307
27

41556

24351

 

28
23545

64433 29
32043

31132

 

30
44333

21341314
31

24321

45512 32
00011

02711  
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2.2. Решить графически игру, заданную платѐжной матрицей 

(m 2).  

Даны следующие платежные матрицы. 

 

1

60

12

50

13

60

 2

41

12

20

02

31

 3

13

21

05

12

21

 4

33

10

41

33

23

 5

21

34

15

24

22

 

6

31

12

25

11

31

 7

54

35

38

24

14

8

60

10

01

11

12

 9

04

30

21

13

14

 10

32

21

35

43

33

 11

53

62

64

26

41

 

12

05

34

45

71

34

 13

41

34

43

07

65

 14

41

02

41

62

71

15

51

11

20

35

46

 16

24

61

47

46

57

 17

16

11

43

54

07

 

18

07

11

35

116

38

 19

22

22

20

10

12

 20

22

32

00

32

13

 21

02

13

41

10

51

22

50

71

34

41

05

 23

61

86

34

48

68

 

24

92

84

31

25

63

 25

25

55

24

12

42

 26

54

17

61

42

00

 27

26

12

41

23

11
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28

45

00

61

03

43

29

31

23

52

11

51

 30

25

21

40

36

61

 31

14

23

13

32

44

 32

70

53

20

13

41

 33

22

22

20

10

13

 

34

22

32

00

32

13

 35

43

13

41

10

51

 

 

2.3. Решить матричную игру т п с помощью линейного про-

граммирования или в MathCAD.  

Даны следующие платежные матрицы. 

 

1 

12331

21244

12342

55104

31223

2 

81646

83245

92616

87802

98937

3 

29787

33333

57164

138365

510296

  

4 

20444

55044

32202

21432

33533

5 

41442

64153

12612

26321

46233

 6

61774

93766

30235

41047

22041

 

7 

13034

57567

31243

36545

54312

8 

25211

87056

84382

36434

37525

9

76138

33254

21143

30101

76243
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10

66351

54341

12234

45431

24133

 11

11233

43435

55224

44145

01334

 

12

42335

22423

46432

05312

33221

13

43523

02210

14431

51315

23232

 14

20222

52121

01030

02101

27235

 

15

34205

53233

45151

13234

62131

 16

14523

35738

76421

43225

46531

 

17 

56493

21189

98876

11091

31012

 18 

84216

62435

42215

74103

53204

 19

86142

65323

43122

75041

54032

  

20 

21354

22333

12210

03432

53141

21

43122

75541

65223

54032

86142

 22 

01412

38161010

13529

11324

35438

 

23 

21143

17173

52212

41556

24351

 24 

11610

211418

31307

12502

53256

 

25

53333

25255

44333

21331314

72724

 26 

34365

12253

40044

24320

45510

 27 

25614

37623

10211

12711

27721
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28 

32143

31132

51012

63555

64533

29

32032

21131

611110

11150

21160

 30

24443

42423

35332

37151

67261

  

31 

52234

45434

10005

62665

21106

 32 

21223

21114

01122

01110

21010

 

 

2.4.  Решить игры с природой  

2.4.1. За некоторый период времени на предприятии потреб-

ление исходного сырья S в зависимости от его качества составляет 

10 – 12 ед. Если для выпуска запланированного объема основной 

продукции сырья S окажется недостаточно, запас его можно попол-

нить, что потребует дополнительных затрат в размере 5 ед. в расчете 

на единицу сырья. Если же запас сырья превысит потребности,        

то дополнительные затраты на содержание и хранение остатка соста-

вят 2 ед. в расчете на единицу сырья. Придать описанной производ-

ственной ситуации игровую схему и составить платежную матрицу. 

Дать рекомендации по созданию оптимального запаса сырья            

на предприятии. 

2.4.2. Сельскохозяйственное предприятие имеет возможность 

выращивать картофель на трех участках: на участке А – повышенной 

влажности, Б – средней влажности, В – сухом. Урожайность карто-

феля зависит от погодных условий, в частности, от количества осад-

ков, выпадающих в течение сезона. Если осадков выпадает меньше 

нормы, то средняя урожайность на участке А составляет 270 ц с 1 га; 

при количестве осадков, близком к норме, – 220 ц; если же осадков 

выпадет больше нормы, – 110 ц; на участке Б – соответственно 210, 

250 и 140 ц; на участке В – 120, 260 и 280 ц. Используя игровой под-

ход, составить платежную матрицу. Установить, на каком участке 

следует выращивать картофель в предстоящем году, если, по данным 

службы долгосрочного прогнозирования погоды, вероятность выпа-

дения осадков меньше нормы ожидается равной 0,3, близко к нор-

ме – 0,6, больше нормы – 0,1. 
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2.4.3. Объем выработки продукции (тонн) Т за рассматривае-

мый период времени колеблется, в зависимости от уровня покупа-

тельского спроса, в пределах от 4 до 7 ед. Прибыль торгового пред-

приятия от единицы реализованного товара Т равна 2 ден. ед. Если 

запасенного товара окажется недостаточно для полного удовлетво-

рения спроса, можно заказать дополнительное количество товара, 

что потребует новых затрат на доставку в размере 4 ден. ед. в расче-

те на единицу товара. Если же запасенный товар полностью реализо-

вать не удастся, то расходы на содержание и хранение остатка соста-

вят 3 ден. ед. в расчете на единицу товара. Предполагается, что до-

полнительно заказанный товар полностью реализуется за тот же рас-

сматриваемый период времени. Используя игровой подход, выска-

зать рекомендации об оптимальном уровне запаса товара Т на торго-

вом предприятии, обеспечивающем ему наивысшую эффективность 

работы с учетом торговой прибыли и возможных дополнительных 

затрат на заказ и доставку товара, содержание и хранение остатка. 

Решение найти в чистых стратегиях на основе критериев Бай-

еса (q1 = 0,15, q2 = 0,20, q3 = 0,40, q4 = 0,25), Лапласа, Вальда, Сэвид-

жа, Гурвица (параметр λ Гурвица принять равным 0,55). 

2.4.4. Руководство предприятия заказывает оборудование ви-

да А. Известно, что спрос на данное оборудование лежит в пределах 

от 6 до 9 ед. Если заказанного оборудования окажется недостаточно 

для удовлетворения спроса, то руководство может срочно заказать   

и завезти недостающее количество. Если же потребность будет 

меньше наличного количества оборудования, то нереализованный 

товар хранится на складе. 

Требуется определить такой объем заказа на оборудование, 

при котором дополнительные затраты, связанные с хранением           

и срочным завозом, были бы минимальными, если расходы на хра-

нение 1 ед. оборудования составляют 1000 руб., а по срочному зака-

зу и завозу − 2000 руб. 

Необходимые числовые данные для 10 вариантов приведены   

в табл. 15. 
                                                  Таблица 15 

 Номер варианта 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

b1 20 7 11 14 17 10 13 19 30 12 

b2 22 8 12 16 19 12 15 20 32 14 
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                                                                                                   Окончание таблицы 15 

 Номер варианта 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

b3 24 9 13 18 21 14 17 21 34 16 

c 3 4 5 7 8 9 11 4 5 4 

d 2 2 3 3 4 5 5 2 3 1 

λ 0,6 0,8 0,7 0,8 0,75 0,6 0,7 0,6 0,55 0,7 

q1 0,35 0,30 0.35 0,25 0,45 0,30 0,30 0,25 0,40 0,45 

q2 0,30 0,30 0,25 0.35 0,30 0,40 0,35 0,35 0.25 0,25 

q3 0,35 0,40 0,40 0,40 0,25 0,30 0,35 0,40 0,35 0,30 

 

2.4.5. После нескольких лет эксплуатации промышленное 

оборудование оказывается в одном из следующих состояний:  

1) оборудование может использоваться в очередном году по-

сле профилактического ремонта;  

2) для безаварийной работы оборудования в дальнейшем сле-

дует заменить отдельные его детали и узлы;  

3) оборудование требует капитального ремонта или замены.  

В зависимости от сложившейся ситуации руководство пред-

приятия в состоянии принять такие решения:  

1) отремонтировать оборудование силами заводских специа-

листов, что потребует, в зависимости от обстановки, затрат, равных 

а1, а2 или а3 ден. ед.;  

2) вызвать специальную бригаду ремонтников, расходы в этом 

случае составят b1, b2 или b3 ден. ед.;  

3) заменить оборудование новым, реализовав устаревшее обо-

рудование по его остаточной стоимости; совокупные затраты в ре-

зультате этого мероприятия будут равны соответственно с1, с2         

или с3 ден. ед.  

Указанные выше расходы предприятия включают кроме стои-

мости ремонта и заменяемых деталей и узлов убытки, вызванные 

ухудшением качества выпускаемой продукции, простоем неисправ-

ного оборудования, а также затраты на установку и отладку нового 

оборудования.  

Требуется: 

1) придать описанной ситуации игровую схему, установить 

характер игры и выявить ее участников, указать возможные чистые 

стратегии сторон; 

2) составить платежную матрицу; 
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3) выяснить, какое решение о работе оборудования в пред-

стоящем году целесообразно рекомендовать руководству предпри-

ятия,  чтобы минимизировать потери при следующих предположе-

ниях:  

а) накопленный на предприятии опыт эксплуатации аналогично-

го оборудования показывает, что вероятности указанных выше со-

стояний оборудования равны соответственно q1, q2, q3; 

б) имеющийся опыт свидетельствует о том, что все три возмож-

ных состояния оборудования равновероятны;  

в) о вероятностях состояний оборудования ничего определенно-

го сказать нельзя. 

В п. 3 следует найти оптимальные чистые стратегии, пользуясь:    

в п. 3а – критерием Байеса, в п. 3б – критерием Лапласа, в п. 3в – крите-

риями Вальда, Сэвиджа, Гурвица (значение параметра λ в критерии Гур-

вица задается). 

Необходимые числовые данные для 10 вариантов приведены   

в табл. 16. 
                                                                   Таблица 16 

 

 

 

Номер варианта 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

а1 5 4 7 6 9 10 8 7 10 13 

а2 11 6 11 10 12 8 11 12 17 9 
а3 9 9 9 15 10 13 7 20 13 15 

b1 7 5 6 15 7 18 15 15 12 20 

b2 12 3 8 9 14 14 10 11 15 12 

b3 6 7 16 18 9 10 16 17 9 11 

с1 15 20 21 13 15 25 12 23 21 18 

с2 10 16 10 24 11 12 9 9 8 10 

с3 16 6 12 12 18 9 18 13 14 14 

q1 0,30 0,40 0,15 0,15 0,20 0,35 0,35 0,15 0,45 0,30 
q2 0,50 0,45 0,60 0,55 0,65 0,55 0,50 0,65 0,45 0,45 
q3 0,20 0,25 0,35 0,40 0,25 0,20 0,25 0,20 0,20 0,35 
λ 0,70 0,60 0,50 0,80 0,60 0,80 0,70 0,75 0,60 0,70 

 

2.4.6. За некоторый период времени на предприятии потреб-

ление исходного сырья S в зависимости от его качества составляет 

b1, b2, b3 или b4 ед. Если для выпуска запланированного объема ос-
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новной продукции сырья S окажется недостаточно, то запас его 

можно пополнить, что потребует дополнительных затрат в сумме с1 

ед. в расчете на единицу сырья. Если же запас сырья превысит по-

требности, то дополнительные затраты на содержание и хранение 

остатка составят с2 ед. в расчете на единицу сырья.  

Требуется: 

1)  придать описанной ситуации игровую схему, выявить уча-

стников игры и установить ее характер, указать допустимые страте-

гии сторон; 

2)  вычислить элементы платежной матрицы и составить ее; 

3)  дать обоснованные рекомендации об оптимальном уровне 

запаса сырья, при котором дополнительные затраты на приобрете-

ние, содержание и хранение сырья будут минимальными при сле-

дующих предположениях:  

а) вероятности q1, q2, q3, q4 потребности в сырье в количестве 

соответственно b1, b2, b3, b4 ед. известны;  

б) потребление сырья в количестве b1, b2, b3, b4 ед. представля-

ется равновероятным;  

в) о вероятностях потребления сырья ничего определенного 

сказать нельзя. 

В п. 3 следует найти оптимальные чистые стратегии, пользу-

ясь: в п. 3а – критерием Байеса, в п. 3б – критерием Лапласа,              

в п. 3в – критериями Вальда, Сэвиджа, Гурвица (значение параметра 

λ в критерии Гурвица задается). 

Необходимые числовые данные для 10 вариантов приведены   

в табл. 17. 
                                                                          Таблица 17 

 Номер варианта  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  

b1 12 10 8 15 9 6 20 13 10 8  
b2 14 11 9 17 10 8 21 15 12 10  
b3 16 12 10 19 11 10 22 17 14 12  
b4 18 13 11 21 12 12 23 19 16 14  
с1 5 8 7 4 6 5 2 9 3 5  
с2 7 4 3 9 2 8 4 7 6 8  
q1 0,24 0,14 0,20 0,25 0,10 0,15 0,20 0,10 0,20 0,15  
q2 0,30 0,30 0,25 0,45 0,30 0,30 0,30 0,35 0,25 0,25  
q3 0,26 0,40 0,40 0,20 0,40 0,40 0,35 0,35 0,40 0,20  
q4 0,20 0,16 0,15 0,10 0,20 0,15 0,15 0,20 0,15 0,40  
λ 0,60 0,80 0,70 0,40 0,80 0,65 0,40 0,70 0,80 0,60  
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