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ВВЕДЕНИЕ 
 

Теория колебаний и виброактивность изучают механические 

колебания или вибрации элементов машин и механизмов. 

Механические колебания могут быть и полезными, и вредными. 

Вибрации, возникающие при работе механизма, с одной стороны, 

могут ухудшить технологические и прочностные условия его работы. 

С другой стороны, в промышленности  широкое распространение  

находят вибрационные машины транспортного и другого назначения,  

такие как питатели, концентрационные столы, транспортѐры и др. 

Все они используют принцип вибрационного перемещения 

материала. 

Теория колебаний разрабатывает аналитические методы, 

использование которых необходимо для динамического описания  

всех этих машин.  

Теория колебаний широко использует методы теоретической 

механики, высшей математики, в том числе качественной теории 

дифференциальных уравнений.     
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I.  ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ КОЛЕБАНИЙ 
 

1. Понятие о силе упругости 
 

Рассмотрим металлическую винтовую пружину, подвешенную 

к горизонтальной неподвижной поверхности (рис. 1). Пусть 0l  – длина 

недеформированной пружины, l  – длина деформированной (растяну-

той) пружины, 0ll  – деформация растяжения. Как показывает 

опыт, при деформации пружины возникает упругая сила F , стре-

мящаяся вернуть пружину в исходное недеформированное состояние. 

Эту силу ещѐ называют восстанавливающей силой. Величина данной 

силы в случае малых деформаций (  << 0l ) пропорциональна 

величине деформации  и может быть определена из математиче-

ского выражения закона Гука: 

 

                                        cF ,                                             (1) 

 

где c  – коэффициент пропорциональности, называемый коэффициен-

том жѐсткости пружины. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 1 

 

Очевидно, что размерность коэффициента жесткости: 

 

СГССи

м

кГ

с

кг

м

Н
c



2
. 

0
l l

F
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Коэффициент жѐсткости c  является упругой характеристикой 

пружины и в основном зависит от материала, из которого она 

изготовлена, и еѐ геометрических размеров. 

Силу F  из выражения (1) называют линейной восстанавли-

вающей силой, так как она пропорциональна первой степени откло-

нения точки от равновесного положения. 

 

2. Экспериментальное определение коэффициента 
жѐсткости 

 

Пусть имеется вертикальная пружина (рис. 2), точка O  – точка 

конца пружины в недеформированном состоянии. 

1. Подвесим к пружине тело массой m  и, соответственно, 

весом  mgP . 

2. Подождѐм, пока колебания затухнут. Пусть точка A – конец 

пружины с подвешенным грузом. Измерим деформацию пружины:      

       

OAСТ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 2 

 

3. Из условия равновесия груза силы P  и F  такие, что FP  

и, следовательно,  FP . 

F

P

СТ

A

o
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4. Тогда из закона Гука получим, что 

 

                     СТ
cP     

СТ

P
c .                                (2) 

 

Таким образом, коэффициент жѐсткости c  равен весу груза, 

делѐнному на статическую деформацию пружины, вызванную этим 

грузом. 

 

3. Горизонтальные гармонические колебания  
груза на пружине 

 

Рассмотрим тело массой m , лежащее на абсолютно гладкой 

горизонтальной поверхности (рис. 3). С помощью горизонтальной 

пружины с коэффициентом жѐсткости c  тело прикреплено к верти-

кальной стенке. 

 

 
 

        

Введѐм прямоугольную декартовую плоскую систему коор-

динат Oxy  с началом в точке O  – положения конца недеформирован-

ной пружины. С учѐтом выбранной системы координат OAx  – 

это одновременно и x -я координата положения груза, и текущая 

деформация пружины . Пусть в какой-то момент времени тело 

было сдвинуто из равновесного положения точки O . Рассмотрим 

P

x

x

y

AFo

N

Рис. 3 
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силы, действующие на груз. Это P  – сила веса груза, N  – нор-

мальная реакция гладкой поверхности, F  – упругая сила пружины. 

Трением о поверхность (так как она гладкая) и сопротивле-

нием воздуха пренебрегаем. Как видно из рисунка, силы P  и N  

проекции на ось x  не имеют, т. е. 0xx NP . 

На ось x  в полную величину проецируется упругая восстанав-

ливающая сила пружины F , проекция которой на ось x  будет равна  

, 0 ;

( ), 0 ,
X

c x cx если x пружина растянута
F

c x c x если x пружина сжата

 

 

т. е. при любом x  проекция силы F  на ось x  определяется формулой 

 

                                       cxFX .                                              (3) 

 

Зная XF , составим дифференциальное уравнение движения 

груза: 
 

                      cxxm      или     0cxxm  .                          (4) 
 

Так как на тело вдоль оси x  не действуют никакие другие 

силы, кроме линейной восстанавливающей силы XF , то уравнение (4) 

называется дифференциальным уравнением свободных колебаний 

груза (тела) на пружине. 

Введѐм обозначение 
m

c
k , тогда уравнение (4) перепишется 

в виде 
 

                                      02 xkx ,                                           (5) 

 

где k  называется круговой частотой колебаний; в дальнейшем будет 

ясно, почему этот параметр имеет такое название. 

Как видно, уравнение (5) – это линейное однородное 

дифференциальное уравнение второго порядка. Решается оно 

обычным приѐмом составления характеристического уравнения, т. е. 

решение этого уравнения ищем в виде 
trx  ; тогда, подставляя это 
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решение в уравнение (5), получим 022 rtrt kr  , откуда следует 

характеристическое уравнение   

 

ikrkr 022
     1i  

 

(его корни чисто мнимые). 

Следовательно, общее решение уравнения (5) имеет вид 

 

                              ktСktСx sincos
21 ,                             (6) 

 

где 
1

С  и 
2

С  – произвольные постоянные интегрирования, значения 

которых определяются из начальных условий. Так, пусть задано, что  

в начальный момент времени 0
0

t , пружина была растянута на ве-

личину 0x  и грузу толчком сообщили начальную скорость 0x .  

Таким образом, начальные условия следующие: 0
0

t ,  0xx ,   

0xx  . 

Подставим в выражение (6) значение времени 0
0

t , тогда 

получим 

 

)0sin()0cos(
210

ССx , но 0)0sin( , а 1)0cos(   

                                          1
10

Сx
01

xС .                                   (7) 

 

Продифференцируем выражение (6) по времени: 

 

                                 ktkСktkСx cossin
21

.                              (8) 

 

Подставим в это уравнение 0t   и  получим 

 

           
k

x
СxkСkСkСx 0

202210
)0cos()0sin(


 .               (9) 

 

С учѐтом выражений (7) и (9) решение (6) запишется в виде 

 

                               .sincos 0

0
kt

k

x
ktxx


                              (10) 
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Преобразуем это выражение. Введѐм новые обозначения: 

 

                           sin0 ax ;   cos0 a
k

x
.                        (11) 

 

Откуда получаем, что 

 

     
222

2

2
2
0 cossina

k

x
x



 
 

2
2 0
0 2

;
x

a x
k


           (12) 

                          
0

0

cos

sin

cos

sin

x

kx
tg

a

a




.                        (13) 

 

С учѐтом выражений (11) выражение (10) запишется в виде 

 

          ktaktktax sinsincoscossin ,         (14) 

 

где a  и  определяются из выражений (12) и (13).  

Движение материальной точки, заданное выражением (14), 

называется гармоническими колебаниями. 

Так как  1sin1 kt , то  axa . Следовательно,  

с изменением времени t  продольная координата груза x  изменяется  

в пределах от )( a  до )( a  и полный размах колебаний достигает 

величины a2 . 

Величина a , равная полуразмаху колебаний, называется 

амплитудой колебаний. 

Как видно из выражения (12), амплитуда свободных колебаний 

зависит только от начальных условий движения. 

Переменная величина kt  называется фазой колебаний,  

0t
 – начальной фазой колебаний, она зависит только от 

начальных условий движения (13). 

Определение: движение материальной точки называется 

периодическим, если через некоторый промежуток времени T  

значения и координаты положения точки и еѐ скорости 

повторяются.  
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Для гармонических колебаний материальной точки, описыва-

емых выражением (14), скорость точки в любой момент времени 

определится выражением 

 

                                    ktkax cos .                            (15) 

 

Мы знаем, что функции синуса и косинуса, входящие в 

выражения (14) и (15), являются периодическими с периодом 2 , 

следовательно, значения координаты x  и скорости x  будут повторять 

свои значения при изменении фазы колебаний на величину 2 . 
Отсюда можно определить период колебаний: 

 

                              2ktTtk .                          (16) 

 

Следовательно, свободные гармонические колебания 

материальной точки являются периодическими, с периодом T , 

величина которого может быть определена из выражения (16): 

 

k
T

2
. 

 

Так как период T  – это время, через которое координата 

положения точки и еѐ скорость повторяются, то для колебательного 

движения период T  – это время одного полного колебания мате-

риальной точки. 

Вспоминая, что 
m

c
k , получим    

 

                                     
2

2 .
m

T
k c

                                     (17) 

 

Тогда материальная точка за единицу времени совершит 
T

f
1

 

колебаний. Величину f  называют частотой колебаний, размерность 

с

кол
Гцf . 
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Величина         

                               
m

c
f

T
k 2

2
                               (18)  

 

называется круговой частотой колебаний, размерность  
с

рад
k][ . 

 

4. Вертикальные колебания груза на пружине 
 

Прикрепим груз весом P  к концу вертикально подвешенной 

пружины (рис. 4), один конец которой закреплѐн на неподвижной 

горизонтальной поверхности. 

 

 

 
 

 

      

F

P

A

B

СТ

x

o
x

  

 Рис. 4 



 14 

 

Пусть точка A  – точка конца недеформированной пружины, 

точка O  – конец статически деформированной пружины грузом P , т. е. 

то положение конца пружины, когда тело не движется, а сила 

тяжести уравновешивается восстанавливающей силой упругости  

СТP c . 

Точка B  – текущее положение конца деформированной пру-

жины при колебаниях груза. Тогда, согласно закону Гука, 

  

c

P
OA СТ  – статическая деформация пружины. 

 

Введѐм ось Ox  с началом в точке O , направленную верти-

кально вниз. Тогда xOB  – динамическая деформация пружины, 

равная (с учѐтом нашего выбора оси Ox) текущей координате 

положения груза. Составим уравнение движения груза, при этом  

не учитываем сопротивление воздуха и другое: 

 

XX FPxm  , где PPX , а xccF СТX ; 

 

xOBOAAB CT  – полная деформация пружины. 

 

Тогда получаем 

 

cxcPxcPxm СТСТ , 

но  
c

P
СТ  получаем уравнение вертикальных колебаний груза на 

пружине:               

                                       0cxxm  .                                       (19) 

 

Если уравнение (19) сравнить с уравнением (4), можно уви-

деть, что дифференциальное уравнение вертикальных колебаний 

совпадает с дифференциальным уравнением горизонтальных коле-

баний. Поэтому вертикальные колебания также носят гармонический 

и периодический характер и для них справедливы все соотношения, 

полученные в предыдущем подразделе.  

 

Рис.10. 
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II. КОЛЕБАНИЯ  МАТЕРИАЛЬНОЙ  СИСТЕМЫ  

С  ОДНОЙ  СТЕПЕНЬЮ  СВОБОДЫ 
 

1. Свободные колебания консервативной системы  
с одной степенью свободы 

           

Механическая система называется консервативной, если  

на неѐ действуют только потенциальные силы. Предполагается, что 

на систему при этом наложены только идеальные, двухсторонние  

и стационарные связи. Последнее означает, что в уравнения связей 

время явно не входит. 

При  движении консервативной системы  выполняется закон 

сохранения полной  механической  энергии: 

           

                                       Т + П  = const,                                     (20) 

                                                                                       

где Т =
2

12

1
i

n

i

ivm   – кинетическая энергия системы; П – потен-

циальная энергия. 

 В рамках теоретической механики любая система 

рассматривается как  совокупность n  материальных точек, причѐм  

каждая  i-я   материальная точка имеет свои массу im  и скорость iv .  

Так как система имеет только одну степень свободы, то, 

следовательно, и одну обобщѐнную координату q , задание которой 

однозначно определяет мгновенное положение всех точек системы  

в пространстве. Возьмѐм, например, кривошипно-шатунный  меха-

низм (рис. 5, а). Зная угловую координату  кривошипа, можно ука-

зать положения всех точек этого механизма. Значит,  можно 

принять за обобщѐнную координату. Отсюда следует, что радиус-

вектор i-й точки системы является векторной функцией обобщѐнной  

координаты (см. рис. 5, б):    

 

                                      ).(qrr ii                                              (21) 
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                                                 Рис. 5 

 

На рис. 5, б точка О  – некоторый неподвижный центр, iM  –

мгновенное положение i-й точки на траектории,  ii MOr


– радиус- 

вектор  этой точки.  

Обобщѐнная координата является скалярной функцией времени:  

 

                                       )(tqq .                                            (22) 

 

Равенства (21) и (22) определяют радиус-вектор как сложную 

функцию времени, при этом обобщѐнная координата q  является  

промежуточным аргументом. 

Для скорости   i-й  точки имеем 

 

td

rd
v

i

i  . 

 

Согласно правилу дифференцирования сложной функции, 

получим  

                

                                  
qd

rd
v

i

i q .                                          (23)   

                            

О 

 

i
M  

а А 

Б 
 

 

б 

i
r


 

О 
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Точкой сверху традиционно обозначается дифференцирование 

скалярных величин по времени (
dt

dq
q ). Подставим  выражение (23) 

в формулу для кинетической энергии материальной системы: 

 

                             Т =

2

12

1

qd

rd
m

i
n

i
i

2

q  .                               (24)       

                        

Введѐм обозначение 

 

                                 .

2

1

A
qd

rd
m

i
n

i

i                                 (25)  

 

Скалярная величина А  определяется после выполнения 

соответствующих операций (25) по всем точкам системы. Она 

является функцией обобщѐнной координаты qАА  и  называется 

обобщенным инерционным коэффициентом системы. Таким образом, 

из (24) с  учѐтом (25) получаем 

  

                                  Т = qA
2

1
 

2

q
.                                   (26) 

 

  Потенциальная энергия системы зависит от положения еѐ 

точек, а оно определяется значением обобщѐнной координаты. 

Значит, можно написать  

 

                                      П = .qП                                           (27)                                                          

        

Как известно, потенциальная энергия всегда определяется  

с точностью до постоянного слагаемого, которое условимся выбирать 

так, чтобы 

 

                                      .00П                                            (28)  

                   



 18 

Обобщѐнная сила в случае консервативной системы, согласно 

одному из способов ее вычисления в аналитической механике, может 

быть представлена в следующем виде:     

  

                 .
qd

Пd
Q                                        (29) 

        

В положении равновесия системы обобщѐнная сила обра-

щается в ноль. Условимся координату q  отсчитывать от положения 

равновесия,  т. е. считать в этом положении 0q . Из  (29) получим  

             

                                            
.0

0q
qd

Пd

                                (30) 

 

Разложим функцию (27) в ряд Маклорена:  

 

     

  )0(ПП
3

0

3

3
2

0

2

2

0
6

1

2

1
q

qd

Пd
q

qd

Пd
q

qd

Пd

qqq

…       (31)    

 

 

Первые два слагаемые, согласно (28) и (30), равны нулю; так 

как в дальнейшем будем рассматривать движение вблизи равно-

весного положения 0q , то обобщѐнную координату можно счи-

тать малой. Поэтому основным слагаемым в (31) является квадра-

тичный член, остальными пренебрегаем. Обозначим с
dq

Пd

q 0

2

2

, 

где с – квазижесткость, тогда с принятой степенью точности из (31)  

получаем   

 

                                          .
2

2q
с

П                                      (32) 
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Разложим обобщѐнный инерционный коэффициент в ряд 

Маклорена: 

q
qd

Ad
АqА

q 0

0  … 

 

Сохраним в этом разложении лишь наибольший постоянный 

член, который обозначим mА 0 . Тогда кинетическая энергия 

материальной системы (26) перепишется так:  
 

                 .
2

2q
m

Т                                        (33)  

 

Составим уравнение движения системы в форме Лагранжа 

второго рода: 
  

                           .0
q

П

q

T

q

T

td

d


                     (34)  

 

С помощью выражений (32) и (33) выполняем обычную 

процедуру при составлении уравнений Лагранжа:  
                                      

mq
q

Т


;  qm

q

T

td

d



)( ;   0

q

T
 ;    qc

q

П
. 

 

Подстановка их в выражение (34) приводит к следующему 

дифференциальному уравнению движения консервативной системы 

вблизи положения равновесия: 
  

                                       .0qcqm                                      (35)   

 

Получили линейное однородное дифференциальное уравнение 

второго порядка с постоянными  коэффициентами. Соответствующее 

характеристическое уравнение имеет вид 
 

,02 crm  
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корни которого, называемые характеристическими показателями, 

определяются по формуле 
 

.2,1
m

c
r  

 

Инерционный коэффициент m  положителен, так как Т › 0. 

Следовательно, оба показателя вещественны, если с ‹ 0 . Это 

означает, что в положении равновесия потенциальная энергия имеет 

максимум (рис. 6), вторая производная от потенциальной энергии 

отрицательна:   
 

0

0

2

2

с
dq

Пd

q

,  где с  – квазижесткость. 

 

Общий интеграл уравнения (35) запишется в следующем виде: 

 

.2
2

1
1

tr
ec

tr
ecq  

 

Заметим, что 01r , 02r , поэтому q  →   при t → . 

Следовательно, при c 0  положение равновесия ( q = 0) является 

неустойчивым. Напомним, что в этом случае потенциальная энергия 

достигает максимума. Наоборот, при 0с  в положении равновесия 

потенциальная энергия достигает минимума, и это положение 

является устойчивым. Сказанное можно проиллюстрировать на при-

мере маятника (рис. 7).  

Если  0c , то 2,1
r i

a

c
, в этом случае материальная сис-

тема совершает колебания около устойчивого положения равновесия.  

Уравнение (35) математически эквивалентно уравнению 

собственных свободных колебаний груза на пружине (рис. 8): 
 

,0xcxm                                          (36) 

 

где с  – коэффициент жесткости пружины; x  – смещение груза от  

равновесного положения; m  – масса  груза. 
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Уравнения (35) и (36) математически эквивалентны  уравне-

нию колебаний электрического тока в LC -контуре (рис. 9): 
  

                                    L q 0
1

q
С

,                                      (37)    

 

где L  – индуктивность катушки; С  – ѐмкость конденсатора; q  – ко-

личество электричества, прошедшего через сечение  проводника. 
 

  
Рис. 8 Рис. 9 

 

Эквивалентность уравнений (35)–(37) выражается так: 
 

m ↔ m ↔ L ; 

      c ↔c  ↔
С

1
 ;  

 
q ↔ x  ↔ q .  

L    
  C 

m 

  C 

П 

0 

q 

max
ПП  

min
ПП  

Рис. 6 Рис. 7 
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Колебания произвольной консервативной системы с одной сте-

пенью свободы вблизи положения устойчивого равновесия эквива-

лентны собственным колебаниям груза на пружине. Эквивалентность 

электрического уравнения (37) механическим уравнениям (35)  и (36) 

является проявлением электромеханической аналогии. Любой меха-

нической системе может быть сопоставлена эквивалентная ей элект-

рическая схема. 

На этом основан принцип действия аналоговых вычислитель-

ных машин (АВМ).      

В силу аналогии с движением груза на пружине колебания 

данной  консервативной системы носят гармонический  характер. Как   

известно, общее решение уравнения (36) имеет вид  

 

                          )sin(кtax , 

 

где амплитуда колебаний  

2
2 0

0 2
;

x
a x

к


 их начальная фаза 

.
0

0

x

кx
tg


 

Период колебаний 
c

m

к
T 2

2
. Частота колебаний, 

измеряемая  в  Герцах, 
2

1 к

Т
f ;  круговая частота колебаний, 

измеряемая  в  
1

сек
,    

m

с
к   называется собственной частотой. По 

аналогии  для  уравнения  (35) можем записать  

             

),sin( кtaq  
 

где 2

2

02

0
к

q
qa


,  здесь 0

q , 0
q  – начальные значения обобщѐнной  

координаты и  обобщѐнной скорости;  начальная фаза колебаний 
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0

0

q

qк
tg


; период колебаний 

c

m

к
Т 2

2
; круговая частота 

колебаний  
2

1 к

Т
f ; собственная частота  

m

с
к . 

Аналогичные формулы описывают колебания тока в LC -кон-

туре. Как видно из соответствующих формул, гармонические коле-

бания являются незатухающими вследствие отсутствия в  рассматри-

ваемой модели рассеивания энергии. Наличие сил сопротивления 

будем учитывать ниже. 

              
2. Свободные затухающие колебания груза на пружине 

                           

Действующие на материальную систему силы сопротивления  

могут  иметь различную физическую природу. К ним относятся: силы 

сухого трения, силы внутреннего рассеивания энергии в материале 

(гистерезис), силы вязкого сопротивления движению, аэродинамиче-

ские силы сопротивления и др. Будем изучать влияние на колебания 

наиболее простых сил вязкого сопротивления. Пусть имеется 

материальная точка, движущаяся в вязкой среде (рис. 10). Сила 

сопротивления в этом случае определяется формулой  R v , где 

v  – скорость точки,  – коэффициент вязкого сопротивления, опре-

деляемый экспериментально. Он зависит от  свойств среды, формы 

тела и др. Размерность этого коэффициента  
сек

кг

м

секн
.  

 
 

Рис. 10 

М 

R  

V  
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Для модуля силы сопротивления будем иметь R v . Заме-

тим, что введѐнная таким образом сила сопротивления  возникает при 

движении тел в жидкости или газе с не очень большими скоростями. 

Такого рода сила появляется и при движении поршня с от-

верстием, погруженного в вязкую жидкость (рис. 11). Это устройство 

называется демпфером, его будем изображать в таком виде, как  

на рис. 12, в случае, если присутствует вязкое сопротивление. 

 

 

 

 

 

 

 

 

           

 

 

 
              Рис. 11   

                                                

 

Рассмотрим колебания груза на пружине при учѐте вязкого 

сопротивления (см. рис. 12). Обозначим через x  координату груза, 

отсчитываемую от положения статического равновесия, F сила 

упругости пружины. Дифференциальное уравнение движения груза  

в этом случае имеет вид  

 

                               xx RFxm  .                                     (38)      

                                       

Известно, что xcFx . Кроме того, проецируя приведѐнное 

выше векторное равенство для силы сопротивления на ось x , 

получим   xvR xx  . Подстановка в (38) даѐт 

 

               .0xcxxm                                 (39) 

 

R
 

V


 

    R  

   x  

V


 
 

F  
   x  

Рис. 12 

Демпфер 
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Уравнение (39) математически эквивалентно уравнению коле-

баний электрического тока в RLC -контуре (рис. 13):  

 

0
C

q
qRqL  , 

 

где  R  – активное сопротивление.  

Здесь имеет место следующая электромеханическая аналогия: 

mL ,  R ,  c
C

1
,  xq . 

 
                 

Разделим левую и правую части выражения (39) на m  и введѐм 

следующие обозначения: 
m

c
к  – собственная частота свободных 

колебаний груза без учѐта сопротивлений, 
m

n
2

 – удельный 

коэффициент сопротивления, отнесѐнный к удвоенной массе груза, 

измеряемый в сек
–1

. Будем иметь 
 

.02 2 xкxnx                               (40)  

 

Получили линейное однородное дифференциальное уравнение 

с постоянными коэффициентами. Его характеристическое уравнение 

имеет вид 

                           
2 2

2 0r n r к                                 (41) 

 

и следующие корни (характеристические показатели): 

L 

   R  

R 

C 
 
 

Рис. 13 
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22

2,1
кnnr . 

 

Характер общего интеграла уравнения (40) и, соответственно, 

типы движения груза существенно различны в следующих трѐх случаях.   

1. Случай большого сопротивления, когда ,кn .2 mc
 

Тогда 1
r  и 2

r  вещественны и отрицательны, причѐм 0
12
rr . 

Общий интеграл уравнения (40) имеет вид 
  

                           
trtr

eСeСx 21
21 ,                              (42)  

 

где 1С  и 2С  – постоянные интегрирования, определяемые из началь-

ных условий. 

2. Промежуточное критическое сопротивление, когда кn , 

mc2 . 

В этом случае получаем кратный отрицательный корень урав-

нения  (41)  .0
21

nrr  Общий интеграл уравнения (39) запишет-

ся в виде    

                    .)( 21
ntetССx                             (43) 

 

Поскольку в обоих случаях характеристические показатели 

отрицательны, движения, согласно (42) и (43), носят затухающий 

неколебательный характер. Такой закон затухания движения 

называется апериодическим. На рис. 14 показаны возможные графики 

апериодического движения.  

 
Рис. 14 

х
 

0
х

 

   0 t 
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3. Случай малого сопротивления, когда кn , mc2 . 

Корни уравнения (41) будут комплексными и сопряжѐнными:  
 

iкnr 12,1 ,  
 

где 
2 2

1 ,к к n
 1i . 

В этом случае общий интеграл уравнения (40) запишется  

в виде 
  

               cos( 1Сex nt
 sin21 Сtк tк

1 ).                  (44) 
 

Продифференцируем левую и правую части выражения (44)  

по времени: 
  

      
cos)( 121 СnСкex nt sin)( 2111 СnСкtк  ].1tк     (45) 

 

Пусть в начальный момент времени 0t  пружина де-

формирована на величину ,0xx  а  грузу толчком сообщѐна ско-

рость Оxx  . Подставим эти условия в (44) и (45). Получим 

  

0 1

1 2 1

;

,О

x С

x к C nC  

                                      

откуда 01 xС , 
1

00

2

.

к

xnх
С ,  и из (44) находим  

          
cos( 0xex nt

 sin
1

00

1
к

xnx
tк


 tк1 .     (46) 

                                     

Решение (46) может быть переписано в другой форме: 

                                      

                 tкtax 1sin ,                               (47)  
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причѐм для определения амплитуды ta  и начальной фазы 

колебаний  имеем 

   

        

2

2
1

002
0

к

nxx
xeta nt 

;  
00

01

nxx

xк
tg

 . 

 

Отметим, что амплитуда убывает со временем по  экспонен-

циальному закону. Начальная фаза постоянна. Характер движения  

в соответствии с (47) имеет вид колебаний с экспоненциально 

убывающей амплитудой (рис. 15). Круговая частота данных колеба-

ний 1
к  с увеличением сил сопротивления уменьшается, соответственно, 

период с ростом сопротивления увеличивается:  

                 

                                .
22

22
1 nкк

T                            (48) 

 

Отношение двух последовательных максимальных отклонений 

в одну сторону называется декрементом  колебаний: 

  

,.....
3

2

2

1

Тta

ta

a

a

a

a
 

  

откуда  
nТe . Обычно используют логарифмический декремент 

колебаний:                   

22

2

nк

n
nTen , 

 откуда 

             

224

к
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 и      .

4

2

22

mс
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Рис. 15 

 

   

Формула (49) позволяет экспериментально определить коэф-

фициент вязкости. Поступают следующим образом:  

1. Снимают осциллограмму колебаний. 

2. По осциллограмме определяют логарифмический декремент 

затухания .  

3. По  формуле (49) рассчитывают коэффициент вязкости. 

Замечание. Непостоянность логарифмического декремента  

для различных размахов, которая может выявиться при обработке 

осциллограммы, свидетельствует о присутствии в системе сил 

сопротивления, существенно отличных  от  вязкого. 

Величина N , характеризующая темп затухающего движения, 

называется коэффициентом затухания. При большом сопротивлении, 

когда кn , имеем 
trtr

eСeСx 21
21 , причѐм 110 rr . 

Темп затухания характеризуется меньшим по модулю характеристи-

ческим показателем, поэтому 

 

                             
22

1 кnnrN .                          (50) 
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При малом сопротивлении темп затухания определяется 

вещественной частью комплексных характеристических показателей: 

  

                                        .nN                                               (51) 

 

На рис. 16 показана найденная из (50) и (51) зависимость коэф-

фициента затухания от коэффициента сопротивления. Максимально 

быстрое затухание наблюдается в критическом случае при кn , 

причѐм .max кN    
                            

 

 

              

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 16 

 

 
3. Вынужденные колебания без сопротивлений 

 

В реальных условиях часто приходится анализировать колеба-

ния машинных агрегатов и их элементов под действием внешних 

возмущений периодического характера. При этом различают 

внешние возмущения силового и кинематического характера. Пусть 

имеется машина, идеализированная в виде груза весом Р на пружине 

с жѐсткостью с   (рис. 17). К грузу приложено внешнее силовое воз-

мущение tF . Абсолютную координату x  груза будем отсчитывать 

от его положения статистического равновесия точки О. 

Дифференциальное уравнение вынужденных колебаний  груза 

имеет вид 
                                 

.tFcxxm                                      (52) 

 

 

Рис. 1.13. 

     N 

к       

к n  



 31 

 
 

Рис. 17 

 

Рассмотрим случай кинематического возбуждения. На груз  

не действуют внешние силы (кроме силы веса Р и упругой 

восстанавливающей силы со стороны пружины), однако основание 

колеблется по некоторому закону tf  (рис. 18).  

 

                    
 

Рис. 18 
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В качестве обобщѐнной координаты примем относительную 

координату x  груза относительно вибрирующего основания. Уравне-

ния движения груза имеет вид 

 

                                         ,cxmwx                                       (53)         

 

где  cx   – проекция упругой силы пружины; xw  – проекция 

абсолютного ускорения груза на ось х.  

Из теоретической механики известно, что при поступательном 

переносном движении абсолютное ускорение определяется выра-

жением 

 

                                                 re www  
 

или в проекциях на ось x  

 

rxexx www . 

 

В нашем случае переносное движение определяется колеба-

нием основания, поэтому для проекции переносного ускорения 

получаем fwex
 . Для проекции относительного ускорения будем 

иметь xwrx  . Тогда при подстановке в выражение (53) получим 

    

                              fmcxxm  .                                     (54)      

  

Уравнение (54) переходит в (52), если  положить fmtF  .  

Следовательно, вынужденные колебания при силовом и кине-

матическом возбуждении математически эквивалентны. Только  

в случае силового возбуждения координату нужно брать абсолютной, 

а в случае кинематического – относительной.  

Внешняя сила в технических устройствах различного назна-

чения (вибрационные машины) может быть реализована разными 

способами. 

1. Инерционный вибровозбудитель представляет собой обык-

новенный  неуравновешенный ротор (рис. 19, 20). 
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Пусть m0 – масса ротора, а  – его эксцентриситет (расстояние 

от центра масс до оси вращения),  – частота или, что то же самое, 

угловая скорость вращения ротора. Тогда на ротор будет действовать 

вращающая центробежная сила, модуль которой равен 2
0mJ . 

Эта сила имеет две состовляющие (компоненты) вдоль неподвижных 

осей x  и у , изменяющиеся по гармоническому закону: 

 

            sin2
0mJ x (  t ),               cos2

0mJ у (  t ). 

 

Спаренный инерционный вибровозбудитель может реализовать 

гармоническую силу постоянного направления (см. рис. 20). Возбу-

дители одинаковы и вращаются  навстречу друг другу. JJJ 21 . 

Компоненты центробежных сил по оси  у  взаимно уничтожаются,  

а по оси x складываются. Результирующая сила меняется по гармо-

ническому закону )sin(0 tFFm ,  причем 2
00 2mF . 

Электромагнитный возбудитель колебаний. Ток катушки, намо-

танной на ферромагнитный сердечник, питается внешним гармони-

ческим напряжением (рис. 21). Магнитный поток в сердечнике 

замыкается через воздушный зазор и упруго закрепленный ферромаг-

нитный якорь. Согласно законам электротехники, пандемоторная 

сила, действующая на якорь, также изменяется по гармоническому  

закону. Такие возбудители широко применяются в промышленности. 

 

 

 
Рис. 19                                                                        Рис. 20 
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Ими оснащены ряд вибрационных машин, грохоты, питатели, вибро-

конвейеры. 

  

 
 

Рис. 21 

 

Существуют электродинамические, гидравлические, электро-

фрикционные и другие возбудители колебаний. 

Рассмотрим вынужденные колебания под действием гармони-

ческого возбуждения. В этом случае уравнение (52) примет вид 

    

                              ).sin(0 tFcxxm                                   (55) 

 

Получили линейное неоднородное дифференциальное уравне-

ние второго порядка. Его общий интеграл ищем в виде 21 xxx , 

где 1x  – общий интеграл соответствующего однородного уравнения 

011 xcxm  , совпадающего с (36), которое решено выше. Следо-

вательно, компонента 1x  изменяется  по гармоническому закону  

с частотой 
m

c
к . При учете сопротивления данная компонента 

будет убывать со временем по экспоненциальному закону, поэтому 

она несущественна. Гораздо большее значение  имеет другая 

компонента 2x , отвечающая частному решению уравнения (55). Она 

характеризует чисто вынужденные колебания     груза на пружине: 

 

                       2x D  sin )( t , .constD                          (56) 

Z 
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Подстановка (56)  в  (55) даѐт 

  

– )sin(2 tmD cD )(sin t = ),(sin0 tF  

 

или  

– 2

0 ,mD cD F  

 

откуда     
2

0

mc

F
D .     

Из (56)  получаем  

 

                                ).sin(
2

0
2 t

mc

F
x                                (57) 

 

Чисто вынужденные колебания носят гармонический характер 

с частотой возмущающей силы. Амплитуда чисто вынужденных 

колебаний  

                                     
2

0

2

0

1
c

m
c

F

mc

F
D . 

Обозначим стx
c

F0  – статическая деформация пружины под 

действием постоянной силы, равной амплитуде 0F  возмущающей 

силы. Введѐм коэффициент динамичности 

 

                             

2

2

1

1

к

,                                           (58) 

 

где к  – уже известная нам собственная частота.  
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Отметим, что коэффициент динамичности равен отношению амп-

литуды к статистической деформации пружины 
стx

D
. На рис. 22 

показана зависимость коэффициента динамичности от частоты воз-

мущающей силы. 

 

 

 
Рис. 22 

 

Явление бесконечного нарастания коэффициента динамич-

ности и амплитуды колебаний в случае совпадения частоты возму-

щения и собственной частоты к  носит название резонанса.   

Можно выделить два частотных диапазона:  

1) до резонансный низкочастотный диапазон (0 ‹  ‹ к), внутри 

него с ростом частоты коэффициент динамичности  увеличивается; 

2) зарезонансный высокочастотный диапазон (  › к), внутри 

него с ростом частоты коэффициент динамичности падает. 

Можем написать 

 

                       )(sin txст    
при    (0 ‹  ‹ к); 

                       - )(sin txст  
при    (  › к). 

 

1
 

           

k
 

  

w
 

0 

 

2х  



 37 

0  

F  

t 

 

 

         2
x  

2, xF  

         

 

б  

Следовательно, в дорезонансной области колебания проис-

ходят в одной фазе с возмущающей силой (рис. 23, а), а в заре-

зонансной – в противофазе (см. рис. 23, б). 

 

 

 
  

Рис. 23 

 

Найдѐм силу, которая передаѐтся колеблющимся грузом на 

основание (рис. 24). Она равна упругой силе пружины: 

 

)sin(2 tcxxсФ ст . 

 

 
 

                        Рис. 24 
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Таким образом, сила, передаваемая на фундамент, 

пропорциональна коэффициенту динамичности. При работе машины, 

совершающей интенсивные механические вибрации, всегда следует 

выполнить виброизоляцию фундамента. Значительные вибрационные 

нагрузки приводят со временем к его разрушению. Поэтому следует 

коэффициент динамичности  выбирать как можно меньше. Согласно 

выражению (58), 0   при 0к , а это значит, что и 0с . 

Следовательно, хорошая виброизоляция имеет место при использо-

вании упругих амортизаторов с весьма малой жѐсткостью.  

 

 

4. Чисто вынужденные колебания груза при резонансе 
 

Рассмотрим случай резонанса к . Это означает, что 2mc . 

Тогда уравнение (55) примет вид 

  

                                    
m

F
xx 02  .                                        (59) 

 

Будем искать решение чисто вынужденных колебаний, в этом 

случае в форме 

 

cos2 tЕx  ( t ), где соnstЕ . 

 

Вычисляем производные по времени от этой функции: 

 

)(sin)(cos2 tttЕx ;               

)(cos)(sin2 2
2 tttЕx . 

 

После подстановки в выражение (59) получаем  

 

),(sin)(cos)(cos)(sin2 022 t
m

F
tЕttttЕ

 

откуда 
m

tF
Е

2

0 . Следовательно, закон чисто вынужденных 

колебаний при резонансе будет иметь вид     
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                               ).(cos
2

0
2 t

m

tF
x                                 (60)  

 

Этот закон отвечает гармоническим колебаниям, амплитуда 

которых нарастает по линейному закону 
m

tF
tа

2

0 . Фаза резо- 

нансных колебаний сдвинута относительно фазы возмущения  

на четверть периода 
2

Т  возмущающей силы, так как   

.
4

sin
2

sin
Т

tttсos  

  

График зависимости (60) показан на рис. 25. 

 

 

 

 
                                                       

Рис. 25 

 

Бесконечное нарастание амплитуды со временем обусловлено 

отсутствием сил сопротивления движению, поэтому в действи-

тельности линейное нарастание амплитуды имеет место только  

в начале движения, когда силы сопротивления ещѐ заметно не ска-

зываются.  
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5. Простейший виброграф 
 

Вибрографом называется прибор, предназначенный для изме-

рения колебаний. Простейший виброграф (рис. 26) предназначен для 

измерения гармонических колебаний и состоит из корпуса прибора 3, 

который жѐстко установлен на колеблющемся основании; собственно 

вибратора 2, который представляет собой груз на пружине, прикреп-

лѐнный к корпусу. 

 
 

Рис. 26 

 

Барабан 4 вращается вокруг оси, жестко связанной с корпусом, 

с постоянной  угловой скоростью. Стрелка 1 шарнирно связана с кор-

пусом и вибрографом, на конце стрелки установлено перо.  

Имеет место случай кинематического возбуждения колебаний, 

поэтому уравнение движения в соответствии с (54) будет иметь вид  

 

)(sin2 tamxcxm  , 

 

откуда  для чисто вынужденных колебаний, согласно (57), получим  

 

                           )(sin
2

2

2 t
mc

am
x ,                                  (61) 

 

где a  и  – неизвестные величины.  

tasin
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Упругий элемент, с помощью которого виброграф крепится  

к  корпусу, выбирается достаточно мягким  2mс , поэтому из (61) 

получаем приближѐнно  

 

).(sin2 tax  

 

Напомним, что 2x  – это относительная координата. Для 

абсолютной координаты вибрографа будем иметь 

 

                        .0)(sin)(sin tataxабс   

 

Итак, точка О  неподвижна (см. рис. 26), точка А  колеблется 

вместе с корпусом. Следовательно, конец пера – точка  В  – колеб-

лется  по закону 

 

).(sin tа
ОА

ОВ
xВ  

 

 

6. Случай периодического негармонического возмущения 
 

Предположим, что действующая на груз внешняя сила изме-

няется по периодическому, но не гармоническому закону (рис. 27). 

Здесь 
2

, TTtFtF . 

 
Рис. 27 

tF   

T  

t    
0   
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В силу периодичности возмущения она может быть разложена 

на ряд Фурье: 

                   
1

0 )(sin)(cos
i

ii tiвtiaatF ,             (62) 

 

причѐм среднее значение возмущающей силы определяется по формуле 
 

  ,
1

0

0 dttF
Т

а
Т

 

 

а остальные  коэффициенты ряда – по формулам 
  

,)(cos
2

0

dttitF
T

a
T

i     
0

2
sin ( )

T

iв F t i t dt
T   

 ( ,...)3,2,1i  

 

Чисто вынужденные колебания также будем искать в виде 

ряда Фурье: 

                     .)(sin)(cos
1

0
i

ii tiBtiAAx                 (63) 

 

Причѐм коэффициенты ii BАА ,,0  заранее неизвестны. 

Подстановка (62) и (63) в уравнение (52) даѐт 
 

1

2222 )(sin)(cos
i

ii tiiBtiiAm
 

0

1

cos ( ) sin ( )i i

i

c A A i t B i t

.)(sin)(cos
1

0
i

ii tiвtiaa  

 

Приравнивание коэффициентов при одинаковых тригономет-

рических функциях даѐт 

 

,0
0

c

a
A        ,

22imc

a
A i

i       
22imc

в
B i

i . 
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В соответствии с (63) окончательно получаем 
 

                          
1

22

0
)(cos

i

i

imc

tia

c

a
x .                              (64) 

 

Если ввести собственную частоту колебаний к, то выраже- 

ние (64) можно переписать в следующем виде: 
 

1
222

0
)(sin)(cos1

i

ii

iк

tiвtia

mc

a
x . 

 

Таким образом, чисто вынужденные колебания являются 

периодическими периода  Т, но не гармоническими. 

Заметим, что, если 
i

к
  ( i  = 1, 2, 3,…), то x . 

Следовательно, в системе имеется бесчисленное множество резонан-

сов. В случае, когда 1i , к  и частота возмущения равна 

собственной частоте, имеет место основной,  или главный, резонанс 

(резонанс на частоте основной гармоники). Если i = 2, 3, 4, ,   

то , , , ...
2 3 4

к к к
. Получаем побочные  резонансы на частотах  

второй, третьей, четвѐртой и т.д. гармониках. Отметим, что побочные 

резонансы наблюдаются в низкочастотной области. 

Под амплитудой колебаний D в рассматриваемом случае будем 

понимать модуль  наибольшего отклонения от среднего значения 0A . 

График назначения  амплитуды в зависимости от  показан на рис. 28. 

 
        Рис. 28 
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 Отметим, что при учѐте сопротивления движению амплитуды 

при всех резонансах будут конечными, причѐм значение побочных 

резонансов высоких порядков весьма мало. 

 

 

7. Биения 
                  

Рассмотрим вынужденные колебания груза под действием 

двух гармонических сил различной частоты )(sin 11 tF  и )(sin 22 tF , 

где 21, FF  – амплитуды сил; частоты 21,  этих сил будем считать 

взаимно иррациональными, т. е. их отношение не является рацио-

нальным числом. Тогда суммарная сила является не периодической,  

а почти периодической. Дифференциальное уравнение движения 

груза запишется так: 

 

                        ).(sin)(sin 2211 tFtFxcxm                   (65) 

 

Как и раньше, ограничимся исследованием только чисто 

вынужденных колебаний. Частное решение уравнения (65) будем 

искать в виде 

 

                              ).(sin)(sin 2211 tAtAx                         (66) 

 

Подстановка (66) в (65) позволяет найти коэффициенты 1А  и 2А : 

 

                   ,
2
1

1
1

mc

F
А         .

2
2

2
2

mc

F
A

 

 

Перепишем (66) в виде 

 

)(sin)(sin
2

)(sin)(sin
2

21
21

21
21 tt

AA
tt

AA
x  

или 

        

1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 1 2sin cos cos sin .

2 2 2 2
x A A t t A A t t  
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Последнее выражение можно представить так: 

 

                            ,
2

sin 21 tAx                            (67) 

 

где 

 

tAAtAAA
2

sin
2

cos 2122
21

2122
21 ,  

 

ttg
AA

AA
tg

2

21

21

21 .  

 

Таким образом, закон колебаний (67) является гармоническим 

с частотой  ,
2

21  однако амплитуда и начальная фаза не являются 

постоянными, а меняются по времени с частотой )( 21  (частота 

модуляции).  

Если ,21  то частота изменения амплитуды и фазы много 

меньше частоты колебаний. Такое движение называется биениями. 

График биений показан на рис. 29.  

 

 
Рис. 29 

                                                              

x
 

t
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Аналогичное явление наблюдается, если частота возмущения 

оказывается близкой к собственной частоте ( ) .к  Это происходит 

вследствие наложения чистоты вынужденных и собственных коле-

баний с близкими частотами.  

 

8. Движение груза на пружине под действием возмущения 
произвольного вида 

 

Пусть tF  – произвольная функция времени. Это может быть 

прямоугольный импульс продолжительности 0t  (рис. 30) или гармо-

ническое возмущение с амплитудой, убывающей по экспоненте (рис. 31) 

или что-нибудь ещѐ. Преобразуем уравнение (52) к виду 
 

                               2 .
F t

x к x
m

                                        (68)  

 

Общее решение соответствующего однородного уравнения 

можно записать в виде 
 

                  ).(sin)(cos 21 tкСtкСx                              (69) 

 
 

          Рис. 30                                                                 Рис. 31 

 

Для нахождения решения неоднородного уравнения примем 

метод вариации произвольных постоянных, а именно, будем искать 

решение уравнения (68) в форме (69), но величины 1C   и 2C  считать 

функциями времени. Продифференцируем выражение (69) по времени: 

 

 

 

            O 

F(t) 

F0 

F(t) 

t 

t 
 O 

t0 
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).(cos)(sin)(sin)(cos 2121 tкСкtкСкtкСtкСx       (70) 

 

Заметим, что две неизвестные функции  tС1  и tС2  связаны 

лишь одним условием – уравнением (68), поэтому их можно подчи-

нить произвольному условию. Потребуем, чтобы 
 

                        1 2cos ( ) sin ( ) 0,С к t С к t                              (71) 
 

тогда из (70) получаем 
 

                    кtкСкx )(sin1 )cos(2 tкС .                  (72) 

 

Выполняем ещѐ одно дифференцирование: 
 

).(cos)(sin)(sin)(cos 212
2

1
2 tкСкtкСкtкСкtкСкx      (73) 

 

Подставим  (69) и (73) в (68). После упрощений придѐм к урав-

нению 

                     .)(cos)(sin 21
cm

tF
tкСtкС                        (74) 

 

Из системы двух линейных алгебраических уравнений (71) и (74) 

относительно 1С  и 2С  находим 

 

            ),(sin1 tк
cm

tF
С           ).(cos2 tк

cm

tF
С              (75) 

 

Решим уравнения (75) для нулевых начальных условий: 

 

,00t     .000 21 СС  
 

Непосредственно интегрируя (75), получаем 

 

dкF
cm

С
t

)(sin
1

0

1 ;    .)(cos
1

0

2 dкF
cm

С
t
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Подстановка в выражение (69) даѐт 

 

,)(sin)(cos)(cos)(sin
1

0 0

t t

dktкFdtккF
cm

x  

 

или 

                         dtкF
cm

x
t

sin
1

0

.                         (76) 

 

Итак, движение груза при нулевых начальных условиях под 

действием произвольного возмущения представляется через интеграл 

Дюамеля (76). 

        

9. Вынужденные колебания с сопротивлением 
 

Рассмотрим вынужденные колебания груза на пружине при 

наличии вязкого сопротивления под действием гармонической силы. 

Соответствующее дифференциальное уравнение движения имеет вид  

 

0 sin ( )m x x c x F t 
 

 

или, после деления на массу (см. подразд. 2 разд. II), 

 

                             
)(sin2 02 t

m

F
xкxnx  .                        (77)     

 

Для  математически эквивалентной электрической задачи  

(рис. 32) будем иметь дифференциальное уравнение 

 

),(sin tE
c

q
qRqL 

 
 

где E – ЭДС источника. 
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Рис. 32 

                                                                              

Общее решение однородного уравнения, соответствующего (77), 

изменяется со временем по закону, найденному при исследовании 

затухающих колебаний. Поэтому чисто вынужденное решение 

уравнения (77) играет основную роль. Будем искать его в виде 

 

                            ).(sin)(cos tвtax                           (78) 

 

Подстановка выражения (78) в (77) даѐт 

 

).(sin)(sin)(cos

)(cos)(sin2)(sin)(cos

02

2

t
m

F
tвtaк

tвtantвta

. 

 

Приравнивание коэффициентов при одинаковых функциях 

приводит к системе для нахождения коэффициентов a  и в :      

                       

,0222 вnaк  

2 .022

m

F
вкan  

Откуда 

,

4

2

22222

0

nкm

Fn
a    

 

.
4 22222

0
22

nкm

Fк
в  

 

R
 

c
 

         

 

L
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После подстановки в (78) получаем 

 

.)(sin

4

)(cos

4

2

22222

22

22222

0 t

nк

к
t

nк

n

m

F
x  

 

Обычным способом это выражение можно привести к виду 
 

.sin tDx  

 

Причѐм 

D = ,

4 22222

0

nкm

F
     .

2

22к

n
tg

 

 

Как и раньше, отношение амплитуды вынужденных колебаний 

к статической деформации пружины назовѐм коэффициентом дина-

мичности, для которого в данном случае получим 
 

                                .

4 22222

2

nк

к
                               (79) 

 

Легко видеть, что       ,10        .0lim  

Максимум коэффициента динамичности отвечает минимуму 

величины ∆= .4 22222 nк  Берѐм производную от ∆ и прирав-

ниваем еѐ нулю: 
 

                        ,0822 222 nк
d

d
            

 

откуда .2 222 nк  Конечно, это выражение должно быть 

положительным. Поэтому минимум величины ,  а значит, максимум 

амплитуды будут иметь место лишь при к > .2n  Вычисления дают 

 

     ),(4 222
min nкn            .

2 22

2

max
nkn

k
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График зависимости коэффициента динамичности от частоты 

возмущения показан на рис. 33. Он называется амплитудно-частотной 

характеристикой системы.   

Графическое изображение зависимости начальной фазы  как 

функции параметра  называется фазочастотной характеристикой 

системы. Из выражения для тангенса начальной фазы получаем, что 

при малых     
 

,0
2

2к

n
tg   при  >> к      

2
0;

n
tg

 
 

при к    ,tg  значит, 
2

   при  .к  

На рис. 34 изображена фазочастотная характеристика. Если 

коэффициент демпфирования стремится к нулю, то фазочастотная  

характеристика переходит в ломаную линию ОАВ.  

 
Рис. 33                                                      Рис. 34  

 

При к0  фазовый сдвиг невелик .
2

0  Как было 

указано выше, 
2

 при .к  В результате получим 

max
  

 
 

 

         

2

k
n

 

22 2 nk

 

 

O 

 2  

  

B
 

O 

A  

k
 

 

 

          k  

 

           

     

2

k
n

 

           



 52 

,
2

sin tDx  т. е.  колебания сдвинуты относительно возму-

щающей силы на четверть периода (рис. 35).  

В зарезонансной области к  сдвиг фазы ;
2

 в слу-

чае, когда ,к  сила и колебания находятся примерно в проти-

вофазе (рис. 36). 
  

 
                Рис. 35                                                   Рис. 36              
 

Найдѐм силу Ф


, передаваемую через упругий элемент и 

демпфер на основание (рис. 37). 

 
Рис. 37 

0F  

D  x  
F  

0
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D  x  F  

t  
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t  

F


 

Ф


 



 53 

1 

Очевидно, xxсФ    или .22 xnxкmФ   Закон 

колебаний можно представить в виде 

 

.sin txx ст  

Значит,  

 

.cos txx ст
 

 

Отсюда  

 

tntкxmФ ст cos2sin2 . 

 

Максимальное значение силы 

 

224
0

224
max 44 nкF

c

m
nкxmФ ст . 

 

Введѐм коэффициент виброизоляции  .
0

max

F

Ф
 Тогда 

 

                                     .41
4

22

к

n
   

 

С с учѐтом (79) получим 

 

 

4

22
2

2

2

4

22

4
1

4
1

к

n

к

к

n

    . 
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Очевидно,  
            

.1,0lim,1
20 к

 

 

График зависимости коэффициента виброизоляции  от   

при различных n  показан на рис. 38 (n1 > n2 ). 

 

 
Рис. 38 

 

Из графика видно, что в низкочастотном диапазоне для сни-

жения коэффициента виброизоляции следует увеличить силу вязкого 

сопротивления путѐм установки соответствующего демпфера. 

Наоборот, в высокочастотном диапазоне увеличение коэффициента 

сопротивления влечѐт за собой увеличение коэффициента вибро-

изоляции.  
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1
n  

2
n  
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III. МЕХАНИЧЕСКИЕ  КОЛЕБАНИЯ  СИСТЕМЫ  
С  ДВУМЯ  СТЕПЕНЯМИ  СВОБОДЫ 

 

1. Кинетическая и потенциальная энергия системы  
вблизи положения устойчивого равновесия 

 

Рассмотрим механическую систему со стационарными связями 

и с s  степенями свободы, соответственно, еѐ положение в прост-

ранстве описывается s  обобщѐнными координатами: 

 

sqqq ...,,, 21 . 

 

Потенциальная энергия системы ....,,, 21 sqqqПП   Она 

определяется с точностью до постоянного слагаемого. Выберем его 

так, чтобы в так называемой нулевой точке 

 

                                .00,...,0,0П                                     (80) 

 

Обобщѐнные координаты  будем отсчитывать таким образом, 

чтобы при 0...21 sqqq  имело место положение равновесия. 

Следовательно, в этой точке выполняются равенства  

 

                           .0...

00201 qs

П

q

П

q

П
                    (81) 

 

Разложим потенциальную энергию в s -кратный ряд Макло-

рена:  

 

...
2

1
0,...,0,0

0

2

1101
ji

ji

s

j

s

i
i

s

i i

qq
qq

П
q

q

П
ПП     (82) 

 

Обозначение 
0

 говорит о том, что соответствующие част-

ные производные вычисляются в нулевой точке. Первый и второй 

члены разложения (82), согласно (80) и (81), равны нулю. Невыпи-

санные слагаемые содержат обобщѐнные координаты в третьей, чет-
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вѐртой и т. д. степенях. Поэтому вблизи положения равновесия, когда 

обобщѐнные координаты малы, ими можно пренебречь. 

Введѐм квазиупругие коэффициенты: 

  

                           .,

0

2

ijji
ji

ji сс
qq

П
с    

 

Потенциальная энергия, таким образом, вблизи положения 

равновесия представима в виде следующей однородной квадратич-

ной формы: 

         

                               .
2

1

11
jiji

s

j

s

i

ссП                              (83) 

 

Например, для системы с двумя степенями свободы (s = 2) 

получим  

 

                   .
22

2

1

2
2

22
2112

2
1

11

2
22212212112

2
111

q
с

qqсq
с

qсqqсqqсqсП

         (84)      

 

Пусть система состоит из n  материальных точек. Радиус- 

вектор к -й точки является векторной функцией обобщѐнных 

координат:  

 

                                1 2, , ..., .к к sr r q q q                              (85) 

 

В свою очередь, 

 

                 .,...,, 2211 tqqtqqtqq ss              (86) 

 

Равенства (85) и (86) определяют радиус-вектор  к -й  точки как 

сложную функцию времени, причѐм обобщѐнные координаты высту-

пают как промежуточные аргументы. 
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Скорость к -й  точки определяется формулой 

 

td

rd
v

к
к



. 

 

Согласно правилам сложного дифференцирования, получим 

  

....
1

2
2

1
1

i

s

i i

к
s

s

ккк
к q

q

r
q

q

r
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r
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r
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Дня кинетической энергии системы имеем 

 

2

12

1
к

n

к
к vmТ . 

 

Кроме того,  

 

.
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2
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к
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к
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r
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В результате кинетическая энергия системы определится 

выражением 
  

                   

.
2

1

111
ji

j

к
s

j i

к
s

i

n

к
к qq

q

r

q

r
mТ                     (87) 

 

Введѐм обозначения: 
  

.
1 j

к

i

к
n

к
кij

q

r

q

r
mА

 
 

Эти величины являются скалярными функциями обобщѐнных 

координат и называются квазиинерционными коэффициентами. 

Очевидно, .jiij AА     
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Разложим данные коэффициенты в ряды Маклорена  вблизи 

положения равновесия:  

 

......0,...,0,0

0

2

02
1

01
s

s

ijijij
ijij q

q

A
q

q

A
q

q

A
AА

 
 

Сохраним только немалые члены соответствующих рядов  

и обозначим  

 

0, 0,..., 0 .ij ija A
 

 

С указанной степенью точности из (87) получаем  

 

                                 .
2

1

11
jiij

s

j

s

i

qqaТ                               (88) 

 

Итак, кинетическая энергия системы является однородной 

квадратичной формой обобщѐнных скоростей. Для системы с двумя 

степенями свободы получим 

 

                       .
22

2

1

2
22

21121
11

2
22212212112

2
111

q
a

qqaq
a

qaqqaqqaqaТ





          (89)  

 

2. Движение консервативной системы  
с двумя степенями свободы в окрестности  

устойчивого положения равновесия 
 

Вблизи положения равновесия потенциальная и кинетическая 

энергия системы с двумя степенями свободы определяется форму-

лами (84) и (89). Кинетическая энергия по своему смыслу положи-

тельна. Если  

  02q , то ,0
2

2
1

11 q
a

T    следовательно,   .011a           (90)     
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Точно так же получим, если 
   

1 0 ,q    то   .022a                           (91) 

 

Перепишем выражение (89) следующим образом: 
  

.
2

_

2

2
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2
2

11

2
121122

2

2
11
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Положим 2
11

12
1 q

a

a
q  , тогда из условия, что 0T , и (90) 

следует  

                           .02
122211 aaa                                      (92) 

 

Инерционные коэффициенты всегда должны удовлетворять 

условиям (90)–(92). 

Пусть в положении равновесия 021 qq  потенциальная 

энергия имеет строгий минимум, равный нулю. Значит, вблизи поло-

жения равновесия 0П . На основании выражения (84) приходим  

к неравенствам, наложенным на квазиупругие  коэффициенты: 
 

                             .0,0,0 2
1222112211 ccccc                       (93) 

 

Составим уравнения движения системы в форме Лагранжа: 
 

                        0
j j j

d T T П

d t q q q
   ).2,1( j                  (94) 

 

Имеем  для  j = 1 

.,0,, 212111
11

212111
1

212111
1

qcqc
q

П

q

T
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q

T
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d
qaqa

q
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Аналогичные результаты получим для .2j   
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Подстановка в (94) даѐт 

 

             .0

,0

222112222112

212111212111

qcqcqaqa

qcqcqaqa




               (95) 

 

Частное решение системы (95) ищем в виде 

 

                                 ,, 21

trtr
eaqeq                             (96) 

 

где  r – характеристический показатель; а – постоянная. 

После подстановки в систему (95) и сокращения на 
tr

e  по-

лучаем 

012
2

1211
2

11 craacrа ; 

(97) 

.022
2

2212
2

12 craacra  

 

Исключим из этих уравнений величину а . Придѐм к следую-

щему выражению: 

 

              .0
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1222
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2211
2

11 cracracra           (98) 

 

Левую часть последнего равенства обозначим .
2r

она  

Далее 00 2
122211 ccc   (см. третье условие (93)). 

Кроме того, 
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Из рис. 39 видно, что оба корня уравнения (98) вещественны  

и отрицательны. Обозначим их ., 2
2

22
1

2 кrкr  Следовательно, 

имеем две пары чисто мнимых сопряжѐнных характеристических 

показателей: 
 

iкriкr 24,312,1 , . 

 

Каждой паре первого или второго уравнения (97) отвечает своѐ 

значение постоянной а : 
 

,

12
2
112

2
11111

1
cкa

кac
a       

12
2
212

2
21111

2
скa

кac
a . 

     
Найденным значениям характеристических показателей соот-

ветствует следующее общее решение системы (95): 
 

,sinsin 2221111 dtкСdtкСq
 

(99) 

                         
,sinsin 222211112 dtкaСdtкaСq
 
 

 

где 2121 ,,, ddСC произвольные постоянные. Их количество совпа-

дает с порядком системы (95).  

Подставим начальные условия: 
  

.,,,,0 202101202101 qqqqqqqqt 
 

 

Подстановка этих условий в (99) приводит к уравнениям для 

определения произвольных постоянных: 

  

,sinsin 221110 ССq   ,sinsin 22211120 aСaСq  

   

.coscos 2222111120 акСaкСq
 

 

В соответствии с выражениями (99) закон изменения обеих 

координат представляет собой наложение (суперпозицию) двух раз-

личных гармонических колебаний с частотами 1к  и  2к . Если эти 

частоты рационально несоизмеримы друг с другом, то результи-

,cos 22211110 сosкСкСq
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рующие колебания являются непериодическими, т. е. нельзя найти 

промежуток времени, через который величины обобщѐнных коор-

динат и скоростей повторяются. Такие колебания называются почти 

периодическими. Наименьшая частота 1к  собственных колебаний 

называется частотой основного тона, большая частота 2к  – обер-

тоном.   

Уравнение для нахождения частот получим из (98), если в нѐм 

положить  .22 кr  Получим биквадратное уравнение   

 
22 4 2

11 22 12 22 11 11 22 12 122к a a a к a c a c a c к  

(100) 
2

11 22 12 0.с с с  

 

Предположим, что вторая обобщѐнная координата 2q  искусст-

венно заторможена. Тогда из (95) получаем 

 

,0111111 qcqa    .02q  

 

Этому случаю отвечают гармонические колебания с частотой  

 

.
11

11
1

a

c
n  

 

Аналогично при заторможенной координате 1q  получим  гар-

монические колебания с частотой  

 

22
2

22

.
c

n
a

 

 
Парциальной частотой колебаний консервативной системы  

с двумя степенями свободы называется частота еѐ колебаний в том 

случае, когда одна из обобщѐнных координат искусственно затормо-

жена. Найденные выше 1n  и 2n  – парциальные  частоты.   Из  рис. 40 
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видно, что парциальные частоты лежат в диапазоне между основ-

ными тоном и обертоном:  2211 кnnк . 

 

 

 

         Рис. 39                                                  Рис. 40 

 

График функции 2к  получаем из рис. 39 заменой 2r на  2к . 

Введѐм обозначения: 
 

      
1

1111 sin tкc ;  2222 sin tкс  .        (101) 

 

Тогда закон колебаний (99) может быть переписан: 

  

                       211q ;     .22112 aaq                   (102)  

 

Равенства (102) можно рассматривать как замену переменных 

21 , qq  на 21, . Новые обобщѐнные координаты, согласно (101), 

меняются по закону гармоник с частотами 1к  и 2к . Поэтому 

дифференциальные уравнения системы в новых координатах имеют 

следующий вид: 

2

1 1 1 0;к     02
2
22 к . 

 

  

0  

0 0 

 

2

2
k  

2

1
k  

2222
kc  1111

kc  

2

2
k  

2

1
n  

2

2
n  

2r  
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Новые координаты называются нормальными, отвечающие им 

гармонические колебания называются нормальными колебаниями. 

Рассмотрим частные случаи. 

Случай кратных корней. Пусть квазиинерционные и квази-

упругие коэффициенты пропорциональны: 

  

                               .2

12

12

22

22

11

11 к
a

c

a

c

a

c
                           (103) 

 

Отсюда 2
1212

2
2222

2
1111 ,, кaскaскaс . Поставим эти 

значения в (95): 
 

2 2

11 1 1 12 2 2 0 ;a q к q a q к q     

   .02
2

2221
2

112 qкqaqкqa   
 

Определитель этой системы, согласно (92), отличен от нуля. 

Следовательно, 
 

,01
2

1 qкq     .02
2

2 qкq  

 

Таким образом, координаты 1q  и 2q  изменяются по гармони-

ческому закону с одной и той же частотой: 

 

,sin 111 tкСq  .sin 222 tкСq
 

 

Однако амплитуды 21, СС  и начальные фазы 21,  в общем 

случае не совпадают. Очевидно, в рассматриваемом случае собствен-

ные и парциальные частоты, согласно (103), сливаются: 

  

.2211 кnnк  

 

Случай нулевого корня. Пусть квазиупругие коэффициенты 

удовлетворяют  равенству 
 

.02
122211 ссс  
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Это означает, что в точке 021 qq  потенциальная энергия не имеет 

строгого минимума. В этом случае для анализа устойчивости равно-

весия необходимо учитывать члены более высокого порядка в рас-

положении потенциальной энергии [см. выражение (8.2)].  

 

3. Примеры свободных колебаний материальной системы 
с двумя степенями свободы 

 

1. Колебания двухмассовой упругой системы. Пусть х1, х2 –

отклонения соответствующих тел от их положений в состоянии 

устойчивого равновесия, а с1, с2 – 
коэффициенты жесткости пружин 

(рис. 41, а). За обобщѐнные координаты системы принимаем  х1 и  х2.  
 

 

 
 

Рис. 41 

 

Кинетическая энергия системы определится выражением 

 

.
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Таким образом,  ,, 222111 mama     .012a  

Для потенциальной энергии системы имеем 

 

 ,
22

2
12

22
1

1 xx
c

x
с

П  

или              

.
22

2
2

2
212

2
1

21 x
c

xxcx
сс

П
 

 

Отсюда  .,, 2122222111 ccccccc  

Частное уравнение, согласно (98),  будет 

 

                   .0)()( 2
2

2
22

2
121 скmскmсс               (104) 

 

Введѐм парциальные частоты. Пусть 2 0x    (см. рис. 41, б). 

Тогда первая парциальная частота .
1

21
1

m

cc
n    Теперь пусть 

01x  (см. рис. 41, в). Получим вторую парциальную частоту – 

.
2

2
2

m

c
n  Уравнение (104) можно переписать в следующем виде:  

 

.02
2

22
2

22
121 скnкnmm  

 

Введѐм обозначение 
1

2
3

m

c
n , что соответствует частоте 

системы в том случае, когда второе тело закреплено и пружина 

устранена.  

Частотное уравнение примет вид 

 

,02
3

2
2

22
2

22
1 nnкnкn

 
или 

.02
3

2
1

2
2

22
2

2
1

4 nnnкnnк  

)а  
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Очевидно, .
1

12
3

2
1

m

c
nn  Введѐм 

1

1
*

m

c
n  частота системы 

с отброшенной второй пружиной. В результате придѐм к такому 

уравнению: 

 

,02
*

2
2

22
2

2
1

4 nnкnnк
 

 

 откуда   

 

.
42

2
*

2
2

2
2

2
1

2
2

2
12

2,1 nn
nnnn

к   

 

Основной частоте отвечает решение со знаком «минус» перед 

радикалом, высшему обертону – решение со знаком «плюс». 

2. Колебания подрессоренной вагонетки.  Установленные  

на колѐсах подрессоренной вагонетки амортизаторы будем схема-

тизировать пружинами жѐсткости с . Центр масс точки С  будем 

считать расположенным на прямой, соединяющей точки А  и В  

крепления амортизаторов (рис. 42). Расстояния а  и в  в общем случае 

неодинаковы. Пусть qmР  – вес вагонетки, J еѐ центральный 

момент инерции.     

Вагонетка имеет две степени свободы. В качестве обобщѐнных 

координат принимаем х  вертикальное смещение центра масс  ваго-

нетки и  угол поворота вагонетки (рис. 43). Координаты будем 

отсчитывать от положения вагонетки при недеформированных пру-

жинах. Последнее положение считаем исходным. Итак, 000 ВСА
 

исходное положение вагонетки, ВСА
 
еѐ текущее положение при 

малых свободных колебаниях.                                                       

Кинетическая энергия вагонетки 22

23


J
x

m
Т , еѐ потен-

циальная энергия 0
2

0
2

0
22

xqmВВ
с

АА
с

П . Изменение 

обобщѐнных координат считаем малыми, поэтому 
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0 0, ;А А х а tg x a B B x в

.
22

22
xqmвх

с
ах

с
П   

 

 
Рис. 42 Рис. 43 

 

Выполнив обычную процедуру составления уравнений Лаг-

ранжа, получим 
 

qmaвcxcxm 2 ; 

(105) 

.0)( 22 васхавcJ   

 

Система дифференциальных уравнений получилась неодно-

родной, так как координаты х  и  отсчитываются не от положения 

статического равновесия. Положим 

constconstxqqхх 002010 ,,, . 

Динамические добавки 1q  и 2q  удовлетворяют соответст-

вующей однородной системе дифференциальных уравнений и могут 

быть истолкованы как новые обобщѐнные координаты, отсчитыва-

емые от положения статического равновесия. Подставляем 0 0, φх
  

в систему (105). Получим систему для нахождения этих параметров: 

 

0 0

2 2

0 0

2 ;
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с х с в а m q

c в а х с а в  
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Откуда  
 

202

22

0 ,
ва

ав

c

qm

ва

ва

c

mq
х . 

 

Отметим, что в симметричном случае, когда  

 

0 0, 0, ,
2

m q
а в х

c
 

 

для  1q  и 2q  получаем однородную систему: 

 

                     
02 211 qавcqcqm  ; 

02
22

12 qваcqавcqJ  . 

 

Будем иметь 

 

,, 2211 Jamа
  

авссвacccca 12
22

221112 ,,2,0 . 

 

Частотное уравнение 

 

      .02
222222 авскJваскmс       (106) 

Введем парциальные частоты:  

1. 
m

c
n

2
1

 
– собственная частота поступательных колебаний 

с исключѐнными поворотами.  

2. 
J

вac
n

22

2  – собственная частота чисто поворотных 

колебаний с закреплѐнным центром масс.  

Кроме того, пусть 
 

Jm

авc
n3 . 
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Уравнение (106) примет вид 02
3

22
2

22
1 nкnкn  или 

02
3

2
2

2
1

22
2

2
1

4 nnnкnnк , откуда 

 

                      2
3

22
2

2
1

2
2

2
12

2,1
42

n
nnnn

к . 

 

В несимметричной системе )( ав  поступательные вертикаль-

ные колебания сопровождаются поворотами. Если же система 

симметрична, то 03n  и мы получаем 11 nк , 22 nк . Очевидно, 

21 nn , если 
J

ac

m

c
222

, откуда a
m

J
 или a , где – радиус 

инерции вагонетки. 

Таким образом, если радиус инерции вагонетки меньше поло-

вины еѐ длины, то частота основного тона характеризуется посту-

пательными вертикальными колебаниями. Если же радиус инерции 

больше половины длины, то при колебаниях основного тона наблю-

даются чисто поворотные колебания.  

 

4. Вынужденные колебания материальной системы  
с двумя степенями свободы 

 

Рассмотрим вынужденные колебания вблизи устойчивого 

положения равновесия системы с двумя степенями свободы под 

действием внешнего гармонического возмущения. Дифференциаль-

ные уравнения движения имеют вид 

 

             )sin(1212111212111 tFqcqcqaqa  ; 

(107) 

            )sin(2222112222112 tFqcqcqaqa  ,               

  

где ,1F 2F  – амплитуды возмущающих сил;  – частота возмущения. 

Будем искать решение чисто вынужденных колебаний в виде 

 

                   )sin(),sin( 2211 tAqtAq .                  (108) 
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После подстановки (108) в (107) и сокращения на sin( )t  

получаем линейную систему уравнений для нахождения 1А  и 2А : 

 

                  2 2

11 11 1 12 12 2 1( ) ;с а A c a A F    

                  22
2

22222
2

1212 FAacAac ,             

  

откуда 

 

               
2

12122
2

2222121

1
acFacFA

 
; 

(109) 

               
2 2

2 2 11 11 1 12 122

1
A F c a F c a

 
,             

 

где                  
22

1212
2

2222
2

1111
2 acacac . 

 

Отметим, что частотное уравнение в задаче о свободных 

колебаниях имеет 02к , корни которого 1к  и 2к . Следовательно, 

когда частота возмущающей силы совпадает с одной из собственных 

частот, 2,1А . 

Таким образом, в системе есть две резонансные частоты: 

1. Основной резонанс на частоте основного тона 1кw . 

2. Высший резонанс на частоте обертона .2кw  

Пусть 02F , тогда из (109) получаем 
 

2

2
2222

11

ac
FA ;     

2

2
1212

12

ac
FA . 

 

Амплитуды колебаний по первой обобщѐнной координате об-

ращаются в нуль, если 02
2222 ас , откуда 2

22

22 n
a

c

 
– вторая 

парциальная частота при заторможенной первой координате.  
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Явление обращения в нуль чисто вынужденных  колебаний  

по одной из обобщѐнных координат называется антирезонансом.  

В данной задаче антирезонанс по координате  1q  наблюдается при 

2n , при этом вторая координата .02q  Ранее было показано, 

что .221 кnк  Поэтому амплитудно-частотная характеристика сис-

темы при 02F  имеет вид, как на рис. 44. При учѐте сил сопро-

тивления эта характеристика имеет вид, как на рис. 45. Резонансные 

пики становятся конечными и несколько смещены в низкочастотную 

область. При  этом высокочастотный резонансный пик обычно менее 

интенсивный. Таким образом, наиболее опасным является резонанс 

на основном тоне. Гашение колебаний на частоте антирезонанса 

является неполным. 

На явлении антирезонанса основан принцип действия 

линейных гасителей колебаний.  

 

 

 Рис. 44                                        Рис. 45 

       

 

Пусть имеется машина, идеализированная в виде груза на 

пружине (рис. 46). Машина находится под действием внешнего 

гармонического возмущения. Чтобы погасить чисто вынужденные  

вибрации тела, к нему присоединяют линейный гаситель в виде 

массы 2m  на пружине жѐсткости 2с  (рис. 47).   При этом гаситель 

колебаний таков, что его парциальная частота настроена на частоту 

возмущения  
2

2
2

m

c
n . В этом случае  .0,0 21 qq

 

1А  
1А  

0  
1

k  2
n  2

k  
0  

1
k  2

n  2
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                    Рис. 46                                         Рис. 47 

 

 

Недостатки линейных гасителей колебаний:  

1. Гашение происходит только на частоте антирезонанса,  

в широком частотном диапазоне гашение исключено.  

2. Высокая чувствительность гашения по отношению к вариа-

ции параметров машины (при изменении жесткости амортизаторов, 

величины масс, сил сопротивления эффективность гашения резко 

падает).  

Поэтому для гашения в широком диапазоне обычно исполь-

зуют нелинейные гасители колебаний виброударного типа. Такие 

гасители называются пассивными гасителями. Существуют также 

активные гасители, в которых используется система автоматического 

управления.  

 

5. Колебания вращающихся валов 
 

Рассмотрим круглый вал, вращающийся  с угловой  скоростью .  

Посередине вала насажен эксцентрично диск (рис. 48). Обозначим 

через е  эксцентриситет диска – расстояние от его центра масс до 

недеформированной оси вала. Массой вала по сравнению с массой 

диска m  будем пренебрегать. При вращении на вал со стороны диска 

действует сила инерции J


 (центробежная сила), под действием 

которой вал приобретает поперечную деформацию (рис. 49). Пусть 

r поперечная деформация вала в месте насадки диска. Тогда 

tF sin1  

tF sin1  

1
m  

1m  
2m  

1q  

2q  

1
c

 

1с  

1q  

2с  
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модуль центробежной силы 2)( rmJ  . Эта сила уравновеши-

вается упругой силой F


 вала, еѐ модуль .rcF   

Коэффициент жѐсткости c  вала определяется в ходе решения 

следующей задачи сопротивления материалов: имеем балку длиной  , 

к середине балки приложена сила F


. Найти прогиб балки в точке 

приложения этой силы (рис. 50).  

Очевидно, 
2

F
RR ВA . Дифференциальное уравнение изог-

нутой оси балки имеет вид 
 

,// MyJE
 

 

где E модуль упругости; J момент инерции сечения вала, равный 

,
4

4R
J

 
если вал круглый. Изгибающий момент в сечении 

,
2

A

F
М R x x

 
значит,  .

2

// x
JE

F
y      

 

     
            

Рис. 48 Рис. 49 
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Рис. 50 

 

Интегрируем это выражение первый раз: 
  

.
4

1
2 Сx

JE

F
y

 
 

Постоянная 1С  ищется из условия, что сечение в середине вала 

не поворачивается: .0

2


x

y   Тогда 
2

1
4 4

F
С

E J



 

и, следо-

вательно,   

.
44

2
2 

x
JE

F
y  

 

Интегрируем второй раз: 
 

.
434

2

23

Сx
x

JE

F
y



 
 

В точке A прогиб отсутствует, отсюда 0
0 ./

x
у

 
Следователь-

но, ,02С  мы получаем следующее уравнение упругой линии вала:  

                        .
434

23

x
x

JE

F
y


                           (110) 

2
l  

2
l  

A  В  

BR


 АR


 
х  

y  

y  

r  
x  

F


 

z  
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Для нахождения величины r  нужно в (110) подставить 
2


x . 

Тогда получим .
48

3

JE

F
r


 Следовательно, коэффициент жѐсткости 

вала  

.48
3

JE

r

F
c  

    

Из условия, что сила инерции J


 (центробежная сила) уравно-

вешивается упругой силой F


 вала, т. е. FJ , получаем 

 

,2 rcrem   откуда    .
2

2

mc

em
r  

Обозначим 
c

к
m

частоту собственных колебаний диска на 

невращающемся  валу, тогда 

  

1
2

2к

e
r . 

 

Если к , то r . Частота, при которой поперечные 

прогибы вала неограниченно возрастают, называется критической 

частотой вращения. В данной задаче критическая частота вращения 

совпадает с собственной частотой поперечных колебаний диска  

на невращающемся валу:  .ккр       

В общем случае критическая частота не совпадает с собствен-

ной. Пусть диск насажен несимметрично относительно опор, тогда 

при поперечных колебаниях он будет поворачиваться. При этом 

вследствие влияния кориолисовых сил инерции возникает гироскопи-

ческий момент, а критическая частота увеличивается по отношению  

к собственной.  
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6. Свободные колебания вала околостационарного 
положения 

 

Исследуем случай, когда сечение вала имеет различные 

главные моменты инерции, а значит, и различную изгибную 

жѐсткость.  Предположим также, что начальный эксцентриситет  

отсутствует )0(е . Рассмотрим возмущѐнное положение диска, 

показанное на рис. 51. Оси  координат yx,  жестко связаны с диском 

и выбраны параллельно главным осям инерции сечения вала  

2211 и . При этом система координат Оxy  вращается с угловой 

скоростью  вала.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

           Рис. 51 

 

Уравнение поперечных колебаний диска во вращающейся 

системе координат имеет вид 

  

                       ,cer JJFwm


                             (111) 

 

где rw


относительное ускорение центра масс вала; F


 упругая 

сила; ce JиJ


 
соответственно переносная и кориолисова силы 

инерции.  

k 

1 

у 

 

 t 

 

j


r


 
i


 0 

1 
2  

2  

z  

x к
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Пусть центр масс вала в подвижной системе координат 

задаѐтся радиусом-вектором jyixR


  (через координаты центра 

масс). Учитывая, что векторы угловой скорости вала и относительной 

скорости центра масс вала определяются соотношениями к


  

и  ,jyixvr








 получим выражения для сил, входящих в (111):  

 

,21 jycixcF


 
 

где 1c  и 2c  – изгибная жѐсткость вала в направлениях 1–1 и 2–2;    

 

RmJ e


2 ;

iyjxmjyixкmvmJ rc














222 . 

 

Так как jyixwr








, то, записывая (111) в проекциях на оси 

подвижной системы координат, получим 
 

                       ymxmxcxm  22
1 ; 

                       xmymycym  22
2 ,     

 

 или, сократив на массу m, 

 

                        0222
1 yxкx  ; 

(112) 

                        02
22

2 xyкy  ,                                 

 

где 

m

с
к 1

1 ,     
m

с
к 2

2 . 

 

Решение системы (112) ищем в форме 

 

                  
tr

eAx 1  ,    
tr

eAy 2 .                              (113) 
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Подставив (113) в (112), получим систему двух однородных 

уравнений относительно 1А  и 2А : 

 

                          02 21
22

1
2 ArAкr ;         

                          02 2

22
2

2
1 AкrAr . 

 

Для нахождения ненулевого решения необходимо определи-

тель системы приравнять к нулю: 

 
2 2 2

1

2 2 2

2

2
0,

2

r к r

r r к
 

 

или 

02 22
2

22
1

22
2

2
1

24 ккккrr . 

 

Решив это биквадратное уравнение, получим два действитель-

ных корня: 
 

          

2
2

2
1

222
2

2
1

22
2

2
1

2
2,1 82

2

1
ккккккr  .     (114) 

 

Если ,02
2,1r  

то характеристические показатели в выраже- 

ниях (113) будут мнимыми, что соответствует устойчивому колеба-

нию вала около стационарного положения. Если 2
1r  или 2

2r  больше 

нуля, то среди характеристических показателей будут положительные 

и отклонения  вала х  и y  будут апериодически нарастать со вре-

менем, что соответствует случаю неустойчивости. Таким образом,  

из (114) следует, что критическому состоянию вала соответствует 

условие 

 

22
2

2
1

2
2

2
1

222
2

2
1 28 кккккк . 
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Возведя обе части последнего равенства в квадрат и приведя 

подобные члены, получим 

 

                                    .02
2

22
1

2 кк     

 

Это неравенство удовлетворяется, если  лежит в пределах 

 

                                     21 кк ,                                    (115) 

 

что и доказывает неустойчивость движения вала в некотором 

интервале угловых скоростей вращения. 

В случае круглого вала его изгибная жѐсткость одинакова  

в любом направлении ссс 21 , следовательно, 
m

с
кк 21   

и область (115) вырождается в точку 
m

с
кр .     

Таким образом, круглый вал теряет устойчивость стацио-

нарного положения при достижении угловой скорости критического 

значения:  
m

с
кр . 

 

7. Колебания вращающегося горизонтального вала  
с учѐтом веса диска 

              

Предположим, что ось вала (рис. 52) горизонтальна. При 

составлении уравнений движения в этом  случае необходимо учесть 

также силу веса, проекции которой соответственно равны  

,sin tmq  .cos tmq
 
Тогда получим систему 

 
2 2

1 2 sin ;x к x y q t 
 

      (116) 
2 2

2 2 cos ,y к y x q t   
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Рис. 52 

 

которая отличается от системы (112) наличием правых частей. 

Общий интеграл систем (116) состоит из суммы решения однородной 

задачи (112) и частного интеграла уравнений (116). Рассмотрим 

частный интеграл системы (116), чтобы выяснить ещѐ одну 

возможность критического состояния. Чисто вынужденные 

колебания ищем в виде  

 

                  twAx sin1 ,  .cos2 twAy                     (117) 

 

Подставляя (117) в уравнения (116), приходим к неоднородной 

системе алгебраических уравнений для амплитуд 1A  и 2A : 

 

,22 2
2

1
22

1 qAAк  

.22 2
22

21
2 qAкA  

 

Решив систему, получим 

 

,
2

4
2
2

2
1

22
2

2
1

22
2

1
кккк

к
qA  

.
2

4
2
2

2
1

22
2

2
1

22
1

2
кккк

к
qA  

 

y  

 
1

y  

t  

0  

с  

j


 
i


 р


 

1
х  

х  
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Критическое состояние наступает, если знаменатель получен-

ных выражений стремится к нулю; это возможно при условии 

 

                                           .
2 2

2
2
1

2
2

2
12

кк

кк
                                     (118) 

 

Полагая в (118)  ,21 кк  получим 

 

                                             .
22

21 кк

 
 

Таким образом, для круглого вала критическое состояние 

возможно при угловой скорости, равной половине обычной крити-

ческой скорости кр . 
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IV. МАЛЫЕ  КОЛЕБАНИЯ  СИСТЕМЫ   

С  НЕСКОЛЬКИМИ  СТЕПЕНЯМИ  СВОБОДЫ 
 

1. Свободные колебания системы с несколькими  
степенями свободы 

 

 Как было показано ранее, потенциалы и кинетическая энергия 

системы с несколькими степенями свободы определяются форму-

лами (83), (88). Составим уравнения Лагранжа второго рода, для 

этого определим производные: 
 

1

;
s

i j j

ji

T
a q

q


  
  

1

;
s

i j

ji

Td
a q

d t q


    
0;

i

T

q    
.

1

s

j
jji

i

qc
q

П

 
 

В результате получим s  линейных однородных уравнений  

с постоянными коэффициентами: 
 

                                       .0
1

s

j
jjijji qcqa                              (119) 

 

Частное решение этой системы порядка s2  будем искать в виде 
 
 

                               sin ,j jq A к t                              (120) 

 

где ,, кA j  – неизвестные постоянные.  

После подстановки (120) в (119) и сокращения на tкsin   

придѐм к линейной однородной системе уравнений относительно jA : 

 

                       0
1

2
j

s

j
jiji Aaкc .                              (121) 

 

Эта система имеет нетривиальное решение лишь в том случае, 

если еѐ определитель равен нулю: 

022

jiji aкск . 
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Получили уравнение степени s   относительно неизвестной 2к , 

которое называется частотным. Это уравнение в развѐрнутом виде 

представится так:  

 

.0

.................................................................

2
...............2

2
21

2
1

2
2

2............22
2

2221
2

21

1
2

1............12
2

1211
2

11

ssssssss

ss

ss

акаакcакc

аксаксакс

аксаксакс

 

 

Отметим, что частотный определитель симметричен, так как 

ijjiijji aacс , . После раскрытия определителя получаем 

 

.0.....1 2
1

12
1

22
ss

sss
BкBкBкк  

 

Находим s  положительных корней; будем считать, что они 

различны: 

 

....0 22
2

2
1 sккк

 
 

Числа sккк ,...,, 21  характеризуют s  неодинаковых собственных 

частот. Наименьшая частота 1к  называется основной, или главной, 

собственной частотой; sккк ,...,, 32  последующие частоты, называ-

емые обертонами. Каждой собственной частоте отвечает своѐ реше-

ние системы уравнений (121). Так, для частоты mк  будем иметь коэф-

фициенты формы  .,...,, 21
m

s
mm AAA  Подставим эти значения в (121): 

 

                                .0
1

2
s

j

m
jjimji Aaкc                          (122) 
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Коэффициенты формы всегда определяются с точностью до 

произвольной постоянной. Условимся выбирать эту постоянную так, 

чтобы удовлетворялось условие нормировки: 

 

                                .1
11

m
j

m
i

s

j
ji

s

i

AAa                           (123) 

 

Перепишем (122), заменив индекс «m»  на  r  ( rm ): 

 

                                     .0
1

2 r
j

s

j
jirji Aaкc                       (124) 

 

Умножим (122) на r
iA , а (124) на m

iA , из первого вычтем 

второе и просуммируем как по i , так и по j . Получим 

 

.0
1

2

11

2

1

r
j

m
i

s

j
jirji

s

i

r
i

m
j

s

j
jimji

s

i

AAaкcAAaкc

 

 

Во второй сумме проведѐм замену i  на j . Тогда получим 

 

2 2

1 1

0 ,
s s

m r

i j j i m i j r j i j i

i j

c c к a к a A A

 
 

или 

2 2

1 1

0 .
s s

m r

r m i j j i

i j

к к a A A
 

 

Если mr кк , то получим 

 

                                 
1 1

0
s s

m r

i j j i

i j

a A A .                               (125) 
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Равенство (125) характеризует так называемую ортого- 

нальность собственных форм колебаний. Согласно (123) и (125), 

выделено s  ортогональных и нормированных собственных коле-

баний.  

Общий интеграл уравнений (125) представляется в виде 

суперпозиций s  гармонических колебаний с  частотами mк : 

 

        .,...,2,1,sin
1

sitкAcq mm
m

i

s

m
mi            (126) 

 

Этот общий интеграл зависит от s2  произвольных постоянных 

ssccc ,...,;,..., 2121 . Пусть 

 

                        mmmm tкc sin .                          (127)   

 

Тогда (126) можно переписать в следующем виде: 

  

                                        m

s

m

m
ii Aq

1

.                              (128) 

 

Равенства (128) можно истолковать как задающие переход от 

исходных обобщѐнных координат 1 2, ,..., sq q q  к новым s,...,, 21 . 

Существенно, что коэффициенты такой замены переменных не зави-

сят от произвольных постоянных интегрирования. 

Новые координаты, согласно (127), удовлетворяют не связан-

ным друг с другом дифференциальным уравнениям, как и в случае  

с двумя степенями свободы. Новые координаты называются нормаль-

ными. 

Итак, при любом числе степеней свободы возможен переход  

к нормальным координатам, при котором уравнения движения 

системы разделяются, причѐм каждое из них совпадает с уравнением 

гармонических колебаний груза на пружине. 
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2. Вынужденные колебания системы с несколькими 
степенями свободы 

 

Дифференциальные уравнения вынужденных колебаний систе-

мы имеют вид 
 

                              .
1

tFqcqa i

s

j
jjijji                              (129) 

 

Они отличаются от (119) тем, что в правых частях стоят 

функции tFi . Свободные колебания системы изучены в предыду-

щем подразделе, поэтому рассмотрим лишь чисто вынужденные 

колебания, которые будем искать в виде суммы: 
 

                                          .
1

s

r
r

r
jj Aq                                     (130) 

 

Формулы (130) полностью отвечают переходу от старых 

обобщѐнных координат к нормальным. Подставим (130) в (129), 

получим 
 

                           .
11

tFcaA irjirji

s

j

r
j

s

r

                 (131) 

 

Согласно (122),  

                                 .
1

2

1

r
j

s

j
jir

r
j

s

j
ji AaкAc                     (132) 

 

С учѐтом (132) уравнения (131) преобразуется к виду 
 

                           .
1

2

1

tFкaA i

s

j
rrrji

r
j

s

r

                  (133) 

 

Умножим каждое уравнение системы (133) на m
iA  и сложим: 

 

                   .
1 11

2
s

i

s

i
i

m
i

r
i

m
jji

s

r
rrr tFAAAaк             (134) 
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Воспользуемся условиями нормировки (123) и ортогональ-

ности (125) собственных форм. В результате из (134) получаем 
 

                                .
1

2 tFAк
s

i
i

m
immm

                         (135) 

 

Пусть )(sin thtF ii , где ih  – различные амплитуды возму-

щений;  – общая вынужденная частота колебаний.  

Тогда выражения (135) примут вид    
 

                        ).(sin
1

2 thAк i

s

i

m
immm

                     (136) 

 

Уравнения (136) эквивалентны дифференциальному уравне-

нию вынужденных колебаний груза на пружине (55). Поэтому  

в соответствии с (57)  можно написать  
                      

                             .
)(sin

2
1 m

i

s

i

m
im

к

t
hA                             (137) 

 

Подстановка (137) в (139) приводит к закону чисто вынужден-

ных колебаний: 
 

                         .
22

211 к

h
AAq ir

i

s

i

r
j

s

i
i                          (138) 

Чисто вынужденные колебания системы, согласно (138), носят 

гармоничный характер. Их амплитуда по координате  iq   
 

.
22

211 к

h
AAA ir

i

s

i

r
j

s

r
j  

 

Она стремится к бесконечности при  кк . Следовательно, 

консервативная система с s  степенями свободы может резонировать 

на s  собственных частотах. Типовая амплитудно-частотная 

характеристика для системы с четырьмя степенями свободы  

показана на рис. 53. 
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 В интервалах между резонансами здесь, как и для системы  

с двумя степенями свободы, возможны антирезонансы. В этом случае 

одна из обобщѐнных координат будет равна нулю (рис. 54).  

 

 
            Рис. 53 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
                     Рис. 54 

 
 

3. Колебания цепочки упругосвязанных тел 
 

Однородная цепочка упругосвязанных тел является примером 

системы с несколькими степенями свободы, движение которой изу-

чается до конца в замкнутом виде. Рассмотрим s  тел с одинаковой мас-

сой m , соединѐнных одинаковыми пружинами жѐсткости с  (рис. 55). 

Трением о поверхность будем пренебрегать. Задача имитирует сво-

бодные колебания состава вагонеток.  

jA

 

2k  3k  4k  
0  

1k  

 

jA  

0  

mk  1mk  
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Пусть sqqq ...,,, 21  – продольные смещения вагонеток, отсчи-

тываемые от их статического положения равновесия (см. рис. 55).  

Дифференциальное уравнение движения i-й вагонетки имеет 

вид  
 

                                     1,i i im q F F                                       (139) 

 

причѐм 1 1 10 , .i i i i i iF c q q F c q q
 
Тогда выражение  (139)  

примет вид 

 

                          .02 11 iiii qqqcqm                   (140) 

 

Первая вагонетка взаимодействует со второй и локомотивом, 

еѐ продольную координату обозначим 0 .q  Будем считать  

 

                                               00q .                                           (141) 

  

Для s-й вагонетки в уравнении (140) нужно предусмотреть 

координату ,1sq  но 1s -й вагонетки нет. Будем считать, что она 

есть и жестко связана с s-й  вагонеткой (см. рис. 55, в), поэтому 

 

                                             1ss qq  .                                       (142) 

 

а  

1 2          --- s 

в 

 

1i
q  

i  i+1 

 
i

q  
i

F  
1i

q  

s
q  1s

q  

s S+1 

Рис. 55 

1iF  

б i-1 

б 
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Будем искать решение системы (140) в виде 

 

,sin tкAq ii  
 

где ,, кAi  – неизвестные постоянные.  

Подставляем это выражение в (140). После упрощений будем 

иметь 
 

                    02 11
2

iiii AAAcAкm .                  (143) 

 

Так как 1ss qq  и  00q , то из (141) и (142) получим  
 

                                          0 0;A                                             (144) 

                                         ss AA 1 .                                         (145) 
 

Решение системы однородных линейных алгебраических урав-

нений будем искать в виде  
 

                                       ),sin( piBAi                                        (146) 
 

где pB,  неизвестные постоянные.  

Подставим (146) в (143). После сокращения на B  получим 
  

,0)1(sin)1(sin)(sin2)(sin2 ipippicpiкm  

или 
 

.0cos)(sin2)(sin2)(sin2 ppipicpiкm
 

 

Откуда 

                                      .
2

1cos

2

с

кm
p                                    (147) 

 

  Отметим, что выражение (146) удовлетворяет условию (144). 

Из (145) следует, что )1(sin)(sin spps . Это возможно в двух 

случаях: 
  

)a jspsp 21 . 
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Это даѐт ,2 jp  откуда  в соответствии с (146) 0iA . 

Таким образом, этот случай нужно отбросить; 

 

,112) spjpsб
 

 

тогда                                          

12

12

s

j
p .                                 (148) 

 

Из (146) получим 

 

                                   

i
s

j
BA

j
i

12

12
sin .                          (149) 

 

Согласно формуле (149) получаем s  различных значений коэф-

фициентов:  .,...,,: 21 s
iii

j
i AAAA   Так  как 

 
1321

,,0
s

i
s

i
s

i
s

i
s

i AAAAA . 

 

Знак  здесь принципиального значения не имеет.  

Таким образом, число амплитуд 
j

iА   соответствует числу 

собственных частот состава вагонеток. Величины 
j

iА  являются 

коэффициентами ортогональных форм.  

Выберем постоянную B  так, чтобы коэффициенты  форм 

удовлетворяли условию нормировки, т. е. 
  

1

2

1

S

i

j
iA

 

 

или, согласно (123) и (149): 
 

                               

1
12

12
sin

1

22 i
s

j
Bm

s

i

 .                         (150) 
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Очевидно, 

 

.2
12

12
cos

2

1

2
2

12

12
cos1

2

1

12

12
sin

111

2 i
s

js
i

s

j
i

s

j s

i

s

i

s

i
 

(151) 

 

Вычислим сумму косинусов, стоящую в предыдущем равенстве: 

 

12

12
sin

...4
12

12
cos

12

12
sin2

12

12
cos

12

12
sin

2
12

12
cos

1

s

j
s

j

s

j

s

j

s

j

i
s

js

i

  

 

12

12
sin2

3
12

12
sin3

12

12
sin

12

12
sin2

12

12
cos

12

12
sin

s

j
s

j

s

j

s

j
s

s

j

s

j

 

        

.

12sin12
12

12
sin12

12

12
sin...5

12

12
sin js

s

j
s

s

j

s

j

   

 

Все слагаемые в числителе этой дроби, кроме первого и по-

следнего, взаимно уничтожаются. Последнее слагаемое равно нулю, 

поэтому 
 

.
2

1
2

12

12
cos

1

i
s

js

i  
 

Из (151)  получаем 
 

.
4

12

12

12
sin

1

2 s
i

s

js

i  
 

После подстановки в (150) получим 
 

.
12

2

sm
B  
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Поэтому из (149) будем иметь 
 

                               .
12

12
sin

12

2
i

s

j

sm
А

j
i                 (152) 

 

Из (147) и (148)  получаем 

 

.
12

12
cos1

22

s

j

m

c
к j

 

 

Рассмотрим чисто вынужденные колебания состава вагонеток 

под действием гармонической силы, приложенной к последней ваго-

нетке. Воспользуемся (138). В нашем случае ,0... 121 shhh
 

.hhs  
В сумме по i  нужно сохранить только последнее слагаемое: 

.si  Тогда из (138) получим 

 

.sin
1

22
t

к

hAA
q

s

r r

r
s

r
j

j  

 

С учѐтом (152) имеем: 

 

.sin

12

12
cos1

12

12
sin

12

12
sin

12

2

1 2
t

s

r

s
s

r
j

s

r

sc

h
q

s

r
j

 

 
Разработанная задача математически эквивалентна задаче о кру-

тильных колебаниях вала  с s  маховиками, один конец которого за-

креплѐн  (рис. 56).   

Сделаем следующие предположения: 

1. Маховики имеют одинаковые осевые моменты инерции I .  

2. Длина звеньев участка вала одинаковая и равна .   

3. Поворотной инерцией участков вала пренебрегаем (она мала 

по сравнению с инерцией маховика). При этом участок вала играет 

роль пружины кручения.  
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Под действием крутящего момента М  вал закручивается на ве-

личину ,
pJG

М 
  где G  модуль сдвига, pJ

 
полярный момент 

инерции поперечного сечения вала. Жѐсткость участка вала на кру-

чение  

                                        .


pJGM
c                                      (153) 

 

 

Пусть i  упругие повороты маховиков, отсчитываемые от 

положений равновесия. Тогда дифференциальное уравнение поворот-

ных колебаний  i го маховика (рис. 57)  

 

.1iii MMI 
 

 

 
 

Рис. 57 
 

Соответственно, 111 , iiiiii cMcМ . Тогда        
 

.11 02 iiii cI 
 

s  1 2 

    

Рис. 56 

1i
i  1i  

1i  i

 
1i  
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Данные уравнения совпадают с уравнениями колебаний ваго-

неток, если провести замену q  на  и m на I . После такой замены 

будут справедливы все полученные  ранее формулы для собственных 

частот и коэффициентов форм.  

Аналогия между продольными и крутильными колебаниями 

будет проиллюстрирована далее. 
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V. КОЛЕБАНИЯ  СИСТЕМ  С  РАСПРЕДЕЛЁННЫМИ 

ПАРАМЕТРАМИ 
 

1. Продольные и крутильные колебания стержней 
 

Ранее предполагалось, что абсолютно твѐрдые тела связаны 

упругими элементами, массой которых можно пренебречь. В дейст-

вительности все упругие элементы обладают распределѐнной массой. 

Рассмотрим продольные колебания однородного стержня длиной l  

(рис. 58, а). Пусть S  площадь поперечного сечения стержня;  
плотность материала, из которого он сделан. Влиянием силы тяжести 

и силами сопротивления будем пренебрегать. 

    
 

Рис. 58 

 

При упругих колебаниях стержня сечение х  сместится в мо-

мент t  на величину txu , , а сечение dxx  на ., tdxxu
  

Относительная деформация выделенного элемента определит-

ся выражением 
 

                                 .
,,

xd

txutdxxu

 
 

Разложим функцию tdxxu ,  в ряд Тейлора по x  и сохра-

ним слагаемые низшего порядка: 

 

                                    .
x

u

dx

udx
x

u
u

 

а  

l  

txu ,  tdxxu ,  

б  txu ,  

N  1
N  

dx  

x  dx  
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Нормальное напряжение определяется законом Гука: 

 

,
x

u
ЕЕ

 

 
где E модуль упругости материала, из которого сделан стержень.  

Предполагаем, что нормальные напряжения равномерно 

распределены  по поперечному сечению стержня. Тогда суммарная 

продольная сила  

.
x

u
ESSN

 

 

 Напомним, что в сопротивлении материалов ES    жѐсткость 

стержня на растяжение–сжатие. Составим дифференциальное урав-

нение движения выделенного элемента  (см. рис. 58, б):        

      

,12

2

NN
t

u
dm

 

где .,,,, 1 txNNtdxxNNdxSdm
  

В правой части уравнения 1N  разложим в ряд Тейлора: 
 

,
2

2

Ndx
x

N
N

t

u
dxS  

 

откуда с учѐтом выражения  для  N 
    

 

                                  .
2

2

2

2

t

u

x

u
Е                               (154) 

 

Это уравнение в частных производных математически экви-

валентно уравнению крутильных колебаний однородного стержня 

(рис. 59, а). Относительный сдвиг элемента стержня длиной dx    
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.
,,

xxd

txtdxx
 

 

Из сопротивления материалов для крутящего момента имеем  

 

pJGM = .
x

JG p

 

 

Составим уравнение крутильных колебаний выделенного эле-

мента (см. рис. 59, б): 

   

.,,
2

2

2

2

dx
x

GJdx
x

M
txMtdxxM

t
dI p

 

 

 

 
Рис. 59

  

 

Осевой момент инерции выделенного элемента  ,dxJdI p  

поэтому окончательно получаем 

 

                                    .
2

2

2

2

tx
G                                    (155) 

 

x  dx  

tx,  tdxx ,  

а  txM ,  tdxxM ,  

dx  

б  



 100 

Уравнение (155) перейдѐт в уравнение (154), если  заменить 

на u , а G  на .E  Обозначим .2a
E

 Тогда (154) примет вид вол-

нового уравнения 

                             .,
2

2

2

2
2 consta

t

u

x

u
а                        (156) 

 

 
2. Понятие о бегущих волнах 

 

Уравнение (156) допускает решение в виде общего интеграла, 

называемого интегралом Даламбера: 

 

                          ,21
a

x
tf

a

x
tfu                                (157) 

 

где 21, ff  произвольные функции своих аргументов.  

В частном случае, когда ,,0 12 fff
 

из (157) получаем 

a

x
tfu  – волну, бегущую в сторону увеличения x  с постоянной 

скоростью a . Пусть ,
a

x
t  тогда fu  (рис. 60, а). Для х  бу-

дем иметь:  tах линейный закон изменения координаты x . 

 

 
Рис. 60 

 

а  

u  f  

 
0  

0   

1
а


 

б  



 101 

Закон изменения продольных упругих смещений стержня 

получится, если допустить, что кривая f  движется в сторону 

увеличения  с постоянной скоростью a .   

Продольные колебания стержня в виде бегущей волны могут 

быть реализованы для бесконечного длинного стержня. Аналогично 

продольные упругие волны реализуются и в безграничной 

однородной упругой среде. Скорость распространения волн .
E

a  

По аналогии в безграничном стержне при крутильных колебаниях 

возможна также бегущая волна, распространяющаяся со скоростью 

G
а1 . Такая бегущая волна называется поперечной. В случае 

продольных волн упругие колебания происходят в направлении 

распространения волн, в случае поперечных волн смещения перпен-

дикулярны распространению волны (см. рис. 60, б).  

Поперечные волны возможны и в неограниченной среде. 

Модули упругости и сдвига связаны соотношением ,
12

E
G

 
где 

 коэффициент Пуассона. Найдѐм отношение фазовых скоростей 

продольных и поперечных волн: 

 

.112
1 G

E

а

а

 
 

Таким образом, скорость распространения продольных волн 

всегда больше скорости распространения поперечных волн.  

Рассмотрим частный случай синусоидальной бегущей волны: 

  

                                          ,sin
a

x
tAu

 

 

где ,A  амплитуда и круговая частота колебаний (рис. 61, а). 
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а б 

 
 

Рис. 61 

 

Величина  называется длиной волны (расстояние, проходи-

мое фронтом волны за период). 

 

 
3. Понятие о стоячих волнах 

 

Уединѐнные упругие волны, бегущие в заданном направлении, 

реализуются только в безграничной упругой среде или до момента 

достижения границ. После достижения границы происходит отраже-ние. 

В результате в решении (157) появляется второе слагаемое, которое 

характеризует волну, бегущую с той же скоростью, но в противопо-

ложном направлении. Вследствие наложения волн, бегущих в про-

тивоположных направлениях, получаются стоячие волны. Рассмот-

рим наложение двух одинаковых гармонических волн (см. рис. 61, б): 

 

.sincos2sinsin t
a

x
A

a

x
tA

a

x
tAu  

  

В случае стоячих волн законы колебаний различных сечений 

стержней со временем не меняются. Сечения, имеющие 

максимальную амплитуду, называются пучностями, а покоящиеся 

сечения – узлами. Для тел конечных размеров наиболее характерны 

колебания стоячей формы. 

 

                

u  

A 

A  

x  

 

A  
A2  

0  

A2  

a

x
Аcos2

 
а

 Узел  
 

Пучность  
2

3 а
 

2

а
 x  
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4. Свободные колебания стержней конечных размеров 
 

Для построения свободных колебаний (продольных или 

крутильных) стержня конечного размера волновое уравнение 

необходимо дополнить граничными условиями. Рассмотрим 

несколько случаев (рис. 62).  

 
Рис. 62 

 

1. Один конец стержня закреплѐн, другой свободен (см. рис. 62, а). 

На закреплѐнном конце 

 

                                          .0, oxtxu                                   (158) 

 

Для крутильных колебаний 0, 0xtx . На свободном конце 

упругая сила равна нулю, ,0
 xx x

u
ESN откуда 

;0x
x

u

 
для крутильных колебаний получим  .0x

х
 

 2. Сосредоточенная масса на конце стержня (см. рис. 62, б). 

Уравнение движения этой массы имеет вид 

  

.
,

2

2




xN

t

tu
m  

Откуда 

                              .0
2

2

x
x

u
ES

t

u
m                          (159) 

 

0  x  

 

x  
0  

б  
x  

0  

c  
в 

г  

0  
c  

x  

l  l  

l  
l  

N  m  

а 
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В случае крутильных колебаний стержня с маховиком на 

конце получим 

 

,0
2

2

x

р
x

GJ
t

I  

 

где I  осевой момент инерции маховика. 

3. Подпруженный конец стержня (см. рис. 62, в). Граничные 

условия имеют вид: 

 

.0

x
x

u
ESuс

 

 

4. Стержень с пружиной кручения на конце (см. рис. 62, г). 

Условия на конце такие: 

 

.0

x

p
х

GJc  

 

Решим уравнение (156) при граничных условиях (158) и (159). 

Частное решение, отвечающее свободным колебаниям, будем искать 

в виде 
 

                               ,sin, tкxVtxu                               (160) 

 

где xV  искомая форма стоячей волны; к  заранее неизвестная 

частота колебаний.  

Подставим (160) в выражение (156): 

 

                              .sinsin 2

2

2
2 tккVtк

xd

Vd
а  

Откуда                    

.0

2

2

2

V
а

к

xd

Vd

 



 105 

Общее решение этого уравнения имеет вид: 

 

                               ,cossin 21
a

xк
c

a

xк
cV                          (161) 

 

где 21, cc  произвольные постоянные. 

Из условия (158) получаем 02c . Условие (159) даѐт 

 

.sin2

а

к
сos

а

к
ES

а

к
кm



 

 

Откуда получаем трансцендентное уравнение для нахождения 

неизвестной частоты к : 

 

                                         ,к
ES

am

a

к
ctg


                                 (162)  

 

которое называется частотным. Оно имеет бесчисленное множество 

положительных решений ...0 21 кк  (рис. 63), которые образу-

ют частотный спектр. Наименьшая частота 1к  называется частотой 

основного тона. 

 
 

Рис. 63 
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Отметим, что система с распределѐнными параметрами в 

отличие от систем с конечным числом степеней свободы имеет 

бесчисленное множество собственных частот. Для очень больших 

номеров s  будем иметь приближѐнно 

 

l

as
кs

1
. 

 

Рассмотрим  частный случай  0m . В этом случае частотное 

уравнение (162) примет вид ,0
a

lк
ctg  откуда .12

2
s

l

a
кs   

Частотный диапазон между соседними частотами 

  

.12
2

12
2

1
l

a
s

l

a
s

l

a
кк ss  

 

Он не зависит от номера s  частоты, откуда следует, что собственные 

частоты равномерно распределены на оси частот. Такой частотный 

спектр называется эквидистантным. При очень больших s   

эквидистантным является и спектр стержня с массой.  

Каждой собственной частоте однородного стержня отвечает 

собственная форма: 

 

a

xк
cxV s

s
sin

1 , 

 

или  

12
2

sin
1

s
x

cxV
s 

. 

 

Коэффициент 1
c  найдѐм из условия нормировки: 

   

.1)(

0

2
l

s xdxV
 

 

0 



 107 

Получим 
 

,1
2

12
2

sin 2
1

0

22
1

l
cdxs

l

x
с

l

 

           

откуда    


2
1

c . 

Собственные формы удовлетворяют условию ортогональ-

ности: 
 

0

( ) ( ) 0

l

s rV x V x d x    rs  

 

Ортогональные и нормированные собственные формы одно-

родного стержня будут 
 

.12
2

sin
2

)( s
l

x

l
xVs  

 

На рис. 64 изображены графики собственных форм для 

3,2,1s .  

 
 

Рис. 64 
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Частоте 1
к  отвечает безузловая форма колебаний, частотам  sк   

(произвольный обертон) отвечают формы упругих колебаний с 1s  

узлами. Таким образом, при основной частоте все сечения стержня 

колеблются в фазе, при высших обертонах участки стержня между 

узлами колеблются  в противофазах.  

Одночастотные колебания с одной из собственных частот 

реализуются при строго определѐнных условиях. При произвольных  

начальных условиях колебания носят характер наложения (суперпо-

зиции) колебаний с различными частотами: 

 

,sin,
1

sss
s

s
tкxVAtxu

 
 

где sA  и s  определяются из начальных условий.  

При нахождении этих постоянных удобно пользоваться орто-

гональностью и нормировкой свободных форм. В виде ряда по собст-

венным формам можно получить решение и в случае вынужденных 

колебаний стержня.  

Математически эквивалентны рассмотренной задаче и задачи  

о поперечных колебаниях струн или нитей.   

 

5. Поперечные колебания балок 
 

Рассмотрим балку, изгибающуюся под действием распределѐн-

ной  нагрузки q


 (рис. 65). Пусть xy – поперечное смещение точки 

балки с координатой х . В сопротивлении материалов выводится 

дифференциальное уравнение изогнутой оси балки: 

 

                            M
xd

yd
EJ

2

2

 ,   constEJ ,                       (163) 

 

где E  модуль упругости; J  момент инерции поперечного сече-

ния балки относительно нейтральной оси, перпендикулярной плос-

кости изгиба; М  изгибающий момент в данном сечении. 
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Рис. 65 

 

 

 

Кроме того, известна формула, связывающая величину распреде-

лѐнной  нагрузки q  и изгибающий момент в данном сечении балки М:  

 

                                             2

2

xd

Md
q  .                                        (164) 

 

Продифференцируем выражение (163) дважды по х . С учѐ- 

том (164) получим 

 

                                           .
4

4

q
xd

yd
EJ                                      (165) 

 

Рассмотрим свободные поперечные колебания балки. Соглас-

но методу кинетостатики, на элемент балки действует сила инерции 

(рис. 66): 

 

Jd
t

y
dx

2

2

, 

 

где  масса единицы длины балки; xd
 
масса выделенного эле-

мента. Знак «минус» поставлен в соответствии с известной из теоре-

тической механики формулы для силы инерции:  .wmJ


  

q

 

x  xу  
 

x  

l  

у 
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Плотность инерционных нагрузок по длине балки, согласно тео-

реме Журавского, 

 

.
2

2

t

y

xd

Jd
q

 
 

В соответствии с (165) получим 
 

                                     .0
2

2

4

4

t

y

x

y
EJ                            (166) 

 

 
 

Рис. 66 

 

Заметим, что в отличие от уравнения (165) здесь появились 

частные производные, так как в случае колебаний смещение y  зави-

сит не только от x , но и от t . 

Уравнение (166) является приближѐнным, поэтому из него 

нельзя получить решение в виде бегущих волн. Однако для исследо-

вания стоячих колебаний балок ограниченных размеров это уравне-

ние вполне приемлемо. Уравнение (166) необходимо дополнить 

граничными условиями. Рассмотрим некоторые из них.  

1. Жестко заделанный конец (рис. 67, а):  

х = 0, у = 0,  .0,0,0
x

y
yх

 

(сечение в заделке не поворачивается). 

 

Jd


 

x  
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2. Свободно опертый конец (см. рис. 67, б): .0,0 yх
 

Кроме того, на левом конце изгибающий момент обращается в нуль. 

Тогда из уравнения (163) получаем    .0
2

2

х

y
 

3. Свободный конец (см. рис. 67, в). На правом конце изги-

бающий момент и перерезывающая сила равны нулю. По теореме 

Журавского  .
x

M
Q

 

 
            

Рис. 67 

 

Из (164) получаем .
3

3

x

y
EJQ  Таким образом, получаем 

следующие граничные условия:  .0,0,
3

3

2

2

x

y

x

y
х   

4. Скользящая заделка (см. рис. 67, г). На левом конце сечение 

не поворачивается. Кроме того, перерезывающая сила на этом конце 

равна нулю. Это даѐт граничные условия:  
   

.0,0,0
3

3

x

y

x

y
x  

m  

a  б  

в  
г  

 
д ) 

0  

 
0  

0  

0  

0  

l  

l  

y  

c  
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5. Подпружиненный конец (см. рис. 67, д). На правом конце 

отсутствует изгибающий момент. Кроме того, дифференциальное 

уравнение движения груза m  запишется в виде (при x ). 
 

.
2

2

Qyc
t

y
m

 
 

С учѐтом выражения для перерезывающей силы получим 
 

0,0,
3

3

2

2

2

2




x

x

y
EJyc

t

y
m

x

y
x . 

 

Подчеркнѐм, что в случае балки на каждом конце ставится  

не одно, а два граничных условия. Это необходимо, так как уравне-

ние (166) имеет четвѐртый порядок по координате х . 

 

6. Собственные колебания однородной балки 
 

Решим задачу о свободных поперечных колебаниях однород-

ной заделанной с двух сторон балки (рис. 68). Граничные условия 

имеют вид 
 

                           .0,0
,0

,0



xx

хх x

y
у                       (167) 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 68 

 

Будем искать решение уравнения (166) в виде 

 

                                     ,sin, кtxYtxy                            (168) 

где xY  заранее неизвестная форма колебаний.  

у  

0  

l  

x  
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Подставим выражение (168) в (166) , получим 
 

                               0sinsin 2

4

4

кtYккt
xd

yd
JE  .                 (169) 

 

Обозначим 4

EJ

к
. Величину  назовѐм собственным чис-

лом. Из (166) получим следующее обыкновенное дифференциальное 

уравнение: 
 

                                            0
4

4

4

4

Y
dx

Yd


 .                              (170) 

 

Характеристическое уравнение для него имеет вид  ,0
4

4

4


r

 
корни которого  


irr

4,32,1
, . 

 

Поэтому общее решение уравнения (170)  запишется в виде 
 

                   
,sincos

4321
xcxcxshcxchcY


           (171) 

 

где 4321
,,, cccc  произвольные постоянные. 

Для определения i
с  используем граничные условия (167), 

получим 
 

                              .0,0
,0

,0



xx

хх x

y
у                      (172) 

 

Продифференцируем уравнение (18) по x : 

 

         dx

dY
xcxcxchcxshc


cossin

4321  .  (173) 
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Подстановка (171) и (173) в граничные условия (172) приво-

дит к линейной однородной системе для нахождения значений  

4321
,,, ccсс : 

0cossin

0

0sincos

0

4321

42

4321

31

ccchcshc

cc

ccshcchc

cc

 
 

откуда, ,,
2413

cccc . 

Также получим систему двух уравнений с  двумя неизвест-

ными: 
 

                    
0cossin

0sincos

21

21

chcshc

shcchс

,  

 

которая имеет нетривиальное решение, если определитель системы  

обращается в нуль: 
  

sin

cos

sh

ch
      0

cos

sin

ch

sh
 

 

или 
 

,0sincoscos2 2222 shchсh
 

 

откуда  
ch

1
cos .  

Получим трансцендентное уравнение для определения безраз-

мерных характеристических чисел. На рис. 69 показан графический 

способ нахождения корней этого уравнения.  

Имеется бесконечное множество характеристических чисел 

...,
321

  причѐм 73,4
1

. Можно написать приближѐнную 

формулу 
2

12 S
S , которая тем точнее, чем больше S . 
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Рис. 69 

 

 

 

Для частоты получим 
2

2


S

S

JE
к , для больших S    

 

2

22

4

12



SJE
к

S . 

 

Найдѐм расстояния между соседними собственными 

частотами:  
        

.
2

1212
4 2

2

22

2

2

1 SSS
S

JE
SS

JE
кк

  

 

Бесконечный частотный спектр получился расходящимся. 

Напомним, что частотный спектр продольных или крутильных коле-

баний является равномерным.  

Далее можно определить собственные формы, отвечающие 

каждой из собственных частот. Эти формы являются ортогональ-

ными и нормированными. Собственная форма, отвечающая основной 

(наименьшей) частоте, есть основной тон свободных колебаний  

и является безузловой. Вторая собственная форма имеет один узел, 

третья два узла и т. д. (рис. 70).  

 

chv

1
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0  

1 

1
v  2

v  

2  2
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 2
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v  
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Рис. 70 

 

Свободные колебания балки при заданных начальных усло-

виях представляются как наложение (суперпозиция) бесконечного 

числа колебаний с различными собственными частотами. Вынужден-

ные колебания балок можно, как и ранее, определить в виде 

бесконечного ряда по ортогональным и нормированным собственным 

формам.  

 

xY
1  

xY
2  

xY
3  
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VI. НЕЛИНЕЙНЫЕ  КОЛЕБАНИЯ 
 
1. Колебания нелинейных механических систем 

 

Ранее рассматривались только линейные механические системы, 

которые описываются линейными дифференциальными уравне-

ниями. Для линейных систем справедлив принцип суперпозиции: 

колебания линейной системы под действием совокупности внешних 

воздействий равны сумме еѐ колебаний под действием каждого из 

воздействий.  

Интегрирование линейных дифференциальных уравнений 

основано на строгой, хорошо разработанной математической теории. 

Однако целый ряд задач теории колебаний, в частности задач 

динамики холодильных машин, приводится к нелинейным дифферен-

циальным уравнениям. Интегрирование нелинейных уравнений 

является сложной математической задачей. Обычно оно проводится 

либо численно, либо с помощью приближѐнных аналитических 

методов. 

 

 

2. Свободные колебания груза на пружине  
при наличии сил сухого (кулонова) трения 

 
Пусть на груз кроме упругой силы действует сила сухого 

трения о поверхность (рис. 71). Дифференциальное уравнение будет 

иметь вид  

                    

                                    тр
Fxcxm  .                                        (174)  

 

 

 
Рис. 71 

 

F


 

трF


 Р


 

N


 
 

x  
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Сила трения направлена противоположно скорости, поэтому 

 

                                ,xsignPfFтр                                 (175)    

 

где   

                                      
,01

,01

x

x
xsign






      

 

 

f коэффициент трения скольжения.  

Согласно гипотезе Кулона, коэффициент трения является ве-

личиной постоянной, не зависящей от скорости груза. В действитель-

ности такая зависимость существует. 

Формула (175) справедлива при наличии проскальзывания. 

Если же имеет место относительный покой )0(х , то сила трения 

компенсирует упругую силу, причѐм необходимо, чтобы PfFтр 0 , 

где 0
f коэффициент трения покоя. Обычно 0

f  превосходит коэф-

фициент трения скольжения: ff
0 .  

С учѐтом выражения (175) уравнение (174) примет вид 

  

                                    .xsignPfxcxm                           (176) 

 

Получили нелинейное обыкновенное дифференциальное урав-

нение второго порядка, поскольку xsign   является нелинейной 

функцией x  (рис. 72).  

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 72 

 

В силу тормозящего характера кулонова трения искомые 

колебания носят затухающий характер (рис. 73). Величины 

,...,,
321

aaа последовательные максимальные отклонения груза. 

xsign 
 

x  

1 

0  1 
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Рис. 73 

 

 

Пусть в момент времени i
t  груз максимально отклоняется  

в отрицательную сторону (см. рис. 73), тогда 

 

                                 .0,: xaxtt
ii

                                 (177) 

 

В момент 1i
t  груз максимально отклоняется в положительную 

сторону: 
 

                                 .0,:
11

xaxtt
ii


                         

 (178) 

 

В интервале 1ii
ttt  имеет ,0x  1xsign  . Дифферен-

циальное уравнение на этом этапе имеет вид 

  
,Pfxcxm   

 

решение которого является  

 

                       .)(sin)(cos 21
c

Pf
ttkCttkCx ii                (179) 

 

Продифференцируем выражение (179) по времени: 

 

                 ).(cos)(sin 21 ii ttkkCttkkCx                 (180)  

 

x  

0  
1

a
 

2
a

 

i
t

 

i
a

 

1ia  

1it  t  
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Подставим в (179) и (180)  i
tt   и воспользуемся выражением 

(177), получим   

.0, 21 Ca
c

Pf
С i  

 

Поэтому будем иметь  

 

,)(cos
c

Pf
ttka

c

Pf
x ii  

 

                       ).(sin ii ttkka
c

Pf
x                      (181) 

 

Подставим в (181) 1i
tt  и воспользуемся  выражением (178): 

 

            

,)(cos 11
c

Pf
ttka

c

Pf
a iiii               (182) 

 

).(sin0 1 iii ttkka
c

Pf

 
 

Из последнего уравнения получим 
 

                                            
1 ,i it t

k
                                    (183)  

 

т. е. полупериод затухающих колебаний равен полупериоду 

собственных колебаний. Следовательно, затухающие колебания под 

действием кулонова трения происходят с частотой собственных 

колебаний. Напомним, что затухающие колебания под действием 

вязкого сопротивления происходят с несколько меньшей частотой. 

Подставим (183)  в (182):  

  

1 ,i i

f P f P
a a

c c
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откуда                               

.
2

1
c

Pf
aaa ii  

 

Полученный результат говорит о том, что уменьшение 

амплитуды постоянно и не зависит от номера отклонения. 

Следовательно,    
             

1 0 2 0

2 4
; ;

f P f P
a a a a

c c
  

                                    

Итак, в случае кулонова трения амплитуда убывает по ли-

нейному закону (рис. 74, а). В случае вязкого сопротивления ампли-

туда убывает по экспоненциальному закону. Задача о вынужденных 

колебаниях груза на пружине с кулоновым трением под действием 

гармонической возмущающей силы также допускает решение. Ден-

Гартогом  было установлено, что в случае резонанса амплитуда 

колебаний является ограниченной, если выполняется условие  

PfF
4

   при   к     (см. рис. 74, б). 

 
 

Рис. 74 

 

В действительности на колеблющееся тело обычно действует 

комбинация сил вязкого и сухого трения. Если вязкое трение мало, то 

превышение амплитуды возмущения критического значения приво-

дит к резкому увеличению амплитудной частоты при резонансе.  

          

a  
x  

0  t  

б  
A  

k
F

 

 

k
FF

 

k
FF

 

k   
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3. Понятие о фрикционных автоколебаниях 
 

Кулоново трение является довольно грубым приложением  

к действительности. Реально коэффициент трения скольжения являя-

ется функцией относительной скорости трущихся поверхностей: 

  

                              .vff                                        (184) 

 

На рис. 75, а изображѐн примерный график этой функции. 

Через 0
f  обозначим коэффициент трения покоя, а через *

v  – критиче-

скую скорость проскальзывания, при которой наблюдается мини-

мальный коэффициент трения. Функцию (184) можно аппроксимиро-

вать в окрестности *
v  в виде кубической параболы .3cvвvaf        

Коэффициенты cba ,,  легко выражаются через параметры 

**0 ,, vff .  

Получим        .
2

,
2

3
,

3
*

*0
*00

v

ff
cffbfa  

Таким образом,  

 

                             .3
2 2

*

2

*

*0
0

v

v
v

v

ff
ff                        (185) 

 
 

а б 

 
 

Рис. 75 
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Рассмотрим задачу о движении груза на пружине по дви-

жущейся ленте (см. рис. 75, б). Пусть v


скорость ленты, а x коор-

дината груза. Тогда )( xv 
 
скорость проскальзывания, а коэффи-

циент трения будет функцией разности .)( xv     

Функцию f  будем выбирать согласно выражению (185).  

 Дифференциальное уравнение движения примет вид 

 

                               .)( Pxvfxcxm                                (186) 

 

Так как ,xv   то сила трения имеет положительное направле-

ние. Поставленная задача математически эквивалентна следующей: 

груз движется относительно неподвижного основания. Конец 

пружины равномерно движется по закону tvy  (см. рис. 75, в). Так 

как 0y , то .)(,0 PyfFF тртр   

Дифференциальное уравнение движения груза имеет вид 

 

                                .)()( Pyftvycym                          (187) 

 

Уравнение (187) перейдѐт в (186), если сделать замену xvty . 

Перейдѐм к исследованию уравнения (186). Оно допускает 

постоянное решение 0
xx . При этом тр

F
 
уравновешивает упругую 

силу пружины: 

 

Pvfxс )(0 , 

 

откуда                                             

,)( 0x
P

c
vf  

 

 где 0
x  статическая деформация пружины. 

Исследуем устойчивость статического решения. Предполо-

жим, что в момент 00t  на груз подействовало некоторое внешнее 

возмущение. В силу этого 0
xx  и определяется согласно выраже-

нию (186). Будем считать возмущение малым. Тогда 0
xx ,  
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где  малая добавка (вариация решения), x . Подставим это  

в (186): 
 

                             .)()( 0 Pvfxcm                         (188) 

 

Разложим функцию f  в ряд Тейлора и сохраним члены только 

первого порядка малости: 

 

... vfvfvf  
 

Тогда уравнение (188) примет вид 

 

.)()()( '
0 Pvfvfxcm   

 

Подчѐркнутые члены взаимно уничтожаются, поэтому  прихо-

дим к линейному уравнению второго порядка: 

 

                               ,0cpvfm                                 (189) 

 

которое называется уравнением в вариациях. Оно математически 

эквивалентно дифференциальному уравнению затухающих колеба-

ний груза на пружине при наличии вязкого сопротивления, в котором 

pvf . Характеристическое уравнение дифференциального урав-

нения (189) имеет вид   02 crrm . 

Если 0 , то корни будут иметь положительную веществен-

ную часть в силу подразд. 2 разд. II, откуда следует, что движение 

неустойчиво и груз с ростом времени удаляется от положения 

равновесия. Таким образом, при 0vf  движение устойчиво, при 

0vf  – неустойчиво (рис. 76). 

Положение груза будет устойчивым при скорости ленты боль-

ше критической. Если скорость ленты меньше критической, то 

равновесие неустойчиво и неизбежно возникновение колебательного 

режима. 

Определение. Автоколебания – это незатухающие нелинейные 

колебания, поддерживаемые внешним источником энергии, вид и 

свойства которых определяются самой системой. 
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Рис. 76 

 

Автоколебания, порождѐнные нелинейной природой сил су-

хого трения, называются фрикционными автоколебаниями. Фрик-

ционные автоколебания всегда являются низкочастотными. Для их 

возникновения необходимо взаимодействие сил упругости, нелиней-

ного сухого трения и автономного источника энергии. Закон фрикци-

онных автоколебаний отвечает специальному устойчивому перио-

дическому решению нелинейного дифференциального уравнения (186). 

Это уравнение, однако, не может быть проинтегрировано в замкну-

том виде аналитически. Поэтому для его решения применяют либо 

численый расчѐт на ЭВМ, либо приближѐнные аналитические методы. 

  

 

4. Метод медленно меняющихся амплитуд 

 

Рассмотрим колебания груза на пружине под действием 

произвольного малого возмущения, которое в общем случае зависит 

от координаты груза, его скорости и времени. Поэтому диффе-

ренциальное уравнение колебаний груза может быть приведено  

к виду 

 

                                  txxFxкx ,,2  ,                                (190) 

 

где  положительный малый параметр, характеризующий малость 

возмущения. 

f

 0
f  

x
f  

0  

0f
 

0f
 

x   
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Невозмущѐнное уравнение при 0  имеет вид 

 

                                        0
0

2

0
xкx , 

 

общее решение которого
 

tкax sin
0  известно, где a  и   –

постоянные. Предположим, что решение возмущѐнного уравнения (190) 

также имеет вид 

    

                                       tкax sin ,                                (191) 

 

но a  и  уже не постоянные, а некоторые функции времени: 

., ttaa  Равенство (191) можно истолковать как 

определяющее  замену переменных. При этом старая переменная x  

заменяется новыми a  и  . На новые переменные можно наложить 

ограничение. Допустим, что выполняется соотношение 

 

                                    tккax cos  .                              (192) 

 

Оно имело бы место, если бы величины a  и  были постоянны. 

Продифференцируем (191), считая а  и  переменными, и прирав-

няем к (192): 

 

кtкatккatках coscossin   

 

откуда 
 

                      0cossin кatкa  .                  (193) 
 

Дифференцируем теперь выражение (192) по времени: 
 

              tкккatкках sincos  .            (194) 

 

Подставляем (192) и (194) в (190): 
 

Ftкакtкккatкка sinsincos 2 , 
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откуда 

                          
к

F
tкatкa sincos   .                (195) 

 

Уравнения (193) и (195) представляют собой линейную 

систему алгебраических уравнений относительно а  и  , решив 

которую получим 
 

          ,cos tкF
к

а   .sin tкF
кa

              (196) 

 

Учтѐм, что в выражение для F  вместо x  и x  нужно 

подставить их представление по (191) и (192), т. е. считать 
 

                  ).),cos(),sin(( tktkaktaFF                 (197) 
 

Уравнения (196) представляют собой систему двух нелиней-

ных дифференциальных уравнений первого порядка относительно 

неизвестных а  и . Удобство системы этих уравнений заключается 

в том, что скорости изменения этих переменных а  и   малы  

и имеют порядок , поэтому их называют медленными. В течение 

периода колебаний невозмущенной системы k/2  амплитуда а   

и начальная фаза  меняются незначительно. Поэтому, согласно 

методу медленно меняющихся амплитуд (метод Ван-дер-Поля), 

решение системы (196) на достаточно большом интервале времени 

изменится незначительно, если правые части уравнений усреднить по 

явно входящему времени. Предположим, что зависимость 

нелинейного возмущения от явно входящего времени также имеет 

период k/2 . В этом случае операция осреднения сводится к вы-

числению интегралов: 

 
k

dtkttktkaktaFaA
/2

0

,)cos(),cos(),sin(
2

1
),(  

(198) 
k

dtkttktkaktaF
a

aB
/2

0

.)sin(),cos(),sin(
2

1
),(  
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Важно, что эти интегралы следует брать, считая величины а  и  

постоянными. Тогда, согласно методу Ван-дер-Поля, задача 

приближенно сводится к интегрированию простых уравнений: 

 

                           ).,(),,( aBaAa                             (199) 

 

Уравнения (199) автономны, т. е. не зависят от времени явно, 

поэтому осредненные амплитуда колебаний и начальная фаза 

являются функциями «медленного» времени .t  Тогда 

 

.,
d

d

d

da

dt

d

d

da

dt

da
a   

 

Следовательно, уравнения (199) запишутся в следующем виде: 

 

).,(),,( aB
d

d
aA

d

da
 

 

Пусть внешнее возмущение автономно, т. е. F xxF , , 

тогда в (198) можно ввести новую переменную интегрирования 

tк . Получим 

         
2

0

,cos,cos,sin
2

1
dttkaaF

k
A  

                                                                                                      (200) 
2

0

.sin,cos,sin
2

1
dttkaaF

ka
B     

      

Следовательно, функции А  и В  в данном случае зависят 

только от амплитуды а , поэтому уравнения (199) примут вид 

 

                            ,аАа            аВ .                      (201) 
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  Согласно (201), уравнение для определения медленной осред-

нѐнной амплитуды можно рассматривать изолированно. В методе 

Ван-дер-Поля показывается, что второе уравнение (201) можно  

не рассматривать. Его интегрирование не повышает точности,  

и можно положить .0  

Метод Ван-дер-Поля эквивалентен по точности методам 

гармонического баланса, гармонической линеаризации, энергетиче-

скому методу и др. С другой стороны, метод Ван-дер-Поля совпадает 

с первым приближением асимптотического метода усреднения. 

Последний был предложен в работах академиков Н.М. Крылова  

и Н.Н. Боголюбова. 

Метод усреднения основан на последовательном уточнении 

решения. Он широко используется при решении задач в технической 

и небесной механике, электро- и радиотехнике и т. д.  

В качестве примера рассмотрим затухающие колебания под 

действием нелинейного сопротивления. 

Случай  1. Сухое кулоново трение. Сила трения 
 

                                constfxxPfsignF ,0  .   
 

Учтѐм, что, согласно методу медленно меняющихся амплитуд, 

 

                                coscos akktakx . 

     

Так как    0 ,  то cossignxsign  . Отсюда 
 

.
2

coscoscos
2

2

2

2

0

f
k

P
d

k

Pf
dsign

k

Pf
A

 
 

Дифференциальное уравнение для амплитуды 
  

,/2 kPfa
 

 

откуда при начальных  условиях 0t  и 0
aa  получим 

 

,
2

0
t

k

Pf
aa
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т. е. в данном случае амплитуда колебаний убывает по линейному 

закону, что полностью совпадает с результатом, полученным ранее 

точным методом. 

Случай 2.  Вязкое сопротивление. Сила трения 
 

.cosakxF   

Тогда                     
2

0

2 .
2

cos
2

a
d

k

ka
A  

     
Отсюда                       

;
2

aa            ,2

0

t

eaa  

 

т. е. и приближѐнный метод даѐт экспоненциальный закон убывания               

амплитуды. 

Случай 3. Квадратное (аэродинамическое) сопротивление.  

Сила сопротивления пропорциональна квадрату модуля скорости  

и направлена против вектора скорости. Такая сила сопротивления 

имеет место для движения тела с большими скоростями в воздушной 

среде:  

.coscos2222 signkaxsignxF   
         

Тогда  
 

.
3

4
coscoscos

2

2
2

2

3

22

0

3

22 ka
d

ka
dsign

k

ka
A  

 

В результате дифференциальное уравнение примет вид: 

 

                                         ,
3

4 2aka   

откуда      

.

3

4
1

;
3

411

0

0

0 tka

a
atk

aa
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Таким образом, в рассматриваемом случае амплитуда убывает 

по гиперболическому закону, т. е. более медленно, чем в случае 2. 

 

5. Колебания при нелинейной характеристике  
упругой силы 

 

Закон Гука для деформации упругих элементов  предполагает 

пропорциональность напряжений и деформаций и справедлив только 

при малых деформациях. В действительности упругая сила является 

нелинейной функцией. Более точно для винтовой пружины величина 

упругой силы определяется выражением 
 

,3xcxF  

 

где c  коэффициент жѐсткости для малых деформаций;  нели-

нейная упругая постоянная. 

Если ,0 то мере увеличения деформации упругая сила 

растѐт быстрее, чем это следует из закона Гука (рис. 77, а). Такая 

характеристика упругой силы называется жѐсткой. 

Если ,0  то с ростом деформации сопротивление пружины 

уменьшается (см. рис. 77, б). Такая характеристика называется 

мягкой. Мягкой характеристике присуще явление перехлопа (см. рис. 

77, в).  

 
а б в 

 

F  

F  

cx  

0  
x  

F  

 

сx  

0  

F  

F  

 

 

         4  
а ) 

Рис. 77 

 

         2  
7 
 

         В  
. 
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Отметим, что для жѐсткой характеристики     ,03 2xcF  

а для мягкой, соответственно, ,03 2xcF
 
т. е. имеет  место 

максимум упругой силы. Величина деформации, соответствующая 

этому максимуму, 

                

                                        3/схх  . 

 

 

6. Решение задачи о колебаниях  
методом гармонического баланса 

 
Рассмотрим задачу о вынужденных колебаниях груза на пру-

жине с кубической упругой характеристикой. Дифференциальное 

уравнение таких колебаний имеет вид 

 

                             tFxxcxm sin
0

3 .                     (202) 

 

Это нелинейное уравнение не может быть проигнорировано 

точно в замкнутом виде.  Поэтому его исследуют либо численно, 

либо приближѐнными аналитическими методами, например такими, 

как метод медленно меняющихся амплитуд. Мы воспользуемся 

эквивалентным ему методом гармонического баланса. Будем искать 

периодическое решение с частотой возмущающей силы в виде 

 

                                           taх sin .                                    (203) 

 

Подставим решение (203) в уравнение (202). С учѐтом три-

гонометрической формулы 

 

                                ttt 3sin
4

1
sin

4

3
sin 3

 

 

получим 

tFttatcatam sin3sin
4

1
sin

4

3
sinsin

0

32
. (204) 
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Это соотношение не может быть удовлетворено выбором 

постоянной а  при любых t , вследствие того, что уравнение (202), 

строго говоря, не имеет решения вида (203) и вообще не может быть 

сведено к квадратурам. Его истинное периодическое решение 

является негармоническим и может быть представлено в виде 

полного ряда Фурье.  

Приближѐнный метод гармонического баланса основан на том, 

что в соотношении (204) пренебрегают гармоникой утроенной 

частоты. После этого его можно сократить на tsin
  
и записать 

0
32

4

3
)( Faaс , 

или 

                                  
am

aF

k

3

0
22 4

3

,                                (205) 

 

где mck – частота собственных колебаний линеаризированной 

системы. 

Допустим, что внешняя гармоническая сила отсутствует и 

0
0

F . Иными словами, речь пойдѐт о собственных колебаниях 

нелинейного осциллятора, частота которого 0  отличается от 

частоты  вынужденных колебаний. Подставив в выражение (205) 

0
0

F  и 0 , получим 

                                       
222

0
4

3
a

m
k ,                               (206) 

 

которое свидетельствует, что при собственных колебаниях 

нелинейных механических систем без сопротивлений частота не 

является постоянной, а меняется с изменением амплитуды. 

Соответствующая зависимость а
00  носит название скелетной 

кривой системы. Скелетная кривая рассматриваемого осциллятора 

представлена зависимостью (206) и отвечает штриховой линии на 

рис. 78, а. Здесь предполагается, что постоянная может быть как 

положительной, так и отрицательной, причѐм в последнем случае 

колебания происходят в противофазе с внешним возмущением.  
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Соотношение (205) даѐт амплитудно-частотную характеристи-

ку чисто вынужденных колебаний исходной задачи и, очевидно, 

может быть представлено  в виде 

 

maFa
0

2

0

2
. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 78 

 

 

Следовательно, данная зависимость может быть получена 

графически, если из ординат скелетной кривой вычитать гиперболы 

maF
0 . Отметим, что правая ветвь данной характеристики 

 

 

б  

a  

0
a  
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2k  

0  
0

a  
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пересекает ось абсцисс при 0
0

аа , точка пересечения является 

корнем уравнения 000

2

0
maFа . Поскольку внутри диапазона 

0
0 aa

 реализуется невыполнимое неравенство, соответствующий 

участок характеристики (помеченный штрих-пунктиром) физиче-

ского смысла не имеет. 

В дальнейшем будем полагать, что амплитуда а  всегда поло-

жительна. Поэтому левую часть  характеристики следует располо-

жить вправо  от оси  ординат. Кроме того, по этой оси будем откла-

дывать не 
2
, а , что не изменит качественно характера кривых. 

Поменяем, как обычно, оси абсцисс и ординат (см. рис. 78, б). 

Именно такой вид имеет амплитудно-частотная характеристика нели-

нейного осциллятора с жѐсткой силовой характеристикой. Резонанс-

ный пик этой характеристики как бы искривляется в сторону высших 

частот, огибая скелетную кривую. Можно показать, что в системе  

с мягкой силовой характеристикой изгиб резонансного пика про-

исходит в сторону низших частот. 

Если учитывать силы рассеивания энергии, то АЧХ рас-

сматриваемой задачи примет более сложный вид (рис. 78, в). 

Исследование показывает, что участок характеристики, изображѐн-

ный штриховой линией, практически не реализуется. Поэтому 

изменение  амплитуды с ростом частоты в соответствии с АЧХ 

происходит следующим образом. Вначале с увеличением частоты  

от нуля амплитуда растѐт на участке 1–2. В критической точке 2 

происходит срыв амплитуды до точки 3. Дальнейший рост частоты  

приводит к монотонному уменьшению амплитуды до нуля. 

Наоборот, при уменьшении частоты (начиная от бесконеч-

ности) амплитуда вначале монотонно растѐт до критической точки 4, 

а затем скачком увеличивается, достигая точки 5. Последующее 

убывание частоты полностью соответствует участку 5–1. 

Таким образом, в частотном диапазоне 12  возможны 

сразу два устойчивых режима колебаний с большими и малыми 

амплитудами, причѐм последний достижим только в результате 

уменьшения частоты от бесконечности. Подобная  неоднозначность, 

а также внезапные срывы амплитуды являются вообще характерным 

отличительным свойством вынуж++денных колебаний механических 

систем с существенно нелинейной упругой силой.       
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