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ПОЛЯРНОЕ И ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ
ЗАДАНИЕ КРИВЫХ

1. Уравнение кривой в полярной системе координат

Рассмотрим два основных способа задания положения точ-
ки M на плоскости: 1) в декартовой системе координат M(x, y)
(Рис. 1); 2) в полярной системе координат M(r, ϕ) (Рис. 2).

Рис.1. Декартова Рис.2. Полярная
система координат система координат

Полярная система координат задается лучом, который на-
зывается нулевым или полярной осью. Точка O, из которой вы-
ходит этот луч, называется началом координат или полюсом.
Каждая точка на плоскости определяется двумя полярными
координатами: полярным радиусом и полярным углом.

Полярный радиус (r) соответствует расстоянию от точки
до начала координат. Полярный радиус может принимать зна-
чения от нуля до бесконечности (r ∈ [0,∞)).

Полярный угол (ϕ) - угол, на который следует повернуть
полярную ось для того, чтобы ее направление совпало с направ-
лением вектора ~OM (при этом ϕ > 0, если поворот осуществ-
ляется против часовой стрелки, ϕ < 0 в противном случае).



Полярное и параметрическое задание кривых 5

Полярный угол имеет бесконечно много возможных значений
(отличающихся друг от друга на величину 2πn, n ∈ Z). Зна-
чение полярного угла, удовлетворяющее условию 0 6 ϕ < 2π,
называется главным. В некоторых случаях главным значением
полярного угла называют значения ϕ, удовлетворяющее усло-
вию −π < ϕ 6 π.

Запись M(r, ϕ) означает, что точка M имеет полярные ко-
ординаты r и ϕ.

Если начало декартовой прямоугольной системы коорди-
нат совместить с полюсом, а осьOx направить по полярной оси,
то прямоугольные координаты (x, y) можно перевести в поляр-
ные координаты (r, ϕ), используя тригонометрические форму-
лы: x = r cosϕ, y = r sinϕ. При этом x2 + y2 = r2.

Переход от полярных координат к декартовым можно вы-
полнить по формулам:

r =
√
x2 + y2, cosϕ = x√

x2+y2
, sinϕ = y√

x2+y2
.

Уравнение кривой в полярных координатах имеет вид
r = r(ϕ).

Для приближенного построения кривой r = r(ϕ) элемен-
тарными средствами достаточно построить таблицу значений
r, например для ϕ ∈ [0, 2π).

ϕ1 ϕ2 ... ϕn
r1 r2 ... rn

Пример 1. Построить в полярной системе координат кри-
вую r = 1 + cosϕ.

Решение. Определим значения r для разных значений
угла ϕ. Так как всегда должно быть выполнено r > 0, то 1 +
cosϕ > 0. Неравенство выполнено при любых ϕ. Рассмотрим
изменение ϕ ∈ [0, 2π]. Построим кривую (Рис. 3).
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ϕ 0 π
6

π
3

π
2

2π
3

5π
6 π 7π

6
4π
3 3π 5π

3
11π
6 2π

r 2 1.866 1.5 1 0,5 0,134 0 0,134 0,5 1 1,5 1.866 2

Рис.3. r = 1 + cosϕ

2. Параметрические уравнения кривой

Рассмотрим в декартовой прямоугольной системе коорди-
нат параметрические уравнения кривой1:{

x = x(t)

y = y(t)

t - параметр кривой. Область изменения параметра определя-
ется как пересечение максимально возможных областей опре-
деления функций x = x(t), y = y(t). Исключение параметра t
из системы (если оно возможно) приводит к уравнению, связы-
вающему x и y, т.е. к уравнению вида f (x, y) = 0.

Для приближенного построения графика кривой, задан-
ной параметрически, достаточно построить таблицу значений
x и y в зависимости от возможных значений параметра t. При
этом надо учитывать t1 < t2 < ... < tn.

1Параметрически задавать кривую можно в любой системе координат, но мы будем рассматривать
параметрическое задание кривой только в декартовой системе.
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t1 t2 ... tn
x1 x2 ... xn
y1 y2 ... yn

Затем на плоскости построить декартову систему коорди-
нат и отметить точки с координатами (x1, y1), (x2, y2), ...,(xn, yn),
соединить эти точки в порядке увеличения параметра t.

Пример 2. Построить кривую, заданную параметрически{
x = t(2− t)
y = t2(2− t)

Решение. Как видно из уравнения кривой, при t = 0 и
при t = 2 имеем одну и ту же координату (x, y), равную (0, 0).
Значит, (0, 0) - точка самопересечения кривой. Определим зна-
чения x и y для разных значений t (t ∈ (−∞,∞)) и построим
кривую (Рис. 4).

Рис.4. (−1 < t < 2, 6)

t -1 -0,6 -0,3 0 0,3 0,6 0,9
x -3 -1,56 -0,69 0 0,51 0,84 0,99
y 3 0,936 0,207 0 0,153 0,504 0,891
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t 1,2 1,5 1,8 2 2,3 2,6
x 0,96 0,75 0,36 0 -0,69 -1,56
y 1,152 1,125 0,648 0 -1,587 -4,056

Рис.5. (−0, 5 < t < 2, 1) Рис.6. (−2 < t < 3, 5)

Пример 3. Построить кривую, заданную параметрически{
x = cos3 t

y = sin3 t

Определим значения x и y для разных значений t. Так как
sin и cos периодические функции с периодом 2π, то t ∈ [0, 2π).
Построим кривую (Рис. 7).

t 0 π
6

π
4

π
3

π
2

2π
3

3π
4

5π
6 π

x 1 0,6495 0,3535 0,125 0 -0,125 -0,3535 -0,6495 -1
y 0 0,125 0,3535 0,6495 1 0,6495 0,3535 0,125 0

t 7π
6

5π
4

4π
3 3π 5π

3
7π
4

11π
6 2π

x -0,6495 -0,3535 -0,125 0 0,125 0,3535 0,6495 1
y -0,125 -0,3535 -0,6495 -1 -0,6495 -0,3535 -0,125 0
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Рис.7.
{
x = cos3 t

y = sin3 t

Задачи

1.1. Построить точки, заданные полярными координатамиA(2; π4),
B(3; 4π3 ), C(1;

π
6), D(3;−4π

3 ), E(4;−
π
4).

1.2. В полярной системе координат Orϕ изобразить координат-
ные линии r = 1, r = 2, r = 3, ϕ = −2π

3 , ϕ = 3π
4 .

1.3. Найти полярные координаты точек, заданных в декарто-
вых координатах, A(1;−

√
3), B(2

√
3; 2), C(−4; 4), D(

√
2;−
√
6),

если полюс совпадает с началом координат, а полярная ось - с
положительным направлением оси Ox.
1.4. Найти прямоугольные координаты точек, заданных в по-
лярных координатах, A(2

√
2; 3π4 ), B(7; π2), C(3;

5π
4 ), D(1;−π

4), ес-
ли полюс совпадает с началом координат, а полярная ось - с
положительным направлением оси Ox.
1.5. Найти полярные координаты точек, симметричных точкам
A(3; π6), B(5; 2π3 ), C(2;−

π
6) относительно: 1)полюса, 2) полярной

оси, 3) прямой, проходящей через полюс, перпендикулярно по-
лярной оси.
1.6. Какая линия определяется уравнениями: 1) x = sin t, y =
sin2 t, 2) x = sin2 t, y = cos2 t, 3)x = 5t, y = 7t?



ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ КРИВЫЕ

1. Окружность

Окружностью называется геометрическое место точек плос-
кости, расстояние от каждой из которых до данной точки, на-
зываемой центром, есть величина постоянная.
1.1. Окружность с центром в точке (0,0)

Окружность с центром в точке (0, 0) можно задать:
1) В декартовых координатах:

a) уравнением x2 + y2 = a2 (R = a радиус окружности);
b) параметрическими уравнениями при t ∈ [0, 2π) (Рис. 8):{

x = a cos t

y = a sin t
, (R = a) или

{
x = a cos t + b sin t

y = b cos t− a sin t , (R =
√
a2 + b2)

2) В полярных координатах уравнение окружности ра-
диуса a с центром в точке (0, 0) имеет вид: r = a. Действи-
тельно, так как x2 + y2 = a2 и x = r cosϕ, y = r sinϕ, то
(r cosϕ)2 + (r sinϕ)2 = a2. Упростим, r2(cos2 ϕ + sin2 ϕ) = a2.
Окончательно имеем r = a (Рис. 9).

Рис.8. Рис.9.{
x = 4 cos t + 3 sin t

y = 3 cos t− 4 sin t
, (R = 5) r = 1, (R = 1)
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1.2. Окружность с центром в точке (x0,y0)

Окружность с центром в точке (x0, y0) можно задать:
1) В декартовых координатах
a) уравнениями:
a1) (x− x0)2 + (y − y0)2 = a2;
a2) x2 + y2 − 2ax = 0
Чтобы перейти от уравнения x2+y2−2ax = 0 к знакомому

уравнению окружности, прибавим к обоим частям этого урав-
нения a2. Получим x2+y2−2ax+a2 = a2. Тогда (x−a)2+y2 = a2,
т.е. окружность с центром в точке (a, 0) и радиусом a.

a3) x2 + y2 − 2ay = 0
Уравнение окружности x2+(y−a)2 = a2 с центром в точке

(0, a) и радиусом a.
b) параметрически:{

x = a cos t + x0
y = a sin t + y0, t ∈ [0, 2π]

2) В полярных координатах для a>0 и b>0
a)r = a cosϕ, ϕ ∈ [−π

2 ,
π
2 ]

b)r = −a cosϕ, ϕ ∈ [π2 ,
3π
2 ]

c)r = b sinϕ, ϕ ∈ [0, π]
d)r = −b sinϕ, ϕ ∈ [π, 2π]
e)r = a cosϕ + b sinϕ, ϕ ∈ [0, π]
f)r = a cosϕ− b sinϕ, ϕ ∈ [0, π]
g)r = −a cosϕ + b sinϕ, ϕ ∈ [0, π]
h)r = −a cosϕ− b sinϕ, ϕ ∈ [0, π]
В уравнениях (a-h) a - длина отрезка, соединяющего по-

люс и точку переcечения окружности с лучом ϕ = 0 (ϕ = π);
b - длина отрезка, соединяющего полюс и точку переcечения
окружности с лучом ϕ = π

2 (ϕ = 3π
2 ). Окружности проходят

через полюс.
На рисунках 10-19 обозначены точки пересечения окруж-

ностей с лучами ϕ = 0, ϕ = π
2 , ϕ = π, ϕ = 3π

2 .
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Рис.10. r = 5 cosϕ, ϕ ∈ [−π
2 ,

π
2 ] Рис.11. r = −5 cosϕ, ϕ ∈ [π2 ,

3π
2 ]

Рис.12. r = 5 sinϕ, ϕ ∈ [0, π] Рис.13. r = −5 sinϕ, ϕ ∈ [π, 2π]

Рис.14. Рис.15.
r = cosϕ + sinϕ, ϕ ∈ [−π

4 ,
3π
4 ] r = cosϕ− sinϕ, ϕ ∈ [−3π

4 ,
π
4 ]
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Рис.16. Рис.17.
r = − cosϕ + sinϕ, ϕ ∈ [3π4 ,

5π
4 ] r = − cosϕ− sinϕ, ϕ ∈ [5π4 ,

7π
4 ]

На рисунках 18,19 приведены окружности, для которых
a 6= b.

Рис.18. r = 10 cosϕ + 5 sinϕ Рис.19. r = 2 cosϕ− 6 sinϕ

Для окружности r = cosϕ рассмотрено изменение пара-
метра ϕ ∈ [−π

2 ,
π
2 ] (Рис. 20-23).
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Рис.20. r = cosϕ, −π
2 < ϕ < 0 Рис.21. r = cosϕ, 0 < ϕ < π

6

Рис.22. r = cosϕ, π6 < ϕ < π
3 Рис.23. r = cosϕ, 0 < ϕ < π

2

2. Эллипс

Эллипсом называется геометрическое место точек плоско-
сти, сумма расстояний от каждой из которых до двух точек, на-
зываемых фокусами, есть величина постоянная, большая рас-
стояний между фокусами. |F1M | + |F2M | = 2a, |F1F2| < 2a
(Рис. 24).
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1) В декартовых координатах эллипс с полуосями a и b
с центром в точке (0, 0) можно задать: a) уравнением x2

a2
+ y2

b2
= 1;

b) параметрически:
{
x = a cos t

y = b sin t, t ∈ [0, 2π]

Рис.24. x2

52
+ y2

42
= 1

2) В полярных координатах уравнение эллипса с по-
луосями a и b (a > b) с центром в фокусе можно задать уравне-
нием r = p

1−e cosϕ (ϕ ∈ [0, 2π]), где p = b2

a - фокальный параметр

эллипса, e = c
a =

√
a2−b2
a - эксцентриситет эллипса (Рис. 25-28).

Рис.25. Рис.26.

r =
16
5

1−3
5 cosϕ

или r = 16
5−3 cosϕ r = 16

5+3 cosϕ



16

Рис.27. r = 16
5−3 sinϕ Рис.28. r = 16

5+3 sinϕ

3. Гипербола

Гиперболой называется геометрическое место точек плос-
кости, модуль разности расстояний от каждой из которых до
двух точек, называемых фокусами, есть величина постоянная,
меньшая расстояния между фокусами. |F1M − F2M | = 2a,
|F1F2| > 2a (Рис. 29).

1) В декартовых координатах гиперболу с полуосями
a и b с центром в точке (0, 0) можно задать: a) уравнением
x2

a2
− y2

b2
= 1;

b) параметрически:
{
x = ±a ch t
y = b sh t, t ∈ (−∞,∞)

2) В полярных координатах уравнение правой ветви
гиперболы с полуосями a и b с центром в фокусе можно за-
дать уравнением r = p

1−e cosϕ (ϕ удовлетворяет неравенству
1 − e cosϕ > 0), где p = b2

a - фокальный параметр гиперболы,
e = c

a =
√
a2+b2

a - эксцентриситет гиперболы1 (Рис. 30-33).

1Заметим, в полярных координатах уравнения эллипса, гиперболы и параболы совпадают, но опи-
сывают разные линии, поскольку отличаются эксцентриситетами (для эллипса e < 1, для гиперболы
e > 1, для параболы e = 1). Значения угла ϕ удовлетворяют неравенству r(ϕ) > 0
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Рис.29. x2

42
− y2

32
= 1

Рис.30. Рис.31.

r =
9
4

1−5
4 cosϕ

или r = 9
4−5 cosϕ r = 9

4+5 cosϕ

Рис.32. r = 9
4−5 sinϕ Рис.33. r = 9

4+5 sinϕ
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4. Парабола

Параболой называется геометрическое место точек плос-
кости, равноудаленных от точки, называемой фокусом, и от
прямой, называемой директрисой и не проходящей через фо-
кус |FM | = |QM | (Рис. 34).

1) В декартовых координатах параболу с параметром
p и вершиной в точке (0, 0) можно задать уравнением y2 = 2px.

2) В полярных координатах уравнение параболы с па-
раметром p c центром в фокусе можно задать уравнением r =

p
1−e cosϕ (ϕ удовлетворяет неравенству 1−e cosϕ > 0), где p - фо-
кальный параметр параболы, e = 1 - эксцентриситет параболы2

(Рис. 35).

Рис.34. y2 = 2x, p = 1 Рис.35. r = 1
1−cosϕ

2Заметим, в полярных координатах уравнения эллипса, гиперболы и параболы совпадают, но опи-
сывают разные линии, поскольку отличаются эксцентриситетами (для эллипса e < 1, для гиперболы
e > 1, для параболы e = 1). Значения угла ϕ удовлетворяют неравенству r(ϕ) > 0
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5. Спирали

5.1. Спираль Архимеда

Спираль Архимеда - плоская кривая, траектория точки
M , которая равномерно движется вдоль луча OV с началом в
O, в то время как сам луч OV равномерно вращается вокруг
O (Рис. 36).

Спираль Архимеда можно задать в полярных координатах
уравнением r = a + bϕ, ϕ ∈ [ab ,∞) (Рис. 36-39).

Если a = 0, то r = bϕ, ϕ ∈ [0,∞) (Рис. 40-43).

Рис.36. r = 2 + ϕ Рис.37. r = 2− ϕ
a = 2, b = 1, ϕ ∈ [−2, 2π] a = 2, b = −1, ϕ ∈ [−2π, 2]
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Рис.38. r = −2 + ϕ, Рис.39. r = −2− ϕ
a = −2, b = 1, ϕ ∈ [2, 2π] a = −2, b = −1, ϕ ∈ [−2π,−2]

Рис.40. r = ϕ, ϕ ∈ [0, 2π] Рис.41. r = −ϕ, ϕ ∈ [−2π, 0]

Рис.42. r = ϕ, ϕ ∈ [0, 6π] Рис.43. r = −ϕ, ϕ ∈ [−6π, 0]



Замечательные кривые 21

5.2. Логарифмическая спираль

Логарифмическая спираль - плоская кривая, траектория
точки M , которая движется вдоль луча OV со скоростью про-
порциональной расстоянию OM , в то время как сам луч OV
равномерно вращается вокруг O (Рис.44).

Логарифмическую спираль можно задать в полярных ко-
ординатах уравнением r = aϕ. Различают спирали:

a) r = aϕ, a > 1, ϕ ∈ [0,∞) (Рис. 44-47).
b) r = aϕ, 0 < a < 1, ϕ ∈ [0,∞) (Рис. 48-51).

Рис.44. r = 2ϕ, ϕ ∈ [0, π] Рис.45. r = 2ϕ, ϕ ∈ [π, 2π]

Рис.46. r = 2ϕ, ϕ ∈ [2π, 3π] Рис.47. r = 2ϕ, ϕ ∈ [0, 4π]
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Рис.48. Рис.49.
r =

(
1
2

)ϕ, ϕ ∈ [0, π] r =
(
1
2

)ϕ, ϕ ∈ [π, 2π]

Рис.50. Рис.51.
r =

(
1
2

)ϕ, ϕ ∈ [2π, 3π] r =
(
1
2

)ϕ, ϕ ∈ [0, 4π]

6. Астроида

Всякая точка M астроиды есть основание перпендикуля-
ра |PM | к отрезку |AB| постоянной длины a, движущемуся
так, что концы его все время находятся на координатных осях
(Рис. 52).



Замечательные кривые 23

Астроиду можно задать уравнением x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 ,

параметрически:
{
x = a cos3 t

y = a sin3 t, t ∈ [0, 2π]

и в полярных координатах: r = a
√

cos6 ϕ + sin6 ϕ.

Рис.52.
{
x = cos3 t

y = sin3 t

Рис.53.
{
x = 3 cos3 t

y = 3 sin3 t
Рис.54. Кривая, заданная уравнением{

x = cos3 t

y = 4 sin3 t
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7. Полярная роза

a) Всякая точка M четырехлепестковой розы есть основа-
ние перпендикуляра |OM | к отрезку |AB| постоянной длины
2a, движущемуся так, что концы его все время находятся на
координатных осях (Рис. 55).

Четырехлепестковую розу можно задать уравнением
(x2 + y2)3 = 4a2x2y2 или в полярных координатах r = a| sin 2ϕ|,
ϕ ∈ [0, 2π].

b) Трехлепестковая роза: r = a sin 3ϕ, ϕ ∈ [0, π3 ] ∪ [2π3 , π] ∪
[4π3 ,

5π
3 ] (Рис. 56).

Рис.55. r = | sin 2ϕ| Рис.56. r = sin 3ϕ

Рис.57. r = sin 2ϕ Рис.58. r = | sin 3ϕ|
ϕ ∈ [0, π2 ] ∪ [π, 3π2 ] ϕ ∈ [0, 2π]
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Рис.59. r = | cos 2ϕ| Рис.60. r = cos 3ϕ

8. Лемниската Бернулли

Характеристическое свойство лемнискаты Бернулли: |F1M |·
|F2M | = a2, где F1(−a, 0), F2(a, 0) (Рис. 64).

Лемнискату Бернулли можно задать уравнением (x2+y2)2 =
2a2(x2 − y2), в полярных координатах r2 = 2a2 cos 2ϕ, ϕ ∈
[−π

4 ,
π
4 ]∪ [

3π
4 ,

5π
4 ] (Рис. 61-62). Параметрическое задание лемнис-

каты (Рис. 63-64):

{
x = a

√
2 t+t

3

1+t4

y = a
√
2 t−t

3

1+t4
, t ∈ (−∞,∞)

Рис.61. r2 = 18 cos 2ϕ, Рис.62. r2 = 72 sin 2ϕ,
a = 3, ϕ ∈ [−π

4 ,
π
4 ] ∪ [3π4 ,

5π
4 ] a = 6, ϕ ∈ [0, π2 ] ∪ [π, 3π2 ]
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Рис.63.

{
x = 3

√
2 t+t

3

1+t4

y = 3
√
2 t−t

3

1+t4

, a = 3 Рис.64.

{
x = 6

√
2 t+t

3

1+t4

y = 6
√
2 t−t

3

1+t4

, a = 6

9. Улитка Паскаля. Кардиоида

9.1. Улитка Паскаля

Характеристическое свойство улитки Паскаля: для всяко-
го луча, исходящего из точки O, |BM | = |BN | = b (Рис. 67).

Улитку Паскаля можно задать уравнением (x2+y2+2ax)2 =
b2(x2 + y2), в полярных координатах r = 2a cosϕ± b (ϕ удовле-
творяет условию r(ϕ) > 0). Параметрическое задание улитки:{

x = 2a cos2 t + b cos t

y = 2a sin t cos t + b sin t, t ∈ [0, 2π]

При этом начало координат является:
1) узловой точкой при |2a| > |b| (Рис. 67).
2) точка возврата при |2a| = |b| (в этом случае улитка

Паскаля является кардиоидой) (Рис. 68).
3) двойной точкой при |2a| < |b| (Рис. 69).
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Рис.65. r = 2 cosϕ + 1, Рис.66. r = 2 cosϕ− 1,
a = 1, b = 1, ϕ ∈ [−2π

3 ;
2π
3 ] a = 1, b = 1, ϕ ∈ [−π

3 ;
π
3 ]

Рис.67. r = 2 cosϕ± 1, r = 2 cosϕ

Рис.68. r = 2 cosϕ + 2, Рис.69. r = 2 cosϕ + 3,
a = 1, b = 2 a = 1, b = 3
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Рис.70. r = 6 cosϕ± 4, Рис.71. r = −2 cosϕ± 1

a = 3, b = 4

Рис.72. r = 2 sinϕ± 1 Рис.73. r = −2 sinϕ± 1

{
x = 2 cos2 t + cos t

y = 2 sin t cos t + sin t

{
x = −2 cos2 t + cos t

y = −2 sin t cos t + sin t

Рис.74. a = 1, b = 1 Рис.75. a = −1, b = 1
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Рис.76.
{
x = 2 cos2 t + 3 cos t

y = 2 sin t cos t + 3 sin t
, a = 1, b = 3

9.2. Кардиоида

Если 2a = b, то имеем кардиоиду: (x2+y2+2ax)2 = 4a2(x2+y2).
Уравнение кардиоиды в полярных координатах: r = 2a(1+

cosϕ), r = 2a(1− cosϕ). Параметрические задания кардиоиды:{
x = a(2 cos t + cos 2t)

y = a(2 sin t + sin 2t), t ∈ [0, 2π]{
x = 2a(cos2 t + cos t)

y = 2a(sin t cos t + sin t), t ∈ [0, 2π]

Рис.77. r = 1 + cosϕ, a = 1
2 Рис.78. r = 1− cosϕ, a = 1

2
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Рис.79. Рис.80.{
x = 2 cos t + cos 2t

y = 2 sin t + sin 2t
, a = 1

{
x = 2 cos t− cos 2t

y = 2 sin t− sin 2t
, a = 1

Рис.81.
{
x = 2(cos2 t + cos t)

y = 2(sin t cos t + sin t)
, a = 1

10. Циклоида

Характеристическое свойство: кривая совпадает с траек-
торией точки M окружности радиуса a, которая катится без
скольжения по оси Ox (в начальный момент времени точка M
нахадится в начале координат) (Рис. 82).

Параметрические уравнения циклоиды:{
x = a(t− sin t)

y = a(1− cos t), t ∈ (−∞,∞)
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Рис.82.
{
x = t− sin t

y = 1− cos t
, a = 1, t ∈ [0, 2π]

Рис.83.
{
x = 2(t− sin t)

y = 2(1− cos t)
Рис.84.

{
x = t− sin t

y = 1− cos t

a = 2, t ∈ [0, 6π] a = 1, t ∈ [−6π, 6π]

11. Эвольвента (развертка) окружности

Каждая точка M этой кривой есть конец нити, которая,
оставаясь натянутой, разматывается с окружности x2+ y2 = a2

(Рис. 85). Параметрические уравнения эвольвенты:{
x = a(cos t + t sin t)

y = a(sin t− t cos t), t ∈ [0,∞]
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Рис.85.
{
x = cos t + t sin t

y = sin t− t cos t , a = 1, t ∈ [0, 3π2 ]

Рис.86.
{
x = cos t + t sin t

y = sin t− t cos t Рис.87.
{
x = cos t + t sin t

y = sin t− t cos t
a = 1, t ∈ [0, 2π] a = 1, t ∈ [0, 10π]

12. Верзьера Аньези (локон Аньези)

Верзьера Аньези - плоская кривая, геометрическое место
точек M , для которых выполнено соотношение: BM

BC = OA
OB , где

OA – диаметр окружности, BC – полухорда этой окружности,
перпендикулярная OA (Рис. 88).

Уравнение верзьеры Аньези: y = a3

a2+x2
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Рис.88. y = 8
4+x2

Рис.89. y = 8
4+x2

a = 2, t ∈ [−4, 4] a = 2, t ∈ [−10, 10]

13. Декартов лист

Декартов лист - линия, которая состоит из петли и двух
бесконечных ветвей (Рис. 90). Декартов лист можно задать
уравнением x3 + y3 − 3axy = 0 или в полярных координатах
r = 3a cosϕ sinϕ

cos3 ϕ+sin3 ϕ
.

Параметрические уравнения:

{
x = 3at

1+t3

y = 3at2

1+t3
, где t = tgϕ

Рис.90. a = 1
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Рис.91. r = 3 cosϕ sinϕ
cos3 ϕ+sin3 ϕ

, a = 1 Рис.92.

{
x = 3t

1+t3

y = 3t2

1+t3
, a = 1

13.1. Декартов лист, повернутый на 135◦

Уравнение кривой, повернутой на 135◦, можно задать в
прямоугольной системе y = ±x

√
l+x
l−3x, где l =

3a√
2
,

или в полярных координатах r = l(sin2 ϕ−cos2 ϕ)
cosϕ(cos2 ϕ+3 sin2 ϕ)

.

Параметрические уравнения:

{
x = l t

2−1
3t2+1

y = l t(t
2−1)

3t2+1
.

Рис.93. a = 1 Рис.94. a = 1
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14. Эпициклоида

Эпициклоида - кривая, совпадающая с траекторией точки
M окружности радиуса a, которая катится без скольжения по
окружности x2+y2 = b2, оставаясь вне ее (в начальный момент
точка M находится в точке с координатой (b, 0)) (Рис. 95). В
частном случае, если a = b, то кривая совпадает с кардиоидой.

Уравнение эпициклоиды:{
x = (a + b) cos t− a cos a+ba t
y = (a + b) sin t− a sin a+b

a t, t ∈ [0, 2π]

Рис.95. a = 1, b = 3 Рис.96. a = 1, b = 6{
x = 3 cos t− cos(3t)

y = 3 sin t− sin(3t)

{
x = 6 cos t− cos(6t)

y = 6 sin t− sin(6t)

15. Гипоциклоида

Гипоциклоида - кривая, совпадающая с траекторией точ-
ки M окружности радиуса a, которая катится без скольжения
по окружности x2 + y2 = b2, оставаясь внутри нее (в началь-
ный момент точка M находится в точке с координатой (b, 0))
(Рис. 97). В частном случае, если a = b

4, то кривая совпадает с
астроидой.
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Уравнение гипоциклоиды:{
x = (b− a) cos t + a cos b−aa t

y = (b− a) sin t− a sin b−a
a t, t ∈ [0, 2π]

Рис.97. a = 1, b = 6 Рис.98. a = 1, b = 10{
x = 5 cos t + cos(5t)

y = 5 sin t− sin(5t)

{
x = 9 cos t + cos(9t)

y = 9 sin t− sin(9t)

16. Конхоида

Характеристическое свойство конхоиды: для всякого луча,
исходящего из точки O(0, 0), |BM | = |BN | = b (Рис. 101).

Конхоиду можно задать уравнением x2y2 + (x + a)2(x2 −
b2) = 0 или в полярных координатах r = a

cosϕ± b. Прямая x = a

(r = a
cosϕ) является ассимптотой для обеих ветвей конхоиды.
Параметрические уравнения конхоиды: x = a± b cos t, y =

a tgt± b sin t.
Форма конхоиды зависит от параметров a и b. 1) Если a >

b, то внутренняя ветвь конхоиды имеет петлю в точке O(0, 0)
(Рис. 102); 2) если a = b, петля внутренней ветви стягивается в
точку (Рис. 103); 3) если a < b, то внутренняя ветвь не проходит
через точку O(0, 0) (Рис. 101).
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Рис.99. r = 5
cosϕ + 3, Рис.100. r = 5

cosϕ − 3,
a = 5, b = 3 a = 5, b = −3

Рис.101. r = 5
cosϕ ± 3, r = 5

cosϕ

Рис.102. r = 3
cosϕ ± 5, Рис.103. r = 3

cosϕ ± 3,
r = 3

cosϕ, a = 3, b = ±5 r = 3
cosϕ, a = 3, b = ±3
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17. Циссоида

Характеристическое свойство циссоиды: для всякого луча,
исходящего из O(0, 0), |OM | = |BC| (Рис. 104).

Циссоиду можно задать уравнением: y2(2a − x) = x3 или
в полярных координатах r = 2atgϕ sinϕ.

Параметрические уравнения циссоиды: x = 2a
1+u2

, y = 2a
u(1+u2)

,
где u = tgt.

Рис.104. r = 2tgϕ sinϕ, r = 2 cosϕ, r = 2
cosϕ

Рис.105. r = 2tgϕ sinϕ Рис.106. r = 2ctgϕ cosϕ
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18. Прямая

Все точки прямой линии обладают следующим свойством:
проекция на ось n отрезка OM , проведенного из полюса O в
точку M прямой, равна a (Рис. 107).

Прямую можно задать уравнением r = a
cos(ϕ−α), где a -

расстояние от полюса, α - угол между полярной осью и осью
n, проходящей через полюс, перпендикулярно к прямой.

Рис.107. r = 5
cos(ϕ−π4 )

Рис.108. r = 4
cos(ϕ+π

3 )

Рис.109. r = 5
cosϕ Рис.110. r = 4

sinϕ
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18.1. Прямая, проходящая через полюс

Прямую проходящую через полюс можно задать уравне-
нием (Рис. 111): 

r = 0

r > 0, ϕ = α(0 6 ϕ 6 π)

r > 0, ϕ = α + π

где α - угол между прямой и полярной осью.

Рис.111.


ϕ = π

6

ϕ = 7π
6

r = 0

Задачи

2.1. В полярной системе координат написать уравнение окруж-
ности с радиусом a, если:
1) центр окружности находится в полюсе;
2) полюс лежит на окружности, а полярная ось проходит через
центр окружности.
2.2. Найти радиус окружностей: 1) r = 8 sinϕ, 2) r = cosϕ +
sinϕ, 3) r = 10 cosϕ + 5 sinϕ.
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2.3. Написать параметрические уравнения окружности с цен-
тром в начале координат и радиусом 5.
2.4. Написать уравнение эллипса с полуосями a = 7, b = 3:
1) параметрическое (центр эллипса находится в точке (0,0)),
2) в полярной системе координат (фокус эллипса находится в
полюсе).
2.5. Какой диапазон параметра ϕ соответствует тому, что спи-
раль Архимеда r = ϕ сделает четыре первых полных оборота?
2.6.Точки A(5, 0) и B(0, 5) принадлежат астроиде, симметрич-
ной относительно осей Ox и Oy. Написать ее параметрические
уравнения.
2.7. Сколько лепестков имеет полярная роза: 1) r = cos 11ϕ, 2)
r = | sin 20ϕ|?
2.8. Найти координаты пересечения полярной розы r = 11 cos(7ϕ)
с полярной осью.
2.9. Найти координаты фокусов лемнискаты Бернулли: 1) r2 =
42 cos(2ϕ), 2) r2 = 42 sin(2ϕ).
2.10. Написать полярное уравнение кардиоиды, содержащей
точки: 1) (4, 0); 2) (4, π).
2.11. Одна арка циклоиды опирается на отрезок длиной 4π.
Написать ее параметрические уравнения.
2.12. Написать уравнение эпициклоиды, если a = 10, b = 2.
2.13. Написать уравнение гипоциклоиды, если a = 10, b = 2.
2.14. Написать в полярных координатах уравнение прямой,
проходящей через точку с координатами: 1) A(2, 0) (перпенди-
кулярно полярной оси), 2) B(2, π) (перпендикулярно полярной
оси), 3) C(2, π2) (параллельно полярной оси), 4) D(2, 3π2 ) (парал-
лельно полярной оси).



ПЛОЩАДЬ ПЛОСКОЙ ФИГУРЫ
ДЛИНА ДУГИ КРИВОЙ

1. Площадь плоской фигуры

1.1. Для функций, заданных в явном виде

Площадь фигуры, ограниченной графиком непрерывной
функции y = f (x), прямыми x = a, y = b и горизонтальной
осью, может быть найдена по формуле:

S =

∫ b

a

f (x)dx

Площадь фигуры, ограниченной непересекающимися гра-
фиками непрерывных функций y = f1(x) и y = f2(x) и прямы-
ми x = a, y = b может быть найдена по формуле:

S =

∫ b

a

(f2(x)− f1(x)) dx

1.2. Для функций, заданных параметрически

Площадь фигуры, ограниченной кривой, заданной пара-
метрически x = x(t), y = y(t), прямыми x = a, x = b и осью
Ox может быть найдена по формуле:

S =

∫ t2

t1

y(t)x′(t)dt

где пределы интегрирования находятся из уравнений a = x(t1),
b = x(t2) (y(t) > 0 при [t1, t2]).

1.3. Для фунций, заданных в полярных координатах

В полярных координатах площадь, ограниченная графи-
ком функции r = r(ϕ) и лучами ϕ = α, ϕ = β вычисляется по
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формуле:

S =
1

2

∫ β

α

r2dϕ

2. Длина дуги плоской кривой

2.1. Для функций, заданных в явном виде

Длина дуги кривой, заданной уравнением y = f (x) вычис-
ляется по формуле:

l =

∫ b

a

√
1 + (y′)2dx

где a и b - абсциссы концов дуги.

2.2. Для функций, заданных параметрически

Длина дуги кривой, заданной параметрическими уравне-
ниями x = x(t), y = y(t) (t1 6 t 6 t2) вычисляется по формуле:

l =

∫ t2

t1

√
(x′t)

2 + (y′t)
2dt

2.3. Для фунций, заданных в полярных координатах

Длина дуги кривой, заданной в полярных координатах r =
r(ϕ), (α 6 ϕ 6 β) вычисляется по формуле:

l =

∫ β

α

√
r2 + (r′)2dϕ

Пример 1. Найти площадь петли кривой x = 1
3t(t

2 − 3),
y = t2.

Решение.
Если t =

√
3, то x = 0, y = 3. Если t = −

√
3, то x = 0,

y = 3. Значит, (0, 3) является точкой самопересечения кривой
(Рис. 112). Причем значения x возрастают с ростом значений
параметра t. Найдем площадь:
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Рис.112. x = 1
3t(t

2 − 3), y = t2

S =
∫ √3
−
√
3 y(t)x

′(t)dt =
∫ √3
−
√
3 t

2(13t(t
2− 3))′dt =

∫ √3
−
√
3 t

2(t2− 1)dt =

(t
3

3 −
t5

5 )|
√
3

−
√
3
= 8

√
3

5 .

Пример 2. Найти площадь одного лепестка кривой r =
sin 3ϕ.

Решение. ϕ принимает значения ϕ ∈ [0, π3 ]∪[
2π
3 , π]∪[

4π
3 ,

5π
3 ]

(Рис. 113). Для одного лепестка ϕ ∈ [0, π3 ]. Найдем площадь:

Рис.113. r = sin 3ϕ

S = 1
2

∫ β
α r

2dϕ = 1
2

∫ π
3
0 sin2 3ϕdϕ = 1

4(ϕ−
1
6 sin(6ϕ))|

π
3
0 = π

12.
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Пример 3. Найти длину дуги циклоиды x = 2(t − sin t),
y = 2(1− cos t) (Рис. 114).

Решение.
l =

∫ t2
t1

√
(x′t)

2 + (y′t)
2dt =

∫ 2π

0

√
(2(t− sin t))′2 + (2(1− cos t))′2dt =

=
∫ 2π

0

√
(2− 2 cos t)2 + (2 sin t)2dt = 2

∫ 2π

0

√
2− 2 cos tdt =

= −8 cos t2|
2π
0 = 16

Рис.114. x = 2(t− sin t), y = 2(1− cos t)

Пример 4. Найти длину дуги r = ϕ2 от ϕ = 0 до ϕ = 2π.
Решение. (Рис. 115). l =

∫ β
α

√
r2 + (r′)2dϕ =

=
∫ 2π

0

√
ϕ4 + 4ϕ2dϕ = (ϕ2+4)

3
2

3 |2π0 = 8
3((π

2 + 1)
3
2 − 1).

Рис.115. r = ϕ2
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Задачи

3.1. Найти площадь петли кривой x = t2 − 1, y = 4t− t3.
3.2. Найти площадь фигуры, ограниченной окружностями r =
cosϕ, r = sinϕ, 0 6 ϕ 6 π

2 .
3.3. Найти площадь фигуры, органиченной астроидой x = cos3 ϕ,
y = sin3 ϕ.
3.4. Найти площадь фигуры, ограниченной одной аркой цик-
лоиды x = t− sin t, y = 1− cos t и осью Ox.
3.5. Найти площадь петли кривой x = t(2− t), y = t2(2− t).
3.6. Найти площадь одного лепестка кривой r = | cos 2ϕ|.
3.7. Найти длину дуги кривой x = 3 cos t − cos 3t, y = 3 sin t −
sin 3t от t = 0 до π.
3.8. Найти длину дуги циклоиды x = t− sin t, y = 1− cos t.
3.9. Найти длину петли кривой x = t2 + 1, y = 1

3t(t
2 − 3).

3.10. Найти длину дуги кардиоиды r = 1− cosϕ.



РАЗНЫЕ КРИВЫЕ

Рис.116. r = 1 + 7 cos(5ϕ)+ Рис.117. r = 1 + 7 cos(8ϕ)+

+4 sin2(5ϕ) + 3 sin4(5ϕ) +4 sin2(8ϕ) + 3 sin4(8ϕ)

Рис.118. Рис.119.
r = (1 + sin(9ϕ))(1 + sinϕ)× r = 2− 1

2 sin(50ϕ)+

×(1 + 0.03 sin(9× 5ϕ))× +cos(7ϕ)

×(1 + 0.04 sin(9× 33ϕ))
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Рис.120. r = 1 + cos(3ϕ)+ Рис.121. r = exp(cosϕ)−
+ sin2(3ϕ) −2 cos(4ϕ) + sin

5
7(ϕ/12)

Рис.122. r = sin(53ϕ) Рис.123. r = 2 + sin(40ϕ)

Рис.124. Рис.125.

r = sin 7ϕ
6


x = 16 sin3(t)

y = 13 cos(t)− 5 cos(2t)−
− 2 cos(3t)− cos(4t)
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Рис.126. Общий вид полярной розы, задаваемой
уравнением r = sin(kϕ) при различных значениях k = n

d
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Рис.127.
{

x = sin(t)

y = sin(2t)
Рис.128.

{
x = sin(2t)

y = cos(t)

В физике такие кривые называют фигурами Лиссажу
(Рис. 127,128).

Рис.129.
{

x = t(3− t2)

y = t2
, Рис.130.

{
x = t2 + 1

y = t(t2 − 3)
,

M(0, 3) при t = ±
√
3 M(4, 0) при t = ±

√
3
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Рис.131. r =
sinϕ

cos2 ϕ
Рис.132. r =

cosϕ

sin2 ϕ

Рис.133. r = tgϕ Рис.134. r = ctgϕ



ОТВЕТЫ

Полярное и параметрическое задание кривых

1.1. 1.2.

1.3. A(2;−π
3), B(4; π6), C(4

√
2; 3π4 ), D(

√
8; π3).

1.4. A(−2; 2), B(0; 7), C(− 3√
2
;− 3√

2
), D( 1√

2
;− 1√

2
).

1.5. 1) A1(3;
7π
6 ), B1(5;−π

3), C1(2;
5π
6 ).

2) A2(3;−π
6), B2(5;−2π

3 ), C2(2;
π
6).

3) A3(3;
5π
6 ), B3(5;

π
3), C3(2;−5π

6 ).
1.6. 1) парабола y = x2, 2) прямая x + y = 1,
3) прямая y = 7

5x.

Замечательные кривые

2.1. 1) r = a, 2) r = 2a cosϕ. 2.2. 1) 4; 2)
√
2
2 ; 3) 5

√
5

2 .

2.3.
{
x = 5 cos t

y = 5 sin t
. 2.4.1)

{
x = 7 cos t

y = 3 sin t
, 2) r = 9

7−2
√
10 cosϕ

.

2.5.ϕ ∈ [0, 8π]. 2.6.
{
x = 5 cos3 t

y = 5 sin3 t
. 2.7. 1) 11, 2) 40.

2.8. (11;0). 2.9. 1) (
√
2; 0), (

√
2, π); 2) (

√
2; π4), (

√
2, −3π4 )

2.10. 1) r = 2(1 + cosϕ), 2) r = 2(1− cosϕ)
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2.11.
{
x = 2(t− sin t)

y = 2(1− cos t)
2.12.

{
x = 12 cos t− 2 cos(6t)

y = 12 sin t− 2 sin(6t)

2.13.
{
x = 8 cos t + 2 cos(4t)

y = 8 sin t− 2 sin(4t)

2.14.1) r = 2
cosϕ, ϕ ∈ (−π

2 ,
π
2); 2) r = −2

cosϕ, ϕ ∈ (π2 ,
3π
2 );

3) r = 2
sinϕ, ϕ ∈ (0, π); 4) r = −2

sinϕ, ϕ ∈ (π, 2π).

Площадь плоской фигуры. Длина дуги кривой

3.1. S = 256
15 . 3.2. S = π

8 −
1
4. 3.3. S = 3

8π. 3.4. S = 3π.
3.5. S = 8

15. 3.6. S = π
8 .

3.7. l = 12. 3.8. l = 8. 3.9. l = 4
√
3. 3.10. l = 4.
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