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ПРЕДИСЛОВИЕ
Цель настоящего пособия – оказать студентам конкретную помощь

в развитии умения решать задачи по курсу «Методы оптимизации». Каждый
из разделов пособия содержит теоретические положения, подробное решение
соответствующих задач как аналитически, так и с использованием пакета
MathCAD15.

Первая часть пособия посвящена изложению основных терминов
и определений, используемых при решении оптимизационных задач
с ограничениями различного типа. Материал излагается с учетом терминологии
и обозначений, предусмотренных программой вуза.

Во второй-пятой частях пособия изложены решения задач многомерной
оптимизации с ограничениями.

В шестой части приведены задачи для самостоятельной работы.
При пользовании пособием рекомендуется следующий порядок работы.

Сначала следует повторить теоретическую часть, которая изложена в начале
каждого раздела пособия. Затем ознакомиться с пояснениями и решениями задач,
содержащимися в пособии. И только после этого перейти к выполнению
контрольных упражнений, помещенных в конце каждого раздела пособия.
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1 АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ПОИСКА УСЛОВНОГО
ЭКСТРЕМУМА

1.1 Общая постановка задачи и основные определения

Требуется найти экстремум функции *( )f x  на множестве допустимых
значений :X Equation Chapter (Next) Section 1

*( ) max ( )
x X

f x f x
Î

= ; *( ) min ( )
x X

f x f x
Î

= , (1.1)

где
( ) 0, 1,..., ;

( ) 0, 1,...,
j

j

g x j m m n
X x

g x j m p
ì = = < üï ï= í ý£ = +ï ïî þ

, m  и p  – целые числа; ( )f x  – целевая

функция; ( ) 0, 1,...,jg x j p= =  – функции, задающие ограничения.
Функции ( )f x  и ( ) 0, 1,...,jg x j p= =  дважды непрерывно дифференцируемы

на множестве nR . При p m=  задача (1.1) со смешенными ограничениями
преобразуется в задачу с ограничениями типа равенства, а при 0m =  в задачу
с ограничениями типа неравенств.

Определение 1.1. Функция:

( ) ( ) ( )0 0
1

, ,
p

j j
j

L x f x g xl l l l
=

= +å , (1.2)

называется обобщенной функцией Лагранжа, числа 0 1, ,..., pl l l  – множители

Лагранжа, ( )0 1, ,...,
T

pl l l l= .
Классической функцией Лагранжа называется функция:

( ) ( ) ( )
1

,
p

j j
j

L x f x g xl l
=

= +å . (1.3)

Определение 1.2. Градиент обобщенной (классической) функции
Лагранжа по x  называется вектор столбец, составленный из частных
производных первого порядка по , 1,...,ix i n= , вычисленных в заданной точке:

( )

( )

( )
( )

( )

( )

0

1 1

0

0

, , ,

, , : , , :
,, ,

x x

nn

L x L x
x x

L x L x
L xL x

xx

l l l

l l l

ll l

æ ö¶ ¶æ ö
ç ÷ ç ÷¶ ¶ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷Ñ = Ñ =
ç ÷ ç ÷

¶¶ç ÷ ç ÷
ç ÷ç ÷ ¶¶ è øè ø

. (1.4)
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Определение 1.3. Второй дифференциал обобщенной (классической)
функции Лагранжа ( ) ( )0, , , ,L x L xl l lé ùë û  называется функция:

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 0 2

0
1 1 1 1

, , ,
, , , ,

n n n n

i j i j
i j i ji j i j

L x L x
d L x dx dx d L x dx dx

x x x x= = = =

é ù¶ ¶
= =ê ú

¶ ¶ ¶ ¶ê úë û
åå åå

l l l
l l l . (1.5)

Определение 1.4. Первым дифференциалом ограничения ( )jg x
называется функция:

( ) ( )
1

, 1,...,
n

j
j i

i i

g x
d g x dx j p

x=

¶
= =

¶å . (1.6)

Определение 1.5. Ограничение ( ) 0jg x £  называется активным в точке *x ,

если ( )* 0jg x = . Если ( )* 0jg x < , то ограничение называется пассивным.
Определение 1.6.
1. Градиенты ограничений ( ) ( ) ( )1 2, ,..., ng x g x g x  являются линейно

независимыми в точке *x , если равенство
( ) ( ) ( )* * *

1 1 2 2 ... 0m mg x g x g xl l lÑ + Ñ + + Ñ = выполняется только при

1 2 ... 0nl l l= = = = .
2. Градиенты ограничений ( ) ( ) ( )1 2, ,..., ng x g x g x  являются линейно

зависимыми в точке *x , если равенство
( ) ( ) ( )* * *

1 1 2 2 ... 0m mg x g x g xl l lÑ + Ñ + + Ñ =  выполняется при значениях

1 2, , ..., nl l l  не равных нулю одновременно. В этом случае один из них есть
линейная комбинация остальных коэффициентов.

3. Один вектор ( )*
jg xÑ  тоже образует систему векторов: при ( )* 0jg xÑ ¹  –

линейно независимую, при ( )* 0jg xÑ =  – линейно зависимую.
4. Система векторов, содержащая нулевой вектор, всегда линейно зависима.

Если ( ) ( ) ( )( )* * *
1 2( ) ... mrang A rang g x g x g x m= Ñ Ñ Ñ = , то система векторов линейно

независима. Если ( )rang A m< , то система линейно зависима ( ( )rang A  – ранг
матрицы A ).

1.2 Практические примеры

Пример 1.1

Для задачи поиска условного экстремума функции 2 2
1 2( )f x x x= +

на множестве { }2
2 1 3 0X x x x= - + = , заданном ограничением

2
1 2 1( ) 3 0g x x x= - + =  выписать функции:

 - обобщенную функцию Лагранжа;
 - классическую функцию Лагранжа;
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 - градиент обобщенной функции Лагранжа;
 - градиент классической функции Лагранжа;
 - второй дифференциал обобщенной функции Лагранжа;
 - второй дифференциал классической функции Лагранжа;
 - первый дифференциал ограничения.

1. Обобщенная функция Лагранжа:

( ) ( ) ( )2 2 2
0 1 0 1 2 1 2 1, , 3L x x x x x= + + - +l l l l .

2. Классическая функция Лагранжа:

( ) ( )2 2 2
1 1 2 1 2 1, 3L x x x x x= + + - +l l .

3. Градиент обобщенной функции Лагранжа:

( ) ( )0 1 0 1 1 0 2 1 2, , 2 2 2 T
xL x x x xÑ = - +l l l l l l .

4. Градиент классической функции Лагранжа:

( ) ( )1 1 1 2 1 2, 2 2 2 T
xL x x x xÑ = - +l l l .

5. Второй дифференциал обобщенной функции Лагранжа:

( ) ( )2 2 2
0 1 0 1 0 1 2, , 2 2 2d L x dx dx= + +l l l l l .

6. Второй дифференциал классической функции Лагранжа:

( ) ( )2 2 2
1 1 1 2, 2 2 2d L x dx dx= + +l l .

7. Первый дифференциал ограничения:

( )1 1 2 22d g x dx x dx= - + .

Листинг программы в пакете MathCAD15 приведен в приложении А
(Рис. А 1 – Рис. А 3) стр. 59.

При выполнении примера студент должен знать следующие разделы
MathCAD15:
· Ввод переменных, переменных с нижним индексом, сопроводительного текста.
· Размещение переменных в сопроводительном тексте.
· Просмотр результатов расчета, редактирование числа выводимых десятичных

знаков и формата вывода целых чисел.
· Определение однострочной функции и ее вызов.
· Градиент функции и его символьный расчет.
· Символьные операции с производными и матрицами.
· Определение массива и доступ к элементам массива.
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Пример 1.2

Классифицировать ограничения 1 1 2( ) 3 0g x x x= + - £  в точках

( )* 1 1 Tx =  и ( )0 0 Tx =% .

1. В точке ( )* 1 1 Tx = *
1( ) 0g x = , т.е. неравенство превратилось в равенство.

Следовательно, ограничение является активным.
2. В точке ( )0 0 Tx =% *

1( ) 0g x £ , т.е. неравенство осталось неравенством.
Следовательно, ограничение является пассивным.

Листинг программы в пакете MathCAD15 приведен в приложении А
(Рис. А 4) стр. 62.

При выполнении примера студент должен знать следующие разделы
MathCAD15:
· Ввод переменных, переменных с нижним индексом, сопроводительного текста.
· Просмотр результатов расчета.
· Определение однострочной функции и ее вызов.
· Определение массива.

Пример 1.3
Исследовать градиенты активных ограничений 1 1( ) 0g x x= - £ ,

2 2( ) 0g x x= - £ , ( )3
3 2 1( ) 1 0g x x x= - - £  в точках ( )* 1 0 Tx =  и ( )0 0 Tx =% .

Рассчитать:
 - классифицировать (активные, пассивные) ограничения
в исследуемых точках;
 - рассчитать градиенты ограничений в исследуемых точках;
 - проверить линейную зависимость ограничений в исследуемых
точках.

1. Вычислить общие выражения для градиентов:

( ) ( )1 1 0 Тg xÑ = , ( ) ( )2 0 1 Тg xÑ = - , ( ) ( )( )2
3 13 1 1

Т
g x xÑ = - .

2. Классифицировать ограничения в расчетных точках.
Точка ( )* 1 0 Tx = .

( )*
1 1g x = - , ( )*

2 0g x = , ( )*
3 0g x = . Из расчетов видно, что ограничения 2

и 3 ( ( )*
2g x , ( )*

3g x  активны, а ограничение 1 ( ( )*
1g x ) – пассивно.

Точка ( )0 0 Tx =% .
( )1 0g x =% , ( )2 0g x =% , ( )3 1g x = -% . Из расчетов видно, что ограничения 1 и 2

( ( )1g x% , ( )2g x% ) активны, а ограничение 1 ( ( )3g x% ) – пассивно.
3. Рассчитать градиенты ограничений в исследуемых точках:

( ) ( )1 1 0 Тg xÑ = , ( ) ( )2 0 1 Тg xÑ = - , ( ) ( )3 0 1 Тg xÑ = .
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4. Проверить линейную зависимость активных ограничений в исследуемых
точках.

Точка ( )* 1 0 Tx = .
Вычислить ранг матрицы:

( ) ( )( )* *
2 3

0 0
1 2

1 1
T

rank g x g x rank æ ö
Ñ Ñ = = <ç ÷-è ø

.

Так как ранг матрицы меньше 2 – максимально возможной величины,
то градиенты активных ограничений 2 и 3 линейно зависимы.

Точка ( )0 0 Tx =% .
Вычислить ранг матрицы:

( ) ( )( )1 2

1 0
2

0 1
T

rank g x g x rank m
-æ ö

Ñ Ñ = = =ç ÷-è ø
% % ,

где 2m =  – максимальная величина ранга матрицы.
Так как ранг матрицы равен 2 – максимально возможной величине,

то градиенты активных ограничений 1 и 2 линейно независимы.
Листинг программы в пакете MathCAD15 приведен в приложении А

(Рис. А 5 – Рис. А 9) стр. 63.
При выполнении примера студент должен знать следующие разделы

MathCAD15:
· Ввод переменных, переменных с нижним индексом, сопроводительного текста.
· Просмотр результатов расчета.
· Определение однострочной функции и ее вызов.
· Определение массива.
· Градиент функции и его символьный и численный расчет.
· Символьные операции с производными и матрицами.
· Функции augment() и rank().
· Транспонирование матрицы.
· Дискретный аргумент.
· Построение и редактирование двумерных графиков. Нанесение на один график

нескольких кривых.

1.3 Аналитические методы поиска условного экстремума
с ограничениями в виде равенств

Даны дважды непрерывно дифференцируемые целевая функция
( )1 2( ) , ,..., nf x f x x x=  и функция ограничений ( )1 2( ) , ,..., 0j j ng x g x x x= = ,

1,2,...,j m= , определяющие множество допустимых решений X .



10

Требуется определить точки *x XÎ  локальных минимумов и максимумов
функции ( )f x  на множестве X :

( ) ( )* *min ( ), max ( )
x X x X

f x f x f x f x
Î Î

= = , (1.7)

где { }( ) 0, 1,2,..., ;jX x g x j m m n= = = < .

Точки *x  находятся с помощью необходимых и достаточных условий
минимума и максимума первого и второго порядка при ограничениях типа
равенств (порядок условий определяется порядком используемых производных).
Вычисляются значения ( )*f x  функции в найденных точках локального
экстремума.

1.3.1 Необходимые условия экстремума первого порядка
Пусть *x  есть точка локального экстремума. Тогда найдутся числа

* * *
0 1, ,..., ml l l , не равные одновременно нулю и такие, что выполняются следующие

условия:
- условие стационарности обобщенной функции Лагранжа по x :

( )* * *
0

*

, ,
0, 1,2,...,

i

L x
i n

x
l l¶

= =
¶

; (1.8)

- условие допустимости решения:
*( ) 0, 1,2,...,jg x j m= = . (1.9)

Если при этом градиенты ( ) ( ) ( )* * *
1 2, ,..., mg x g x g xÑ Ñ Ñ  в точке *x  линейно

независимы (выполняется условие регулярности), то *
0 0l ¹ .

Замечание 1.1.
1. Условие (1.9) можно записать в векторной форме:

( )

( )

( )

* * *
0

*
1

* * *
0

* * *
0

*

, ,

, , : 0

, ,
x

n

L x
x

L x

L x
x

l l

l l

l l

æ ö¶
ç ÷

¶ç ÷
ç ÷Ñ = =ç ÷
ç ÷¶
ç ÷ç ÷¶è ø

.

2. Система уравнений (1.8) и (1.9) содержит n m+  уравнений с 1n m+ +

неизвестными *
0l , ( )* * * *

1 2 ...
T

ml l l l= , ( )* * * *
1 2 ...

T

nx x x x= . Точки *x ,

удовлетворяющие системе при некоторых *
0l  и *l , называются условно-

стационарными.
3. При решении задач проверка условия регулярности затруднительна, так

как точка *x  заранее неизвестна. Поэтому, как правило, рассматривают два
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случая: *
0 0l =  и *

0 0l ¹ . Если *
0 0l ¹ , в системе уравнений (1.8) и (1.9) принимают

*
0 1l = . Это эквивалентно делению системы уравнений (1.8) и (1.9) на *

0l  и замене
*

*
0

jl
l

 на *
jl . При этом обобщенная функция Лагранжа становится классической,

а система уравнений (1.8) и (1.9) примет вид

( )* *

*

,
0, 1,2,...,

i

L x
i n

x
l¶

= =
¶

; (1.10)

*( ) 0, 1,2,...,jg x j m= = . (1.11)

В системе уравнений (1.10) и (1.11) число уравнений равно числу
неизвестных.

4. Система уравнений (1.10) и (1.11) отражает тот факт, что антиградиент
целевой функции в регулярной точке экстремума *x  является линейной
комбинацией градиентов ограничений. С учетом (1.3) выражение (1.10) можно
привести к виду:

( ) ( )* * *

1
0

m

j j
j

f x g xl
=

Ñ + Ñ =å ;

или

( ) ( )* * *

1

m

j j
j

f x g xl
=

-Ñ = Ñå ; (1.12)

5. Точка экстремума, удовлетворяющая системе уравнений (1.8) и (1.9) при
*
0 0l ¹ , называется регулярной, а при *

0 0l =  – нерегулярной. Случай *
0 0l =

отражает вырожденность ограничений. При этом в обобщенной функции
Лагранжа исчезает член, содержащий целевую функцию, а в необходимых
условиях экстремума не используется информация, представляющая градиент
целевой функции.

6. Условие допустимости решения, являющееся следствием постановки
задачи (1.7), включено в (1.8), (1.9), (1.10) и (1.11) для удобства формирования
алгоритма решения задачи.

1.3.2 Необходимые условия экстремума второго порядка
Пусть точка *x  – регулярная точка минимума (максимума) и имеется

решение ( )* *,x l  системы уравнений (1.10) и (1.11). Тогда второй дифференциал

классической функции Лагранжа, вычисленный в точке ( )* *,x l , неотрицателен
(неположителен):

( ) ( )( )2 * * 2 * *, 0 , 0d L x d L xl l³ £ (1.13)
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для всех ndx RÎ  таких, что

( ) ( )*
*

1

0, 1,...,
n

j
j i

i i

g x
d g x dx j m

x=

¶
= = =

¶å , (1.14)

то точка *x  может быть точкой локального минимума (максимума). Требуются
дополнительные исследования.

1.3.3 Достаточные условия экстремума
Пусть имеется точка ( )* *,x l , удовлетворяющая системе уравнений (1.10)

и (1.11). Если в этой точке ( ) ( )( )2 * * 2 * *, 0 , 0d L x d L xl l³ £  для всех ненулевых
ndx RÎ  таких, что

( ) ( )*
*

1

0, 1,...,
n

j
j i

i i

g x
d g x dx j m

x=

¶
= = =

¶å ,

то точка *x  является точкой локального минимума (максимума).
Замечание 1.2.
Достаточные и необходимые условия экстремума второго порядка

проверяются в условно–стационарных точках, которые удовлетворяют системе
уравнений (1.8), (1.9) при *

0 0l ¹  или системе уравнений (1.10) и (1.11), так как для
практики, безусловно, представляет интерес случай, когда в функции Лагранжа
присутствует целевая функция, экстремум которой ищется.

1.3.4 Алгоритм решения задачи
Шаг 1. Составить обобщенную функцию Лагранжа:

( ) ( ) ( )0 0
1

, ,
m

j j
j

L x f x g xl l l l
=

= +å .

Шаг 2. Записать необходимые условия экстремума первого порядка:
- условие стационарности обобщенной функции Лагранжа по x :

( )* * *
0

*

, ,
0, 1,2,...,

i

L x
i n

x
l l¶

= =
¶

; (1.15)

- условие допустимости решения:

*( ) 0, 1,2,...,jg x j m= = . (1.16)

Шаг 3. Решить систему для двух случаев:
1. *

0 0l = ;
2. *

0 0l ¹  (при этом необходимо выражения в шаге 2 поделить на *
0 1l =

и заменить * *
0jl l  на *

jl ).
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В результате найти условно-стационарные точки *x , выделив из них
полученные при *

0 0l ¹  (они могут быть регулярными точками экстремума).
Шаг 4. Для найденных на шаге 3 точек проверить достаточные условия

экстремума:
а) записать выражение для второго дифференциала классической функции

Лагранжа в точке ( )* *,x l :

( ) ( )2 * *
2 * *

1 1

,
,

n n

i j
i j i j

L x
d L x dx dx

x x
l

l
= =

¶
=

¶ ¶åå ;

б) записать выражение (1.14) в точке *x :

( ) ( )*
*

1

0, 1,...,
n

j
j i

i i

g x
d g x dx j m

x=

¶
= = =

¶å ;

в) из системы уравнений в пункте а) выразить любые m  дифференциалов
idx  через остальные ( n m- ) и подставить в ( )2 * *,d L x l ;

г) если ( )2 * *, 0d L x l >  при ненулевых idx ,  то в точке *x  – условный
локальный минимум.

Если ( )2 * *, 0d L x l <  при ненулевых idx , то в точке *x  - условный локальный
максимум.

Если достаточные условия экстремума не выполняются, следует проверить
необходимые условия второго порядка, следуя аналогичной процедуре.

Если необходимые условия второго порядка выполняются, то требуется
провести дополнительные исследования, а если не выполняются, в точке *x   нет
условного экстремума.

Шаг 5. Вычислить значения функции в точках условного экстремума.
Условия экстремума приведены в табл. 1.1.
Замечание 1.3.
1. Иногда удается проверить условие линейной независимости градиентов

ограничений на множестве X . Если оно выполняется, то на шаге 1 следует
записать классическую функцию Лагранжа, на шаге 2 можно записать сразу
систему уравнений (1.10) и (1.11), а на шаге 3 отсутствует случай *

0 0l = .
2. Графическое решение задачи (при 2n = , 1m = ):
а) построить множество допустимых решений X ;
б) построить семейство линий уровня целевой функции и найти точки их

касания с кривыми, описывающими ограничения;
в) исследовать поведение целевой функции при движении вдоль

ограничения к исследуемой точке и от нее. Классифицировать точки, используя
определение экстремума.
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Табл. 1.1. Необходимые и достаточные условия экстремума при ограничениях типа
равенств

№
п/п ( )* * *

0, ,xL xÑ l l ( )*
jd g x , 1,...,j m=

*
0 0¹l ,

( )2 * *,d L x l
( )*

jd g x ,
1,...,j m=

Тип условно-
стационарной

точки *x
1 0 0 >0 0, 0dx ¹ Условный

локальный
минимум

2 0 0 <0 0, 0dx ¹ Условный
локальный
максимум

3 0 0 ≥0 0 Может быть
условный
локальный
минимум.
Требуются

дополнительные
исследования

4 0 0 ≤0 0 Может быть
условный
локальный
максимум.
Требуются

дополнительные
исследования

5 0 0 =0 0 Требуются
дополнительные

исследования
6 0 0 <, >0 0 Нет экстремума

1.3.5 Практические примеры
Пример 1.4

Найти экстремум функции 2 2
1 2( )f x x x= +  на множестве

{ }1 2 2 0X x x x= + - = : 2 2
1 2( )f x x x extr= + ® ; 1 1 2( ) 2 0.g x x x= + - =

Рассчитать:
1. Проверить условие регулярности.
2. Составить функцию Лагранжа.
3. Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:
а) условие стационарности функции Лагранжа;
б) условие допустимости решения.
4. Решить систему уравнений и найти условно-стационарные точки.
5. Проверить достаточные условия экстремума второго порядка:
а) записать выражение для второго дифференциала классической
функции Лагранжа в стационарных точках;
б) записать выражение для первого дифференциала ограничения в
стационарных точках;
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в) рассчитать выражение из п. а), учитывая б), и определить знак
второго дифференциала классической функции Лагранжа ( )2 * *,d L x l

в стационарных точках;
г) классифицировать условно-стационарную точку. В случае
необходимости проверить необходимые условия экстремума второго
порядка, по аналогии.
6. Построить графики целевой функции и ограничения и нанести
условно-стационарные точки.

Ход решения задачи.
1. Проверить условие регулярности.
Градиент ограничения ( )1( ) 1 1 0Tg xÑ = ¹  на множестве X . Следовательно,

условие регулярности, т.е. независимости ограничений, выполняется (см.
определение 1.6).

2. Составить функцию Лагранжа.
Можно использовать классическую функцию Лагранжа, так как условие

регулярности ограничений выполняется (см. замечания 1.3, п.1).

( ) ( )2 2
1 1 1 2 1 1 2, ( ) ( ) 2L x f x g x x x x xl l l= + = + + + - .

3. Выписать необходимые условия экстремума первого порядка.

а) ( )1
1 1

1

,
2 0

L x
x

x
l

l
¶

= + =
¶

, откуда 1
1 2

x l= - . ( )1
2 1

2

,
2 0

L x
x

x
l

l
¶

= + =
¶

, откуда

1
2 2

x l= - ;

б) 1 1 2( ) 2 0g x x x= + - = .
4. Решить систему уравнений из п.3.

1
1

1
2

1 2

;
2

;
2

2 0.

x

x

x x

ì = -ï
ï
ï = -í
ï

+ - =ï
ïî

l

l

Найденные значения корней уравнения *
1 1x = , *

2 1x = , 1 2l = -  – условно
стационарных точек.

4. Проверить достаточные условия экстремума второго порядка.

а) ( ) ( )2 * *
12 * * 2 2

1 1 2
1 1

,
, 2 2

n n

i j
i j i j

L x
d L x dx dx dx dx

x x
l

l
= =

¶
= = +

¶ ¶åå ;

б) ( ) ( )*
*

1 2
1

0
n

j
j i

i i

g x
d g x dx dx dx

x=

¶
= = + =

¶å ;

в) вычислить ( )2 * *
1,d L x l .
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Из уравнения (б) дифференциал 1 2dx dx= - . Тогда ( )2 * * 2
1 2, 4 0d L x dxl = >  при

2
2 0dx ¹  всегда.

г) Классифицировать условно-стационарную точку ( )* 1 1 Tx = .

Так как ( )2 * *
1, 0d L x l > , то ( )* 1 1 Tx =  - точка регулярного локального

условного минимума.
Листинг программы в пакете MathCAD15 приведен в приложении А

(Рис. А 10 – Рис. А 14) стр. 68.
При выполнении примера студент должен знать следующие разделы

MathCAD15:
· Ввод переменных, переменных с нижним индексом, сопроводительного текста.
· Просмотр результатов расчета.
· Определение массива.
· Определение однострочной функции и ее вызов.
· Градиент функции и его символьный и численный расчет.
· Символьные операции с производными и матрицами.
· нахождение коней уравнений с использованием блока Given – Find.
· Символьную функцию substitute.
· Транспонирование матрицы.
· Дискретный аргумент.
· Построение и редактирование трехмерных графиков. Нанесение на один

график нескольких кривых и точек.

Пример 1.5

Найти экстремум функции 1 2( )f x x x= +  на множестве

{ }2 2
1 2 2 0X x x x= + - = : 1 2( )f x x x extr= + ® ; 2 2

1 1 2( ) 2 0g x x x= + - = .

Рассчитать:
1. Проверить условие регулярности.
2. Составить функцию Лагранжа.
3. Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:
а) условие стационарности функции Лагранжа;
б) условие допустимости решения.
4. Решить систему уравнений и найти условно-стационарные точки.
5. Проверить достаточные условия экстремума второго порядка.
а) записать выражение для второго дифференциала классической
функции Лагранжа в стационарных точках;
б) записать выражение для первого дифференциала ограничения в
стационарных точках;
в) рассчитать выражение из п. а), учитывая б), и определить знак
второго дифференциала классической функции Лагранжа ( )2 * *,d L x l  в
стационарных точках;
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г) классифицировать условно-стационарную точку. В случае
необходимости проверить необходимые условия экстремума второго
порядка, по аналогии.
6. Построить графики целевой функции и ограничения и нанести
условно-стационарные точки.

Ход решения задачи.
1. Проверить условие регулярности.
Градиент ограничения 1 1 2( ) (2 ,2 ) 0Tg x x xÑ = ¹  для всех x XÎ .

Следовательно, условие регулярности, т.е. независимости ограничений,
выполняется (см. определение 1.6).

2. Составить функцию Лагранжа.
Можно использовать классическую функцию Лагранжа, так как условие

регулярности ограничений выполняется (см. замечания 1.3, п.1):

2 2
1 1 2 1 1 2( , ) ( 2)L x x x x xl l= + + + - .

3. Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:

а) 1
1 1

1

( , ) 1 2 0dL x x
dx

l l= + = , откуда 1
1

1
2

x
l

= - ;

1
1 2

2

( , ) 1 2 0dL x x
dx

l l= + = , откуда 2
1

1
2

x
l

= - ;

б) 2 2
1 1 2( ) 2 0g x x x= + - = .

4. Решить систему уравнений из п.3.

1
1

2
1

2 2
1 2

1 ;
2
1 ;

2

2 0.

x

x

x x

ì = -ï
ï
ï = -í
ï
ï + - =
ï
î

l

l

Найденные значения корней уравнения: точка 1 ( *1x ): *
1 1x = , *

2 1x = ,

1 1 2= -l ,  точка 2  ( *2x ) *
1 1x = - , *

2 1x = - , 1
1
2

l = . Таким образом, найдены две

условно стационарные точки.
4. Проверить достаточные условия экстремума второго порядка.

а) 2 * * * 2 * 2
1 1 1 2( , ) 2 2d L x dx dxl l l= + , так как

2 2
*1 1

12 2
1 2

( , ) ( , ) 2L x L x
x x
l l l¶ ¶

= =
¶ ¶

,

2 2
1 1

1 2 2 1

( , ) ( , ) 0L x L x
x x x x

l l¶ ¶
= =

¶ ¶ ¶ ¶
;

б) * * *
1 1 1 2 2( ) 2 2 0dg x x dx x dx= + = , так как 1

1
1

( ) 2dg x x
dx

= , 1
2

2

( ) 2dg x x
dx

= ;
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в) вычислить ( )2 * *
1,d L x l .

Исследовать точку 1 ( *1x ).
Из уравнения (б) дифференциал *

1 1 2( 1 ) 2 2 0dg x dx dx= + = , откуда 1 2dx dx= - .
Тогда 2 * 2 2 2

1 2 2( 1 ) 2 0d L x dx dx dx= - - = - <  при 2
2 0dx ¹  всегда.

Исследовать точку 2 ( *2x ).
Из уравнения (б) дифференциал *

1 1 2( 2 ) 2 2 0dg x dx dx= - - = , откуда

1 2dx dx= - . Тогда 2 2 2 2
1 2 2( ) 2 0d L B dx dx dx= + = >  при 2

2 0dx ¹  всегда;
г) классифицировать условно-стационарные точки.
Так как ( )2 * *

11 , 0d L x l < , то ( )*1 1 1 Tx =  – точка регулярного условного
локального максимум.

Так как ( )2 * *
12 , 0d L x l > , то ( )*2 1 1 Tx = - -  – точка регулярного условного

локального минимум.
5. Рассчитать значения функции в точках экстремума: *( 1 ) 2f x = ,

*( 2 ) 2f x = - .
Листинг программы в пакете MathCAD15 приведен в приложении А

(Рис. А 15 – Рис. А. 21), стр. 73.
При выполнении примера студент должен знать следующие разделы

MathCAD15:
· Ввод переменных, переменных с нижним индексом, сопроводительного текста.
· Перенос длинных формул по знаку «+», нажатием клавиш («Ctrl»+«Enter»).
· Просмотр результатов расчета.
· Определение массива.
· Определение однострочной функции и ее вызов.
· Градиент функции и его символьный и численный расчет.
· Символьные операции с производными и матрицами.
· Нахождение коней уравнений с использованием блока Given – Find.
· Символьную функцию solve, substitute.
· Транспонирование матрицы.
· Дискретный аргумент.
· Построение и редактирование трехмерных графиков. Нанесение на один

график нескольких кривых и точек.

Пример 1.6

Найти экстремум функции 1( )f x x=  на множестве

{ }2 3
1 2 0X x x x= - = : 1( )f x x extr= ® ; 2 3

1 1 2( ) 0g x x x= - = .

Рассчитать:
1. Проверить условие регулярности.
2. Составить функцию Лагранжа.
3. Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:



19

а) условие стационарности функции Лагранжа;
б) условие допустимости решения.
4. Решить систему уравнений и найти условно-стационарные точки.
5. Проверить достаточные условия экстремума второго порядка.
а) записать выражение для второго дифференциала классической
функции Лагранжа в стационарных точках;
б) записать выражение для первого дифференциала ограничения в
стационарных точках;
в) рассчитать выражение из п. а), учитывая б), и определить знак
второго дифференциала классической функции Лагранжа 2 * *( , )d L x l  в
стационарных точках;
г) классифицировать условно-стационарную точку. В случае
необходимости проверить необходимые условия экстремума второго
порядка, по аналогии.
6. Построить графики целевой функции и ограничения и нанести
условно–стационарные точки.

Ход решения задачи.
1. Проверить условие регулярности.
Градиент ограничения 2

1 1 2( ) ( 3 ,2 ) 0Tg x x xÑ = - =  в точке * (0,0)Tx = ,
следовательно, условие регулярности, т.е. независимости ограничений, не
выполняется (см. определение 1.6). Необходимо пользоваться алгоритмом с
использованием обобщенной функции Лагранжа.

2. Составить обобщенную функцию Лагранжа:

2 3
0 1 0 1 1 2 1( , , ) ( )L x x x xl l l l= + + .

3. Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:

а) 20 1
0 1 1

1

( , , ) 3 0dL x x
dx
l l l l= - = , 0 1

1 2
2

( , , ) 2 0dL x x
dx
l l l= = ;

б) 2 3
1 2 1( ) 0g x x x= - = .

4. Решить систему уравнений из п.3:

2
0 1 1

1 2
2 3
2 1

3 0;
2 0;

0

x
x

x x

ì - =
ï

=í
ï - =î

l l
l

для двух случаев.
4.1. Первый случай 0 0l = . Тогда 1 0l ¹ , так как все множители Лагранжа не

могут быть одновременно равны нулю. Отсюда * *
1 2 0x x= = , *

0 0l = .
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4.2. Второй случай *
0 0l ¹ . Поделим уравнения приведенной в п.2 системы

на 0l  с заменой 1 0l l  на 1l :
2

1 1

1 2
2 3
2 1

1 3 0;
2 0;

0.

x
x

x x

ì - =
ï =í
ï - =î

l
l

Рассмотрим второе уравнение. Если 1 0l = , то система несовместна. Если
2 0x = , то 1 0x =  и система тоже несовместна. Как видно, применение

классической функции Лагранжа не дает результата.
5. Классифицировать условно стационарную точку.
Так как *

0 0=l , достаточные условия экстремума не проверяются. Точка

( )* 0 0 Tx =  со значением целевой функции *( ) 0f x =  является точкой
нерегулярного локального и глобального минимума.

Листинг программы в пакете MathCAD15 приведен в приложении А
(Рис. А 22 – А. 27), стр. 80.

При выполнении примера студент должен знать следующие разделы
MathCAD15:
· Ввод переменных, переменных с нижним индексом, сопроводительного текста.
· Перенос длинных формул по знаку «+», нажатием клавиш («Ctrl»+«Enter»).
· Просмотр результатов расчета.
· Определение массива.
· Определение однострочной функции и ее вызов.
· Градиент функции и его символьный и численный расчет.
· Символьные операции с производными и матрицами.
· Системная переменная CTOL.
· Нахождение коней уравнений с использованием блока Given – Find.
· Транспонирование матрицы.
· Дискретный аргумент.
· Построение и редактирование трехмерных графиков. Нанесение на один

график нескольких кривых и точек.

Пример 1.7

Найти экстремум функции 2 2
1 2( )f x x x= +  на множестве

( ){ }2 2
1 21 4 0X x x x= - + - = : 2 2

1 2( )f x x x extr= + ® ; ( )2 2
1 1 2( ) 1 4 0g x x x= - + - = .

Рассчитать:
1. Проверить условие регулярности.
2. Составить функцию Лагранжа.
3. Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:
а) условие стационарности функции Лагранжа;
б) условие допустимости решения.
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4. Решить систему уравнений и найти условно-стационарные точки.
5. Проверить достаточные условия экстремума второго порядка.
а) записать выражение для второго дифференциала классической
функции Лагранжа в стационарных точках;
б) записать выражение для первого дифференциала ограничения в
стационарных точках;
в) рассчитать выражение из п. а), учитывая б), и определить знак
второго дифференциала классической функции Лагранжа ( )2 * *,d L x l  в
стационарных точках;
г) классифицировать условно-стационарную точку. В случае
необходимости проверить необходимые условия экстремума второго
порядка, по аналогии.
6. Построить графики целевой функции и ограничения и нанести
условно-стационарные точки.

Ход решения задачи.
1. Проверить условие регулярности.
Проверку провести самостоятельно.
2. Составить обобщенную функцию Лагранжа:

2 2 2 2
0 1 0 1 2 1 1 2( , , ) ( ) [( 1) 4]L x x x x xl l l l= + + - + - .

3. Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:

а) 0 1
0 1 1 1

1

( , , ) 2 2 ( 1) 0dL x x x
dx
l l l l= + - = , 0 1

0 2 1 2
2

( , , ) 2 2 0dL x x x
dx
l l l l= + = ;

б) 2 2
1 1 2( ) ( 1) 4 0g x x x= - + - = .

4. Решить систему уравнений из п.3:

0 1 1 1

0 2 1 2

2 2
1 2

2 2 ( 1) 0;
2 2 0;

( 1) 4 0,

x x
x x

x x

ì + - =
ï + =í
ï - + - =î

l l
l l

для двух случаев.
4.1. Первый случай 0 0l = . Тогда 1 0l ¹ , так как все множители Лагранжа не

могут быть одновременно равны нулю.
Из п.3 следует:

1 12 ( 1) 0xl - = , 1 22 0xl = ,

2 2
1 2( 1) 4 0x x- + - = .

Так как 1 0l ¹ , то из первых двух уравнений 1 1x = , 2 0x = . Однако при этом
ограничение не выполняется: 1( ) 4 0g x = - ¹ . Следовательно, система несовместна.
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4.2. Второй случай *
0 0l ¹ . Поделим уравнения приведенной в п.3 системы

на 0l  с заменой 1

0

l
l

 на 1l :

1 1
1 1 1 2 1

1 2

( , ) ( , )2 2 ( 1) 0, 2 (1 ) 0;dL x dL xx x x
dx dx

= + - = = + =
l ll l

2 2
1 1 2( ) ( 1) 4 0g x x x= - + - = .

Рассмотрим второе уравнение:
· Если 2 0x = , то из третьего уравнения следует 1 3x = , 1 1x = - , а из первого

1
3
2

l = - , 1
1
2

l = -  соответственно.

· Если 1 1l = - , то первое уравнение имеет вид 2=0, т.е. система
несовместна.

Таким образом, найдены две условно-стационарные точки:
*1x : *

1 3x = , *
2 0x = , 1

3
2

l = - ; *2x : *
1 1x = - , *

2 0x = , 1
1
2

l = - .

5. Проверить достаточные условия экстремума:
а) 2 * * * 2 * 2

1 1 1 1 2( , ) 2(1 ) 2(1 )d L x dx dxl l l= + + + ;
б) * * 2

1 1 1 2 2( ) 2( 1) 2 0dg x x dx x dx= - + = .
5.1. Исследуем точку *1x : 1 1( ) 4 0 0dg A dx= + = , откуда 1 0dx =  и

2 2 2
1 2( ) 0d L A dx dx= - - <  при 2 0dx ¹ . Поэтому в точке *1x  – регулярный условный

максимум.
5.2. Исследовать точку *2x : 1 1( ) 4 0 0dg B dx= - + = , откуда 1 0dx =

и 2 2 2 2
1 2 2( ) 0d L B dx dx dx= + = >  при 2 0dx ¹ .  Поэтому в точке *2x  – регулярный

условный минимум.
6. Рассчитать значения функции в точках экстремума: *( 1 ) 9f x = , *( 2 ) 1f x = .
Листинг программы в пакете MathCAD15 приведен в приложении А

(Рис. А 28 – А 34) стр. 86.
При выполнении примера студент должен знать следующие разделы

MathCAD15:
· Ввод переменных, переменных с нижним индексом, сопроводительного текста.
· Перенос длинных формул по знаку «+», нажатием клавиш («Ctrl»+«Enter»).
· Просмотр результатов расчета.
· Определение массива.
· Определение однострочной функции и ее вызов.
· Градиент функции и его символьный и численный расчет.
· Символьные операции с производными и матрицами.
· Системная переменная CTOL.
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· Нахождение коней уравнений с использованием блока Given – Find.
· Символьную функцию solve, substitute.
· Транспонирование матрицы.
· Дискретный аргумент.
· Построение и редактирование трехмерных графиков. Нанесение на один

график нескольких кривых и точек.

Пример 1.8

Найти экстремум функции 2 2
1 2( )f x x x= -  на множестве

{ }2 2
1 2 1 0X x x x= + - = : 2 2

1 2( )f x x x extr= - ® ; 2 2
1 1 2( ) 1 0g x x x= + - = .

Рассчитать:
1. Проверить условие регулярности.
2. Составить функцию Лагранжа.
3. Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:
а) условие стационарности функции Лагранжа;
б) условие допустимости решения.
4. Решить систему уравнений и найти условно-стационарные точки.
5. Проверить достаточные условия экстремума второго порядка.
а) записать выражение для второго дифференциала классической
функции Лагранжа в стационарных точках;
б) записать выражение для первого дифференциала ограничения в
стационарных точках;
в) рассчитать выражение из п. а), учитывая б), и определить знак
второго дифференциала классической функции Лагранжа ( )2 * *,d L x l

в стационарных точках;
г) классифицировать условно-стационарную точку. В случае
необходимости проверить необходимые условия экстремума второго
порядка, по аналогии.
6. Построить графики целевой функции и ограничения и нанести
условно-стационарные точки.

Ход решения задачи.
1. Проверить условие регулярности.
Проверку провести самостоятельно.
2. Составить обобщенную функцию Лагранжа:

2 2 2 2
0 1 0 1 2 1 1 2( , , ) ( ) ( 1)L x x x x xl l l l= - + + - .

3. Выписать необходимые условия экстремума первого порядка

а) 0 1
0 1 1 1

1

( , , ) 2 2 0dL x x x
dx
l l l l= + = , 0 1

0 2 1 2
2

( , , ) 2 2 0dL x x x
dx
l l l l= - + = ;

б) 2 2
1 1 2( ) 1 0g x x x= + - = .
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4. Решить систему уравнений из п.3:
0 1 1 1

0 2 1 2

2 2
1 2

2 2 0;
2 2 0;

1 0,

x x
x x

x x

ì + =
ï- + =í
ï + - =î

l l
l l

для двух случаев.
4.1. Первый случай 0 0l = . Тогда 1 0l ¹ , так как все множители Лагранжа

не могут быть одновременно равны нулю.
Из первых двух уравнений следует: 1 1 0x x= = . При этом третье уравнение

не выполняется. Следовательно, система несовместна.
4.2. Второй случай *

0 0l ¹ . Поделим уравнения приведенной в п.3 системы

на 0l  с заменой 1

0

l
l

 на 1l :

1
1 1

1

( , ) 2 (1 ) 0L x x
x
l l¶

= + =
¶

, 1
2 1

2

( , ) 2 ( 1 ) 0L x x
x
l l¶

= - + =
¶

, (1.17)

2 2
1 1 2( ) 1 0g x x x= + - = .

Пусть 1 1l = - . Тогда 2 0x = ,  а 1 1x = ± . Пусть 1 1l = . Тогда 1 0x = ,  а 2 1x = ± .
Других решений система не имеет. Таким образом, имеем четыре условно-
стационарные точки:

*1x : *
1 1x = , *

2 0x = , *
1 1l = - ; *2x : *

1 1x = - , *
2 0x = , *

1 1l = - ;

*3x : *
1 0x = , *

2 1x = , *
1 1l = ; *4x : *

1 0x = , *
2 1x = - , *

1 1l = .

5. Проверить достаточные условия экстремума:
а) 2 * * * 2 * 2

1 1 1 1 2( , ) 2(1 ) 2( 1)d L x dx dxl l l= + + - ;
б) * * *

1 1 1 2 2( ) 2 2 0dg x x dx x dx= + = .
5.1. Исследуем точку *1x : *

1 1( 1 ) 2 0dg x dx= = , откуда получаем 1 0dx =

и 2 * 2
2( 1 ) 4 0d L x dx= - <  при 2 0dx ¹ . Поэтому в точке *1x  – регулярный локальный

условный максимум.
5.2. Исследовать точку *2x : *

1 1( 2 ) 2 0dg x dx= - = , откуда 1 0dx =

и 2 * 2
2( 2 ) 4 0d L x dx= - <  при 2 0dx ¹ . Поэтому в точке *2x  – регулярный локальный

условный максимум.
5.3. Исследовать точку *3x : *

1 2( 3 ) 2 0dg x dx= = , откуда 2 0dx =
и 2 * 2

1( 3 ) 4 0d L x dx= >  при 1 0dx ¹ . Поэтому в точке *3x  – регулярный локальный
условный минимум.

5.4. Исследовать точку *4x : *
1 2( 4 ) 2 0dg x dx= - = , откуда 2 0dx =

и 2 * 2
1( 4 ) 4 0d L x dx= >  при 1 0dx ¹ . Поэтому в точке *4x  – регулярный локальный

условный минимум.



25

6. Рассчитать значения функции в точках экстремума: *( 1 ) 1f x = , *( 2 ) 1f x = ,
*( 3 ) 1f x = - , *( 4 ) 1f x = - .
Листинг программы в пакете MathCAD15 приведен в приложении А

(Рис. А 35 – А 44) стр. 93.
При выполнении примера студент должен знать следующие разделы

MathCAD15:
· Ввод переменных, переменных с нижним индексом, сопроводительного текста.
· Перенос длинных формул по знаку «+», нажатием клавиш («Ctrl»+«Enter»).
· Просмотр результатов расчета.
· Определение массива.
· Определение однострочной функции и ее вызов.
· Градиент функции и его символьный и численный расчет.
· Символьные операции с производными и матрицами.
· Нахождение коней уравнений с использованием блока Given – Find.
· Символьную функцию solve, substitute.
· Транспонирование матрицы.
· Дискретный аргумент.
· Построение и редактирование трехмерных графиков. Нанесение на один

график нескольких кривых и точек.

1.4 Аналитические методы поиска условного экстремума
с ограничениями типа неравенств

Даны дважды непрерывно дифференцируемые целевая функция
1( ) ( ,..., )nf x f x x=  и функции ограничений 1( ,..., ) 0j ng x x £ , 1,...j m= ,

определяющие множество допустимых решений X .
Требуется исследовать функцию ( )f x  на экстремум, т.е. определить точки

ее локальных минимумов и максимумов на множестве Х:

*( ) min ( )
x X

f x f x
Î

= ; *( ) max ( )
x X

f x f x
Î

= , (1.18)

где { ( ) 0, 1,... }jX x g x j m= £ = .

Находятся точки *x  локального экстремума с помощью необходимых
и достаточных условий минимума и максимума первого и второго порядка при
ограничениях типа неравенств (порядок условий определяется порядком
используемых производных). Вычисляются значения *( )f x  функций в найденных
точках локального экстремума.

1.4.1 Необходимые условия минимума (максимума) первого порядка
Путь *x  – точка локального минимума (максимума), тогда найдется такое

число *
0 0l ³  и вектор * * *

1( ,..., )T
ml l l= , не равные одновременно нулю и такие, что

выполняются следующие условия:



26

– условие стационарности обобщенной функции Лагранжа по x :
* * *

0( , ) 0
i

L x
x
l l¶

=
¶

, 1,...,i n= ; (1.19)

– условие допустимости решения:
*( ) 0jg x £ , 1,...,j m= ; (1.20)

– условие неотрицательности для условного минимума:
* 0jl ³ , 1,...,j m= ; (1.21)

(условие неположительности для условного максимума: * 0jl £ , 1,...,j m= );
– условие дополняющей нежесткости:

* *( ) 0j jg xl = , 1,...,j m= . (1.22)

Если при этом градиенты активных в точке *x  ограничений линейно
независимы (выполняется условие регулярности), то *

0 0l ¹ .
Замечание 1.4.
1. Точки *x , удовлетворяющие системе (1.19), называются условно-

стационарными.
2. В отличие от случая ограничений типа равенств необходимые условия

экстремума первого порядка формулируются отдельно для максимума
и минимума.

Необходимые условия были доказаны Ф.Джоном (F. John), а при *
0 0l ¹

Куном и Таккером (H.W. Kuhn, A.W. Tucker).
3. Если в решаемой задаче ограничения записаны в форме ( ) 0jg x ³ , то их

необходимо переписать в виде, используемом в (1.18): ( ) 0jg x- £ .
4. Далее будем использовать множество индексов ограничений, активных

в точке *x , которое обозначим через aJ .
5. При решении задач поиска условного максимума можно использовать

необходимые и достаточные условия минимума, применяя преобразование
[ ]*( ) max ( ) min ( )

x X x X
f x f x f x

Î Î

= = - - .

6. Так как точка *x  заранее неизвестна, то проверка условия регулярности
затруднена, поэтому рекомендуется следовать алгоритму, описанному в п.3
замечания 1.1 (стр. 10).

7. Точка экстремума, удовлетворяющая системе (1.19) при *
0 0l ¹ ,

называется регулярной, а при *
0 0l =  – нерегулярной. Случай *

0 0l =  отражает
вырожденность ограничений.

8. Условие (1.19) в регулярной точке экстремума *x  отражает факт, что
антиградиент целевой функции является неотрицательной (неположительной
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в случае максимума) линейной комбинацией градиентов функций, образующих
активные ограничения в точке *x . Действительно, условие (1.19) с учетом (1.22)
можно переписать в форме:

* * * *

1
( ) ( ) ( )

a

m

j j j
j j J

f x g x g xl
= Î

-Ñ = Ñ = Ñå å .

9. При *
0 0l ¹  справедливы два важных утверждения:

1) если функция ( )f x , ( )jg x , 1,...,j m= , выпуклые, то необходимые условия
первого порядка являются одновременно и достаточными условиями глобального
минимума;

2) если функции « ( )f x- », *( )jg x , 1,...,j m= , выпуклые, то необходимые
условия первого порядка являются одновременно и достаточными условиями
глобального максимума.

В обоих случаях множество допустимых решений X  выпукло.
10. Условие допустимости решения, являющееся следствием постановки

задачи (1.18), включено в (1.19) для удобства формирования алгоритма решения
задачи.

11. Из условия дополняющей нежесткости следует, что если ограничение
в точке *x  пассивное, т.е. *( ) 0jg x < , то * 0jl = , а если активное, т.е. *( ) 0jg x = ,

то * 0jl ³  (для минимума) и * 0jl £  (для максимума).

1.4.2 Достаточные условия минимума (максимума) первого порядка
Пусть имеется точка * *( , )x l , удовлетворяющая системе (1.19) при *

0 0l ¹ ,
число активных ограничений в точке *x  совпадает с числом n переменных (при
этом условие регулярности выполняется). Если * 0jl >  для всех aj JÎ ,  то точка –

точка условного локального минимума. Если * 0jl <  для всех aj JÎ , то aj JÎ  –
точка условного локального максимума в задаче (1.18).

1.4.3 Необходимое условие минимума (максимума) второго порядка
Пусть *x  – регулярная точка минимума (максимума) и имеется решение

* *( , )x l  системы (1.19). Тогда второй дифференциал классической функции
Лагранжа, вычисленный в точке * *( , )x l , неотрицателен (неположителен):

2 * *( , ) 0d L x l ³ , 2 * *( ( , ) 0)d L x l £ . (1.23)

Для всех ndx RÎ  таких что

*( ) 0jdg x = , aj JÎ , * 0jl > *( 0)jl < ;

*( ) 0jdg x £ , aj JÎ , * 0jl = .
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1.4.4 Достаточное условие экстремума второго порядка
Пусть имеется точка * *( , )x l , удовлетворяющая системе (1.19) при *

0 0l ¹ .
Если в этой точке 2 * *( , ) 0d L x l > 2 * *( ( , ) 0)d L x l <  для всех ненулевых ndx RÎ
таких что:

*( ) 0jdg x = , aj JÎ , * 0jl > *( 0)jl < ;

*( ) 0jdg x £ , aj JÎ , * 0jl = .

То точка *x  является точкой локального минимума (максимума) в задаче
(1.18).

Замечание 1.5.
В рассматриваемой задаче замечания 1.2 (стр. 12) и замечания 1.3 (стр. 13)

так же справедливы с учетом замены (1.10) и (1.11) на (1.19) – (1.22).

1.4.5 Алгоритм решения задачи
Шаг 1. Составить обобщенную функцию Лагранжа:

0 1 0
1

( , , ) ( ) ( )
m

j j
j

L x f x g xl l l l
=

= +å .

Шаг 2. Записать необходимые условия минимума (максимума) первого
порядка:

а) 0 1( , , ) 0
i

L x
x
l l¶

=
¶

, 1,...,i n= ;

б) *( ) 0jg x £ , 1,...,j m= ;

в) * 0jl ³ , 1,...,j m=  (для минимума), * 0jl £ , 1,...,j m=  (для максимума);

г) * *( ) 0j jg xl = , 1,...,j m= .
Шаг 3. Решить систему для двух случаев:
1) *

0 0l = ;
2) *

0 0l ¹  (при этом поделить условия, записанные на шаге 2, на *
0l

и заменить
*

*
0

jl
l

 на *
jl ).

В результате найти условно-стационарные точки *x , выделив из них
полученные при *

0 0l ¹  (они могут быть регулярными точками экстремума).
В каждом из двух случаев следует начинать с рассмотрения 2m  вариантов
удовлетворения условия «г» дополняющей нежесткости.

Шаг 4. Для выделенных на шаге 3 точек проверить достаточные условия
экстремума первого или второго порядка.

Для проверки достаточных условий первого порядка следует:
а) определить число i  активных ограничений в точке *x ;
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б) если i n=  и * 0jl >  для всех aj JÎ ,  то в точке *x  – локальный минимум.

Если i n=  и * 0jl <  для всех aj JÎ ,  то в точке *x  – локальный максимум. Если
i n<  или соответствующие множители Лагранжа не удовлетворяют достаточным
условиям первого порядка, проверить достаточные условия второго порядка.

Для проверки достаточных условий второго порядка следует:
а) записать выражение для второго дифференциала классической функции

Лагранжа в точке * *( , )x l :
2 * *

2 * *

1 1

( , )( , )
n n

i j
i j i j

L xd L x x x
x x

ll
= =

¶
= ¶ ¶

¶ ¶åå ;

б) записать условия, накладываемые на первые дифференциалы активных
ограничений:

*
*

1

( )
( ) 0

n
j

j i
i i

dg x
dg x x

x=

= ¶ =
¶å , 2 0l £ , * 0jl > *( 0)jl < , (1.24)

*
*

1

( )
( ) 0

n
j

j i
i i

dg x
dg x x

x=

= ¶ £
¶å , 2 0l £ , * 0jl = ;

в) исследовать знак второго дифференциала функции Лагранжа
для ненулевых dx , удовлетворяющих системе 3.. Если 2 * *( , ) 0d L x l > ,  то в точке

*x  – условный локальный минимум. Если 2 * *( , ) 0d L x l < ,  то в точке *x  –
условный локальный максимум.

Если достаточные условия первого и второго порядка не выполняются,
следует проверить выполнение необходимых условий второго порядка, следуя
аналогичной процедуре. Если они выполняются, то требуется дополнительные
исследование, а если нет, то в точке *x  нет условного экстремума.

Шаг 5. Вычислить значения функции в точках условного экстремума.
Условия экстремума в задаче (1.18) приведены в табл. 1.2 и табл. 1.3.

Табл. 1.2. Необходимые и достаточные условия первого порядка в задаче поиска
условного экстремума при ограничениях типа неравенств

Необходимые условия первого порядка
Достаточные условия первого

порядка *
0( 0)¹l

№
п/п

* * *
0

* *

( , , );

( ),

1,...,

x

j j

L x

g x

j m

Ñ

=

l l

l
*( ),

1,...,
jg x

j m=

*
0

*

0,

,

1,...,
j

j m

³

=

l

l
Число i

активных
ограничений

*,j

aj JÎ

l Тип условно-
стационарной

точки *x

1 0 0£ 0³ n 0> Условный
локальный
минимум

2 0 0£ 0£ n 0> Условный
локальный
максимум
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Табл. 1.3. Необходимые и достаточные условия второго порядка в задаче поиска
условного экстремума при ограничениях типа неравенств

№
п/п

2 * *( , )d L x l *

*

( ),
,

0

j

a

j

dg x
j JÎ

>l

*

*

( ),
,

0

j

a

j

g x
j JÎ

<l

*

*

( ),
,

0

j

a

j

dg x
j JÎ

=l

Тип условно-
стационарной

точки *x

1 0> 2 2
1 2 4x x+ £ 0< Условный

локальный
минимум

2 0< 0, 0dx ¹ 0£ Условный
локальный
максимум

3 0³ 0 0£ Может быть
условный
локальный
минимум,
требуется

дополнительное
исследование

4 0£ 0 0£ Может быть
условный
локальный
максимум,
требуется

дополнительное
исследование

5 0= 0 0£ Требуется
дополнительное

исследование
6 0= 0 0£ Требуется

дополнительное
исследование

7 0< > 0 0£ Нет экстремума
8 0< > 0 0£ Нет экстремума

1.4.6 Практические примеры

Пример 1.9

Найти экстремум функции 2 2
1 2( )f x x x= +  на множестве

{ }1 2 2 0X x x x= + - £ : 2 2
1 2( )f x x x extr= + ® ; 1 1 2( ) 2 0g x x x= + - £ .

Рассчитать:
1. Составить обобщенную функцию Лагранжа.
2. Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:
а) условие стационарности обобщенной функции Лагранжа по х;
б) условие допустимости решения;
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в) условие неотрицательности для условного минимума
(неположительности для максимума);
г) условие дополняющей нежесткости.
3. Решить систему уравнений и найти условно-стационарные точки.
4. Проверить достаточные условия экстремума первого порядка.
5. При необходимости проверить необходимые и достаточные условия
второго порядка.
6. Построить графики целевой функции и ограничения и нанести
условно-стационарные точки.

Ход решения задачи.
1.Составить обобщенную функцию Лагранжа:

2 2
0 1 0 1 2 1 1 2( , , ) ( ) ( 2)L x x x x xl l l l= + + + - .

2.Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:
а) условие стационарности обобщенной функции Лагранжа по x :

0 1
0 1 1

1

( , , ) 2 0L x x
x
l l l l¶

= + =
¶

, 0 1
0 2 1

2

( , , ) 2 0L x x
x
l l l l¶

= + =
¶

;

б) условие допустимости решения:
3 0l ¹ ;

в) условие неотрицательности для условного минимума (максимума):
1 0l ³  (для минимума), 1 0l £  (для максимума);

г) условие дополняющей нежесткости:
1 1 2( 2) 0x xl + - = .

3. Решить систему уравнений из п.2 для двух случаев.
3.1. Случай 1 ( 0 0l = ). Тогда из условий «а» следует, что 1 0l = . Это

противоречит требованию утверждения 1.4 о существовании ненулевого вектора
0( , )Tl l .

3.2. Случай 2 ( 0 0l ¹ ). Поделить систему, приведенную в п.2, на 0l

и заменить 1

0

l
l

 на 1l . Обобщенная функция Лагранжа при этом будет приведена

к классической форме:

а) 1
1 1

1

( , ) 2 0L x x
x
l l¶

= + =
¶

, 0 1
2 1

2

( , , ) 2 0L x x
x
l l l¶

= + =
¶

;

б) 1 2 2 0x x+ - £ ;
в) 1 0l ³  (для минимума), 1 0l £  (для максимума);
г) 1 1 2( 2) 0x xl + - = .
Из условия «г» дополняющей нежесткости следует:
1) 1 0l =  (фактически решается задача поиска безусловного экстремума).

Тогда из уравнений а) следует, что * *
1 2 0x x= = , *

1 0l =  и условие «б» выполняется.
Выполняются необходимые условия и для минимума, и для максимума (строки 1
и 2 в табл. 1.3).
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2) 1 0l ¹ . Тогда из системы:

1 2 2 0x x+ - = , 1 22 2 0x l+ - = , 2 22 2 0x + - =l .

Из решения системы уравнений находим: * *
1 2 1x x= = ; *

1 1l = - . Так как 1 0l < ,
то необходимое условие минимума не выполняется (в точке ( )1 1 T  нет
минимума), но выполняется необходимое условие максимума.

Таким образом, найдены две условно-стационарные точки: ( )*1 0 0 Tx = ,
*1 0l = ; ( )*2 1 1 Tx = , *2 1l = - .

4. Проверить выполнение достаточных условий экстремума первого
порядка.

В точке ( )*1 0 0 Tx =  ограничение не является активным, так как
*

1( 1 ) 2 0g x = - < , поэтому достаточные условия первого порядка
не удовлетворяются (строки 1 и 2 в табл. 1.3).

5. Проверить достаточные условия экстремума второго порядка.
5.1. Точка ( )*1 0 0 Tx = . Так как *

1( 1 ) 2 0g x = - <  при 0dx ¹ ,  то в точке
*1 (0,0)Tx =  регулярный локальный условный минимум (строка 1 в табл. 1.3).

Дополнительные исследования.

Вычислить матрицу Гессе.
2 0

( ) 1
0 2

H x l E= ³ × , где 1 2l = , E  – единичная

матрица. Следовательно, исследуемая функция сильно выпуклая, кроме того
множество { }1 2 2 0X x x x= + - £  выпуклое. Поэтому в точке ( )*1 0 0 Tx =
достигается глобальный условный минимум (п.9 замечания 1.4, стр. 26),
а достаточные условия первого и второго порядка можно было и не проверять.

5.2. Точка ( )*2 1 1 Tx = .  В точке ( )*2 1 1 Tx =  ограничение является
активным, но 1 2l n= < = , где l  – число активных ограничений, n  – размерность
целевой функции. Поэтому достаточное условие первого порядка не выполняется.

5.3. Проверить условие второго порядка.
Проверить достаточные условия второго порядка.
Имеем:

2 * * 2 2
1 2( 2 , 2 ) 2 2d L x dx dxl = + ,

*
1 1 2 1 2( 2 ) 0dg x dx dx dx dx= + = Þ = - .

Следовательно, 2 * * 2
2( 2 , 2 ) 4 0d L x dxl = >  при 2 0dx ¹ .

Так как в этой точке *
1 2 0l = - < , то достаточное условие второго порядка

для максимума не выполняется (строка 2 в табл. 1.3).
Проверить необходимое условие максимума второго порядка.
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Так как 2 * * 2
2( 2 , 2 ) 4 0d L x dxl = ³  при любых 2dx , то необходимое условие

максимума не выполняется, поэтому в точке ( )*2 1 1 Tx =  максимума нет.
6. Вычислить значение функции в точке условного минимума: *( 1 ) 0f x = .
Листинг программы в пакете MathCAD15 приведен в приложении Б

(Рис. Б 1 – Б 8) стр. 103.
При выполнении примера студент должен знать следующие разделы

MathCAD15:
· Ввод переменных, переменных с нижним индексом, сопроводительного текста.
· Перенос длинных формул по знаку «+», нажатием клавиш («Ctrl»+«Enter»).
· Просмотр результатов расчета.
· Определение массива.
· Определение однострочной функции и ее вызов.
· Градиент функции и его символьный и численный расчет.
· Символьные операции с производными и матрицами.
· Нахождение коней уравнений с использованием блока Given – Find.
· Символьные функции solve, substitute.
· Транспонирование матрицы.
· Дискретный аргумент.
· Построение и редактирование трехмерных графиков. Нанесение на один

график нескольких кривых и точек.

Пример 1.10

Найти экстремум функции 1 2( )f x x x= +  на множестве

{ }2 2
1 2 1 0X x x x= + - £ : 1 2( )f x x x extr= + ® ; 2 2

1 1 2( ) 1 0g x x x= + - £ .

Рассчитать:
1. Составить обобщенную функцию Лагранжа.
2. Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:
а) условие стационарности обобщенной функции Лагранжа по х;
б) условие допустимости решения;
в) условие неотрицательности для условного минимума
(неположительности для максимума);
г) условие дополняющей нежесткости.
3. Решить систему уравнений и найти условно-стационарные точки.
4. Проверить достаточные условия экстремума первого порядка.
5. При необходимости проверить необходимые и достаточные условия
второго порядка.
6. Построить графики целевой функции и ограничения и нанести
условно-стационарные точки.

Ход решения задачи.
1.Составить обобщенную функцию Лагранжа:

2 2
0 1 0 1 2 1 1 2( , , ) ( ) ( 1)L x x x x xl l l l= + + + - .
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2.Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:
а) условие стационарности обобщенной функции Лагранжа по x :

0 1
0 1 1

1

( , , ) 2 0L x x
x
l l l l¶

= + =
¶

, 0 1
0 2 1

2

( , , ) 2 0L x x
x
l l l l¶

= + =
¶

;

б) условие допустимости решения
2 2
1 2 1 0x x+ - £ ;

в) условие неотрицательности для условного минимума (максимума):
1 0l ³ (для минимума), 1 0l £ (для максимума);

г) условие дополняющей нежесткости:
2 2

1 1 2( 1) 0x xl + - = .
3.Найти условно стационарные точки. Решить систему уравнений из п.2 для

двух случаев.
3.1. Случай 1 ( 0 0l = ).Тогда согласно утверждению 1.4 требуется, чтобы

1 0l ¹ . При этом 1 2 0x x= =  и не удовлетворяется условие «г» дополняющей
нежесткости.

3.2. Случай 2 ( 0 0l ¹ ). Поделить систему, приведенную в п.2, на 0l

и заменить 1

0

l
l

 на 1l . Обобщенная функция Лагранжа при этом будет приведена

к классической форме:

а) 1
1 1

1

( , ) 1 2 0L x x
x
l l¶

= + =
¶

, 1
2 1

2

( , ) 1 2 0L x x
x
l l¶

= + =
¶

;

б) 2 2
1 2 1 0x x+ - £ ;

в) 1 0l ³  (для минимума), 1 0l £  (для максимума);
г) 2 2

1 1 2( 1) 0x xl + - = .
Из условия «г» дополняющей нежесткости следует необходимо исследовать

два варианта:
1). 1 0l =  (фактически решается задача поиска безусловного экстремума).

Тогда условие п.2 (а) не выполняется.
2) 1 0l ¹ . Тогда 2 2

1 2 1 0x x+ - =  (п.2 (б)) и система имеет два решения:

1 11 2 0x l+ = , 2 11 2 0x l+ = , 2 2
1 2 1 0x x+ - = .

Из решения системы уравнений находим два решения:

точка 1: * *
1 2

21 1
2

x x= = - , *
1

21
2

l =  (в точке 1 может быть минимум);

точка 2: * *
1 2

22 2
2

x x= = , *
1

22
2

l = -  (в точке 2 может быть максимум).

Таким образом, найдены две условно-стационарные точки:

( )*1 2 2 2 2
T

x = - - , *1 2 2=l ; ( )*2 2 2 2 2
T

x = , *2 2 2= -l .
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4. Проверить выполнение достаточных условий экстремума первого
порядка.

В точках ( )*1 2 2 2 2
T

x = - -  и ( )*2 2 2 2 2
T

x =  ограничение

является активным.
В условно стационарных точках 1 2i n= < = . Следовательно, необходимые

условия экстремума первого порядка не выполняются.
5. Проверить условия экстремума второго порядка.

2 * * * 2 * 2
1 1 1 2

* * *
1 1 1 2 2

( , ) 2 2 ,
( ) 2 2 0.

d L x dx dx
dg x x dx x dx

= +

= + =

l l l

В точках * 2 21
2 2

T

x
æ ö

= - -ç ÷
è ø

 и * 2 22
2 2

T

x
æ ö

= ç ÷
è ø

 выполняется 1 2dx dx= - .

5.1. Точка т.1. Так как 2 * * 2 2
1 2 2( 1 ) 4 2 2 0d L x dx dxl= = >  при 2 0dx ¹ , то в точке

*1x  – регулярный локальный условный минимум (строка 1 в Табл. 1.3).
5.2.  Точка т.2.  Так как 2 * * 2 2

1 2 2( 2 ) 4 2 2 0d L x dx dxl= = - <  при 2 0dx ¹ , то
в точке *2x  – регулярный локальный условный максимум (строка 2 в табл. 1.3).

Дополнительные исследования.
Задача поиска максимума функции ( )f x  сводится к задачи поиска

минимума путем замены знака перед функцией на противоположный
1 2( )f x x x- = - - .

Вычислить матрицу Гессе функции ( )f x- .
0 0

( ) 0
0 0

H x = ³ . Следовательно,

исследуемая функция выпуклая, кроме того, множество { }2 2
1 2 1 0X x x x= + - £

выпуклое. Поэтому в точке ( )*1 0 0 Tx =  достигается глобальный условный
минимум (п.9 замечаний 1.4, стр. 26), а достаточные условия первого и второго
порядка можно было и не проверять. Условия второго порядка проверялись для
демонстрации методики.

6. Вычислить значение функции в точке условного минимума:
*( 1 ) 2f x = - , *( 2 ) 2f x = .

Листинг программы в пакете MathCAD15 приведен в приложении Б
(Рис. Б 9 – Б 16) стр. 111.

При выполнении примера студент должен знать следующие разделы
MathCAD15:
· Ввод переменных, переменных с нижним индексом, сопроводительного текста.
· Перенос длинных формул по знаку «+», нажатием клавиш («Ctrl»+«Enter»).
· Просмотр результатов расчета.
· Определение массива.
· Определение однострочной функции и ее вызов.
· Градиент функции и его символьный и численный расчет.
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· Символьные операции с производными и матрицами.
· Нахождение коней уравнений с использованием блока Given – Find.
· Символьные функции solve, substitute.
· Транспонирование матрицы.
· Дискретный аргумент.
· Построение и редактирование трехмерных графиков. Нанесение на один

график нескольких кривых и точек.
Пример 1.11

Найти экстремум функции 2 2
1 2( ) ( 2) ( 3)f x x x= - + -  на множестве

{ }2 2
1 1 52 0X x x x= + - £ : 2 2

1 2( ) ( 2) ( 3)f x x x extr= - + - ® ;
2 2

1 1 1( ) 52 0g x x x= + - £ .
Рассчитать:
1. Составить обобщенную функцию Лагранжа.
2. Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:
а) условие стационарности обобщенной функции Лагранжа по х;
б) условие допустимости решения;
в) условие неотрицательности для условного минимума
(неположительности для максимума);
г) условие дополняющей нежесткости.
3. Решить систему уравнений и найти условно-стационарные точки.
4. Проверить достаточные условия экстремума первого порядка.
5. При необходимости проверить необходимые и достаточные условия
второго порядка.
6. Построить графики целевой функции и ограничения и нанести
условно-стационарные точки.

Ход решения задачи.
1.Составить обобщенную функцию Лагранжа:

2 2 2 2
0 1 0 1 2 1 1 1( , , ) [( 2) ( 3) ] [ 52]L x x x x xl l l l= - + - + + - .

2.Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:
а) условие стационарности обобщенной функции Лагранжа по x :

0 1
0 1 1 1

1

( , , ) 2 ( 2) 2 0dL x x x
dx
l l l l= - + = , 0 1

0 2 1 2
2

( , , ) 2 ( 3) 2 0dL x x x
dx
l l l l= - + = ;

б) условие допустимости решения:
2 2
1 1 52x x+ - ;

в) условие неельности для условного минимума (максимума):
1 0l ³ (для минимума), 1 0l £ (для максимума);

г) условие дополняющей нежесткости:
2 2

1 1 2( 52) 0x xl + - = .
3. Найти условно стационарные точки. Решить систему уравнений из п.2

для двух случаев.
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3.1. Случай 1 ( 0 0l = ). Тогда согласно утверждению 3.4 требуется, чтобы
1 0l ¹ . При этом 1 0x = , 2 0x =  и не удовлетворяется условие «г» дополняющей

нежесткости. Система несовместна.
3.2. Случай 2 ( 0 0l ¹ ). Поделить систему, приведенную в п.2, на 0l

и заменить 1

0

l
l

 на 1l . Обобщенная функция Лагранжа при этом будет приведена

к классической форме:

а) 0 1
1 1 1

1

( , , ) 2( 2) 2 0dL x x x
dx
l l l= - + = , 0 1

2 1 2
2

( , , ) 2( 3) 2 0dL x x x
dx
l l l= - + = ;

б) 2 2
1 1 52 0x x+ - £ ;

в) 1 0l ³  (для минимума), 2 0l £  (для максимума);
г) 2 2

1 1 2( 52) 0x xl + - = .
Из условия «г» дополняющей нежесткости следует необходимо исследовать

два варианта:
1) 1 0l = . Тогда 2 2

1 2( 52) 0x x+ - = , и выполняются необходимые условия
и для минимума и для максимума (строки 1 и 2 в табл. 1.2). Имеем условно-
стационарную точку *1x : *

11 2x = , *
21 3x = , *

11 0l = ;
2) 1 0l ¹ . Тогда из решения система уравнений п.2 имеется два корня.
Из решения системы уравнений находим два решения:

точка 2: *
12 4x = , *

22 6x = , *
1

12
2

l = -  (в точке 2 может быть максимум, т.к. *
12 0l £ );

точка 3: *
13 4x = - , *

23 6x = - , *
1

33
2

l = -  (в точке 3  может быть максимум,  т.к.
*
13 0l £ ).

Таким образом, найдены три условно-стационарные точки: ( )*1 2 3 Tx = ,

*1 0l = ; ( )*2 4 6 Tx = , * 12
2

l = -  и ( )*3 4 6 Tx = - - , * 33
2

l = - .

4.Проверить выполнение достаточных условий экстремума первого порядка
для точек *2x  и *3x .

В обеих условно-стационарных точках ограничение превращается
в равенство, т.е. активно. Так как число активных ограничений 1 2i n= < = ,
то условия первого порядка не выполняются. Так как функция

2 2
1 2( ) ( 2) ( 3)f x x x- = - - - -  не является выпуклой (доказательства провести

самостоятельно), то необходимые условия не являются достаточным.
5. Проверить условия экстремума второго порядка.

2 * * * 2 * 2
1 1 1 2( , ) (2 2 ) (2 2 )d L x dx dxl l l= + + + .

5.1. Точка т.1. В точке т.1 ( ( )*1 2 3 Tx = ) ограничение не является
активным. Так как *

1 0l = , то 2 * * 2 2
1 2( , ) 2 2 0d L x dx dxl = + >  при 1 20, 0l l= ¹ .
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Поэтому в точке ( )*1 2 3 Tx =  – условный локальный минимум (строка 1 в табл.
3.3). Так как целевая функция ( )f x  выпуклая и множество допустимых решений
выпукло, то можно заключить, что в данном случае необходимое условие
минимума является достаточным. В точке т.1 глобальный минимум (доказать
самостоятельно).

5.2. Точки т.2 и т.3.
В точках ( )*2 4 6 Tx =  и ( )*3 4 6 Tx = - -  ограничение активно. Поэтому

* * *
1 1 1 2 2( ) 2 2dg x x dx x dx= + .  В точках ( )*3 4 6 Tx = - -  и ( )*3 4 6 Tx = - -  выполняется

1 2
3
2

dx dx= - .

В точке ( )*2 4 6 Tx =
2

2 *
2

3( 2 )
2

d L x dxé ùæ ö= -ç ÷ê úè øë û
 при 2 0dx ¹ ,  а *

1
1 0
2

l = - < ,

то достаточные условия максимума не выполняются (строка 2 в табл. 1.3). Так как
2 *( 2 ) 0d L x ³  при всех 2dx , то и необходимое условие максимума второго порядка

в точке ( )*2 4 6 Tx =  не выполняется (строка 4 в табл. 1.3). Поэтому в ней нет
экстремума.

В точке ( )*3 4 6 Tx = - - 2 2 2
2 2

3( ) [( ) ] 0
2

d L C dx dx= - - - <  при 2 0dx ¹ ,

то достаточные условия максимума выполняется. В точке ( )*3 4 6 Tx = - -
условный локальный максимум (строка 2 в табл. 1.3).

6.Вычислить значение функции в точке условного минимума: *( 1 ) 0f x = ,
*( 3 ) 117f x = .
Листинг программы в пакете MathCAD15 приведен в приложении Б

(Рис. Б 17 – Б. 26) стр. 119.
При выполнении примера студент должен знать следующие разделы

MathCAD15:
· Ввод переменных, переменных с нижним индексом, сопроводительного текста.
· Перенос длинных формул по знаку «+», нажатием клавиш («Ctrl»+«Enter»).
· Просмотр результатов расчета.
· Определение массива.
· Определение однострочной функции и ее вызов.
· Градиент функции и его символьный и численный расчет.
· Символьные операции с производными и матрицами.
· Нахождение коней уравнений с использованием блока Given – Find.
· Символьные функции solve, substitute.
· Транспонирование матрицы.
· Дискретный аргумент.
· Построение и редактирование трехмерных графиков. Нанесение на один

график нескольких кривых и точек.
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1.5 Аналитические методы поиска условного экстремума
со смешанными ограничениями

Даны дважды непрерывно дифференцируемые целевая функция
1( ) ( ,..., )nf x f x x=  и функции ограничений типа равенств и неравенств: ( ) 0jg x = ,

1,...,j m= ; ( ) 0jg x £ , 1,...,j m p= + , определяющие множество допустимых
решений X .

Требуется исследовать функцию ( )f x на экстремум, т.е. определить точки
*x XÎ  ее локальных минимумов и максимумов на множестве X :

* *( ) min ( ); ( ) max ( )
x X x X

f x f x f x f x
Î Î

= = , (1.25)

где
( ) 0, 1,..., ;

( ) 0, 1,...,
j

j

g x j m m n
x x

g x j m p
ì = = < üï ï= í ý£ = +ï ïî þ

.

Находятся точки *x  локального экстремума с помощью необходимых
и достаточных условий минимума и максимума первого и второго порядка при
смешанных ограничениях (порядок условий определяется порядком
используемых производных). Вычисляются значения *( )f x  функции в найденных
точках локального экстремума.

1.5.1 Необходимые условия минимума (максимума) первого порядка
Пусть *x  - точка локального минимума (максимума) в задаче (1.25). Тогда

найдется такое число *
0 0l ³  и вектор * * *

1( ,..., )T
pl l l= , не равные одновременно

нулю и такие, что выполняются следующие условия:
– условие стационарности обобщенной функции Лагранжа по x :

* * *
0

1

( , , ) 0, 1,...,L x i n
x
l l¶

= =
¶

; (1.26)

– условие допустимости решения:
* *( ) 0, 1,..., ; ( ) 0, 1,...,j jg x j m g x j m p= = £ = + ; (1.27)

– условие неотрицательности для условного минимума:

* 0, 1,...,j j m pl ³ = + (1.28)

(условие неположительности для условного максимума: * 0jl £ ,
1,...,j m p= + );

– условие дополняющей нежесткости:

* *( ) 0, 1,...,j jg x j m pl = = + . (1.29)
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Если при этом градиенты активных ограничений-неравенств и ограничений-
равенств в точке *x  линейно независимы (выполняется условие регулярности),
то *

0 0l ¹ .
Замечание 1.6.
1. Пункты 1–7 замечаний 1.4 остаются справедливы и для данной задачи,

если заменить (1.19) на (1.26), а необходимые условия первого порядка
в параграфе 1.4.2 на аналогичные условия в данном параграфе.

2. Условие (1.26) в регулярной точке экстремума ( *
0 0l ¹ ) отражает факт, что

антиградиент целевой функции является неотрицательной (неположительной
в случае максимума) линейной комбинацией градиентов функций, образующих
активные ограничения-неравенства в точке *x  и ограничения-равенства (сравните
с п.5 замечания 1.1 и п.8 замечания 1.4).

3. При *
0 0l ¹  справедливы два важных утверждения:

1) если функции ( )f x , ( ), 1,...,jg x j m p= + , выпуклые, а функции
( ), 1,...,jg x j m= , линейные, то необходимые условия первого порядка являются

одновременно и достаточными условиями глобального минимума;
2) если функции « ( )f x- », ( ), 1,...,jg x j m p= + , выпуклые, а функции

( ), 1,...,jg x j m= , линейные, то необходимые условия первого порядка являются
одновременно и достаточными условиями глобального максимума.

В обоих случаях множество допустимых решений X  выпукло.
4. Следует подчеркнуть, что условия дополняющей нежесткости

и знакоопределенности множителей Лагранжа записываются только для
ограничений-неравенств.

5. Условие допустимости решения, являющееся следствием постановки
задачи (1.25) включено в (1.26) для удобства формирования алгоритма решения.

6. Из условия дополняющей нежесткости (1.29) следует, что если
ограничение-неравенство в точке *x  пассивное, т.е. *( ) 0jg x < , то * 0jl = , а если –

активное, т.е. *( ) 0jg x = , то * 0jl ³  (для минимума) и * 0jl £  (для максимума).

1.5.2 Достаточные условия минимума (максимума) первого порядка
Пусть имеется точка * *( , )x l , удовлетворяющая системе (1.26) при *

0 0l ¹ ,
суммарное число активных ограничений-неравенств в точке *x и ограничений-
равенств совпадает с числом n переменных (при этом условие регулярности
выполняется). Если * 0jl >  для всех aj JÎ , то точка *x  – точка условного

локального минимума в задаче (1.25). Если * 0jl <  для всех aj JÎ , то *x  –  точка
условного локального максимума.

1.5.3 Необходимые условия минимума (максимума) второго порядка
Пусть *x  – регулярная точка минимума (максимума) в задаче (1.25)

и имеется решение * *( , )x l  системы (1.26). Тогда второй дифференциал
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классической функции Лагранжа, вычисленный в точке * *( , )x l , неотрицателен
(неположителен):

2 * *( , ) 0d L x l ³ 2 * *( ( , ) 0)d L x l £

для всех ndx RÎ  таких, что:
*( ) 0, 1,...,jdg x j m= =  и * *, 0 ( 0)a j jj J l lÎ > < ;

* *( ) 0, , 0j a jdg x j J l£ Î = ,

то точка *x  является точкой локального минимума (максимума) в задаче (1.25).

1.5.4 Достаточные условия экстремума второго порядка
Пусть имеется точка * *( , )x l , удовлетворяющая системе уравнений

и неравенств (1.26) – (1.29) при *
0 0l ¹ .  Если в этой точке 2 * *( , ) 0d L x l ³

( 2 * *( , ) 0d L x l £ ) для всех ненулевых ndx RÎ  таких, что:

*( ) 0, 1,...,jdg x j m= =  и * *, 0 ( 0)a j jj J l lÎ > < ;

* *( ) 0, , 0j a jdg x j J l£ Î = ,

то точка *x  является точкой локального минимума (максимума) в задаче (1.25).

1.5.5 Алгоритм решения задачи
Шаг 1. Составить обобщенную функцию Лагранжа:

0 0
1

( , , ) ( ) ( )
p

j j
j

L x f x g xl l l l
=

= +å .

Шаг 2. Записать необходимые условия минимума (максимума) первого
порядка:

а)
* * *

0

1

( , , ) 0, 1,...,L x i n
x
l l¶

= =
¶

;

б) * *( ) 0, 1,..., ; ( ) 0, 1,...,j jg x j m g x j m p= = £ = + ;

в) * 0, 1,...,j j m pl ³ = +  (для минимума), * 0, 1,...,j j m pl £ = +  (для
максимума);

г) * *( ) 0, 1,...,j jg x j m pl = = + .
Шаг 3. Решить систему для двух случаев:
1) *

0 0l = ;

2) *
0 0l ¹  (при этом поделить условия «а», «в», «г» на *

0l  и заменить
*

*
0

jl
l

на *
jl ).



42

В результате найти условно-стационарные точки *x , выделив из них
полученные при *

0 0l ¹  (они могут быть регулярными точками экстремума).
В каждом из двух случаев следует начинать с рассмотрения 2p m-  вариантов
удовлетворения условия «г» дополняющей нежесткости.

Шаг 4. Для выделенных на шаге 3 точек проверить достаточные условия
экстремума первого или второго порядка.

Для проверки достаточных условий первого порядка следует:
а) определить число l  ограничений-равенств и активных ограничений-

неравенств;
б) если l n=  и * 0jl >  для всех aj JÎ , т.е. для всех активных ограничений-

неравенств, то в точке *x  – локальный минимум. Если l n=  и * 0jl <  для всех

aj JÎ ,  то в точке *x  – локальный максимум. Если l n<  или соответствующие
множители Лагранжа не удовлетворяют достаточным условиям первого порядка,
проверить достаточные условия второго порядка.

Для проверки достаточных условий второго порядка следует:
а) записать выражение для второго дифференциала классической функции

Лагранжа в точке * *( , )x l :

2 * *
2 * *

1 1

( , )( , )
n n

i j
i j i j

L xd L x dx dx
x x

ll
= =

¶
=

¶ ¶åå ;

б) записать условия, накладываемые на первые дифференциалы
ограничений-равенств и активных в точке *x  ограничений-неравенств:

*
*

1

( )
( ) 0, 1,...,

n
j

j i
i i

g x
dg x dx j m

x=

¶
= = =

¶å  и * *; 0 ( 0)a j jj J l lÎ > < ; (1.30)

*
* *

1

( )
( ) 0, , 0

n
j

j i a j
i i

g x
dg x dx j J

x
l

=

¶
= £ Î =

¶å ;

в) исследовать знак второго дифференциала функции Лагранжа для
ненулевых dx , удовлетворяющих (1.30). Если 2 * *( , ) 0d L x l > ,  то в точке *x  -
условный локальный минимум. Если 2 * *( , ) 0d L x l < ,  то в точке *x  - условный
локальный максимум. Если достаточные условия экстремума не выполняются,
следует проверить выполнение необходимых условий второго порядка, следуя
аналогичной процедуре. Если они выполняются, то требуется дополнительное
исследование, а если нет, то в точке *x  нет условного экстремума.

Шаг 5. Вычислить значения функции в точках условного экстремума.
Условия экстремума в задаче (1.26) приведены в Табл. 1.4 и Табл. 1.5.
Замечание 1.7
В рассматриваемой задаче замечания 1.2 и пп. 1 и 3 замечания 1.3 (стр. 13)

также справедливы с учетом замены (1.10) и (1.11) на (1.26) - (1.29).
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Табл. 1.4. Необходимые и достаточные условия первого порядка в задаче поиска
условного экстремума при смешанных ограничениях

Необходимые условия первого порядка Достаточные условия первого
порядка

№
п/
п

* * *
0( , , ),xL xÑ l l

* *( )j jg xl ,
1,...,j m p= +

*( )jg x ,
1,...,j m=

*( )jg x ,
1,...,j m p= +

*
0 0³l

,
*
jl

Число l
ограниче-

ний-
равенств и
активных
ограниче-

ний-
неравенств

*
jl

aj JÎ

Тип
условно-

стационар-
ной точки

1 0 0 0£ 0£ n 0>  Условный
локальный
минимум

2 0 0 0£ 0£ n 0<  Условный
локальный
максимум

Табл. 1.5. Необходимые и достаточные условия второго порядка в задаче поиска
условного экстремума при смешанных ограничениях

№
п/
п

2 * *( , )d L x l *( )jdg x ,
1,...,j m=

*( )jdg x ,

aj JÎ ,
* 0j >l

*( )jdg x

aj JÎ
* 0j <l

*( )jdg x

aj JÎ
* 0j =l

Тип условно-стационарной
точки *x

1 0> 0, 0dx ¹ 0, 0dx ¹ 0£ Условный локальный
минимум

2 0< 0, 0dx ¹ 0, 0dx ¹ 0£ Условный локальный
максимум

3 0³ 0 0 0£ Может быть условный
локальный минимум,

требуется дополнительное
исследование

4 0£ 0 0 0£ Может быть условный
локальный максимум,

требуется дополнительное
исследование

5 0= 0 0 0£ Требуется дополнительное
исследование

6 0= 0 0 0 0£ Требуется дополнительное
исследование

7
0

>
<

0 0 0£ Нет экстремума

8
0

>
<

0 0 0£ Нет экстремума



44

1.5.6 Практические примеры

Пример 1.12

Найти экстремум функции 2 2
1 2( )f x x x= +  на множестве

{ }1 1 21 0, 2 0X x x x x= - = + - £ : 2 2
1 2( )f x x x extr= + ® ; 1 1( ) 1 0g x x= - = ,

2 1 2( ) 2 0g x x x= + - £ .
Рассчитать:
1. Составить обобщенную функцию Лагранжа.
2. Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:
а) условие стационарности обобщенной функции Лагранжа по х;
б) условие допустимости решения;
в) условие неотрицательности для условного минимума
(неположительности для максимума);
г) условие дополняющей нежесткости.
3. Решить систему уравнений и найти условно-стационарные точки.
4. Проверить достаточные условия экстремума первого порядка.
5. При необходимости проверить необходимые и достаточные условия
второго порядка.
6. Построить графики целевой функции и ограничения и нанести условно-
стационарные точки.

1. Составить обобщенную функцию Лагранжа:

2 2
0 0 1 2 1 1 2 1 2( , , ) ( ) ( 1) ( 2)L x x x x x xl l l l l= + + - + + - .

2. Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:

а) 0
0 1 1 2

1

( , , ) 2 0L x x
x
l l l l l¶

= + + =
¶

, 0
0 2 2

2

( , , ) 2 0L x x
x
l l l l¶

= + =
¶

;

б) 1 1 0x - = , 1 2 2 0x x+ - £ ;
в) 2 0l ³  (для минимума), 2 0l £  (для максимума);
г) 2 1 2( 2) 0x xl + - = .
3. Решить систему для двух случаев ( 0 0l =  и 0 0l ¹ ).
3.1. Случай 1 ( 0 0l = ). Тогда 1 0l =  и 2 0l = , что противоречит необходимым

условиям экстремума первого порядка (все множители Лагранжа одновременно
не могут равняться нулю).

3.2. Случай 2 ( 0 0l ¹ ). Поделить уравнения системы, приведенной в п.2,

на 0l , заменяя 1

0

l
l

 на 1l  и 2

0

l
l

 на 2l . Условие «а» запишется в форме:

1 1 2
1

( , ) 2 0L x x
x
l l l¶

= + + =
¶

, 2 2
2

( , ) 2 0L x x
x
l l¶

= + =
¶

.
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Остальные соотношения сохранят свой вид. Рассмотрим 2 2p m- = , где
p  - общее количество ограничений, m  - количество ограничений типа равенств,

варианта удовлетворения условия «г» дополняющей нежесткости:
1) 2 0l = . Тогда 2 0x = . Из ограничения следует 1 1x = ,  а из условия «а»

1 2l = - . Имеем условно-стационарную точку * * * * *
1 2 1 21 : 1 1, 1 0, 1 2, 1 0x x x l l= = = - = ,

в которой удовлетворяются необходимые условия и минимума, и максимума;
2) 2 0l ¹ . Тогда имеет место система уравнений 1 2 2 0x x+ - = ,

1 1 22 0x l l+ + = , 2 22 0x l+ = , 1 1 0x - = , решение которой дает одну условно-
стационарную точку * * * * *

1 2 1 22 : 2 1, 2 1, 2 0, 2 2 0x x x l l= = = = - < , в которой
удовлетворяются необходимые условия максимума.

4. Проверить достаточные условия экстремума.
4.1. Исследовать точку *1x .
а) достаточные условия первого порядка.
Ограничение-неравенство не является активным. Поэтому 1 2l n= < =

и достаточные условия первого порядка не выполняются;
б) достаточные условия второго порядка.
Второй дифференциал классической функции Лагранжа примет вид

2 2 2
1 2( ) 2 2d L A dx dx= + . Так как ограничение 2( ) 0g x £ в точке *1x  пассивно,

то 1 1( ) 0dg A dx= =  и 2 2
2( ) 2 0d L A dx= >  при 2 0dx ¹ . Следовательно, в точке *1x  –

условный локальный минимум (строка 1 в табл. 1.5).
С другой стороны, целевая функция задачи выпуклая, ограничение-

равенство – линейное, ограничение-неравенство – выпуклое. Поэтому в точке *1x
достигается глобальный минимум (п.3 замечания 1.6). Достаточные условия
второго порядка можно было не проверять.

Если бы искался экстремум функции 2 2
1 2( )f x x x= - - , то функция « ( )f x- »

была бы выпуклой,  а в точке *1x  достигался бы глобальный максимум (п.3
замечания я.6).

4.2. Исследовать точку *2x .
а) достаточные условия первого порядка.
Ограничение 2( ) 0g x £  является активным. Поэтому 2 2l n= = = . Так как

*
2 2 0l = - < ,  то в точке *2x  выполняются достаточные условия первого порядка

(строка 2 в Табл. табл. 1.4) и она является точкой локального максимума.
Из методических соображений проверим достаточные условия второго порядка;

б) достаточные условия второго порядка.
Второй дифференциал классической функции Лагранжа примет вид

2 * 2 2
1 2( 2 ) 2 2d L x dx dx= + .  В точке *2x  ограничение 2( ) 0g x =  активно:

*
1 1( 2 ) 0dg x dx= = , *

2 1 2( 2 ) 0dg x dx dx= + = . Отсюда 1 2 0dx dx= =  и 2 *( 2 ) 0d L x = .
Поэтому требуется дополнительное исследование (строка 6 в табл. 1.5).
Из графика видно, что в точке *2x  достигается условный  локальный максимум,
совпадающий с условным глобальным максимумом.
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5. Рассчитать значения функции в точках экстремума: *( 1 ) 1f x = , *( 2 ) 2f x = .
Листинг программы в пакете MathCAD15 приведен в приложении В

(Рис. В 1 – Рис. В 8) стр. 129.
При выполнении примера студент должен знать следующие разделы

MathCAD15:
· Ввод переменных, переменных с нижним индексом, сопроводительного текста.
· Перенос длинных формул по знаку «+», нажатим клавиш («Ctrl»+«Enter»).
· Просмотр результатов расчета.
· Определение массива.
· Определение однострочной функции и ее вызов.
· Градиент функции и его символьный и численный расчет.
· Символьные операции с производными и матрицами.
· Нахождение коней уравнений с использованием блока Given – Find.
· Символьные функции solve, substitute.
· Транспонирование матрицы.
· Дискретный аргумент.
· Построение и редактирование трехмерных графиков. Нанесение на один

график нескольких кривых и точек.

Пример 1.13

Найти экстремум функции 2
1 2( )f x x x= -  на множестве

{ }2 2 2
1 2 1 1 2 1 2

2 2
1 1 2 2 1 3 1 2

6 0, 1 0, 26 0 : ( ) ,

( ) 6 0, ( ) 1 0, ( ) 26 0

X x x x x x x f x x x extr

g x x x g x x g x x x

= + - = - £ + - £ = - ®

= + - = = - £ = + - £
Рассчитать:
1. Составить обобщенную функцию Лагранжа.
2. Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:
а) условие стационарности обобщенной функции Лагранжа по х;
б) условие допустимости решения;
в) условие неотрицательности для условного минимума
(неположительности для максимума);
г) условие дополняющей нежесткости.
3. Решить систему уравнений и найти условно-стационарные точки.
4. Проверить достаточные условия экстремума первого порядка.
5. При необходимости проверить необходимые и достаточные условия
второго порядка.
6. Построить графики целевой функции и ограничения и нанести условно-
стационарные точки.

1. Составим обобщенную функцию Лагранжа:

2 2 2
0 0 1 2 1 1 2 2 1 3 1 2( , , ) ( ) ( 6) 1 ( 26)L x x x x x x x xl l l l l l= - + + - + - + + - .
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2. Выпишем необходимые условия экстремума первого порядка:

а) 0
0 1 1 2 3 1

1

( , , ) 2 2 0L x x x
x
l l l l l l¶

= + - + =
¶

, 0
0 1 3 2

2

( , , ) 2 0L x x
x
l l l l l¶

= - + + =
¶

;

б) 1 2 6 0x x+ - = , 11 0x- £ , 2 2
1 2 26 0x x+ - £ ;

в) 2 0l ³ , 3 0l ³  (для минимума), 2 0l £ , 3 0l £  (для максимума);
г) 2 1(1 ) 0xl - = , 2 2

3 1 2( 26) 0x xl + - = .
3. Решим систему для двух случаев ( 0 0l =  и 0 0l ¹ ).
3.1. Случай 1 ( 0 0l = ). Тогда условия «а» имеют вид:

1 2 3 12 0xl l l- + = , 1 3 22 0xl l+ = .

Рассмотрим четыре варианта удовлетворения условия «г» дополняющей
нежесткости:

1) 2 0l = , 3 0l = . Тогда 1 0l =  и не удовлетворяется необходимым условиям
минимума первого порядка;

2) 2 0l ¹ , 3 0l ¹ . Тогда 1 0l = и 2 0l = , что противоречит условию 2 0l ¹ ;
3) 2 0l = , 3 0l ¹ . Тогда имеет место система уравнений:

2 2
1 2 26 0x x+ - = ,

1 2 6 0x x+ - = ,

1 3 12 0xl l+ = ,

1 3 22 0xl l+ = .

Из двух последних уравнений следует: 3 2 12 ( ) 0x xl - = . Так как 3 0l ¹ ,
то 1 2x x= . Из двух первых уравнений следует:

1 21, 5x x= = ,

1 25, 1x x= = ,

т.е. 1 2x x¹ . Поэтому система несовместна;
4) 2 0l ¹ , 3 0l ¹ . Тогда имеет место система уравнений:

2 2
1 2 26 0x x+ - = ,

11 0x- = ,

1 2 6 0x x+ - = .

Система удовлетворяется в точке 1 21, 5x x= = . Условия «а» примут вид:

1 2 32 0l l l- + = ,

1 310 0l l+ = .

Отсюда 1 310l l= -  и 2 38l l= - . Так как 3 0l ¹ , то 2l  и 3l  имеют разные
знаки, что противоречит условию и минимума, и максимума.
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3.2. Случай 2 ( 0 0l ¹ ). Поделить уравнения системы, приведенной в п.2,

на 0l  и заменить 1

0

l
l

 на 1l , 2

0

l
l

 на 2l , 3

0

l
l

 на 3l . Условие «а» примут форму:

1 1 2 3 12 2 0x xl l l+ - + = ,

1 3 21 2 0xl l- + + = .

Условия «б» – «г» сохраняют вид. Рассмотрим четыре варианта выполнения
условий «г» дополняющей нежесткости:

1) 2 0l = , 3 0l = . Тогда 1 1l = , а 1
1
2

x = - , что не удовлетворяет ограничениям

«б»;
2) 2 0l ¹ , 3 0l = . Тогда 1 1x = ,  а 2 5x = , 1 1l = , 2 3l = . Получена условно-

стационарная точка * * * * *
1 2 1 21 : 1 1, 1 5, 1 1, 1 3x x x l l= = = = , в которой удовлетворяются

необходимые условия минимума;
3) 2 0l = , 3 0l ¹ . Тогда:

2 2
1 2 26 0x x+ - = ,

1 2 6 0x x+ - = ,

1 1 3 12 2 0x xl l+ + = ,

1 3 21 2 0xl l- + + = .

Отсюда получаем точки с координатами 1 21, 5x x= =  и 1 25, 1x x= = . В первой
точке имеем:

1 32 2 0l l+ + = ,

1 31 10 0l l- + + = ,

откуда 1 3
15 11,
4 8

l l= = - . Получены условно-стационарные точки *12 :x , *
112 1x = ,

*
212 5x = , *

1
1112
8

= -l , *
212 0=l , *

3
312
8

=l , в которых удовлетворяются

необходимые условия минимума, и точка *2 :x , *
12 5x = , *

22 1x = , *
1

152
4

=l , *
22 0=l ,

*
3

112
8

= -l , в которой удовлетворяются необходимые условия максимума;

4) 2 0l ¹ , 3 0l ¹ . Тогда:
2 2
1 2 26 0x x+ - = ,

11 0x- = ,

1 2 6 0x x+ - =

выполняется в точке 1 21, 5x x= = . Условие «а» принимает форму:
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1 2 32 2 0l l l+ - + = ,

1 31 10 0l l- + + = .

Отсюда 1 31 10l l= -  и 3 23 8 0l l- - = . Так как 2 0l ¹  и 3 0l ¹ ,  а также они
должны быть одного знака, то последнее равенство выполняется только
при 2 0l > , 3 0l > , в частности, при 3 0,1l = ; 2 2,2l = . При этом 1 0l = . Получили
ту же условно-стационарную точку * *

113 : 13 1x x = , *
213 5x = , *

113 0=l , *
213 2.2=l ,

*
313 0,1=l , но с другими множетелями Лагранжа.

4. Проверить достаточные условия экстремума.
а) достаточные условия первого порядка.
Ограничение-равенство в точках *1x  и *2x  естественно выполняется.

В точке *1x  активно второе ограничение и, следовательно, 2l n= = . Так как
*
2 3 0l = > ,  то в точке *1x  – условный локальный минимум (строка 1 в табл. 1.4).

В точке *12x  активно третье ограничение и поэтому 2l n= = . Так как *
3

3 0
8

l = > ,

то в точке *12x  – условный локальный минимум. В точке *2x  активно третье

ограничение и, следовательно, 2l n= = . Так как *
3

11 0
8

l = - < ,  то в точке –

условный локальный максимум (строка 2 в табл. 1.4).
б) достаточные условия второго порядка (из методических соображений).
Второй дифференциал классической функции Лагранжа примет вид

2 * * 2 2
3 1 3 2( , ) (2 2 ) 2d L x dx dxl l l= + + .

В точке *1x  активно второе ограничение:
*

1 1 2( 1 ) 0dg x dx dx= + = ,
*

2 1( 1 ) 0dg x dx= - = .

Отсюда 1 2 0dx dx= =  и 2 *( 1 ) 0d L x = . Поэтому требуется дополнительное
исследование (строка 5 в табл. 1.5).

В точке *12x  активно третье ограничение:

*
1 1 2( 12 ) 0dg x dx dx= + = ,

* * *
3 1 1 2 2 1 2( 12 ) 2 2 2 10 0dg x x dx x dx dx dx= + = + = .

Отсюда 1 2 0dx dx= =  и 2 *( 12 ) 0d L x = . Поэтому тоже требуется
дополнительное исследование (строка 5 в табл. 1.5).

В точке *2x  активно третье ограничение:

*
1 1 2( 2 ) 0dg x dx dx= + = ,

* * *
3 1 1 2 2 1 2( 2 ) 2 2 10 2 0dg x x dx x dx dx dx= + = + = .
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Отсюда 1 2 0dx dx= =  и 2 *( 2 ) 0d L x = . Поэтому требуется дополнительное
исследование (строка 6 в табл. 1.5).

В точке *13x  активны второе и третье ограничения:

*
1 1 2( 13 ) 0dg x dx dx= + = ,

*
2 1( 13 ) 0dg x dx= - = ,

*
3 1 2( 13 ) 2 10 0dg x dx dx= + = .

Поэтому 1 2 0dx dx= = , 2 *( 13 ) 0d L x =  и требуется дополнительное
исследование (строка 5 в табл. 1.55).

Дополнительные исследования.
Теперь исследуем свойства целевой функции и ограничений. Ограничение-

равенство – линейное. Так как целевая функция и функции второго и третьего
ограничений удовлетворяют условиям:

2 0
( ) 0

0 0fH x æ ö
= ³ç ÷
è ø

,
2

0 0
( ) 0

0 0gH x æ ö
= ³ç ÷
è ø

,
3

2 0
( ) 0

0 2gH x æ ö
= >ç ÷
è ø

,

то они выпуклы. Поэтому в точке *1x  – глобальный минимум (п.3 замечания 1.6).
Так как функция 2

1 2( )f x x x- = - +  не является выпуклой, то вывода о глобальном
максимуме с помощью необходимых условий первого порядка сделать нельзя.

5. Значения функции в точках условного экстремума: *( 1 ) 4f x = - ,
*( 2 ) 24f x = .
Листинг программы в пакете MathCAD15 приведен в приложении В

(Рис. В 9 – Рис. В 23) стр. 137.
При выполнении примера студент должен знать следующие разделы

MathCAD15:
· Ввод переменных, переменных с нижним индексом, сопроводительного текста.
· Перенос длинных формул по знаку «+», нажатием клавиш («Ctrl»+«Enter»).
· Просмотр результатов расчета.
· Определение массива.
· Определение однострочной функции и ее вызов.
· Градиент функции и его символьный и численный расчет.
· Символьные операции с производными и матрицами.
· Нахождение коней уравнений с использованием блока Given – Find.
· Символьные функции solve, substitute.
· Транспонирование матрицы.
· Дискретный аргумент.
· Построение и редактирование трехмерных графиков. Нанесение на один

график нескольких кривых и точек.
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Пример 1.14

Найти экстремум функции 2
1 2( )f x x x= -  на множестве

{ }2 2 2
1 2 1 1 2 1 2

2 2
1 1 2 2 1 3 1 2

6 0, 1 0, 26 0 : ( ) ,

( ) 6 0, ( ) 1 0, ( ) 26 0

X x x x x x x f x x x extr

g x x x g x x g x x x

= + - = - £ + - £ = - ®

= + - = = - £ = + - £
Рассчитать:
1. Составить обобщенную функцию Лагранжа.
2. Выписать необходимые условия экстремума первого порядка:
а) условие стационарности обобщенной функции Лагранжа по х;
б) условие допустимости решения;
в) условие неотрицательности для условного минимума
(неположительности для максимума);
г) условие дополняющей нежесткости.
3. Решить систему уравнений и найти условно-стационарные точки.
4. Проверить достаточные условия экстремума первого порядка.
5. При необходимости проверить необходимые и достаточные условия
второго порядка.
6. Построить графики целевой функции и ограничения и нанести условно-
стационарные точки.

1. Составим обобщенную функцию Лагранжа:
2 2 2

0 0 1 2 1 1 2 2 1 2( , , ) ( ) ( 1) ( 5)L x x x x x x xl l l l l= - + - - + + - .

2. Выпишем необходимые условия минимума и максимума первого
порядка:

а) 0
0 1 2 1

1

( , , ) 2 0L x x
x
l l l l l¶

= + + =
¶

, 0
0 2 1 2 2

2

( , , ) 2 2 0L x x x
x
l l l l l¶

= - - + =
¶

;

б) 1 2 1 0x x- - = , 2 2
1 2 5 0x x+ - £ ;

в) 2 0l ³  (для минимума), 2 0l £  (для максимума);
г) 2 2

2 1 2( 5) 0x xl + - = .
3. Решим систему для двух случаев ( 0 0l =  и 0 0l ¹ ).
3.1. Случай 1 ( 0 0l = ). Тогда условия «а» имеют вид:

1 2 12 0xl l+ = ,

1 2 22 0xl l- + = .

Рассмотрим два варианта удовлетворения условия «г»:
1) 2 0l =  Тогда 1 0l =  и не удовлетворяется необходимым условиям

минимума первого порядка;
2) 2 0l ¹ . Тогда система из б) и г):

2 2
1 2 5 0x x+ - = ,

1 2 1 0x x- - =
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удовлетворяется в двух точках: 1 22, 1x x= =  и 1 21, 2x x= - = - . Складывая два
уравнения в условии «а», получаем 2 1 22 ( ) 0x xl + = . Так как 2 0l ¹ , то 1 2x x= - , что
не удовлетворяется в обеих найденных точках.

3.2. Случай ( 0 0l ¹ ). Поделим уравнения системы, приведенной в п.2, на 0l

и заменим 1

0

l
l

 на 1l , 2

0

l
l

 на 2l , 3

0

l
l

 на 3l . Условие «а» принимает форму:

1 2 1
1

( , ) 1 2 0L x x
x
l l l¶

= + + =
¶

, 2 1 2 2
2

( , ) 2 2 0L x x x
x
l l l¶

= - - + =
¶

.

Остальные условия сохраняют вид. Рассмотрим два варианта выполнения
условий «г»:

1) 2 0l = . Имеем:

11 0l+ = ,

2 12 0x l- - = ,

1 2 1 0x x- - = .

Отсюда 1 2 1
1 31, ,
2 2

x xl = - = = . Получили условно-стационарную точку

* * * *
1 2 2

3 11 : , , 0
2 2

x x x l= = = . В ней удовлетворяется необходимое условие

и минимума, и максимума;
2) 2 0l ¹ . Имеем

2 2
1 2 5 0x x+ - = ,

1 2 1 0x x+ - = ,

1 2 11 2 0xl l+ + = ,

2 1 2 22 2 0x xl l- - + = .

Получаем условно-стационарные точки: *2 :x *
1 2x = , *

2 1x = , *
1

5
3

= -l ,

*
2

1 0
6

= >l , *3 :x *
1 1x = - , *

2 2x = - , *
1

2
3

=l , *
2

5 0
6

= >l .

В этих точках удовлетворяются необходимые условия минимума.
4. Проверить достаточные условия экстремума первого порядка.
В точке *1x  ограничение-неравенство не является активным, поэтому

1 2l n= < =  и условия не выполняются (строки 1 и 2 в табл. 1.4).
В точках *2x  и *3x  ограничение-неравенство активно, поэтому 2l n= = .

В обеих точках *
2 0l > , поэтому в них достигается условный локальный минимум.

5. Проверить достаточные условия экстремума второго порядка
(из методических соображений).
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В точке *1x  ограничение-неравенство не является активным:
2 * * 2 * 2 2

2 1 2 2 2( 1 ) 2 (2 2) 2d L x dx dx dxl l= + - = - ,
*

1 1 2( 1 ) 0dg x dx dx= - = .

Отсюда 1 2 0dx dx= =  и 2 * 2
1( 1 ) 2 0d L x dx= - <  при 1 0dx ¹ . Поэтому в точке *1x

– локальный условный максимум (строка 2 в табл. 1.5).
В точках B и ограничение-неравенство активно.
В точке *2x :

2 * 2 2
1 2

1 5( 2 )
3 3

d L x dx dx= - ,

*
1 1 2( 2 ) 0dg x dx dx= - = ,

* * *
2 1 1 2 2 1 2( 2 ) 2 2 4 2 0dg x x dx x dx dx dx= + = + = .

Отсюда 1 2 0dx dx= =  и 2 *( 2 ) 0d L x = . Требуется дополнительное
исследование (строка 5 в табл. 1.5).

В точке *3x :

2 * 2 2
1 2

5 1( 3 )
3 3

d L x dx dx= - ,

*
1 1 2( 3 ) 0dg x dx dx= - = ,

*
2 1 2( 3 ) 2 4 0dg x dx dx= - - = .

Отсюда 1 2 0dx dx= =  и 2 *( 3 ) 0d L x = . Требуется дополнительное
исследование (строка 5 в табл. 1.5).

С другой стороны, ограничение-равенство линейное, а функции
2

1 2" ( )"f x x x- = - +  и 2 2
2 1 2( ) 5g x x x= + -  выпуклые, так как

0 0
( ) 0

0 2fH x æ ö
= ³ç ÷
è ø

,

2

2 0
( ) 0

0 2gH x æ ö
= >ç ÷
è ø

.  Поэтому в точке *1x  достигается условный глобальный

максимум (п.3 замечаний 1.6). Так как функция 2
1 2( )f x x x= -  не является

выпуклой, то о точках *2x  и *3x  вывод сделать нельзя (п.3 замечаний 1.6).
Если бы в задаче исследовалась функция 2

1 2( )f x x x= - + , которая выпукла,
то в точке *1x  был бы глобальный минимум (п.3 замечаний 1.6), а о точках *2x
и *3x  вывод сделать нельзя. Из рисунка следует, что в точке *2x  – условный
локальный минимум, а в точке *3x  – условный глобальный минимум.

6. Значения функции в точках экстремума: * 5( 1 )
4

f x = , *( 2 ) 1f x = ,
*( 3 ) 5f x = - .
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Листинг программы в пакете MathCAD15 приведен в приложении В
(Рис. В 24 – Рис. В 34) стр. 152.

При выполнении примера студент должен знать следующие разделы
MathCAD15:
· Ввод переменных, переменных с нижним индексом, сопроводительного текста.
· Перенос длинных формул по знаку «+», нажатием клавиш («Ctrl»+«Enter»).
· Просмотр результатов расчета.
· Определение массива.
· Определение однострочной функции и ее вызов.
· Градиент функции и его символьный и численный расчет.
· Символьные операции с производными и матрицами.
· Нахождение коней уравнений с использованием блока Given – Find.
· Символьные функции solve, substitute.
· Транспонирование матрицы.
· Дискретный аргумент.
· Построение и редактирование трехмерных графиков. Нанесение на один

график нескольких кривых и точек.

1.6 Задачи для самостоятельного решения

Пример 1.15

Найти безусловный экстремум целевой функции 2 2
1 2( )f x x x= +

аналитическим методом, построить график функции и нанести расчетные
точки.

Ответ: ( )0 0 Tx =  точка локального минимума.

Пример 1.16

Найти условный экстремум целевой функции 2 2 2
1 2 3( )f x x x x= + +  при

ограничениях ( ) 2 2
1 1 2 3 0g x x x x= + - =  и ( )2 1 2 3 4 0g x x x x= + + - =  аналитическим

методом, построить график функции и нанести расчетные точки.

Ответ: ( )*1 1 1 2 Tx = , *
1

21
3

l = , *
2

101
3

l = -  регулярная точка условного

локального минимума, ( )*2 2 2 8 Tx = - - , *
1

202
3

l = - , *
2

682
3

l = -  регулярная

точка условного локального максимума.

Пример 1.17

Найти условный экстремум целевой функции ( )2 2
1 2

1( ) 1
2

f x x xé ù= - +ë û  при

ограничениях ( ) 2
1 1 2 0g x x xa= - + =  и ( )2 1 2 3 4 0g x x x x= + + - =  аналитическим

методом, построить график функции и нанести расчетные точки.



55

Ответ: ( )*1 0 0 Tx = , *
11 1l = - . При 10

2
a< < , *1x  – регулярная точка

условного локального минимума. При 1
2

a > , *1x  – регулярная точка условного

локального максимума. При 1
2

a = , *1x  - регулярная точка условного локального

минимума.
*

2

2 1 2 12
2 2

x a a
a a

æ ö- -
= ç ÷
è ø

, *
1

12
2

l
a

= - . При 10
2

a< <  решения нет. При

1
2

a = , *2x  –  регулярная точка условного локального минимума. При 1
2

a > ,
*2x  – регулярная точка условного локального минимума.

*
2

2 1 2 13
2 2

x a a
a a

æ ö- -
= -ç ÷
è ø

, *
1

13
2

l
a

= - . При 10
2

a< <  решения нет. При

1
2

a = , *3x  –  регулярная точка условного локального минимума. При 1
2

a > ,
*3x  – регулярная точка условного локального минимума.

Пример 1.18

Найти условный экстремум целевой функции 1( )f x x=  при ограничениях

( )1 1 0g x x= - £  и ( ) ( )3
2 2 11 0g x x x= - - £  аналитическим методом, построить

график функции и нанести расчетные точки.
Ответ: ( )* 1 0 Tx = , *

0 0l =  – нерегулярная точка условного локального
максимума, *( ) 1f x = .

Пример 1.19

Найти условный экстремум целевой функции ( )22
1 2( ) 2f x x x= + -  при

ограничениях ( ) 2 2
1 1 2 1 0g x x x= + - £  и ( )2 1 0g x x= - £ , ( )3 2 0g x x= - £

аналитическим методом, построить график функции и нанести расчетные
точки.

Ответ: ( )* 0 1 Tx = , *
1 1l = , *

2 0l = , *
3 0l =  – точка условного локального

и одновременно глобального минимума, *( ) 1f x = .

Пример 1.20

Найти условный минимум целевой функции 2 2 2
1 2 3( )f x x x x= + +  при

ограничениях ( )1 1 2 3 1 0g x x x x= - - - + £   аналитическим методом, построить
график функции и нанести расчетные точки.
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Ответ: * 3 9 0
10 10

T

x æ ö= ç ÷
è ø

, *
1 0l = , *

2
3
5

l =  – точка условного локального

и одновременно глобального минимума, * 9( )
10

f x = .

Пример 1.21

Найти условный максимум функции 2 2
1 1 2 2( ) 8 4 12 7 maxf x x x x x= - + - + - ®

при ограничении ( )1 1 22 3 6g x x x= + = -   аналитическим методом, построить
график функции и нанести расчетные точки.

Ответ: * 15 33
38 19

T

x æ ö= - -ç ÷
è ø

 – точка условного максимума.

Пример 1.22

Найти условный экстремум функции 2 2 2
1 2 3( )f x x x x= + +  при ограничениях

( ) 2 2
1 1 2 33 0g x x x x= + - =  и ( )2 1 2 3 4 0g x x x x= + + - =  аналитическим методом,

построить график функции и нанести расчетные точки.
Ответ: ( )*1 1 1 2 Tx =  – точка условного минимума, ( )*2 2 2 8 Tx = - -  –

точка условного максимума.

Пример 1.23

Найти условный экстремум функции 2 2 2
1 2 3( )f x x x x= + +  при ограничениях

( ) 2 2
1 1 2 33 0g x x x x= + - =  и ( )2 1 2 3 4 0g x x x x= + + - =  аналитическим методом,

построить график функции и нанести расчетные точки.
Ответ: ( )*1 1 1 2 Tx =  – точка условного минимума, ( )*2 2 2 8 Tx = - -  –

точка условного максимума.

Пример 1.24

Найти условный экстремум целевой функции ( ) ( )2 2
1 2( ) 3 4f x x x extr= - + - ®

при ограничениях ( )1 1 23 2 7g x x x= + ³ , ( )2 1 210 8g x x x= - £ ,
( )3 1 218 4 12g x x x= - + ³ , ( )4 1 0g x x= ³  и ( )5 2 0g x x= ³  аналитическим

методом, построить график функции и нанести расчетные точки.

Ответ: * 123 4221
101 101

T

x æ ö= ç ÷
è ø

 – точка условного локального минимума,

( )*2 2 12 Tx =  – точка условного локального максимума.
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Пример 1.25

Найти условный экстремум целевой функции 2
1 1 2( ) 6f x x x x extr= - + ®  при

ограничениях ( )1 1 22 3 24g x x x= + £ , ( )2 1 22 15g x x x= + £ , ( )3 1 23 2 24g x x x= + ³ ,
( )4 2 4g x x= £ , ( )5 1 0g x x= ³  и ( )6 2 0g x x= ³  аналитическим методом,

построить график функции и нанести расчетные точки.
Ответ: ( )*1 3 4 Tx =  – точка условного локального максимума.

Пример 1.26

Найти условный экстремум целевой функции ( ) ( )2 2
1 2( ) 4 3f x x x extr= - + - ®

при ограничениях ( )1 1 22 3 6g x x x= + ³ , ( )2 1 23 2 18g x x x= - £ ,
( )3 1 22 8g x x x= - + £ , ( )4 1 0g x x= ³  и ( )5 2 0g x x= ³  аналитическим методом,

построить график функции и нанести расчетные точки.
Ответ: ( )*1 4 3 Tx =  - точка условного локального минимум,

( )*2 13 10.5 Tx =  – точка условного локального максимума.
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ПРИЛОЖЕНИЕ А. ЛИСТИНГИ ПРИМЕРОВ В MATHCAD15.
АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД ОПТИМИЗАЦИИ. УСЛОВНЫЙ

ЭКСТРЕМУМ. ОГРАНИЧЕНИЕ В ВИДЕ РАВЕНСТВА

Рис. А 1. Листинг программы получение функций для условного экстремума
(Пример 1.1 часть 1)
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Рис. А 2. Листинг программы получение функций для условного экстремума
(Пример 1.1 часть 2)



61

Рис. А 3. Листинг программы получение функций для условного экстремума
(Пример 1.1 часть 3)
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Рис. А 4. Листинг программы классификация ограничений
(Пример 1.2 часть 1)
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Рис. А 5. Листинг программы исследование активных ограничений
(Пример 1.3 часть 1)
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Рис. А 6. Листинг программы исследование активных ограничений
(Пример 1.3 часть 2)
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Рис. А 7. Листинг программы исследование активных ограничений
 (Пример 1.3 часть 3)
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Рис. А 8. Листинг программы исследование активных ограничений
(Пример 1.3 часть 4)
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Рис. А 9. Листинг программы исследование активных ограничений
(Пример 1.3 часть 5)
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Рис. А 10. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.4 часть 1)
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Рис. А 11. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.4 часть 2)
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Рис. А 12. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.4 часть 3)
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Рис. А 13. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.4 часть 4)
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Рис. А 14. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.4 часть 5)
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Рис. А 15. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.5 часть 1)
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Рис. А 16. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.5 часть 2)
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Рис. А 17. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.5 часть 3)
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Рис. А 18. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.5 часть 4)
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Рис. А 19. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.5 часть 5)
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Рис. А 20. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.5 часть 6)
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Рис. А 21. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.5 часть 7)
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Рис. А 22. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.6 часть 1)
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Рис. А 23. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.6 часть 2)
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Рис. А 24. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.6 часть 3)
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Рис. А 25. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.6 часть 4)
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Рис. А 26. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.6 часть 5)



85

Рис. А 27. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.6 часть 6)
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Рис. А 28. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.7 часть 1)
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Рис. А 29. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.7 часть 2)
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Рис. А 30. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.7 часть 3)
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Рис. А 31. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.7 часть 4)
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Рис. А 32. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.7 часть 5)
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Рис. А 33. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.7 часть 6)
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Рис. А 34. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.7 часть 7)
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Рис. А 35. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.8 часть 1)
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Рис. А 36. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.8 часть 2)
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Рис. А 37. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.8 часть 3)
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Рис. А 38. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.8 часть 4)
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Рис. А 39. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.8 часть 5)
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Рис. А 40. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.8 часть 6)
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Рис. А 41. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.8 часть 7)
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Рис. А 42. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.8 часть 8)
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Рис. А 43. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.8 часть 9)
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Рис. А 44. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
равенств (Пример 1.8 часть 10)
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б. ЛИСТИНГИ ПРИМЕРОВ В MATHCAD15.
АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД ОПТИМИЗАЦИИ. УСЛОВНЫЙ
ЭКСТРЕМУМ. ОГРАНИЧЕНИЕ В ВИДЕ НЕРАВЕНСТВА

Рис. Б 1. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.9 часть 1)
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Рис. Б 2. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.9 часть 2)
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Рис. Б 3. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.9 часть 3)
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Рис. Б 4. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.9 часть 4)
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Рис. Б 5. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.9 часть 5)
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Рис. Б 6. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.9 часть 6)
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Рис. Б 7. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.9 часть 7)
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Рис. Б 8. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.9 часть 8)
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Рис. Б 9. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.10 часть 1)
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Рис. Б 10. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.10 часть 2)
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Рис. Б 11. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.10  часть 3)
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Рис. Б 12. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.10  часть 4)
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Рис. Б 13. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.10  часть 5)
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Рис. Б 14. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.10  часть 6)



117

Рис. Б 15. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.10 часть 7)



118

Рис. Б 16. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.10 часть 8)
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Рис. Б 17. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.11 часть 1)
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Рис. Б 18. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.11 часть 2)
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Рис. Б 19. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.11 часть 3)
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Рис. Б 20. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.11 часть 4)
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Рис. Б 21. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.11 часть 5)
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Рис. Б 22. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.11 часть 6)
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Рис. Б 23. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.11 часть 7)
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Рис. Б 24. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.11 часть 8)
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Рис. Б 25. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств (Пример 1.11 часть 9)
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Рис. Б 26. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями в виде
неравенств

(Пример 1.11 часть 10)
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ПРИЛОЖЕНИЕ В. ЛИСТИНГИ ПРИМЕРОВ В MATHCAD15.
АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД ОПТИМИЗАЦИИ. УСЛОВНЫЙ

ЭКСТРЕМУМ. ОГРАНИЧЕНИЕ В СМЕШАННОМ ВИДЕ

Рис. В 1. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.12 часть 1)
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Рис. В 2. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.12 часть 2)
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Рис. В 3. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.12 часть 3)
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Рис. В 4. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.12 часть 4)
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Рис. В 5. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.12 часть 5)
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Рис. В 6. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.12 часть 6)
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Рис. В 7. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.12 часть 7)
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Рис. В 8. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.12 часть 8)
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Рис. В 9. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.13 часть 1)
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Рис. В 10. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.13 часть 2)
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Рис. В 11. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.13 часть 3)
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Рис. В 12. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.13 часть 4)
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Рис. В 13. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.13 часть 5)
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Рис. В 14. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.13 часть 6)
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Рис. В 15. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.13 часть 7)
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Рис. В 16. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.13 часть 8)
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Рис. В 17. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.13 часть 9)
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Рис. В 18. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.13 часть 10)



147

Рис. В 19. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.13 часть 11)
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Рис. В 20. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.13 часть 12)
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Рис. В 21. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.13 часть 13)
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Рис. В 22. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.13 часть 14)
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Рис. В 23. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.13 часть 15)
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Рис. В 24. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.14 часть 1)
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Рис. В 25. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.14 часть 2)
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Рис. В 26. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.14 часть 3)
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Рис. В 27. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.14 часть 4)
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Рис. В 28. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.14 часть 5)
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Рис. В 29. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.14 часть 6)
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Рис. В 30. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.14 часть 7)
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Рис. В 31. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.14 часть 8)
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Рис. В 32. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.14 часть 9)
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Рис. В 33. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.14 часть 10)
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Рис. В 34. Листинг программы поиск условного экстремума с ограничениями
в смешанном виде (Пример 1.14 часть 11)
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Миссия университета – открывать возможности для гармоничного
развития конкурентоспособной личности и вдохновлять на решение
глобальных задач.

Кафедра «Теплофизики и теоретических основ тепло- и хладотхники»
На кафедре реализуется магистерская программа по направлению 16.04.03
«Холодильная, криогенная техника и системы жизнеобеспечения», профиль
«Компьютерное моделирование в термодинамике»

Цели программы: реализация энергетической стратегии Российской
Федерации, как приоритета в создании инновационных информационных
технологий для создания энерго- и экологически эффективных
термодинамических циклов и процессов тепломассообмена в системах
генерации теплоты и холода
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