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ВВЕДЕНИЕ 

Современные видеоигры стремятся к созданию реалистичных 

виртуальных миров, погружающих игрока в уникальные истории и 

захватывающие приключения. Однако компьютеры, по своей природе, 

работают исключительно с числами и данными. Таким образом, математика 

становится неотъемлемой частью разработки видеоигр, обеспечивая основу 

для создания графики, физики, анимации и других аспектов игрового 

процесса.  

Данное методическое пособие предназначено для студентов-

бакалавров, изучающих предмет "Компьютерная графика" в рамках 

образовательной программы "Технологии разработки компьютерных игр " 

по направлению подготовки "Инфокоммуникационные технологии и 

системы связи".  

Пособие содержит теоретические сведения о ключевых 

математических инструментах, используемых в компьютерной графике, 

таких как векторы, системы координат, матрицы и геометрические 

преобразования. Помимо теоретических объяснений, в методическом 

пособии представлены практические рекомендации для применения этих 

концепций с использованием библиотеки DirectX Math, которая 

предоставляет удобные классы и функции для работы с математическими 

объектами.  

В качестве входных знаний студенты должны иметь базовые 

представления о математике и программировании. В результате изучения 

предложенных тем и выполнения практических заданий студенты получат 

знания о основах компьютерной графики, матрицах, аффинных 

преобразованиях и познакомятся с Direct3D API. Приобретённые знания 

позволят студентами освоить весь необходимы материал в рамках курса 

компьютерной графики.  

Важно отметить, что материал, представленный в этом пособии, 

охватывает только те аспекты, которые необходимы для базовых 

концепций, которые будут использоваться в других частях пособия. Это не 

исчерпывающее руководство по математике для видеоигр, так как данная 

тема настолько обширна, что ей посвящены целые книги. Для тех, кто хочет 

углубить свои знания, мы рекомендуем обратиться к специализированным 

источникам, таким как [1–5], которые предлагают более детальное 

рассмотрение математических основ игровой разработки.  

После самостоятельного изучения теоретических сведений и 

практических рекомендаций студентам предлагается выполнить 

практические упражнения по изученным темам для закрепления освоенного 

материала.   
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ГЛАВА 1. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 

Векторы играют ключевую роль в компьютерной графике, 

обнаружении столкновений и физическом моделировании, которые 

являются неотъемлемыми компонентами современных видеоигр. В данном 

пособии мы используем неформальный и практический подход; для более 

глубокого изучения математики 3D-графики и игр рекомендуется 

обратиться к [2] . Мы подчеркиваем важность векторов, отмечая, что они 

используются практически в каждом листинге кода, представляемым в этом 

пособии. 

1.1 Определение понятия вектор 

Вектор — это некоторая величина, обладающая как значением, так и 

направлением.  Величины, обладающие одновременно и значением, и 

направлением, называются векторными величинами или векторно-

значимыми величинами. 

Примеры векторных величин: 

- Силы (сила прикладывается в определенном направлении с 

определенным значением) 

- Смещения (направление и дистанция смещения) 

- Скорость (направление и темп изменения координат) 

 

Векторами также обозначаются направления (взгляда, луча, проекции 

и т. д.) сами по себе. В таких случаях, поскольку значение вектора не имеет 

смысла, оно берется равным единице, а вектор называется единичным. 

Отметим, что место, в котором находится вектор, несущественно, 

поскольку изменение места не меняет ни величины, ни направления (двух 

свойств, которыми обладает вектор). Поэтому два вектора равны тогда и 

только тогда, когда они имеют одинаковую длину и направлены в одну 

сторону.  

Таким образом, векторы 𝑢 и 𝑣, изображенные на рисунке 1.1a, на 

самом деле равны, потому что они имеют одинаковую длину и направлены 

в одну сторону. 

Обратите внимание, что если наложить одинаковые векторы (𝑢 и 𝑣 в 

данном случае) друг на друга так, чтобы они начинались из одной точки, то 

они будут неразличимыми, а следовательно, равнозначными.  

В качестве конкретного примера возьмем двух муравьев в двух 

разных точках А и В (Рисунок 1.1.(b)). Каждый муравей смещается на десять 

метров на север относительно исходной позиции. В таком случае оба 

вектора будут иметь одинаковое направление - на север, и одинаковую 

величину - десять метров. Несмотря на то, что они берут начала из двух 

разных точек, при наложении друг на друга векторы полностью совпадут, а 
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значит будут равнозначными. Следовательно, векторы сами по себе 

независимы от позиции в пространстве. 

 

Рис. 1.1. (a) Векторы в двумерной плоскости. (b) Векторы, описывающие 

смещение муравьев на 10 метров на север. 

1.2 Координатные системы 

Задачи с векторными величинами можно решать с использованием 

различных геометрических операций, однако, поскольку техника не может 

работать с векторами геометрически, нужно найти способ задавать векторы 

численно. Для этого опишем систему координат в пространстве и перенесем 

все векторы так, чтобы их начало совпало с началом координат. Пример 

перемещения изображен на Рисунке 1.2. 

 

Рис. 1.2. Перемещаем v так, чтобы его начало совпало с началом системы 

координат. Такое положение вектора называется стандартным. 
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Затем определим каждый перенесенный вектор, указав координаты 

его конца и записав их как 𝑣 =  (𝑥, 𝑦, 𝑧), как показано на Рисунке 1.3. Таким 

образом, мы получим возможность описать любой произвольный 

трехмерный вектор с помощью трех чисел формата float (с плавающей 

точкой). 

 

Рис. 1.3. Вектор, заданный координатами относительно некоторой системы 

координат. 

Замечание: при работе в 2D используется двумерная система 

координат вместо трехмерной. Следовательно, каждый вектор будет 

задаваться двумя, а не тремя числами с плавающей точкой: 𝑣 =  (𝑥, 𝑦). 

Стоит учитывать, что одинаковые вектора, то есть имеющие 

одинаковое направление и значение, могут иметь различные координаты в 

пространстве, в зависимости от определенной системы координат. На 

Рисунке 1.4. используются различные системы координат, поэтому оба 

вектора v имеют разные координаты, несмотря на одинаковые параметры 

длины и направления.  

Приведем аналогию, чтобы проиллюстрировать суть вектора. В 

качестве примера рассмотрим температуру. Вода кипит при 100° по 

Цельсию или 212° по Фаренгейту, но с физической точки зрения 

температура кипения воды одна и та же, вне зависимости от способа и 

системы ее измерения. Для векторов значение и направление можно считать 

величиной с физической точки зрения, а координаты - способом ее 

измерения. В компьютерной графике зачастую используется больше одной 

системы координат. Поэтому, определяя вектор по координатам, стоит 

помнить о том, что они относятся к определенной системе отсчета, а также 

понимать, как преобразовать координаты вектора из одной системы в 

другую. 

И векторы, и точки могут быть описаны координатами (𝑥, 𝑦, 𝑧) 

относительно системы. Однако это не одно и то же; точка представляет 

собой место (положение) в трехмерном пространстве, в то время как вектор 

представляет величину и направление. 
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Рис. 1.4. Один и тот же вектор v имеет разные координаты относительно 

различных систем координат. 

1.3 Левосторонняя или правосторонняя система 

координат 

В Direct3D используется левосторонняя система координат. Если вы 

возьмете левую руку и расположите пальцы так, чтобы указательный палец 

был направлен в сторону положительной части оси 𝑌, а большой палец - в 

сторону положительной части оси 𝑋, то при сгибании остальных пальцев 

перпендикулярно большому и указательному, они будут указывать в 

сторону положительного направления оси 𝑍. Для правосторонней системы 

координат используется тот же принцип, но по отношению к правой руке. 

На Рисунке 1.5. показаны различия между левосторонней и правосторонней 

системами координат. 

 

Рис. 1.5. Слева, левосторонняя система координат. Положительная часть 

оси Z уходит внутрь страницы. Справа, правосторонняя система 

координат. Положительная часть оси Z «выходит» из страницы. 
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1.4 Базовые операции с векторами 

Теперь, используя координатное представление, рассмотрим 

равенство, сложение, скалярное произведение и вычитание векторов. Пусть 

𝑢 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) и 𝑣 = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧) : 

1. Два вектора равны тогда и только тогда, когда равны их 

соответствующие координаты. То есть 𝑢 =  𝑣 тогда и только тогда, когда 

𝑢𝑥 = 𝑣𝑥, 𝑢𝑦 = 𝑣𝑦 и 𝑢𝑧 = 𝑣𝑧.  

2. Сложение векторов происходит попарно для соответствующих 

координат: 𝑢 + 𝑣 = (𝑢𝑥 + 𝑣𝑥, 𝑢𝑦 + 𝑣𝑦 , 𝑢𝑧 + 𝑣𝑧 ). Обратите внимание, что 

складывать имеет смысл только векторы одинаковой размерности. 

3. Скалярное произведение, или умножение скаляра (то есть 

вещественного числа) на вектор, выполняется путем умножения скаляра на 

каждую координату вектора. Результатом является вектор. Пусть 𝑘 - скаляр, 

тогда 𝑘𝑢 = (𝑘𝑢𝑥, 𝑘𝑢𝑦 , 𝑘𝑢𝑧).  

4. Вычитание векторов определяется исходя из векторного сложения и 

скалярного произведения, описанных выше: 𝑢 − 𝑣 = 𝑢 + (−1 − 𝑣) = 𝑢 +
(−𝑣) = (𝑢𝑥 − 𝑣𝑥,  𝑢𝑦 − 𝑣𝑦 ,  𝑢𝑧 − 𝑣𝑧) . 

 

Рис. 1.6. (a) Геометрический смысл скалярного произведения. (b) 

Геометрический смысл сложения векторов. (c) Геометрический смысл 

разности векторов. 

Пример 1.1. 

Пусть 𝑢 = (1,2,3), 𝑣 = (1,2,3), 𝑤 = (3,0,−2) и 𝑘 = 2. Тогда: 

1. 𝑢 + 𝑤 = (1,2,3) + (3,0,−2) = (4,2,1) 

2. 𝑢 = 𝑣 

3. 𝑢 − 𝑣 = 𝑢 + (−𝑣) = (1,2,3) + (−1,−2,−3) = (0,0,0) = 0 

4. 𝑘𝑤 = 2 ⋅ (3,0,−2) = (6,0,−4) 
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В пункте 3 результатом вычисления является нулевой вектор. Нулевой 

вектор — это вектор, все координаты которого равны нулю. Допускается 

простая запись нулевого вектора как 0. 

Пример 1.2. 

Для упрощения визуализации поработаем с двумерными векторами. 

Принцип остается тем же, что и в 3D, но в 2D мы имеем дело с меньшим 

числом координат. 

1. Пусть 𝑣 = (1,2). Как геометрически соотносятся 𝑣 и −
1

2
𝑣?  

Заметим, что −
1

2
𝑣 = (−1,−

1

2
) . Построив графики 𝑣 и −

1

2
𝑣 (Рисунок 

1.6.(a)), заметим, что 𝑣 направлен прямо противоположно −
1

2
𝑣, а его длина 

равна 1/2 длины 𝑣. Таким образом, с геометрической точки зрения 

отрицание вектора можно рассматривать как «переворачивание» его 

направления, а скалярное произведение - как масштабирование длины 

вектора. 

2. Пусть 𝑢 = (1,
1

2
) и 𝑣 = (1,2). Тогда 𝑢 + 𝑣 = (3,

5

2
). 

На Рисунке 1.6.(b) показан геометрический смысл сложения векторов: 

параллельно переносим 𝑢 так, чтобы его конец совпадал с началом 𝑣. Тогда 

суммой будет вектор, который начинается от основания вектора 𝑣 и 

заканчивается на вершине перенесенного вектора 𝑢. 

Результат останется таким же, если оставить вектор 𝑢 фиксированным 

и переместить вектор 𝑣 так, чтобы его начало совпадало с концом 𝑢. В этом 

случае 𝑢 + 𝑣 будет вектором, начинающимся конце 𝑢 и заканчивающимся 

начале перемещенного 𝑣. 

Обратите внимание, что правила сложения векторов согласуются с 

тем, что мы интуитивно ожидаем от происходящего на физическом уровне, 

когда складываем несколько сил вместе, чтобы получить результирующую 

силу: если две силы (вектора) складываются в одном направлении, 

получается одна, более мощная векторная сила (более длинный вектор) с 

тем же направлением. Если сложить две силы (вектора), направленные друг 

против друга, то получаем более слабую векторную силу (более короткий 

вектор). 

3. Пусть 𝑢 = (1,
1

2
) и 𝑣 = (1,2). Тогда 𝑣 − 𝑢 = (−1,

3

2
). 

На Рисунке 1.6.(c) показан геометрический смысл векторного 

вычитания. По сути, разность 𝑣 − 𝑢 дает вектор, направленный от конца 𝑢 к 

концу 𝑣. Если вместо этого рассматривать 𝑢 и 𝑣 как точки, то 𝑣 − 𝑢 дает 

вектор, направленный от точки 𝑢 к точке 𝑣. Такая интерпретация важна, 

поскольку часто требуется вектор, направленный от одной точки к другой. 

При этом длина вектора, полученного в результате вычитания 𝑣 − 𝑢 – это 

расстояние от 𝑢 до 𝑣, если рассматривать 𝑢 и 𝑣 как точки. 
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Рис. 1.7. Силы, приложенные к шару. Силы объединяются с помощью 

векторного сложения, чтобы получилась векторная сила. 

1.5 Длина вектора и единичные вектора 

Геометрически длина вектора (модуль вектора) – это длина 

направленного отрезка. Длина вектора обозначается двойными 

вертикальными штрихами (например, ||𝑢|| обозначает длину 𝑢). Задав 

вектор 𝑢 = (𝑥, 𝑦, 𝑧), вычислим его длину алгебраически. 

Замечание: Длину трехмерного вектора можно вычислить, дважды 

применив теорему Пифагора (Рисунок 1.8.) 

Сначала рассмотрим треугольник в плоскости 𝑋𝑍 со сторонами 𝑥, 𝑧 и 

гипотенузой 𝑎. Из теоремы Пифагора следует, что 𝑎 = √𝑥2 + 𝑧2. Затем 

рассмотрим треугольник со сторонами 𝑎, 𝑦 и гипотенузой ||𝑢||. Снова 

применив теорему Пифагора, получаем следующую обобщенную формулу 

длины вектора: 

||𝑢|| = √𝑦2 + 𝑎2 = √𝑦2 + (√𝑥2 + 𝑧2)2 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 Ур. 1.1 

При использовании векторов не всегда важна длина, иногда 

необходимо только направление. Для таких векторов, представляющих 

только направление, длину вектора рекомендуется привести к единице. Эта 

операция называется нормализацией вектора. Вектор можно 

нормализовать, разделив каждую его координату на длину вектора: 

û =
𝑢

||𝑢||
= (

𝑥

||𝑢||
,

𝑦

||𝑢||
,

𝑧

||𝑢||
) Ур. 1.2 
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Рис. 1.8. Длину трехмерного вектора можно вычислить, дважды применив 

теорему Пифагора. 

Чтобы убедиться в правильности этой формулы, вычислим длину û: 

||û|| = √(
𝑥

||𝑢||
)

2

+ (
𝑦

||𝑢||
)

2

+ (
𝑧

||𝑢||
)

2

= 
√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

√||𝑢||
2

=
||𝑢||

||𝑢||
= 1 

Ур. 1.3 

Таким образом, û действительно является единичным вектором. 

Пример 1.3. 

Нормализуем вектор 𝑣 = (−1,3,4).  

Имеем ||𝑣|| = √(−1)2 + 32 + 42 = √26.  

Таким образом, ||𝑣 || =
𝑢

||𝑢||
= (−

1

√26
,

3

√26
,

4

√26
). 

Чтобы убедиться, что это действительно единичный вектор, вычислим 

его длину: 

||𝑣̂|| = √(−
1

√26
)
2

+ (
3

√26
)
2

+ (
4

√26
)
2

= √
1

26
+

9

26
+

16

26

= √1 = 1 

Ур. 1.4 
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1.6 Скалярное произведение 

Скалярное произведение векторов – это форма векторного 

умножения, в результате которого получается скалярное значение. Не стоит 

путать скалярное произведение векторов и умножение скаляра на вектор.  

Пусть 𝑢 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) и 𝑣 = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧) , тогда скалярное 

произведение определяется следующим образом: 

𝑢 ⋅ 𝑣 = 𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢𝑦𝑣𝑦 + 𝑢𝑧𝑣𝑧 Ур. 1.5 

Другими словами, скалярное произведение – это сумма произведений 

соответствующих координат. 

Определение скалярного произведения не имеет очевидного 

геометрического смысла. Используя закон косинусов (см. Упр. 10), найдем 

соотношение 

𝑢 ⋅ 𝑣 = ||𝑢|| ||𝑣|| 𝑐𝑜𝑠(Ө) Ур. 1.6 

где Ө - угол между векторами 𝑢 и 𝑣 (Рисунок 1.9.).  

Таким образом, Уравнение 1.6. говорит о том, что скалярное 

произведение двух векторов равно косинусу угла между ними, 

масштабированному по величине векторов. В частности, если 𝑢 и 𝑣 - 

единичные векторы, то 𝑢 ⋅ 𝑣 — это косинус угла между ними (т. е. 𝑢 ⋅ 𝑣 =
𝑐𝑜𝑠Ө). 

 

Рис. 1.9. На рисунке (a) угол Ө между 𝑢 и 𝑣 является острым, на рисунке 

(b) – тупым. Под углом между двумя векторами всегда имеется в виду 

наименьший угол, то есть угол Ө, такой, что 0 ≤ Ө ≤ 𝜋. 

Уравнение 1.6. позволяет нам выявить некоторые полезные 

геометрические свойства скалярного произведения векторов: 

1. Если 𝑢 ⋅ 𝑣 = 0, то 𝑢 ⊥ 𝑣 (т. е. векторы ортогональны). 

2. Если 𝑢 ⋅ 𝑣 > 0, то угол Ө между двумя векторами меньше 90 

градусов (т. е. векторы составляют острый угол). 

3. Если 𝑢 ⋅ 𝑣 < 0, то угол Ө между двумя векторами больше 90 

градусов (т. е. векторы образуют тупой угол). 
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 Замечание: Слово «ортогональный» можно использовать как 

синоним слова «перпендикулярный». 

Пример 1.4. 

Пусть 𝑢 = (1,2,3) и 𝑣 = (−4,0,−1). Найдем угол между 𝑢 и 𝑣. Сперва 

вычислим скалярное произведение векторов и длину каждого из них: 

𝑢 ⋅ 𝑣 = (1,2,3) ⋅ (−4,0,−1) = −4 − 3 = −7 

||𝑢|| = √12 + 22 + 32 = √14 

||𝑣|| = √(−4)2 + 02 + (−1)2 = √17 

Ур. 1.7 

Теперь, применяя Уравнение 1.6, получаем: 

𝑐𝑜𝑠Ө =
𝑢 ⋅ 𝑣

||𝑢|| ||𝑣||
=

−7

√14 √17
 

Ө = 𝑐𝑜𝑠−1
−7

√14 √17
≈ 117° 

Ур. 1.8 

Пример 1.5. 

Рассмотрим Рисунок 1.10. Имея вектор 𝑣 и единичный вектор 𝑛, 

выразим вектор 𝑝 через 𝑣 и 𝑛, используя скалярное произведение. 

Рис. 1.10. Ортогональная проекция 𝑣 на 𝑛. 

На рисунке видно, что существует скаляр 𝑘 такой, что p = kn; более 

того, поскольку ||𝑛|| = 1, то||𝑝|| = ||𝑘𝑛|| = |𝑘| ||𝑛|| = |𝑘| (заметим, что 𝑘 

может быть отрицательным тогда и только тогда, когда 𝑝 и 𝑛 направлены в 

противоположные стороны). Используя тригонометрию, получим, что 𝑘 =
||𝑣|| 𝑐𝑜𝑠Ө; следовательно, 𝑝 = 𝑘𝑛 = (||𝑣|| 𝑐𝑜𝑠Ө)𝑛. Однако, поскольку 𝑛 – 

единичный вектор, это можно выразить иначе: 
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𝑝 = (||𝑣||𝑐𝑜𝑠Ө)𝑛 = (||𝑣|| ⋅ 1 𝑐𝑜𝑠Ө)𝑛 = (||𝑣|| ||𝑛|| 𝑐𝑜𝑠Ө)𝑛
= (𝑣 ⋅ 𝑛) 𝑛 

Ур. 1.9 

 В частности, этот пример показывает, что 𝑘 = 𝑣 ⋅ 𝑛, то есть 𝑘 — это 

геометрическая интерпретация 𝑣 ⋅ 𝑛, когда 𝑛 - единичный вектор. 𝑝 же 

называется ортогональной проекцией 𝑣 на 𝑛 и обычно записывается так: 

𝑝 = 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑛(𝑣) Ур. 1.10 

Если мы интерпретируем 𝑣 как силу, то 𝑝 можно рассматривать как 

часть силы 𝑣, действующую в направлении 𝑛. Аналогично, вектор 𝑤 =
𝑝𝑒𝑟𝑝𝑛(𝑣) = 𝑣 ⋅ 𝑝 – это часть силы 𝑣, действующая ортогонально 

направлению 𝑛 (поэтому обозначаем его 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑛(𝑣) как перпендикулярный). 

Обратите внимание, что 𝑣 = 𝑝 + 𝑤 = 𝑝𝑟𝑜𝑗ₙ (𝑣) + 𝑝𝑒𝑟𝑝ₙ (𝑣), что по сути 

является разложением вектора 𝑣 в сумму двух ортогональных векторов 𝑝 и 

𝑤. 

Если длина 𝑛 больше 1, то вектор сначала нужно нормализовать, 

чтобы он стал единичным. Приведя 𝑛 к виду единичного вектора 
𝑛

||𝑛||
, 

получим общую формулу проекции: 

𝑝 = 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑛(𝑣) = (𝑣 ⋅
𝑛

||𝑛||
)

𝑛

||𝑛||
=

(𝑣 ⋅ 𝑛)

||𝑛||2
𝑛 Ур. 1.11 

1.7 Ортогонализация 

 Набор векторов {𝑣0, . . . , 𝑣𝑛−1} называется ортонормированным, если 

векторы взаимно ортогональны (каждый вектор в наборе ортогонален 

каждому другому вектору в наборе) и имеют единичную длину. Если набор 

векторов не полностью ортогонален, необходимо ортогонализировать его 

до конца. В трехмерной компьютерной графике, даже если начать с 

ортонормированного набора, из-за проблем с точностью вычислений он 

постепенно становится неортонормированным. Мы в основном будем 

рассматривать случаи, где множества содержат два или три вектора (2D- и 

3D-случаи соответственно). 

Сначала рассмотрим более простой, двумерный случай. 

Предположим, есть набор векторов {𝑣0, 𝑣1}, который необходимо привести 

к ортонормальному множеству {𝑤0, 𝑤1}, как показано на Рисунке 1.11. 

Начинаем с 𝑤0 = 𝑣0 и изменяем 𝑣1 таким образом, чтобы сделать его 

ортогональным к 𝑤0; это делается путем вычитания той части 𝑣1, которая 

действует в направлении 𝑤0, или, проще говоря, вычитанием проекции 

вектора 𝑣1 на 𝑤0 из самого вектора 𝑣₁: 

𝑤1 = 𝑣1 − 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑤0
(𝑣1) Ур. 1.12 
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Рис. 1.11. 2D ортогонализация. 

Так был получен взаимно ортогональный набор векторов {𝑤0, 𝑤1}; 
последним шагом к построению ортонормального набора является 

нормализация 𝑤0 и 𝑤1, чтобы привести их единичной длине. 

Трехмерный случай развивается подобно двумерному, но с бо́льшим 

количеством шагов. Предположим, у нас есть набор векторов {𝑣0, 𝑣1, 𝑣3}, 
которые мы хотим ортогонализировать в ортонормальное множество 

{𝑤0, 𝑤1, 𝑤3}, как показано на Рисунке 1.12. 

Как и в случае с 2D, начинаем с 𝑤0 = 𝑣0 и изменяем 𝑣1 таким образом, 

чтобы сделать его ортогональным к 𝑤0 (Уравнение 13.). 

Затем изменим 𝑣2, чтобы сделать его ортогональным как к 𝑤0, так и к 

𝑤1. Это делается путем вычитания части 𝑣2, действующей в направлении 

𝑤0, и части 𝑣2, действующей в направлении 𝑤1, или, проще говоря, 

вычитанием проекций вектора 𝑣2 на 𝑤0 и 𝑤1 из самого вектора 𝑣2: 

𝑤2 = 𝑣2 − 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑤0
(𝑣2) − 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑤1

(𝑣2) Ур. 1.13 

Так был получен взаимно ортогональный набор векторов {𝑤0, 𝑤1, 𝑤2}; 
последний шаг к построению ортонормального набора - нормализация 𝑤0, 

𝑤1 и 𝑤2, чтобы сделать их единичными. 

Для общего случая 𝑛 векторов {𝑣0, . . . , 𝑣𝑛−1}, которые нужно 

ортогонализировать в ортонормальное множество {𝑤0, . . . , 𝑤𝑛−1}, 
существует следующая процедура, обычно называемая процессом 

ортогонализации Грама-Шмидта: 
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Базовый шаг: взять 𝑤0 = 𝑣0 

Для каждого 𝑖, при 1 ≤  𝑖 ≤  𝑛 − 1, взять 𝑤ᵢ =  𝑣ᵢ − ∑ 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑤ⱼ(𝑣ᵢ)𝑖−1
𝑗=0   

Нормализация: 𝑤ᵢ =  
𝑤ᵢ

||𝑤ᵢ||
 

Чтобы добавить вектор 𝑣𝑖 из исходного набора в ортонормальное 

множество, нужно вычесть проекции 𝑣𝑖 на другие векторы 

(𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑖−1), которые уже находятся в ортонормальном множестве, из 

самого исходного вектора 𝑣𝑖. Таким образом, каждый новый добавляемый 

вектор будет ортогонален к другим векторам, уже находящимся в 

ортонормальном множестве. 

  

Рис. 1.12. 3D ортогонализация. 

1.8 Векторное произведение 

Вторая форма умножения, которую определяет векторная алгебра, – 

это векторное произведение. В отличие от скалярного произведения, 

результат которого – скаляр, результатом векторного произведения 

является вектор. Кроме того, векторное произведение определено только 

для 3D-векторов (не существует для 2D). Если взять векторное 

произведение двух трехмерных векторов 𝑢 и 𝑣, то получится новый вектор 

𝑤, который взаимно ортогонален 𝑢 и 𝑣 (Рисунок 1.13.). 

Если 𝑢 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) и 𝑣 = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧) , то векторное произведение 

вычисляется следующим образом: 

𝑤 = 𝑢 × 𝑣 = (𝑢𝑦𝑣𝑧 − 𝑢𝑧𝑣𝑦 , 𝑢𝑧𝑣𝑥 − 𝑢𝑥𝑣𝑧, 𝑢𝑥𝑣𝑦 − 𝑢𝑦𝑣𝑥) Ур. 1.14 
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Рис 1.13. Векторное произведение двух трехмерных векторов 𝑢 и 𝑣 

дает новый вектор 𝑤, который взаимно ортогонален 𝑢 и 𝑣. Если взять левую 

руку и направить большой палец вдоль первого вектора 𝑢 и указательный 

вдоль второго вектора 𝑣, а затем согнуть оставшиеся пальцы под прямым 

углом, то они укажут примерно в направлении векторного произведения  

𝑤 = 𝑢 × 𝑣 −  правило левой руки. 

 

Замечание: Если вы работаете в правосторонней системе 

координат, то используйте правило правой руки: расположите большой 

палец правой руки так, чтобы он указывал в сторону вдоль первого вектора 

𝑢, а указательный палец правой руки так, чтобы он указывал в сторону 

вдоль второго вектора 𝑣, затем согните пальцы под прямым углом к 𝑢 и 𝑣 

- они укажут примерно в направлении векторного произведения 𝑤 = 𝑢 × 𝑣. 

Пример 1.6 

Пусть 𝑢 = (2,1,2) и 𝑣 = (2,0,0). Вычислим 𝑤 = 𝑢 × 𝑣 и 𝑧 = 𝑣 × 𝑢, а 

затем убедимся, что 𝑤 ортогонально 𝑢 и 𝑣. Применяя Уравнение 1.14, 

имеем: 

𝑤 = 𝑢 × 𝑣 = (2,1,3) × (2,0,0) 

= (1 ⋅ 0 − 3 ⋅ 0, 3 ⋅ 2 − 2 ⋅ 0, 2 ⋅ 0 − 1 ⋅ 2) 

= (0,6,−2) 

 

𝑧 = 𝑣 × 𝑢 = (2,0,0) × (2,1,3) 

= (0 ⋅ 3 − 0 ⋅ 1, 0 ⋅ 2 − 2 ⋅ 3, 2 ⋅ 1 − 0 ⋅ 2) 

= (0,−6,2) 

Ур. 1.15 

Этот результат проясняет следующее: в общем случае 𝑢 × 𝑣 ≠ 𝑣 × 𝑢. 

Поэтому векторное произведение некоммутативно. Более того, 𝑢 × 𝑣 =
−𝑣 × 𝑢. 
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Чтобы показать, что вектор 𝑤 ортогонален 𝑢 и 𝑣, вспомним, что если 

𝑢 ⋅ 𝑣 = 0, то 𝑢 ⊥ 𝑣 (то есть векторы ортогональны). Можно сделать вывод, 

что вектор 𝑤 ортогонален 𝑢 и 𝑣, поскольку 

𝑤 ⋅ 𝑢 = (0,6,−2) ⋅ (2,1,3) = 0 ⋅ 2 + 6 ⋅ 1 + (−2) ⋅ 3 = 0 

𝑤 ⋅ 𝑣 = (0,6,−2) ⋅ (2,0,0) = 0 ⋅ 2 + 6 ⋅ 0 + (−2) ⋅ 0 = 0 
Ур. 1.16 

Двумерное векторное произведение 

Векторное произведение позволяет найти вектор, ортогональный 

двум заданным трехмерным векторам. В 2D ситуация отличается, но при 

заданном 2D-векторе 𝑢 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦) может быть полезно найти вектор 𝑣, 

ортогональный 𝑢. На Рисунке 1.14. показана геометрическая схема, из 

которой следует, что 𝑣 = (−𝑢𝑦 , 𝑢𝑥).  

Формальное доказательство очевидно: 

𝑢 ⋅ 𝑣 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦) ⋅ (𝑣𝑥, 𝑣𝑦) = −𝑢𝑥𝑢𝑦 + 𝑢𝑦𝑢𝑥 = 0 Ур. 1.17 

 Таким образом, 𝑢 ⊥ 𝑣. Заметим, что 𝑢 ⋅ (−𝑣) = 𝑢𝑥𝑢𝑦 + 𝑢𝑦(−𝑢𝑥) = 0, 

а значит, 𝑢 ⊥ −𝑣. 

 

 

Рис. 1.14. Результатом двумерного псевдовекторного произведение 

вектора 𝑢 является ортогональный ему вектор 𝑣. 

Ортогонализация с помощью векторного произведения 

 Нами уже был рассмотрен способ ортогонализации набора векторов 

с помощью метода Грама-Шмидта. Для 3D существует другая стратегия 

ортогонализации набора векторов {𝑣0, 𝑣1, 𝑣2}, которые почти 

ортонормальны, но, возможно, стали неортонормальными из-за 

накопленных ошибок точности вычислений, с помощью векторного 

произведения. Геометрически этот процесса описан на Рисунке 1.15:  
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Рис. 1.15. 3D-ортогонализация с помощью векторного произведения. 

Теперь рассмотрим процесс алгебраически: 

1. Пусть 𝑤₀ =  
𝑣₀

||𝑣₀||
 

2. Пусть 𝑤2 =
𝑤0×𝑣1

||𝑤0×𝑣1||
 

3. Пусть 𝑤1 = 𝑤2 × 𝑤0. Из упражнения 14 видно, что ||𝑤2 × 𝑤0|| = 1, 

так как 𝑤2 ⊥ 𝑤0 и ||𝑤2|| = ||𝑤0|| = 1, поэтому нам не нужно проводить 

нормализацию на этом последнем шаге. 

После этого набор векторов {𝑤0, 𝑤1, 𝑤2} является ортонормальным. 

Замечание: в приведенном выше примере мы начинаем с 𝑤0 =
𝑣0

||𝑣0||
, 

что значит, что мы не меняем направление при переходе от 𝑣0 к 𝑤0; 

изменяется только длина. Однако направления 𝑤1 и 𝑤2 могут отличаться 

от 𝑣1 и 𝑣2 соответственно. В зависимости от конкретного применения 

может быть важен выбор изначального вектора, направление которого не 

меняется.  

Например, далее тремя ортонормальными векторами {𝑣0, 𝑣1, 𝑣2} будет 

задаваться ориентация камеры, где третий вектор 𝑣2 будет также 

представлять направление, в котором смотрит камера. При ортогонализации 

этих векторов, в большинстве случаев необходимо избежать изменения 

направления камеры, поэтому для первого шага алгоритма ортогонализации 

будет взят 𝑣2, остающийся неизменным, а изменяться будут 𝑣0 и 𝑣1. 
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1.9 Точки 

Ранее мы использовали векторы, чтобы работать с их значениями и 

направлениями. Однако при работе с графикой нам нужна возможность 

задавать положение в пространстве по координатам, например, для 

различных объектов или камеры. Этого также можно добиться с помощью 

векторов. Для этого проведем вектор из начала системы координат до 

интересующей точки в пространстве, но в данном случае нас интересует 

лишь координаты конца вектора, а не его направление и величина. Именно 

с помощью этих координат мы зададим положение в пространстве. Вектор, 

описывающий положение в пространстве, называется вектором положения.  

Пример такого вектора изображен на Рисунке 1.16. Далее мы будем 

использовать термины "вектор положения" и "точка" как 

взаимозаменяемые.  

Стоит учитывать, что некоторые операции, применимые к точкам, 

могут давать иные результаты, нежели операции между обычными 

векторами. 

 

 

Рис 1.16. Вектор положения от начала координат до точки полностью 

описывает, где находится точка относительно системы координат. 

 Например, разностью двух точек 𝑞 − 𝑝 будет вектор из точки 𝑝 до 

точки 𝑞. Результатом сложения точки 𝑝 и вектора 𝑣 будет точка 𝑞, 

полученная путем смещения точки 𝑝 вдоль вектора 𝑣.  А сложение двух 

точек друг с другом вообще не имеет смысла. Поскольку векторы 

используются для представления точек относительно системы координат, 

удобно, что для перечисленных выше операций с точками не нужно 

совершать никаких дополнительных действий; 

Замечание: на самом деле существует геометрически осмысленный 

способ определения особой суммы точек, называемой аффинной 

комбинацией, которая похожа на средневзвешенное значение точек. 
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Рис. 1.17. (a) Разность 𝑞 − 𝑝 между двумя точками определяется как вектор 

из 𝑝 в 𝑞. (b) Точка 𝑝 плюс вектор 𝑣 определяется как точка 𝑞, полученная 

при смещении 𝑝 на вектор 𝑣. 

1.10 Реализация в рамках DirectX 

DirectX Math — это библиотека 3D-математики для приложений 

Direct3D, входящая в состав Windows SDK. Библиотека использует набор 

инструкций SSE2 (Streaming SIMD Extensions 2). Благодаря регистрам SIMD 

(single instruction, multiple data) размером 128 бит SIMD-инструкции могут 

оперировать четырьмя 32-битными числами формата float (с плавающей 

точкой) или int (целочисленные) одновременно с помощью одной 

инструкции. Это очень полезно для векторных вычислений, поскольку 

векторы обычно многомерны [6]. 

Например, в случае с векторным сложением 

𝑢 + 𝑣 = (𝑢𝑥 + 𝑣𝑥, 𝑢𝑦 + 𝑣𝑦 , 𝑢𝑧 + 𝑣𝑧 ) Ур. 1.Х 

видно, что попарно складываются соответствующие координаты 

трехмерного вектора. Благодаря SIMD все приведенные в примере операции 

сложения можно совершить за одну инструкцию, вместо трех отдельных 

инструкций на каждую операцию. SIMD поддерживает вплоть до четырех 

подобных операций в рамках одной инструкции; в случае, если операций 

меньше, например, по причине использования трехмерных или двумерных 

векторов, отсутствующие координаты игнорируются. 

Приведенное описание библиотеки DirectX Math не является 

исчерпывающим, рассмотрены только ключевые части. Для получения 

подробной информации рекомендуется ознакомиться с документацией [7].  

Чтобы использовать библиотеку DirectX Math, необходимо 

использовать директиву #include <DirectXMath.h>, а для некоторых 

дополнительных типов данных – #include <DirectXPackedVector.h> [8]. 
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Никаких дополнительных библиотечных файлов нет, так как весь код 

реализован через механизм инлайнинга в заголовочном файле.  

Код DirectXMath.h находится в пространстве имен DirectX, а код 

DirectXPackedVector.h - в пространстве имен DirectX::PackedVector.  

Кроме того, для платформы x86 необходимо включить SSE2 (Project 

Properties > Configuration Properties > C/C++ > Code Generation > Enable 

Enhanced Instruction Set), а для всех платформ включить быструю модель 

плавающей точки fp:fast (Project Properties > Configuration Properties > 

C/C++ > Code Generation > Floating Point Model).  

Для платформы x64 включать SSE2 не нужно, поскольку все 

процессоры x64 поддерживают SSE2. 

Типы векторов 

 В DirectX Math основным типом вектора является XMVECTOR, 

который сопоставляется с аппаратными регистрами SIMD [9–11]. Это 128-

битный тип, который может обрабатывать четыре 32-битных числа с 

плавающей точкой с помощью одной SIMD-инструкции. Когда доступен 

SSE2, он определяется следующим образом для платформ x86 и x64: 

typedef __m128 XMVECTOR; 

где __m128 – специальный SIMD-тип. При выполнении вычислений 

векторы должны быть этого типа, чтобы использовать преимущества SIMD. 

Как уже говорилось, этот тип используется для двухмерных и трехмерных 

векторов, чтобы воспользоваться преимуществами SIMD, а все 

неиспользуемые компоненты просто обнуляются и игнорируются. 

 

XMVECTOR должен быть выровнен по 16 байтам, и это делается 

автоматически для локальных и глобальных переменных. Для членов 

данных класса рекомендуется использовать XMFLOAT2 (2D), XMFLOAT3 (3D) 

и XMFLOAT4 (4D); эти структуры определены ниже: 

struct XMFLOAT2 

{ 

    float x; 

    float y; 

 

    XMFLOAT2() {} 

    XMFLOAT2(float _x, float _y) : x(_x), y(_y) {} 

    explicit XMFLOAT2(_In_reads_(2) const float* pArray) 

        : x(pArray[0]), y(pArray[1]) 

    { 

    } 

    XMFLOAT2& operator=(const XMFLOAT2& Float2) 

    { 

        x = Float2.x; 
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        y = Float2.y; 

        return *this; 

    } 

}; 

 

struct XMFLOAT3 

{ 

    float x; 

    float y; 

    float z; 

 

    XMFLOAT3() {} 

    XMFLOAT3(float _x, float _y, float _z) 

        : x(_x), y(_y), z(_z) 

    { 

    } 

    explicit XMFLOAT3(_In_reads_(3) const float* pArray) 

        : x(pArray[0]), y(pArray[1]), z(pArray[2]) 

    { 

    } 

 

    XMFLOAT3& operator=(const XMFLOAT3& Float3) 

    { 

        x = Float3.x; 

        y = Float3.y; 

        z = Float3.z; 

        return *this; 

    } 

}; 

 

struct XMFLOAT4 

{ 

    float x; 

    float y; 

    float z; 

    float w; 

 

    XMFLOAT4() {} 

    XMFLOAT4(float _x, float _y, float _z, float _w) 

        : x(_x), y(_y), z(_z), w(_w) 

    { 

    } 

    explicit XMFLOAT4(_In_reads_(4) const float* pArray) 

        : x(pArray[0]), y(pArray[1]), z(pArray[2]), 

          w(pArray[3]) 

    { 

    } 

 

    XMFLOAT4& operator=(const XMFLOAT4& Float4) 

    { 

        x = Float4.x; 
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        y = Float4.y; 

        z = Float4.z; 

        w = Float4.w; 

        return *this; 

    } 

}; 

Стоит заметить, что при использовании этих типов данных 

непосредственно для вычислений не получится воспользоваться 

преимуществами SIMD. Для использования SIMD нужно преобразовать 

экземпляры этих типов в тип XMVECTOR. Аналогично, при завершении 

вычислений следует преобразовать экземпляры типов XMVECTOR в XMFLOATn. 

Это делается с помощью функций из DirectX Math. 

Методы загрузки и хранения данных 

Для загрузки данных из XMFLOATn в XMVECTOR используются 

следующие методы [12,13]: 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMLoadFloat2(const XMFLOAT2* pSource); 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMLoadFloat3(const XMFLOAT3* pSource); 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMLoadFloat4(const XMFLOAT4* pSource); 

Для сохранения данных из XMVECTOR в XMFLOATn используются 

следующие методы: 

void XM_CALLCONV XMStoreFloat2(XMFLOAT2* pDestination, 

                               XMVECTOR V); 

void XM_CALLCONV XMStoreFloat3(XMFLOAT3* pDestination, 

                               FXMVECTOR V); 

void XM_CALLCONV XMStoreFloat4(XMFLOAT4* pDestination, 

                               FXMVECTOR V); 

Иногда, если нужно получить или задать только одну координату 

XMVECTOR, следующие функции (getter для получения и setter для установки 

значений) облегчают эту задачу: 

float XM_CALLCONV XMVectorGetX(FXMVECTOR V); 

float XM_CALLCONV XMVectorGetY(FXMVECTOR V); 

float XM_CALLCONV XMVectorGetZ(FXMVECTOR V); 

float XM_CALLCONV XMVectorGetW(FXMVECTOR V); 

 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVectorSetX(FXMVECTOR V, float x); 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVectorSetY(FXMVECTOR V, float y); 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVectorSetZ(FXMVECTOR V, float z); 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVectorSetW(FXMVECTOR V, float w); 
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Подведем промежуточные итоги. 

1. Используйте XMVECTOR для локальных или глобальных переменных. 

2. Используйте XMFLOAT2, XMFLOAT3 и XMFLOAT4 для переменных в 

рамках класса. 

3. Используйте функции XMLoad для преобразования из XMFLOATn в 

XMVECTOR перед выполнением вычислений. 

4. Выполняйте вычисления с экземплярами XMVECTOR. 

5. Используйте функции XMStore для преобразования из XMVECTOR в 

XMFLOATn. 

Передача параметров 

Для повышения эффективности значения XMVECTOR можно передавать 

в качестве аргументов функциям в регистрах SSE/SSE2, а не в стеке.  

Количество аргументов, которые можно передавать таким образом, 

зависит от платформы (например, 32-битная Windows, 64-битная Windows 

и Windows RT) и компилятора. Поэтому, чтобы быть независимыми от 

платформы/компилятора, используют типы FXMVECTOR, GXMVECTOR, 

HXMVECTOR и CXMVECTOR для передачи XMVECTOR. Перед именем функции 

необходимо указать обозначение конвенции вызова XM_CALLCONV, чтобы 

использовалась подходящая, которая зависит от версии компилятора. 

Теперь перечислим правила передачи параметров, использующих тип 

XMVECTOR: 

1. Первые три параметра XMVECTOR должны быть типа FXMVECTOR; 

2. Четвертый XMVECTOR должен быть типа GXMVECTOR; 

3. Пятый и шестой параметры XMVECTOR должны быть типа 

HXMVECTOR; 

4. Любые дополнительные параметры XMVECTOR должны быть типа 

CXMVECTOR. 

Проиллюстрируем, как эти типы определяются в 32-битной Windows 

с компилятором, поддерживающим конвенцию вызова __fastcall. 

typedef const XMVECTOR FXMVECTOR; 

typedef const XMVECTOR& GXMVECTOR; 

typedef const XMVECTOR& HXMVECTOR; 

typedef const XMVECTOR& CXMVECTOR; 

 А также компилятором, поддерживающим более новую конвенцию 

вызова __vectorcall: 

XMVECTOR FXMVECTOR; 

typedef const XMVECTOR GXMVECTOR; 

typedef const XMVECTOR HXMVECTOR; 

typedef const XMVECTOR& CXMVECTOR; 
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Исключением из этих правил являются методы-конструкторы. В 

[DirectXMath] рекомендуется использовать FXMVECTOR для первых трех 

параметров XMVECTOR и CXMVECTOR для остальных при написании 

конструктора, принимающего параметры XMVECTOR. Также для 

конструкторов не требуется обозначение XM_CALLCONV.  

Пример из библиотеки DirectXMath: 

inline XMMATRIX XM_CALLCONV xtwatrixTransformation( 

    FXWECTOR ScalingOrigin, 

    FXMIJECTOR ScalingOrientationQuaternion, 

    FXWECTOR Scaling, GXWECTOR Rotationorigin, 

    HXMVECTOR RotationQuaternion, HXWECTOR Translation); 

Эта функция принимает 6 параметров XMVECTOR, но, следуя правилам 

передачи параметров, она использует FXMVECTOR для первых трех 

параметров, GXMVECTOR для четвертого и HXMVECTOR для пятого и шестого, в 

соответствии с конвенцией вызовов. 

Между параметрами XMVECTOR могут располагаться и другие 

параметры, не относящиеся к XMVECTOR. При этом для XMVECTOR все так же 

действуют описанные выше правила. Например, в следующей функции 

первые три XMVECTOR имеют тип FXMVECTOR, а четвертый параметр 

XMVECTOR: 

inline XMMATRIX XM CALLCONV XMMatrixTransformation2D( 

    FXWECTOR Scalingorigin, float Scalingorientation, 

    FXWECTOR scaling, FXMVECTOR Rotationorigin, 

    float Rotation, GXWECTOR Translation); 

Правила передачи параметров XMVECTOR применяются только к 

входным параметрам. Выходные параметры XMVECTOR (XMVECTOR& или 

XMVECTOR*) не используют регистры SSE/SSE2. 

Константные векторы 

Константные XMVECTOR должны использовать тип XMVECTORF32.  

XMVECTORF32 – это структура с выравниванием по 16 байтам и 

использующая оператор преобразования XMVECTOR. Она определяется 

следующим образом: 

__declspec(align(16)) struct XMVECTORF32 

{ 

    union 

    { 

        float f[4]; 

        XMVECTOR v; 

    }; 

 

    inline operator XMVECTOR() const { return v; } 
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    inline operator const float*() const { return f; } 

#if !defined(_XM_NO_INTRINSICS_) && \ 

    defined(_XM_SSE_INTRINSICS_) 

    inline operator __m128i() const 

    { 

        return _mm_castps_si128(v); 

    } 

    inline operator __m128d() const 

    { 

        return _mm_castps_pd(v); 

    } 

#endif 

}; 

Приведем несколько примеров использования XMVECTORF32: 

    static const XMVECTORF32 g_vHalfVector = { 

        0.5f, 0.5f, 0.5f, 0.5f}; 

static const XMVECTORF32 g_vZero = {0.0f, 0.0f, 0.0f, 0.0f}; 

 

XMVECTORF32 vRightTop = { 

    vViewFrust.RightSlope, vViewFrust.TopSlope, 1.0f 1.0f}; 

 

XMVECTORF32 vLeftBottom = {vViewFrust.LeftSlope, 

                           vViewFrust.BottomSlope, 

                           1.0f, 

                           1.0f}; 

По сути, мы используем XMVECTORF32 всякий раз, когда хотим 

провести инициализацию константной переменной или структуры. 

Также можно создать константный XMVECTOR для целочисленных 

данных с помощью XMVECTORU32: 

static const XMVECTORU32 vGrabY = { 

    0x000000, 0xFFFFFF, 0x000000, 0x000000}; 

Перегруженные операторы 

XMVECTOR имеет несколько перегруженных операторов для 

выполнения векторного сложения, вычитания и скалярного умножения. 

XMVECTOR XM_CALLCONV operator+(FXMVECTOR V); 

XMVECTOR XM_CALLCONV operator-(FXMVECTOR V); 

 

XMVECTOR& XM_CALLCONV operator+=(XMVECTOR& V1, 

                                 FXMVECTOR V2); 

XMVECTOR& XM_CALLCONV operator-=(XMVECTOR& V1, 

                                 FXMVECTOR V2); 

XMVECTOR& XM_CALLCONV operator*=(XMVECTOR& V1, 

                                 FXMVECTOR V2); 

XMVECTOR& XM_CALLCONV operator/=(XMVECTOR& V1, 
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                                 FXMVECTOR V2); 

 

XMVECTOR& operator*=(XMVECTOR& V, float S); 

XMVECTOR& operator/=(XMVECTOR& V, float S); 

 

XMVECTOR XM_CALLCONV operator+(FXMVECTOR V1, FXMVECTOR V2); 

XMVECTOR XM_CALLCONV operator-(FXMVECTOR V1, FXMVECTOR V2); 

XMVECTOR XM_CALLCONV operator*(FXMVECTOR V1, FXMVECTOR V2); 

XMVECTOR XM_CALLCONV operator/(FXMVECTOR V1, FXMVECTOR V2); 

XMVECTOR XM_CALLCONV operator*(FXMVECTOR V, float S); 

XMVECTOR XM_CALLCONV operator*(float S, FXMVECTOR V); 

XMVECTOR XM_CALLCONV operator/(FXMVECTOR V, float S); 

Разное 

В библиотеке DirectX Math определены следующие константы, часто 

используемые для аппроксимации различных выражений с участием π: 

const float XM_PI = 3.141592654f; 

const float XM_2PI = 6.283185307f; 

const float XM_1DIVPI = 0.318309886f; 

const float XM_1DIV2PI = 0.159154943f; 

const float XM_PIDIV2 = 1.570796327f; 

const float XM_PIDIV4 = 0.785398163f; 

Также в библиотеке определены следующие функции для 

преобразования между радианами и градусами: 

inline float XMConvertToRadians(float fDegrees) 

{ 

    return fDegrees * (XM_PI / 180.0f); 

} 

inline float XMConvertToDegrees(float fRadians) 

{ 

    return fRadians * (180.0f / XM_PI); 

} 

И функции min / max : 

template <class T> 

inline T XMMin(T a, T b) 

{ 

    return (a < b) ? a : b; 

} 

 

template <class T> 

inline T XMMax(T a, T b) 

{ 

    return (a > b) ? a : b; 

} 
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Функции установки значения 

    DirectX Math предоставляет следующие функции для установки 

содержимого XMVECTOR:  

// Возвращает нулевой вектор 0 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVectorZero(); 

 

// Возвращает вектор (1,1,1,1) 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVectorSplatOne(); 

 

// Возвращает вектор (x,y,z,w) 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVectorSet(float x, float y, float z, 

                                 float w); 

 

// Возвращает вектор (Value,Value,Value,Value) 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVectorReplicate(float Value); 

 

// Возвращает вектор (v_x,v_x,v_x,v_x) 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVectorSplatX(FXMVECTOR V); 

 

// Возвращает вектор (v_y,v_y,v_y,v_y) 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVectorSplatY(FXMVECTOR V); 

 

// Возвращает вектор (v_z,v_z,v_z,v_z) 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVectorSplatZ(FXMVECTOR V); 

Следующая программа иллюстрирует большинство этих функций: 

#include <windows.h> 

#include <DirectXMath.h> 

#include <DirectXPackedVector.h> 

#include <iostream> 

 

using namespace std; 

using namespace DirectX; 

using namespace DirectX::PackedVector; 

 

// Перегрузка оператора “<<”, чтобы получить возможность 

// использовать std::cout для вывода содержимого XMVECTOR. 

ostream& XM_CALLCONV operator<<(ostream& os, FXMVECTOR v) 

{ 

    XMFLOAT3 dest; 

    XMStoreFloat3(&dest, v); 

    os << “(” << dest.x << “, ” << dest.y << “, ” << dest.z 

                                                  << “)”; 

    return os; 

} 

 

int main() 

{ 

    cout.setf(ios_base::boolalpha); 
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    // Проверка поддержки SSE2 (Pentium4, AMD K8 и выше). 

    if (!XMVerifyCPUSupport()) 

    { 

        cout << “directx math not supported” << endl; 

        return 0; 

    } 

    XMVECTOR p = XMVectorZero(); 

    XMVECTOR q = XMVectorSplatOne(); 

    XMVECTOR u = XMVectorSet(1.0f, 2.0f, 3.0f, 0.0f); 

    XMVECTOR v = XMVectorReplicate(-2.0f); 

    XMVECTOR w = XMVectorSplatZ(u); 

    cout << “p = ” << p << endl; 

    cout << “q = ” << q << endl; 

    cout << “u = ” << u << endl; 

    cout << “v = ” << v << endl; 

    cout << “w = ” << w << endl; 

    return 0; 

} 

Рис. 1.18. Вывод для приведенной выше программы. 

Векторные функции 

DirectX Math предоставляет функции для выполнения различных 

векторных операций [14]. Далее будет рассмотрена 3D-версия, но 

существуют аналогичные версии для 2D и 4D; 2D- и 4D-версии имеют те же 

обозначения, что и 3D-версии, за исключением того, что вместо 3 в них 

используются 2 и 4 аргумента соответственно. 

// Возвращает ||v|| 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVector3Length(FXMVECTOR V); 

 

// Возвращает ||v||^2 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVector3LengthSq(FXMVECTOR V); 

 

// Возвращает v1·v2 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVector3Dot(FXMVECTOR V1, 

                                  FXMVECTOR V2); 
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// Возвращает v1 × v2 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVector3Cross(FXMVECTOR V1, 

                                    FXMVECTOR V2); 

 

// Возвращает v/(||v||) 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVector3Normalize(FXMVECTOR V); 

 

// Возвращает вектор ортогональный к v 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVector3Orthogonal(FXMVECTOR V); 

 

// Возвращает угол между v_1 и v_2 

XMVECTOR XM_CALLCONV 

XMVector3AngleBetweenVectors(FXMVECTOR V1, FXMVECTOR V2); 

 

// Возвращает true, если v_1 = v_2 

bool XM_CALLCONV XMVector3Equal(FXMVECTOR V1, FXMVECTOR V2); 

 

// Возвращает true, если v_1 ≠ v_2 

bool XM_CALLCONV XMVector3NotEqual(FXMVECTOR V1, 

                                   FXMVECTOR V2); 

Замечание: обратите внимание, что эти функции возвращают 

XMVECTOR даже для операций, которые математически возвращают скаляр 

(например, скалярное произведение 𝑘 = 𝑣1 − 𝑣2). Скалярный результат 

воспроизводится в каждом компоненте XMVECTOR. Например, для 

скалярного произведения возвращаемый вектор будет иметь вид (𝑣1 −
𝑣2, 𝑣1 − 𝑣2, 𝑣1 − 𝑣2, 𝑣1 − 𝑣2). Одна из причин этого – минимизация 

смешивания скалярных и SIMD-векторных операций, поскольку 

эффективнее держать все значения в виде SIMD до окончания вычислений. 

Следующая программа демонстрирует примеры использования 

большинства этих функций, а также некоторых перегруженных операторов: 

#include <windows.h> 

#include <DirectXMath.h> 

#include <DirectXPackedVector.h> 

#include <iostream> 

 

using namespace std; 

using namespace DirectX; 

using namespace DirectX::PackedVector; 

 

// Перегрузка оператора “<<”, чтобы получить возможность 

// использовать cout для вывода содержимого XMVECTOR. 

ostream& XM_CALLCONV operator<<(ostream& os, FXMVECTOR v) 

{ 

    XMFLOAT3 dest; 

    XMStoreFloat3(&dest, v); 

 

    os << “(” << dest.x << “, ” << dest.y << “, ” << dest.z 

                                                  << “)”; 
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    return os; 

} 

 

int main() 

{ 

    cout.setf(ios_base::boolalpha); 

    // Проверка поддержки SSE2 (Pentium4, AMD K8 и выше). 

    if (!XMVerifyCPUSupport()) 

    { 

        cout << “directx math not supported” << endl; 

        return 0; 

    } 

 

    XMVECTOR n = XMVectorSet(1.0f, 0.0f, 0.0f, 0.0f); 

    XMVECTOR u = XMVectorSet(1.0f, 2.0f, 3.0f, 0.0f); 

    XMVECTOR v = XMVectorSet(-2.0f, 1.0f, -3.0f, 0.0f); 

    XMVECTOR w = XMVectorSet(0.707f, 0.707f, 0.0f, 0.0f); 

 

    XMVECTOR a = u + v; 

    XMVECTOR b = u - v; 

    XMVECTOR c = 10.0f * u; 

    XMVECTOR L = XMVector3Length(u); 

    XMVECTOR d = XMVector3Normalize(u); 

    XMVECTOR s = XMVector3Dot(u, v); 

    XMVECTOR e = XMVector3Cross(u, v); 

 

    XMVECTOR projW; 

    XMVECTOR perpW; 

    XMVector3ComponentsFromNormal(&projW, &perpW, w, n); 

 

    bool equal = XMVector3Equal(projW + perpW, w) != 0; 

    bool notEqual = 

        XMVector3NotEqual(projW + perpW, w) != 0; 

 

    XMVECTOR angleVec = 

        XMVector3AngleBetweenVectors(projW, perpW); 

    float angleRadians = XMVectorGetX(angleVec); 

    float angleDegrees = XMConvertToDegrees(angleRadians); 

 

    cout << “u = ” << u << endl; 

    cout << “v = ” << v << endl; 

    cout << “w = ” << w << endl; 

    cout << “n = ” << n << endl; 

    cout << “a = u + v = ” << a << endl; 

    cout << “b = u - v = ” << b << endl; 

    cout << “c = 10 * u = ” << c << endl; 

    cout << “d = u / || u || = ” << d << endl; 

    cout << “e = u x v = ” << e << endl; 

    cout << “L = || u || = ” << L << endl; 

    cout << “s = u.v = ” << s << endl; 

    cout << “projW = ” << projW << endl; 
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    cout << “perpW = ” << perpW << endl; 

    cout << “projW + perpW == w = ” << equal << endl; 

    cout << “projW + perpW != w = ” << notEqual << endl; 

    cout << “angle = ” << angleDegrees << endl; 

 

    return 0; 

} 

Рис. 1.19. Вывод для приведенной выше программы. 

Замечание: библиотека DirectX Math также включает некоторые 

функции, возвращающие приближенное значение. Если вы готовы 

пожертвовать некоторой точностью ради скорости, используйте эти 

функции. Примеры таких функций: 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVector3LengthEst(FXMVECTOR V); 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVector3NormalizeEst(FXMVECTOR V); 

Ошибка с плавающей точкой 

Говоря о работе с векторами на компьютере, следует помнить о 

следующем. При сравнении чисел с плавающей точкой необходимо 

соблюдать осторожность из-за неточности плавающей точки. Два числа с 

плавающей точкой, которые, как ожидается, будут одинаковыми, могут 

немного отличаться друг от друга. Например, с математической точки 

зрения ожидается, что нормализованный вектор будет иметь длину 1, но в 

компьютерной программе длина будет равна примерно 1. Более того, 

математически 1𝑝 = 1 для любого действительного числа p, но, когда у нас 

есть только приближение для 1, мы видим, что это приближение при 

возведении в p-ю степень увеличивает ошибку; таким образом, численная 

ошибка накапливается. Ниже представлена короткая программа, которая 

иллюстрирует эту идею: 
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#include <windows.h> 

#include <DirectXMath.h> 

#include <DirectXPackedVector.h> 

#include <iostream> 

 

using namespace std; 

using namespace DirectX; 

using namespace DirectX::PackedVector; 

 

int main() 

{ 

    cout.precision(8); 

    if (!XMVerifyCPUSupport()) 

    { 

        cout << “directx math not supported” << endl; 

        return 0; 

    } 

 

    XMVECTOR u = XMVectorSet(1.0f, 1.0f, 1.0f, 0.0f); 

    XMVECTOR n = XMVector3Normalize(u); 

 

    float LU = XMVectorGetX(XMVector3Length(n)); 

    cout << LU << endl; 

    if (LU == 1.0f) 

        cout << “Length 1” << endl; 

    else 

        cout << “Length not 1” << endl; 

 

    float powLU = powf(LU, 1.0e6f); 

    cout << “LU ^ (10 ^ 6) = ” << powLU << endl; 

} 

Рис. 1.20. Вывод для приведенной выше программы. 

Чтобы компенсировать неточность плавающей точки, проверяем, 

являются ли два числа с плавающей точкой приблизительно равными. Для 

этого определяется константа Epsilon, которая представляет собой очень 

маленькое значение, используемое в качестве «буфера». Будем говорить, 

что два значения примерно равны, если их разность меньше Epsilon. Проще 

говоря, Epsilon обозначает погрешность вычислений, и, если результат 

сравнения двух чисел отличается меньше, чем на Epsilon, то такие числа 
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считаются равными. Следующая функция иллюстрирует, как можно 

использовать Epsilon для проверки равенства двух значений с плавающей 

точкой: 

const float Epsilon = 0.001f; 

 

bool Equals(float lhs, float rhs) 

{ 

    return fabs(lhs - rhs) < Epsilon ? true : false; 

} 

Библиотека DirectX Math предоставляет функцию 

XMVector3NearEqual для проверки равенства векторов с допустимым 

параметром Epsilon: 

XMFINLINE bool XM_CALLCONV XMVector3NearEqual( 

    FXMVECTOR U, FXMVECTOR V, FXMVECTOR Epsilon); 

Выводы по главе 1 

1. Векторы используются для моделирования физических величин, 

которые обладают как значением, так и направлением. В геометрическом 

смысле вектора это направленный отрезок прямой. Вектор находится в 

стандартном положении, когда он переносится параллельно самому себе 

так, что его начало совпадает с началом системы координат. Вектор в 

стандартном положении можно описать численно, задав координаты его 

конца относительно системы координат. 

2. Если 𝑢 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) и 𝑣 = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧), тогда определены 

следующие операции с векторами: 

1) Сложение:     𝑢 + 𝑣 = (𝑢𝑥 + 𝑣𝑥, 𝑢𝑦 + 𝑣𝑦 , 𝑢𝑧 + 𝑣𝑧) 

2) Вычитание:     𝑢 − 𝑣 = (𝑢𝑥 − 𝑣𝑥, 𝑢𝑦 − 𝑣𝑦 , 𝑢𝑧 − 𝑣𝑧) 

3) Умножение на скаляр:   𝑘𝑢 = (𝑘𝑢𝑥, 𝑘𝑢𝑦 , 𝑘𝑢𝑧) 

4) Длина:     ||𝑢|| = √𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑦

2 + 𝑢𝑧
2 

5) Нормализация:    û =
𝑢

||𝑢||
= (

𝑢𝑥

||𝑢||
,

𝑢𝑦

||𝑢||
,

𝑢𝑧

||𝑢||
) 

6) Скалярное произведение:  𝑢 ⋅ 𝑣 = ||𝑢|| ||𝑣|| 𝑐𝑜𝑠(Ө) = 𝑢𝑥𝑣𝑥 +

𝑢𝑦𝑣𝑦 + 𝑢𝑧𝑣𝑧 

7) Векторное произведение:  𝑢 × 𝑣 = (𝑢𝑦𝑣𝑧 − 𝑢𝑧𝑣𝑦 , 𝑢𝑧𝑣𝑥 −

𝑢𝑥𝑣𝑧, 𝑢𝑥𝑣𝑦 − 𝑢𝑦𝑣𝑥) 

3. Тип DirectX Math XMVECTOR применяется для эффективного 

использования векторов в коде с помощью операций SIMD. Для 

переменных, объявленных в рамках класса, используются типы XMFLOAT2, 

XMFLOAT3 и XMFLOAT4, а также применяются методы хранения для 

преобразования из XMVECTOR в XMFLOATn, и методы загрузки для обратного 
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преобразования из XMFLOATn в XMVECTOR.  Векторы констант, требующие 

синтаксиса инициализации, должны использовать тип XMVECTORF32.  

4. Для повышения эффективности значения XMVECTOR можно 

передавать в качестве аргументов функциям в регистрах SSE/SSE2, а не на 

стеке. Чтобы не быть привязанными к одной платформе, используют типы 

FXMVECTOR, GXMVECTOR, HXMVECTOR и CXMVECTOR для передачи параметров 

XMVECTOR. Тогда правило передачи параметров XMVECTOR таково: первые 

три параметра XMVECTOR должны быть типа FXMVECTOR; четвертый XMVECTOR 

должен быть типа GXMVECTOR; пятый и шестой параметры XMVECTOR должны 

быть типа HXMVECTOR; и все дополнительные параметры XMVECTOR должны 

быть типа CXMVECTOR.  

5. Класс XMVECTOR перегружает арифметические операторы для 

выполнения векторного сложения, вычитания и скалярного умножения. 

Кроме того, библиотека DirectX Math предоставляет полезные функции для 

вычисления длины вектора, квадрата длины вектора, вычисления 

скалярного произведения двух векторов, вычисления векторного 

произведения двух векторов, нормализации вектора и т. д. 

Вопросы и задания для самоконтроля 

1. В чем заключаются геометрический и алгебраический смыслы 

вектора? 

2. Какая самая распространённая причина необходимости нормализации 

вектора? 

3. Чем является результат векторного произведения с геометрической 

точки зрения? 

4. Каким образом происходит преобразование векторов между типами 

XMFLOATn и XMVECTOR? 

5. Какую задачу решает функция XMVector3NearEqual из библиотеки 

DirectX Math? Какую роль в данной функции играет параметр 

Epsilon? 

6. Пусть 𝑢 = (1,2) и 𝑣 = (3,−4). Выполните следующие вычисления и 

нарисуйте векторы в двумерной системе координат. 

1. 𝑢 + 𝑣 

2. 𝑢 − 𝑣 

3. 2𝑢 +
1

2
𝑣 

4. −2𝑢 + 𝑣 

 

7. Пусть 𝑢 = (−1,3, 2) и 𝑣 = (3,−4,1). Выполните следующие 

вычисления. 

1. 𝑢 + 𝑣 
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2. 𝑢 − 𝑣 

3. 3𝑢 + 2𝑣 

4. −2𝑢 + 𝑣 

 

8. Данное упражнение показывает, что векторная алгебра обладает 

некоторыми полезными свойствами вещественных чисел (список не 

является исчерпывающим). Предположим, что  𝑢 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) ,  

𝑣 = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧),𝑤 = (𝑤𝑥, 𝑤, 𝑤𝑧) . Также предположим, что 𝑐 и 𝑘 - 

скаляры. Докажите следующие свойства векторов. 

 1. 𝑢 + 𝑣 = 𝑣 + 𝑢 (Коммутативность сложения) 

 2. 𝑢 + (𝑣 + 𝑤) = (𝑢 + 𝑣) + 𝑤 (Ассоциативность сложения) 

 3. 𝑐𝑘(𝑢) = 𝑐(𝑘𝑢) (Ассоциативность умножения на скаляр) 

 4. 𝑘(𝑢 + 𝑣)  =  𝑘𝑢 + 𝑘𝑣 (Дистрибутивность сложения 

относительно умножения на скаляр) 

 5. 𝑢(𝑘 + 𝑐) = 𝑘𝑢 + 𝑐𝑢 (Дистрибутивность умножения на скаляр 

относительно сложения) 

Подсказка: Воспользуйтесь определением векторных операций и 

свойствами вещественных чисел. Например: 

𝑐𝑘(𝑢) = (𝑐𝑘)(𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) = ((𝑐𝑘)𝑢𝑥, (𝑐𝑘)𝑢𝑦 , (𝑐𝑘)𝑢𝑥) 

= (𝑐(𝑘𝑢𝑥), 𝑐(𝑘𝑢𝑦), 𝑐(𝑘𝑢𝑧)) = 𝑐(𝑘𝑢𝑥, 𝑘𝑢𝑦 , 𝑘𝑢𝑧) = 𝑐(𝑘𝑢) 

9. Решите уравнение 2((1,2,3) − 𝑥) − (−2,0,4) = −2(1,2,3) 

10. Пусть 𝑢 = (−1,3,2) и 𝑣 = (3,−4,1). Нормализуйте 𝑢 и 𝑣.  

11. Пусть 𝑘 – скаляр и пусть 𝑢 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧). Докажите, что ||𝑘𝑢|| =

|𝑘| ||𝑢||.  
12. Определите тип угла между 𝑢 и 𝑣: прямой, острый или тупой? 

1. 𝑢 = (1,1,1), 𝑣 = (2,3,4)  

2. 𝑢 = (1,1,0), 𝑣 = (−2,2,0)  

3. 𝑢 = (−1,−1,−1), 𝑣 = (3,1,0)  

13. Пусть 𝑢 = (−1,3,2) и 𝑣 = (3,−4,1). Найдите угол 𝜃 между 𝑢 и 𝑣.  

14. Пусть  𝑢 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) , 𝑣 = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧) и  𝑤 = (𝑤𝑥, 𝑤𝑦 , 𝑤𝑧) . Также 

пусть 𝑐 и 𝑘 – скаляры. Докажите следующие свойства скалярного 

произведения. 

 1. 𝑢 ⋅ 𝑣 = 𝑣 ⋅ 𝑢 

 2. 𝑢 ⋅ (𝑣 + 𝑤) = 𝑢 ⋅ 𝑣 + 𝑢 ⋅ 𝑤 

 3. 𝑘(𝑢 ⋅ 𝑣) = (𝑘𝑢) ⋅ 𝑣 = 𝑢 ⋅ (𝑘𝑣) 

 4. 𝑣 ⋅ 𝑣 = ||𝑣||2 

 5. 0 ⋅ 𝑣 = 0 



40 

 

Подсказка: Воспользуйтесь определениями, например: 

𝑣 ⋅ 𝑣 =  𝑣𝑥𝑣𝑥  +  𝑣𝑦𝑣𝑦  + 𝑣𝑧𝑣𝑧 = 𝑣𝑥
2 + 𝑣𝑦

2 + 𝑣𝑧
2   

= (√ 𝑣𝑥
2 + 𝑣𝑦

2 + 𝑣𝑧
2 )

2

= ||𝑣||2 

15.  Используйте закон косинусов (𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 𝑐𝑜𝑠(Ө), где 𝑎, 𝑏 и 

𝑐 - длины сторон треугольника, а Ө – угол между сторонами 𝑎 и 𝑏), 

чтобы показать, что 𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢𝑦𝑣𝑦 + 𝑢𝑧𝑢𝑧 = ||𝑢|| ||𝑣|| 𝑐𝑜𝑠(Ө) 

Подсказка: рассмотрите Рисунок 1.9. и задайте 𝑐2 = ||𝑢 − 𝑣||, 𝑎2 =
||𝑢||2 и 𝑏2 = ||𝑣||2, а также используйте свойства скалярного произведения 

из предыдущего упражнения. 

16. Пусть 𝑛 = (−2,1). Разложите вектор 𝑔 = (0,−9,8) в сумму двух 

ортогональных векторов, один из которых параллелен 𝑛, а другой 

ортогонален 𝑛. Также нарисуйте векторы в двумерной системе 

координат. 

17. Пусть 𝑢 = (−2,1,4) и 𝑣 = (3,−4,1). Найдите 𝑤 = 𝑢 × 𝑣 и покажите, 

что 𝑤 − 𝑢 = 0 и 𝑤 − 𝑣 = 0. 

18. Пусть следующие точки определяют треугольник относительно 

некоторой системы координат: 𝐴 = (0,0,0), 𝐵 = (0,1,3) и 𝐶 = (5,1,0). 

Найдите вектор, ортогональный к этому треугольнику. 

Подсказка: Найдите два вектора, соответствующих ребрам 

треугольника и используйте векторное произведение. 

19. Докажите, что ||𝑢 × 𝑣|| = ||𝑢|| ||𝑣|| 𝑠𝑖𝑛(Ө) 

Подсказка: Начните с ||𝑢|| ||𝑣|| |𝑠𝑖𝑛Ө| и используйте 

тригонометрическое тождество 𝑐𝑜𝑠2Ө + 𝑠𝑖𝑛2Ө = 1 ⇒ 𝑠𝑖𝑛Ө = √1 − 𝑐𝑜𝑠2Ө, 

затем примените Уравнение 1.6. 

20. Приведите пример 3D-векторов 𝑢, 𝑣 и 𝑤 таких, что 𝑢 × (𝑣 × 𝑤) ≠
(𝑢 × 𝑣) × 𝑤. Это покажет, что векторное произведение в общем 

случае не является ассоциативным. 

Подсказка: рассмотрите комбинации простых векторов 𝑖 =
(1,0,0), 𝑗 = (0,1,0), 𝑘 = (0,0,1).  

21. Докажите, что результат ||𝑢 × 𝑣|| соответствует площади 

параллелограмма, заданного векторами 𝑢 и 𝑣. 
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Рис. 1.21. Параллелограмм, заданный двумя векторами u и v; 

параллелограмм имеет основание ||𝑣|| и высоту ℎ. 

22. Докажите, что векторное произведение двух ненулевых параллельных 

векторов дает нулевой вектор, то есть 𝑢 × 𝑘𝑢 = 0. 

 Подсказка: Используйте определение векторного произведения. 

23.  Ортонормируйте набор векторов {(1,0,0), (1,5,0), (2,1,−4)} с 

помощью метода Грама-Шмидта. 

24.  Рассмотрите следующую программу и её вывод. Сделайте 

предположение о том, что делает каждая функция XMVector*; затем 

найдите каждую функцию в документации DirectXMath. 

 

#include <windows.h> 

#include <DirectXMath.h> 

#include <DirectXPackedVector.h> 

#include <iostream> 

 

using namespace std; 

using namespace DirectX; 

using namespace DirectX::PackedVector; 

 

ostream& XM_CALLCONV operator<<(ostream& os, FXMVECTOR v) 

{ 

    XMFLOAT4 dest; 

    XMStoreFloat4(&dest, v); 

 

    os << "(" << dest.x << ", " << dest.y << ", " << dest.z 

       << ", " << dest.w << ")"; 

    return os; 

} 

 

int main() 

{ 
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    cout.setf(ios_base::boolalpha); 

 

    if (!XMVerifyCPUSupport()) 

    { 

        cout << "directx math not supported" << endl; 

        return 0; 

    } 

 

    XMVECTOR p = XMVectorSet(2.0f, 2.0f, 1.0f, 0.0f); 

    XMVECTOR q = XMVectorSet(2.0f, -0.5f, 0.5f, 0.1f); 

    XMVECTOR u = XMVectorSet(1.0f, 2.0f, 4.0f, 8.0f); 

    XMVECTOR v = XMVectorSet(-2.0f, 1.0f, -3.0f, 2.5f); 

    XMVECTOR w = 

        XMVectorSet(0.0f, XM_PIDIV4, XM_PIDIV2, XM_PI); 

 

    cout << "XMVectorAbs(v) = " << XMVectorAbs(v) << endl; 

    cout << "XMVectorCos(w) = " << XMVectorCos(w) << endl; 

    cout << "XMVectorLog(u) = " << XMVectorLog(u) << endl; 

    cout << "XMVectorExp(p) = " << XMVectorExp(p) << endl; 

 

    cout << "XMVectorPow(u, p) = " << XMVectorPow(u, p) 

         << endl; 

    cout << "XMVectorSqrt(u) = " << XMVectorSqrt(u) << endl; 

 

    cout << "XMVectorSwizzle( 

        u, 

        2, 

        2, 

        1, 

        3) = " << XMVectorSwizzle(u, 2, 2, 1, 3) << endl; 

    cout << "XMVectorSwizzle( 

        u, 

        2, 

        1, 

        0, 

        3) = " << XMVectorSwizzle(u, 2, 1, 0, 3) << endl; 

 

    cout << "XMVectorMultiply(u, v) = " 

                                      << XMVectorMultiply(u, 

                                                          v) 

                                      << endl; 

    cout << "XMVectorSaturate(q) = " << XMVectorSaturate(q) 

         << endl; 

    cout << "XMVectorMin(p, v) = " << XMVectorMin(p, v) 

         << endl; 

    cout << "XMVectorMax(p, v) = " << XMVectorMax(p, v) 

         << endl; 

 

    return 0; 

} 
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ГЛАВА 2. МАТРИЦЫ 

В трёхмерной компьютерной графике матрицы используются для 

компактного описания геометрических преобразований, таких как 

масштабирование, вращение и перемещение, а также для перевода 

координат точки или вектора из одной системы в другую. В данной главе 

пособия мы рассмотрим математические основы работы с матрицами. 

Цели: 

1. Получить представление о матрицах и операциях, определенных над 

ними. 

2. Узнать, каким образом умножение вектора на матрицу можно 

рассматривать в качестве линейной комбинации. 

3. Познакомиться с понятием единичной матрицы, а также с операциями 

транспонирования, вычисления определителя и нахождения обратной 

матрицы. 

4. Освоить набор классов и функций библиотеки DirectX Math, 

предназначенных для работы с матрицами. 

2.1 Определение 

Матрица M размером m × n представляет собой прямоугольный 

массив действительных чисел с m строками и n столбцами. 

Произведение количества строк и столбцов дает размеры матрицы. 

Числа в матрице называются элементами матрицы. Каждый элемент 

матрицы идентифицируется по строке и столбцу с использованием двойной 

индексной записи: Mij, где первый индекс i обозначает строку, а второй 

индекс j — столбец. 

Пример 2.1 

Рассмотрим следующие матрицы: 

𝐴 = [

3.5 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0.5 0

2 −5 √2 1

], 

𝐵 = [
𝐵11 𝐵12

𝐵21 𝐵22

𝐵31 𝐵32

], 

𝑢 = [𝑢1, 𝑢2, 𝑢3], 

Ур. 2.1 
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𝑣 = [

1
2

√3
𝜋

] 

1. Матрица 𝐴 представляет собой матрицу размером 4 ×  4; матрица 

𝐵 представляет собой матрицу размером 3 ×  2; матрица 𝑢 имеет 

размером 1 ×  3; а матрица 𝑣 представляет собой матрицу размером 

4 ×  1. 

2. Элемент в четвертой строке и втором столбце матрицы 𝐴 можно 

записать как 𝐴42  =  −5. Элемент во второй строке и первом столбце 

матрицы 𝐵 обозначается как 𝐵21. 

3. Матрицы 𝑢 и 𝑣 являются «особыми» матрицами, они содержат одну 

строку и один столбец соответственно. Мы можем называть такие 

матрицы векторами-строками или векторами-столбцами, поскольку 

они используются для представления одного вектора в матричной 

форме (например, мы можем свободно менять местами векторные 

обозначения (𝑥, 𝑦, 𝑧) и [𝑥, 𝑦, 𝑧]). Обратим внимание, что для вектора-

строки и вектора-столбца нет необходимости использовать двойной 

индекс для обозначения элементов матрицы — достаточно будет 

только одного индекса. 

 

В некоторых случаях матрицы удобнее рассматривать как набор 

векторов, трактуя каждую строку в качестве вектора. Например, можно 

написать: 

[

𝐴11 𝐴12 𝐴13

𝐴21 𝐴22 𝐴23

𝐴31 𝐴32 𝐴33

] = [

← 𝐴1,∗ →

← 𝐴2,∗ →

← 𝐴3,∗ →
] Ур. 2.2 

где 𝐴1,∗ = [𝐴11, 𝐴12, 𝐴13], 𝐴2,∗ = [𝐴21, 𝐴22, 𝐴23]и 𝐴3,∗ = [𝐴31, 𝐴32, 𝐴33].  
В этом обозначении первый индекс указывает номер строки, а в качестве 

второго индекса мы используем символ «∗», чтобы показать, что мы имеем 

в виду все элементы строки (либо, другими словами, весь вектор-строку). 

Аналогичным образом запись возможна и для столбцов:  

[

𝐴11 𝐴12 𝐴13

𝐴21 𝐴22 𝐴23

𝐴31 𝐴32 𝐴33

] = [
↑ ↑ ↑

𝐴∗,1 𝐴∗,2 𝐴∗,3

↓ ↓ ↓

] Ур. 2.3 

где  

𝐴∗,1 = [

𝐴11

𝐴21

𝐴31

] , 𝐴∗,2 = [

𝐴11

𝐴22

𝐴32

] , 𝐴∗,3 = [

𝐴13

𝐴23

𝐴33

] Ур. 2.4 
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В этом обозначении второй индекс указывает номер столбца, а в 

качестве первого индекса мы используем символ «∗», чтобы показать, что 

мы имеем в виду все элементы столбца (либо, другими словами, весь вектор-

столбец). 

Определим правила равенства, сложения, скалярного умножения и 

вычитания в матрицах. 

1. Две матрицы равны тогда и только тогда, когда равны их 

соответствующие элементы. Соответственно, две матрицы также должны 

иметь одинаковое количество строк и столбцов. 

2. Сложение матриц происходит поэлементно; попарно складываются 

элементы обеих матриц, имеющих одинаковые индексы. Соответственно, 

две матрицы также должны иметь одинаковое количество строк и столбцов. 

3. При умножении скалярного значения на матрицу каждый элемент 

матрицы умножается на скалярное значение. 

4. Вычитание, как и сложение, попарно происходит вычитание 

элементов второй матрицы из элементов первой, имеющих одинаковые 

индексы. Соответственно, две матрицы также должны иметь одинаковое 

количество строк и столбцов. Таким образом, вычитание можно определить 

как сложение матриц 𝐴 и 𝐵, где каждый элемент матрицы 𝐵 предварительно 

скалярно умножается на −1. То есть: 𝐴 −  𝐵 =  𝐴 + (−1𝐵)  =  𝐴 + (−𝐵).  

Пример 2.2 

Пусть 

𝐴 = [
1 5

−2 3
] , 𝐵 = [

6 2
5 −8

] , 𝐶 = [
1 5

−2 3
] , 𝐷 = [

2 1 −3
−6 3 0

] Ур. 2.5 

Тогда, 

(𝑖)    𝐴 + 𝐵 = [
1 5

−2 3
] + [

6 2
5 −8

] 

= [
1 + 6 5 + 2

−2 + 5 3 + (−8)
] = [

7 7
3 −5

] ; 

(𝑖𝑖)    𝐴 = 𝐶; 

(𝑖𝑖𝑖)    3𝐷 = 3 [
2 1 −3

−6 3 0
] = [

3(2) 3(1) 3(−3)

3(−6) 3(3) 3(0)
] =

[
6 3 −9

−18 9 0
]; 

(𝑖𝑣)    𝐴 − 𝐵 = [
1 5

−2 3
] − [

6 2
5 −8

] = [
1 − 6 5 − 2

−2 − 5 3 − (−8)
] =

[
−5 3
−7 11

]. 

Ур. 2.6 
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Поскольку сложение и скалярное умножение выполняются 

поэлементно, к матрицам применимы свойства сложения и скалярного 

умножения от действительных чисел, такие как: 

1. Коммутативный закон сложения: 𝐴 +  𝐵 =  𝐵 +  𝐴; 

2. Ассоциативный закон сложения:  (𝐴 + 𝐵) + 𝐶 =  𝐴 + (𝐵 + 𝐶); 

3. Дистрибутивный закон умножения (общий множитель - скаляр): 

𝑟(𝐴 + 𝐵)  =  𝑟𝐴 + 𝑟𝐵; 

4. Дистрибутивный закон умножения (общий множитель - матрица): 

(𝑟 + 𝑠)𝐴 = 𝑟𝐴 + 𝑠𝐴. 

2.2 Матричное умножение 

Определение 

Если 𝐴 — матрица размера 𝑚 ×  𝑛, а 𝐵 — матрица размера 𝑛 ×  𝑝, то 

существует произведение AB, результатом которого является матрица 𝐶 

размера 𝑚 ×  𝑝, в которой 𝑖-тый элемент матрицы 𝐶 является результатом 

скалярного произведения 𝑖-той вектора-строки матрицы 𝐴 с 𝑗-м вектором-

столбцом матрицы 𝐵. Определение можно записать в виде следующей 

формулы: 

𝐶𝑖𝑗 = 𝐴𝑖,∗ ⋅ 𝐵∗,𝑗 Ур. 2.7 

Обратим внимание: для возможности вычисления матричного 

произведения 𝐴𝐵 нам необходимо, чтобы количество столбцов в 𝐴 было 

равно количеству строк в 𝐵. Если их количество не совпадает, или, другими 

словами, размерности векторов-строк в 𝐴 и векторов-столбцов в 𝐵 

различаются, то скалярное произведение (как в Уравнении 2.7.) не имеет 

смысла. 

Пример 2.3 

Пусть 

𝐴 = [
1 5

−2 3
]     и    𝐵 = [

2 −6
1 3

−3 0
] Ур. 2.8 

Вычислить произведение AB невозможно, поскольку векторы-строки 

в 𝐴 имеют размерность 2, а векторы-столбцы в B имеют размерность 3. 

Невозможно получить скалярное произведение первого вектора-строки в A 

с первым вектором-столбцом в B, так как невозможно умножить 2D-вектор 

на 3D-вектор. 
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Пример 2.4 

Пусть 

𝐴 = [
1 5 −4
3 2 1

]    и    𝐵 = [
2 1 0
0 −2 1

−1 2 3
] Ур. 2.9 

Отметим, что произведение AB существует (и является матрицей 

2 ×  3), поскольку количество столбцов A равно количеству строк B. 

Воспользовавшись Уравнением 2.7, вычислим: 

𝐴𝐵 = [
1 5 −4
3 2 1

] [
2 1 0
0 −2 1

−1 2 3
] Ур. 2.10 

= [
(−1,5,−4) ⋅ (2,0, −1) (−1,5, −4) ⋅ (1,−2,2) (−1,5,−4) ⋅ (0,1,3)

(3,2,1) ⋅ (2,0, −1) (3,2,1) ⋅ (1,−2,2) (3,2,1) ⋅ (0,1,3)
] 

= [
2 −19 −7
5 1 5

] 

Обратим внимание, что невозможно вычислить результат 

произведения 𝐵𝐴, поскольку количество столбцов в 𝐵 не равно количеству 

строк в 𝐴. Это показывает, что в общем случае умножение матриц не 

коммутативно; то есть 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴. 

Векторно-матричное умножение 

Рассмотрим следующее умножение вектора на матрицу: 

𝑢𝐴 = [𝑥, 𝑦, 𝑧] [

𝐴11 𝐴12 𝐴13

𝐴21 𝐴22 𝐴23

𝐴31 𝐴32 𝐴33

] = [𝑥, 𝑦, 𝑧] [
↑ ↑ ↑

𝐴∗,1 𝐴∗,2 𝐴∗,3

↓ ↓ ↓

] Ур. 2.11 

Обратим внимание, что в данном случае 𝑢𝐴 оценивается как вектор-

строка размером 1 ×  3. Далее применяем Уравнениe 2.7.: 

𝑢𝐴 = [𝑢 ⋅ 𝐴∗,1 𝑢 ⋅ 𝐴∗,2 𝑢 ⋅ 𝐴∗,3] Ур. 2.12 

= [𝑥𝐴11 + 𝑦𝐴21 + 𝑧𝐴31, 𝑥𝐴12 + 𝑦𝐴22 + 𝑧𝐴32, 𝑥𝐴13 + 𝑦𝐴23 + 𝑧𝐴33] 

= [𝑥𝐴11, 𝑥𝐴12, 𝑥𝐴13] + [𝑦𝐴21, 𝑦𝐴22, 𝑦𝐴23] + [𝑧𝐴31, 𝑧𝐴32, 𝑧𝐴33] 

= 𝑥[𝐴11, 𝐴12, 𝐴13] + 𝑦[𝐴21, 𝐴22, 𝐴23] + 𝑧[𝐴31, 𝐴32, 𝐴33] 

= 𝑥𝐴1,∗ + 𝑦𝐴2,∗ + 𝑧𝐴3,∗ 

Таким образом, 

𝑢𝐴 = 𝑥𝐴1,∗ + 𝑦𝐴2,∗ + 𝑧𝐴3,∗ Ур.2.13  
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Полученное Уравнении 2.13. говорит о том, что результат векторно-

матричного умножения 𝑢𝐴 эквивалентен комбинации произведения 

векторов-строк матрицы A со скалярными коэффициентами 𝑥, 𝑦 и 𝑧, 

заданных вектором 𝑢. Подобные уравнения называются линейными 

комбинациями.   

Обратим внимание, что хоть мы и рассмотрели произведение вектора-

строки 1 ×  3 и матрицы 3 ×  3, полученный результат верен и для общего 

случая. То есть для строки 𝑙 ×  𝑛 вектора 𝑢 и матрицы 𝐴 размера 𝑛 ×  𝑚, 𝑢𝐴 

представляет собой линейную комбинацию векторов-строк в 𝐴 со 

скалярными коэффициентами, заданными вектором 𝑢: 

[𝑢1, … , 𝑢𝑛] [
𝐴11 … 𝐴1𝑚

⋮ ⋱ ⋮
𝐴𝑛1 … 𝐴𝑛𝑚

] = 𝑢1𝐴1,∗ + ⋯+ 𝑢𝑛𝐴𝑛,∗ Ур. 2.14 

Ассоциативность 

Мы можем использовать ассоциативное свойство умножения матриц, 

что позволяет нам выбирать порядок их умножения: 

(𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶) Ур. 2.15 

2.3 Транспонирование матриц 

Транспонирование матрицы осуществляется путем замены строк и 

столбцов матрицы местами. Таким образом, матрица размера 𝑚 ×  𝑛 

представляет собой транспонированную матрицу размера n × m. Запись 

транспонированной матрицы 𝑀 выглядит как 𝑀𝑇. 

Пример 2.5 

Транспонируем следующие три матрицы: 

𝐴 = [
2 −1 8
3 6 −4

] , 𝐵 = [

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

] , 𝐶 = [

1
2
3
4

] Ур. 2.16 

Еще раз повторим: транспонированная матрица находится путем 

перестановки строк и столбцов местами, таким образом: 

𝐴𝑇 = [
2 3

−1 6
8 −4

] , 𝐵𝑇 = [

𝑎 𝑑 𝑔
𝑏 𝑒 ℎ
𝑐 𝑓 𝑖

] , 𝐶𝑇 = [1 2 3 4] Ур. 2.17 

Транспонирование имеет следующие свойства: 

1. (𝐴 + 𝐵)𝑇 = 𝐴𝑇 + 𝐵𝑇  
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2. (𝑐𝐴)𝑇  =  𝑐𝐴𝑇  

3. (𝐴𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇𝐴𝑇  

4. (𝐴𝑇)𝑇  =  𝐴 

5. (𝐴−1)𝑇 = (𝐴𝑇)−1 

2.4 Единичная матрица 

Единичная матрица — это особая квадратная матрица, имеющая 

единицы в качестве элементов на главной диагонали, и нули в качестве всех 

остальных элементов. 

Ниже приведены единичные матрицы размера 2 ×  2, 3 ×  3 и 4 ×  4: 

[
1 0
0 1

] , [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] , [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] Ур. 2.18 

Единичная матрица равнозначна умножению на единицу; то есть, если 

𝐴 — матрица размера 𝑚 ×  𝑛, 𝐵 — матрица размера 𝑛 ×  𝑝, а 𝐼 — единичная 

матрица размера 𝑛 ×  𝑛, тогда 

𝐴𝐼 = 𝐴 и 𝐼𝐵 = 𝐵 Ур. 2.19 

Другими словами, умножение матрицы 𝐴 на единичную матрицу 𝐼 не 

меняет матрицу 𝐴. 

Единичную матрицу можно в целом рассматривать как число 1 для 

матриц. В частности, если 𝑀 является квадратной матрицей, то умножение 

на единичную матрицу 𝐼 коммутативно: 

𝑀𝐼 = 𝐼𝑀 = 𝑀 Ур. 2.20 

Пример 2.6. 

Пусть 𝑀 = [
1 2
0 4

] и пусть 𝐼 = [
1 0
0 1

]. Убедитесь, что 𝑀𝐼 = 𝐼𝑀 = 𝑀. 

Применяя Уравнение 2.7., получим: 

𝑀𝐼 = [
1 2
0 4

] [
1 0
0 1

] = [
(1,2) ⋅ (1,0) (1,2) ⋅ (0,1)
(0,4) ⋅ (1,0) (0,4) ⋅ (0,1)

] = [
1 2
0 4

] Ур. 2.21 

и 

𝐼𝑀 = [
1 0
0 1

] [
1 2
0 4

] = [
(1,0) ⋅ (1,0) (1,0) ⋅ (2,4)
(0,1) ⋅ (1,0) (0,1) ⋅ (2,4)

] = [
1 2
0 4

] Ур. 2.22 

Таким образом, верно, что 𝑀𝐼 = 𝐼𝑀 = 𝑀. 
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Пример 2.7 

Пусть  𝑢 = [−1 2] и  пусть  𝐼 = [
1 0
0 1

] . Убедитесь, что 𝑢𝐼 = 𝑢. 

Применяя Уравнение 2.7., получим: 

𝑢𝐼 = [−1 2] [
1 0
0 1

] = [(−1,2) ⋅ (1,0), (−1,2) ⋅ (0,1)]

= [−1, 2] 
Ур. 2.23 

Обратим внимание, что мы не можем вычислить произведение 𝐼𝑢, 

поскольку не будет соблюдена необходимая размерность матриц. 

2.5 Определитель матрицы 

Определитель — особая функция, которая на вход принимает 

квадратную матрицу и возвращает вещественное число. Определитель 

квадратной матрицы A обычно записывается как 𝑑𝑒𝑡 𝐴. Определитель имеет 

геометрический смысл, связанный с объемом параллелепипеда, 

предоставляя информацию о том, как изменяется объем при линейных 

преобразованиях. Кроме того, определители используются для решения 

систем линейных уравнений с помощью правила Крамера. Однако для 

наших целей основной интерес к определителю заключается в том, что он 

используется в формуле для нахождения обратной матрицы (см. §2.7). Более 

того, квадратная матрица A обратима тогда и только тогда, когда её 

определитель не равен нулю: 𝑑𝑒𝑡 𝐴 ≠  0. Этот факт полезен, поскольку из 

него следует удобный способ для определения обратимости матрицы. Для 

нахождения определителя сначала необходимо разобрать понятие 

матричных миноров. 

Матричные миноры 

Для матрицы 𝐴 размера 𝑛 ×  𝑛, матричный минор  𝐴𝑖𝑗 — это матрица 

(𝑛 —  1)  ×  (𝑛 —  1), полученная удалением 𝑖-той строки и 𝑗-того столбца 

из матрицы 𝐴. 

Пример 2.8 

 Найдите миноры  𝐴11,  𝐴22,  и  𝐴13  для указанной матрицы: 

𝐴 = [

𝐴11 𝐴12 𝐴13

𝐴21 𝐴22 𝐴23

𝐴31 𝐴32 𝐴33

] Ур. 2.23 

Для   𝐴11 мы убираем первую строку и первый столбец, получая: 

𝐴11 = [
𝐴22 𝐴23

𝐴32 𝐴33
] Ур. 2.24 
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Для   𝐴22 мы убираем вторую строку и второй столбец, получая: 

𝐴22 = [
𝐴11 𝐴13

𝐴31 𝐴33
] Ур. 2.25 

Для   𝐴13 мы убираем первую строку и третий столбец, получая: 

𝐴13 = [
𝐴21 𝐴22

𝐴31 𝐴32
] Ур. 2.26 

Определение 

Определитель матрицы вычисляется рекурсивно; например, 

определитель матрицы 4 ×  4 вычисляется с помощью определителя 

матрицы 3 ×  3, определитель матрицы 3 ×  3 - через определитель 

матрицы 2 ×  2, а определитель матрицы 2 ×  2 получается из 

определителя матрицы 1 ×  1 (определитель матрицы 𝐴 =  [𝐴11] 
размера 1 ×  1 является самим элементом матрицы, то есть  𝑑𝑒𝑡 [𝐴11]  =
 𝐴11). 

Пусть 𝐴 — матрица размера 𝑛 ×  𝑛. Тогда для 𝑛 >  1 получим: 

𝑑𝑒𝑡 𝐴 =  ∑ 𝐴1𝑗(−1)1+𝑗𝑑𝑒𝑡𝐴̅1𝑗

𝑛

𝑗=1

 Ур. 2.27 

 Используя определение матричного минора  𝐴̅𝑖𝑗 , для матриц 2 ×  2 в 

общем случае получим: 

det [
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
] = 𝐴11 det[𝐴22] − 𝐴12 det[𝐴21]

= 𝐴11𝐴22 − 𝐴12𝐴21 
Ур. 2.28 

Для матриц 3 ×  3 в общем случае получим: 

det [

𝐴11 𝐴12 𝐴13

𝐴21 𝐴22 𝐴23

𝐴31 𝐴32 𝐴33

] 

= 𝐴11 det [
𝐴22 𝐴23

𝐴32 𝐴33
] − 𝐴12 det [

𝐴21 𝐴23

𝐴31 𝐴33
] 

+𝐴13 det [
𝐴21 𝐴22

𝐴31 𝐴32
] 

Ур. 2.29 

А для матриц 4 × 4 в общем случае получим: 

det [

𝐴11 𝐴12 𝐴13 𝐴14

𝐴21 𝐴22 𝐴23 𝐴24

𝐴31 𝐴32 𝐴33 𝐴34

𝐴41 𝐴42 𝐴43 𝐴44

] Ур. 2.30 
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= 𝐴11 det [

𝐴22 𝐴23 𝐴24

𝐴32 𝐴33 𝐴34

𝐴42 𝐴43 𝐴44

] − 𝐴12 det [

𝐴21 𝐴23 𝐴24

𝐴31 𝐴33 𝐴34

𝐴41 𝐴43 𝐴44

] 

+𝐴13 det [

𝐴21 𝐴22 𝐴24

𝐴31 𝐴32 𝐴34

𝐴41 𝐴42 𝐴44

] − 𝐴14 det [

𝐴21 𝐴22 𝐴23

𝐴31 𝐴32 𝐴33

𝐴41 𝐴42 𝐴43

] 

В 3D-графике мы в основном работаем с матрицами 4 × 4, поэтому 

общие формулы для 𝑛 >  4 нам не потребуются. 

Пример 2.9 

Найдем определитель матрицы 

𝐴 = [
2 −5 3
1 3 4

−2 3 7
] Ур. 2.31 

То есть: 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝐴11 det [
𝐴22 𝐴23

𝐴32 𝐴33
] − 𝐴12 det [

𝐴21 𝐴23

𝐴31 𝐴33
]

+ 𝐴13 det [
𝐴21 𝐴22

𝐴31 𝐴32
] 

Ур. 2.31 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 2det [
3 4
3 7

] − (−5)det [
1 4

−2 7
] + 3det [

1 3
−2 3

] 

= 2(3 ⋅ 7 − 4 ⋅ 3) + 5(1 ⋅ 7 − 4 ⋅ (−2)) + 3(1 ⋅ 3 − 3 ⋅ (−2) 

= 2(9) + 5(15) + 3(9) = 18 + 75 + 27 = 120 

Ур. 2.32 

2.6 Сопряжение матриц 

Пусть 𝐴 — матрица размера 𝑛 ×  𝑛.  

Тогда 𝐶𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗𝑑𝑒𝑡𝐴̅𝑖𝑗  называется алгебраическим дополнением 

𝐴𝑖𝑗. Если мы вычислим 𝐶𝑖𝑗 для каждого элемента из матрицы A и поместим 

его на соответствующую 𝑖𝑗-тую позицию в матрицу 𝐶𝐴, то получим матрицу 

алгебраических дополнений для 𝐴: 

𝐶𝐴 = [

𝐶11 𝐶12 … 𝐶1𝑛

𝐶21 𝐶22 … 𝐶2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝐶𝑛1 𝐶𝑛2 … 𝐶𝑛𝑛

] Ур. 2.33 

Если транспонируем 𝐶𝐴, то получим матрицу, называемую 

сопряженной к 𝐴, которую обозначим как  



53 

 

𝐴∗ = 𝐶𝐴
𝑇 Ур. 2.34 

В следующем разделе описано, как сопряженная матрица 

используется в формуле для вычисления обратных матриц. 

2.7 Обратная матрица 

В матричной алгебре не существует операции деления, но существует 

операция, обратная умножению. В результате этой операции, называемой 

инверсией, мы получаем обратную матрицу. Обратная матрица 𝑀 размера 

𝑛 ×  𝑛 — это квадратная матрица, которая обозначается как 𝑀−1. Обратные 

матрицы имеют следующие особенности: 

1. Только квадратные матрицы имеют обратные матрицы; поэтому, 

когда речь идет об обратных матрицах, подразумевается только квадратные 

матрицы. 

2. Не каждая квадратная матрица имеет обратную матрицу. Матрица, 

имеющая обратную матрицу, называется обратимой, а матрица, не имеющая 

обратную матрицу - вырожденной. 

3. Может существовать одна и только одна матрица, обратная 

исходной. 

4. Умножение матрицы на её обратную матрицу в результате дает 

единичную матрицу: 𝑀𝑀−1  =  𝑀−1𝑀 =  𝐼. Обратим внимание, что 

умножение матрицы на обратную — это случай, когда умножение матриц 

коммутативно. 

Обратные матрицы используются для решения матричных уравнений. 

Например, нам дано матричное уравнение 𝑝′ = 𝑝𝑀. Предположим, что нам 

дано 𝑝′ и 𝑀, и мы хотим найти 𝑝. Также предположим, что матрица 𝑀 

обратима (т. е. 𝑀−1 существует). Тогда мы можем найти 𝑝 следующим 

образом:  

1. 𝑝′ = 𝑝𝑀  

2. Умножить обе части уравнения на 𝑀−1: 𝑝′𝑀−1 = 𝑝𝑀𝑀−1 

3. 𝑀𝑀−1 = 𝐼, по определению обратной матрицы:  𝑝′𝑀−1 = 𝑝𝐼  

4. 𝑝𝐼 = 𝑝, по определению единичной матрицы:  𝑝′𝑀−1 = 𝑝 

Общую формулу нахождения обратной матрицы можно выразить с 

помощью сопряженной матрицы и определителя: 

𝐴−1 =
𝐴∗

𝑑𝑒𝑡 𝐴
 Ур. 2.35 
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Пример 2.10 

Найдем общую формулу обратной матрицы 2 ×  2: 

𝐴 = [
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
] Ур. 2.36 

и используем эту формулу, чтобы найти обратную матрицу для 

𝑀 = [
3 0

−1 2
] Ур. 2.37 

Имеем: 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝐴11𝐴22 − 𝐴12𝐴21 Ур. 2.38 

𝐶𝐴 = [
(−1)1+1𝑑𝑒𝑡𝐴11 (−1)1+2𝑑𝑒𝑡𝐴12

(−1)2+1𝑑𝑒𝑡𝐴21 (−1)2+2𝑑𝑒𝑡𝐴22

] = [
𝐴22 −𝐴21

−𝐴12 𝐴11
] Ур. 2.39 

Следовательно, 

=
𝐴∗

𝑑𝑒𝑡𝐴
=

1

𝐴11𝐴22 − 𝐴12𝐴21
[
𝐴22 𝐴12

𝐴21 𝐴11
] Ур. 2.40 

Теперь применим эту формулу, чтобы инвертировать:  

𝑀 = [
3 0

−1 2
] Ур. 2.41 

𝑀−1 =
1

3 ⋅ 2 − 0 ⋅ (−1)
[
2 0
1 3

] = [

1

3
0

1

6

1

2

] Ур. 2.42 

Проверим, что 𝑀𝑀−1 = 𝑀−1𝑀 =  𝐼:  

[
3 0

−1 2
] [

1

3
0

1

6

1

2

] = [
1 0
0 1

] = [

1

3
0

1

6

1

2

] [
3 0

−1 2
] Ур. 2.43 

Для небольших матриц (размера 4 × 4 и меньше) применяется метод с 

использованием сопряженной матрицы. Для более крупных матриц 

используются другие методы, например метод исключения Гаусса. Однако 

матрицы, которые нас интересуют, в компьютерной 3D-графике имеют 

особые методы, позволяющие определять обратную формулы заранее, так 

что нам не нужно тратить время на поиск обратной общей матрицы. 

Следовательно, нам редко приходится применять Уравнении 2.35. в коде. 

В заключение раздела, посвященного обратным матрицам, 

рассмотрим также следующее полезное алгебраическое свойство:  
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(𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1 Ур. 2.44 

Это свойство предполагает, что матрицы 𝐴 и 𝐵 обратимы и являются 

квадратными матрицами одного размера. Чтобы показать, что 𝐵−1𝐴−1 

является инверсией 𝐴𝐵, необходимо доказать, что (𝐴𝐵)(𝐵−1𝐴−1)  =  𝐼 и 

(𝐵−1𝐴−1)(𝐴𝐵)  =  𝐼.  

(𝐴𝐵)(𝐵−1𝐴−1)  = 𝐴(𝐵𝐵−1)𝐴−1 = 𝐴𝐼𝐴−1 = 𝐴𝐴−1  =  𝐼 

(𝐵−1𝐴−1)(𝐴𝐵)  = 𝐵−1(𝐴−1𝐴)𝐵 = 𝐵−1𝐼𝐵 = 𝐵−1𝐵 =  𝐼 
Ур. 2.45 

2.8 Реализация в рамках DirectX 

Для операций над точками и векторами мы используем векторы-

строки 1 ×  4 и матрицы 4 ×  4. Причина этого будет объяснена в 

следующей главе. Пока же рассмотрим типы, предоставляемые DirectX 

Math для работы с матрицами 4 ×  4 [10,15]. 

Типы матриц 

Для представления матриц 4 ×  4 в DirectX используется класс 

XMMATRIX, который определяется следующим образом в заголовочном 

файле DirectXMath.h: 

 

#if (defined(_M_IX86) || defined(_M_X64) || \ 

     defined(_M_ARM)) &&                    \ 

    defined(_XM_NO_INTRINSICS_) 

struct XMMATRIX 

#else 

__declspec(align(16)) struct XMMATRIX 

#endif 

{ 

    XMVECTOR r[4]; 

 

    XMMATRIX() {} 

 

    XMMATRIX(FXMVECTOR R0, FXMVECTOR R1, FXMVECTOR R2, 

             CXMVECTOR R3) 

    { 

        r[0] = R0; 

        r[1] = R1; 

        r[2] = R2; 

        r[3] = R3; 

    } 

 

    XMMATRIX(float m00, float m01, float m02, float m03, 

             float m10, float m11, float m12, float m13, 
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             float m20, float m21, float m22, float m23, 

             float m30, float m31, float m32, float m33); 

 

    explicit XMMATRIX(_In_reads_(16) const float* pArray); 

 

    XMMATRIX& operator(const XMMATRIX& M) 

    { 

        r[0] = M.r[0]; 

        r[1] = M.r[1]; 

        r[2] = M.r[2]; 

        r[3] = M.r[3]; 

        return *this; 

    } 

 

    XMMATRIX operator() const { return *this; } 

    XMMATRIX operator-() const; 

 

    XMMATRIX& XM_CALLCONV operator(FXMMATRIX M); 

    XMMATRIX& XM_CALLCONV operator-(FXMMATRIX M); 

    XMMATRIX& XM_CALLCONV operator*(FXMMATRIX M); 

    XMMATRIX& operator*(float S); 

    XMMATRIX& operator/(float S); 

 

    XMMATRIX XM_CALLCONV operator(FXMMATRIX M) const; 

    XMMATRIX XM_CALLCONV operator-(FXMMATRIX M) const; 

    XMMATRIX XM_CALLCONV operator*(FXMMATRIX M) const; 

    XMMATRIX operator*(float S) const; 

    XMMATRIX operator/(float S) const; 

    friend XMMATRIX XM_CALLCONV operator*(float S, 

                                          FXMMATRIX M); 

}; 

 

Как видно из кода, XMMATRIX использует четыре экземпляра XMVECTOR 

для поддержки SIMD. Более того, XMMATRIX предоставляет перегруженные 

операторы для математических операций. 

Помимо использования различных конструкторов, можно создать 

экземпляр XMMATRIX. используя функцию XMMatrixSet: 

 

XMMATRIX XM_CALLCONV 

XMMatrixSet(float m00, float m01, float m02, float m03, 

            float m10, float m11, float m12, float m13, 

            float m20, float m21, float m22, float m23, 

            float m30, float m31, float m32, float m33); 

 

Точно так же, как мы используем XMFLOAT2 (2D), XMFLOAT3 (3D) и 

XMFLOAT4 (4D) при хранении векторов в классе, документацией DirectXMath 



57 

 

рекомендуется использовать XMFLOAT4X4 для хранения матриц как членов 

класса. 

 

struct XMFLOAT4X4 

{ 

    union 

    { 

        struct 

        { 

            float _11, _12, _13, _14; 

            float _21, _22, _23, _24; 

            float _31, _32, _33, _34; 

            float _41, _42, _43, _44; 

        }; 

        float m[4][4]; 

    }; 

    XMFLOAT4X4() {} 

    XMFLOAT4X4(float m00, float m01, float m02, float m03, 

               float m10, float m11, float m12, float m13, 

               float m20, float m21, float m22, float m23, 

               float m30, float m31, float m32, float m33); 

    explicit XMFLOAT4X4(_In_reads_(16) const float* pArray); 

    float operator()(size_t Row, size_t Column) const 

    { 

        return m[Row][Column]; 

    } 

    float& operator()(size_t Row, size_t Column) 

    { 

        return m[Row][Column]; 

    } 

    XMFLOAT4X4& operator(const XMFLOAT4X4& Float4x4); 

}; 

 

Следующий метод используется для загрузки данных из XMFLOAT4X4 

в XMMATRIX: 

inline XMMATRIX XM_CALLCONV 

XMLoadFloat4x4(const XMFLOAT4X4* pSource); 

Следующий метод используется для сохранения данных из XMMATRIX 

в XMFLOAT4X4: 

inline void XM_CALLCONV 

XMStoreFloat4x4(XMFLOAT4X4* pDestination, FXMMATRIX M); 

Матричные функции 

Библиотека DirectX Math включает следующие полезные функции, 

связанные с матрицами: 
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// Возвращает единичную матрицу 

XMMATRIX XM_CALLCONV XMMatrixIdentity(); 

 

// Возвращает истину, если матрица является единичной 

bool XM_CALLCONV XMMatrixIsIdentity(FXMMATRIX M); 

 

// Возвращает результат умножения двух матриц 

XMMATRIX XM_CALLCONV XMMatrixMultiply(FXMMATRIX A, 

                                      CXMMATRIX B); 

 

// Возвращает транспонированную матрицу 

XMMATRIX XM_CALLCONV XMMatrixTranspose(FXMMATRIX M); 

// Возвращает определитель матрицы 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMMatrixDeterminant(FXMMATRIX M); 

 

// Возвращает обратную матрицу 

XMMATRIX XM_CALLCONV XMMatrixInverse(XMVECTOR* pDeterminant, 

                                     FXMMATRIX M); 

При использовании XMMATRIX в качестве аргумента для функции 

используются те же правила, что и при передаче в качестве аргументов 

XMVECTOR (см. §1.6.3), за исключением того, что XMMATRIX считается как 

четыре XMVECTOR. При условии, что имеется не более двух дополнительных 

аргументов FXMVECTOR для всей функции, первый аргумент XMMATRIX 

должен иметь тип FXMMATRIX, а любые другие аргументы XMMATRIX должны 

иметь тип CXMMATRIX. Приведем пример с использованием 32-битной 

версии Windows, компилятора, поддерживающего соглашение о вызовах 

__fastcall, и компилятора, поддерживающего более новое соглашение о 

вызовах __vectorcall: 

// 32-битная Windows, соглашение __fastcall передает первые 

// 3 XMVECTOR аргумента в регистры, остальные на стек 

typedef const XMMATRIX& FXMMATRIX; 

typedef const XMMATRIX& CXMMATRIX; 

 

// 32-битная Windows, соглашение __vectorcall передает 

// первые 6 XMVECTOR аргумента в регистры, остальные на стек 

typedef const XMMATRIX FXMMATRIX; 

typedef const XMMATRIX& CXMMATRIX; 

На 32-битной версии Windows с вызовом функций через __fastcall 

матрицы типа XMMATRIX не могут передаваться через SSE/SSE2-регистры, 

поскольку поддерживается передача только трех аргументов типа XMVECTOR 

через регистры, а для XMMATRIX нужно четыре. Поэтому матрица просто 

передается в стек по ссылке. Подробности о том, как эти типы определяются 

на других платформах, можно найти в разделе «Calling Conventions» 

(Конвенции вызовов) под «Library Internals» (Внутреннее устройство 

библиотеки) в документации DirectXMath. Исключением из этих правил 
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являются конструкторы. Документацией DirectXMath рекомендуется всегда 

использовать CXMMATRIX для конструкторов, принимающих параметры типа 

XMMATRIX. Кроме того, в конструкторах не следует использовать аннотацию 

XM_CALLCONV. 

Пример программы математической матрицы DirectX 

В следующем коде приведены некоторые примеры использования 

класса XMMATRIX и большинство функций, перечисленных в предыдущем 

разделе. 

#include <windows.h> 

#include <DirectXMath.h> 

#include <DirectXPackedVector.h> 

#include <iostream> 

using namespace std; 

using namespace DirectX; 

using namespace DirectX::PackedVector; 

 

ostream& XM_CALLCONV operator<<(ostream& os, FXMVECTOR v) 

{ 

    XMFLOAT4 dest; 

    XMStoreFloat4(&dest, v); 

    os << "(" << dest.x << ", " << dest.y << ", " << dest.z 

       << ", " << dest.w << ")"; 

    return os; 

} 

ostream& XM_CALLCONV operator<<(ostream& os, FXMMATRIX m) 

{ 

    for (int i 0; i < 4; i) 

    { 

        os << XMVectorGetX(m.r[i]) << "\t"; 

        os << XMVectorGetY(m.r[i]) << "\t"; 

        os << XMVectorGetZ(m.r[i]) << "\t"; 

        os << XMVectorGetW(m.r[i]); 

        os << endl; 

    } 

    return os; 

} 

int main() 

{ 

    if (!XMVerifyCPUSupport()) 

    { 

        cout << "directx math not supported" << endl; 

        return 0; 

    } 

    XMMATRIX A(1.0f,0.0f,0.0f,0.0f, 

               0.0f,2.0f,0.0f,0.0f, 

               0.0f,0.0f,4.0f,0.0f, 

               1.0f,2.0f,3.0f,0.0f); 
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    XMMATRIX B XMMatrixIdentity(); 

    XMMATRIX C A* B; 

    XMMATRIX D XMMatrixTranspose(A); 

    XMVECTOR det XMMatrixDeterminant(A); 

    XMMATRIX E XMMatrixInverse(&det, A); 

    XMMATRIX F A* E; 

    cout << "A  " << endl << A << endl; 

    cout << "B  " << endl << B << endl; 

    cout << "C  A*B  " << endl << C << endl; 

    cout << "D  transpose(A)  " << endl << D << endl; 

    cout << "det  determinant(A)  " << det << endl << endl; 

    cout << "E  inverse(A)  " << endl << E << endl; 

    cout << "F  A*E  " << endl << F << endl; 

    return 0; 

} 

Рис. 2.1. Вывод вышеуказанной программы. 

Выводы по главе 2 

1. Матрица 𝑀 размера 𝑚 ×  𝑛 представляет собой прямоугольный 

массив действительных чисел с 𝑚 строками и 𝑛 столбцы. Две матрицы 

одинаковых размерностей равны тогда и только тогда, когда равны все их 

соответствующие компоненты. Сложение двух матриц одинаковых 

размерностей происходит путем попарного сложения соответствующих 
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элементов. Умножение скаляра и матрицы происходит путем умножения 

скаляра на каждый элемент матрицы. 

2. Если 𝐴 — матрица размера 𝑚 ×  𝑛, а 𝐵 — матрица размера 𝑛 ×  𝑝, 

то произведением 𝐴𝐵 является матрица 𝐶(𝑚 ×  𝑝), где 𝑖-й элемент матрицы 

𝐶 получается путем умножения 𝑖-го вектора-строки в 𝐴 на 𝑗-й вектор-

столбец в 𝐵, то есть:𝐶𝑖𝑗  =  𝐴𝑖,∗ ⋅ 𝐵∗,𝑗 . 

3. Умножение матриц некоммутативно (т. е. 𝐴𝐵 ≠  𝐵𝐴). Умножение 

матриц ассоциативно: (𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶). 

4. Транспонирование матрицы происходит путем замены строк и 

столбцов матрицы местами. Таким образом, результатом транспонирования 

матрицы размера 𝑚 ×  𝑛 будет матрица размера 𝑛 ×  𝑚. Мы обозначаем 

транспонированную матрицу 𝑀 как 𝑀𝑇. 

5. Единичная матрица — это квадратная матрица, имеющая единицы 

в качестве элементов на главной диагонали и нули в качестве всех 

остальных элементов. 

6. Определитель 𝑑𝑒𝑡 𝐴 — это особая функция, которая принимает 

аргументом квадратную матрицу и в результате выводит действительное 

число. Квадратная матрица 𝐴 обратима тогда и только тогда, когда 𝑑𝑒𝑡 𝐴 ≠
 0. Определитель используется при нахождении обратной матрицы. 

7. Умножение матрицы на обратную дает единичную матрицу: 

𝑀𝑀−1  =  𝑀−1𝑀 =  𝐼. Может существовать одна и только одна матрица, 

обратная исходной. Только квадратные матрицы могут иметь имеют 

обратные матрицы, но даже в этом случае квадратная матрица может 

оказаться необратимой. Обратная матрица находится по формуле: 𝐴−1 =
𝐴∗

𝑑𝑒𝑡 𝐴
 , где 𝐴∗ — это сопряженная матрица (транспонированная матрицы 

алгебраических дополнений для А). 

8. В DirectX Math тип XMMATRIX используется для матриц 4 ×  4 с 

поддержкой SIMD. Для членов класса используется тип XMFLOAT4X4, а для 

преобразований между XMMATRIX и XMFLOAT4X4 используются методы 

загрузки (XMLoadFloat4x4) и сохранения (XMStoreFloat4x4). Класс 

XMMATRIX перегружает операторы для матричных операций сложения, 

вычитания и скалярного произведения. Библиотека DirectX Math также 

предоставляет следующие полезные функции для работы с матрицами: 

получение единичной матрицы, матричное произведение, 

транспонирование, нахождение определителя и инверсия: 

XMMATRIX XM_CALLCONV XMMatrixIdentity(); 

XMMATRIX XM_CALLCONV XMMatrixMultiply(FXMMATRIX A, 

                                      CXMMATRIX B); 

XMMATRIX XM_CALLCONV XMMatrixTranspose(FXMMATRIX M); 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMMatrixDeterminant(FXMMATRIX M); 

XMMATRIX XM_CALLCONV XMMatrixInverse(XMVECTOR* pDeterminant, 

                                     FXMMATRIX M); 
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Вопросы и задания для самоконтроля 

1. Что такое прямоугольная матрица? 

2. Какие есть свойства у умножения матриц? 

3. Что является результатом умножения произвольной матрицы на 

единичную матрицу такой же размерности? 

4. Каким образом происходит транспонирование матрицы? 

5. Существует ли операция деления матриц? Если да, опишите её. 

6. Каким образом происходит преобразование матриц между типами 

XMFLOAT4X4 и XMMATRIX? 

7. Решите следующее матричное уравнение для X: 

3 ([
−2 0
1 3

] − 2𝑋) = 2 [
−2 0
1 3

] 

8. Вычислите произведение следующих матриц: 

1. [
−2 0 3
4 1 −1

] [
2 −1
0 6
2 −3

], 

2. [
1 2
3 4

] [
−2 0
1 1

], 

3. [
2 0 2
0 −1 −3
0 0 1

] [
1
2
1
]. 

9. Транспонируйте следующие матрицы: 

1.  [1, 2, 3],  

2. [
𝑥 𝑦
𝑧 𝑤

], 

3. [

1 2
3 4
5 6
7 8

]. 

10. Запишите следующие линейные комбинации в виде векторно-

матричных произведений: 

1. v = 2(1, 2, 3) − 4(−5, 0,−1) +3(2,−2, 3)  

2. v = 3(2,−4) + 2(1, 4) −1(−2,−3) + 5(1, 1) 

11. Покажите, что 

𝐴𝐵 = [

𝐴11 𝐴12 𝐴13

𝐴21 𝐴22 𝐴23

𝐴31 𝐴32 𝐴33

] [

𝐵11 𝐵12 𝐵13

𝐵21 𝐵22 𝐵23

𝐵31 𝐵32 𝐵33

] = [

← 𝐴1,∗𝐵 →

← 𝐴2,∗𝐵 →

← 𝐴3,∗𝐵 →
] 
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12. Покажите, что 

𝐴𝑢 = [

𝐴11 𝐴12 𝐴13

𝐴21 𝐴22 𝐴23

𝐴31 𝐴32 𝐴33

] [
𝑥
𝑦
𝑧
] = 𝑥𝐴∗,1 + 𝑦𝐴∗,1 + 𝑧𝐴∗,3 

13. Докажите, что векторное произведение можно выразить через 

матричное произведение: 

𝑢 × 𝑣 = [𝑣𝑥 𝑣𝑦 𝑣𝑧] [

0 𝑢𝑧 −𝑢𝑦

−𝑢𝑧 0 𝑢𝑥

𝑢𝑦 −𝑢𝑥 0
] 

14. Пусть 𝐴 = [
2 0 1
0 −1 −3
0 0 1

].  Является  𝐵 = [

1

2
0

1

2

0 −1 −3
0 0 1

] инверсией А? 

15. Пусть  𝐴 = [
1 2
3 4

].  Является ли  𝐵 = [
−2 1
3

2

1

2

] инверсией  𝐴? 

16.  Найдите определители следующих матриц: 

[
21 −4
10 7

]    [
2 0 0
0 3 0
0 0 7

] 

17.  Найдите обратные матрицы для следующих матриц: 

[
21 −4
10 7

]    [
2 0 0
0 3 0
0 0 7

] 

18.  Является ли следующая матрица обратимой? 

[
1 2 3
0 4 5
0 0 0

] 

19.  Покажите, что (𝐴−1)𝑇 = (𝐴𝑇)−1 , предполагая, что A обратимо. 

20.  Пусть 𝐴 и 𝐵 — матрицы размера 𝑛 ×  𝑛. Также доказано, что 

𝑑𝑒𝑡 (𝐴𝐵)  =  𝑑𝑒𝑡 𝐴 ⋅  𝑑𝑒𝑡 𝐵. Используйте этот факт вместе с 

  𝑑𝑒𝑡 𝐼 =  1 и 𝑑𝑒𝑡 𝐴−1 =
1

𝑑𝑒𝑡 𝐴
, чтобы доказать, что матрица 𝐴 

обратима. 
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21.  Докажите, что двумерный определитель 

[
𝑢𝑥 𝑢𝑦

𝑣𝑥 𝑣𝑦
] 

соответствует площади параллелограмма, образованного векторами 

𝑢 =  (𝑢𝑥, 𝑢𝑦) и 𝑣 =  (𝑣𝑥, 𝑣𝑦). Результат будет положительным, если 

вектор 𝑢 можно повернуть против часовой стрелки так, чтобы он 

совпал с 𝑣 при угле 𝜃 ∈  (0, 𝜋), и отрицательным в противном случае. 

22.  Найдите площадь параллелограмма, построенного следующими 

парами векторов: 

1. 𝑢 =  (3, 0) и 𝑣 =  (1, 1) 

2. 𝑢 =  (−1,−1) и 𝑣 =  (0, 1) 

23.  Пусть  𝐴 = [
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
],  𝐵 = [

𝐵11 𝐵12

𝐵21 𝐵22
],и  𝐶 = [

𝐶11 𝐶12

𝐶21 𝐶22
]  

Докажите, что 𝐴(𝐵𝐶) = (𝐴𝐵)𝐶. Это показывает, что умножение 

матриц ассоциативно для 2 ×  2 матрицы. (На самом деле умножение 

матриц ассоциативно для матриц любого размера, если возможно их 

умножение.) 

24. Напишите компьютерную программу без использования DirectX 

Math, которая вычисляет транспонирование матрицы размера 𝑚 ×  𝑛 

(используйте двумерный массив в C++). 

25. Напишите компьютерную программу без использования DirectX 

Math, которая вычисляет определитель и обратную матрицу для 

матрицы размером 4 ×  4 (используйте двумерный массив в C++). 
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ГЛАВА 3. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  

Объекты в 3D-графике геометрически представлены как набор 

треугольников, которые аппроксимируют внешние поверхности объектов. 

Однако мы не смогли бы создавать движущиеся изображения, если бы все 

объекты были строго статическими. Поэтому в данной главе мы рассмотрим 

методы преобразования геометрии, такие как перемещение, вращение и 

масштабирование. Мы также рассмотрим матричные уравнения, которые 

позволяют преобразовывать точки и векторы в трехмерном пространстве. 

Цели: 

1. Понять, как линейные и аффинные преобразования могут быть 

представлены с помощью матриц. 

2. Изучить преобразования координат для масштабирования, вращения 

и перемещения геометрии. 

3. Узнать, как несколько различных преобразований, представленных в 

виде матриц, могут быть объединены в одну результирующую 

матрицу с помощью матричного умножения. 

4. Научиться преобразовывать координаты из одной системы координат 

в другую и понять, каким образом это преобразование может быть 

представлено в виде матрицы. 

5. Ознакомиться с набором функций библиотеки DirectX Math, 

предназначенных для работы с матричным представлением подобных 

преобразований. 

3.1 Линейные преобразования 

Определение 

Рассмотрим математическую функцию: 𝜏(𝑣)  =  𝜏(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =
(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′).  

Эта функция принимает на вход трехмерный вектор и возвращает 

трехмерный вектор. Мы говорим, что функция τ является линейным 

преобразованием, тогда и только тогда, когда выполняются следующие 

условия: 

𝜏(𝑢 + 𝑣) = 𝜏(𝑢)  +  𝜏(𝑣) 

𝜏(𝑘𝑢)  =  𝑘𝜏(𝑢) 
Ур. 3.1 

где 𝑢 =  (𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) и 𝑢 =  (𝑣𝑥, 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧) — любые 3D-векторы, а 𝑘 — скаляр. 

Пример 3.1 

Определим функцию 𝜏(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2); например, 𝜏(1,2,3) =
(1, 4, 9). Эта функция не является линейной, так как для 𝑘 =  2 и 𝑢 =
 (1,2,3) мы имеем: 
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𝜏(𝑘𝑢)  = 𝜏(2, 4, 6) = (4, 16, 36) Ур. 3.2 

но 

𝑘𝜏(𝑢)  = 2(1, 4,9) = (2, 8, 18) Ур. 3.3 

Таким образом, условие 2 из Уравнения 3.1. не выполняется. 

Если 𝜏 линейно, значит: 

𝜏(𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 +  𝑐𝑤) = 𝜏(𝑎𝑢 + (𝑏𝑣 + 𝑐𝑤)) 

= 𝑎𝜏(𝑢) + 𝜏(𝑏𝑣 + 𝑐𝑤) = 𝑎𝜏(𝑢) + 𝑏𝜏(𝑣) + 𝑐𝜏(𝑤) 
Ур. 3.4 

Мы будем использовать этот результат в следующем разделе. 

Матричное представление 

Пусть 𝑢 =  (𝑥, 𝑦, 𝑧). Заметим, что мы всегда можем записать это как 

𝑢 =  (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘 = 𝑥(1,0,0) + 𝑦(0,1,0) + 𝑧(0,0,1) Ур. 3.5 

 Векторы 𝑖 = (1,0,0), 𝑗 = (0,1,0) и 𝑘 = (0,0,1), которые являются 

единичными векторами, направленными вдоль главных координатных осей, 

называются стандартными базисными векторами для  ℝ3 (ℝ3 обозначает 

множество всех 3D-координатных векторов (𝑥, 𝑦, 𝑧)). Теперь пусть 𝜏 — 

линейное преобразование; благодаря линейности (т. е. Уравнению 3.4.) мы 

имеем: 

𝜏(𝑢)  = 𝜏(𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘) = 𝑥𝜏(𝑖) + 𝑦𝜏(𝑗)  +  𝑧𝜏(𝑘) Ур. 3.6 

Заметим, что это не что иное, как линейная комбинация, которая, как 

мы узнали в предыдущей главе, может быть записана в виде умножения 

вектора на матрицу. Согласно Уравнению 2.13, мы можем переписать 

Уравнение 3.6 как 

𝜏(𝑢)  = 𝑥𝜏(𝑖) + 𝑦𝜏(𝑗)  +  𝑧𝜏(𝑘) 

= 𝑢𝐴 = [𝑥, 𝑦, 𝑧] [

← 𝜏(𝑖) →
← 𝜏(𝑗) →

← 𝜏(𝑘) →

] = [𝑥, 𝑦, 𝑧] [

𝐴11 𝐴12 𝐴13

𝐴21 𝐴22 𝐴23

𝐴31 𝐴32 𝐴33

] 
Ур. 3.7 

где 𝜏(𝑖) = (𝐴11, 𝐴12, 𝐴13), 𝜏(𝑗) = (𝐴21, 𝐴22, 𝐴23) и 𝜏(𝑘) = (𝐴31, 𝐴32, 𝐴33). Мы 

называем матрицу 𝐴 матричным представлением линейного 

преобразования 𝜏. 

Масштабирование 

Масштабирование — это изменение размера объекта относительно 

одной из осей, как показано на Рисунке 3.1. 
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Рис. 3.1. Левая пешка — это исходный объект. Средняя пешка — это 

исходная пешка, масштабированная на 2 единицы по оси y, что делает её 

выше. Правая пешка — это исходная пешка, масштабированная на 2 

единицы по оси x, что делает её шире. 

Операцию масштабирования можно представить следующим 

образом: 

𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑠𝑥𝑥, 𝑠𝑦𝑦, 𝑠𝑧𝑧) Ур. 3.8 

Это действие масштабирует вектор на sx единиц по оси x, sy единиц по 

оси y и sz единиц по оси z относительно начала системы координат. 

Покажем, что S действительно является линейным преобразованием. 

Имеем: 

𝑆(𝑢 + 𝑣) = (𝑠𝑥(𝑢𝑥 + 𝑣𝑥), 𝑠𝑦(𝑢𝑦 + 𝑣𝑦), 𝑠𝑧(𝑢𝑧 + 𝑣𝑧)) 

= (𝑠𝑥𝑢𝑥 + 𝑠𝑥𝑣𝑥, 𝑠𝑦𝑢𝑦 + 𝑠𝑦𝑣𝑦 , 𝑠𝑧𝑢𝑧 + 𝑠𝑧𝑣𝑧) 

= (𝑠𝑥𝑢𝑥, 𝑠𝑦𝑢𝑦 , 𝑠𝑧𝑢𝑧) + (𝑠𝑥𝑣𝑥, 𝑠𝑦𝑣𝑦 , 𝑠𝑧𝑣𝑧) = 𝑆(𝑢) + 𝑆(𝑣) 

𝑆(𝑘𝑢) = (𝑠𝑥𝑘𝑢𝑥 , 𝑠𝑦𝑘𝑢𝑦 , 𝑠𝑧𝑘𝑢𝑧) 

= 𝑘(𝑠𝑥𝑢𝑥, 𝑠𝑦𝑢𝑦 , 𝑠𝑧𝑢𝑧) = 𝑘𝑆(𝑢) 

Ур. 3.9 

Таким образом оба свойства Уравнения 3.1. выполняются, поэтому 

трансформация 𝑆 является линейной. Следовательно, существует её 

матричное представление. Чтобы найти это представление, достаточно 

применить 𝑆 к каждому из стандартных базисных векторов, а затем 

поместить полученные векторы в строки матрицы: 
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𝑆(𝑖) = (𝑠𝑥 ⋅ 1, 𝑠𝑦 ⋅ 0, 𝑠𝑧 ⋅ 0) = (𝑠𝑥, 0,0) 

𝑆(𝑗) = (𝑠𝑥 ⋅ 0, 𝑠𝑦 ⋅ 1, 𝑠𝑧 ⋅ 0) = (0, 𝑠𝑦 , 0) 

𝑆(𝑘) = (𝑠𝑥 ⋅ 0, 𝑠𝑦 ⋅ 0, 𝑠𝑧 ⋅ 1) = (0,0, 𝑠𝑧) 

Ур. 3.10 

Таким образом, матричное представление S имеет вид: 

𝑆 = [

𝑠𝑥 0 0
0 𝑠𝑦 0

0 0 𝑠𝑧

] Ур. 3.11 

Такая матрица называется матрицей масштабирования. Она 

обозначается заглавной буквой 𝑆 по первой букве английского слова 

«Scaling» – «Масштабирование». Обратная матрица масштабирования 

задается следующим образом: 

𝑆−1 =

[
 
 
 
 
 
 
1

𝑠𝑥
0 0

0
1

𝑠𝑦
0

0 0
1

𝑠𝑧]
 
 
 
 
 
 

 Ур. 3.12 

Пример 3.2 

Пусть дан квадрат, заданный минимальной точкой (−4,−4, 0) и 

максимальной точкой (4, 4, 0). Квадрат нужно масштабировать на 0,5 

единицы по оси 𝑥 и на 2,0 единицы по оси 𝑦, оставляя ось 𝑧 неизменной. 

Соответствующая матрица масштабирования будет: 

𝑆 = [
0.5 0 0
0 2 0
0 0 1

] Ур. 3.13 

Теперь, чтобы выполнить масштабирование (преобразование) 

квадрата, нужно умножить как минимальную, так и максимальную точки на 

матрицу: 

[−4,−4,0] [
0.5 0 0
0 2 0
0 0 1

] = [−2,−8,0] 

[4,4,0] [
0.5 0 0
0 2 0
0 0 1

] = [2,8,0] 

Ур. 3.14 
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Рис. 3.2. Масштабирование на 0,5 единиц по оси 𝑥 и на 2 единицы по оси 

𝑦. При взгляде вдоль отрицательной оси 𝑧 геометрия становится 

двумерной, так как 𝑧 =  0. 

Поворот  

В этом разделе описывается поворот вектора 𝑣 на угол 𝜃 вокруг оси 𝑛, 

как показано на Рисунке 3.2. Угол измеряется по часовой стрелке, если 

смотреть вдоль оси 𝑛. Также предполагается, что ||𝑛||  =  1. 

Рис. 3.2. Геометрия вращения вокруг оси n. 

Сначала разложим 𝑣 на две составляющие: одну, параллельную 𝑛, и 

другую, ортогональную 𝑣. Параллельная и ортогональная составляющие: 

𝑝𝑟𝑜𝑗𝑛(𝑣) 

𝑣⊥ = 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑛(𝑣) = 𝑣 −  𝑝𝑟𝑜𝑗𝑛(𝑣) 
Ур. 3.15 

(Поскольку 𝑛 — единичный вектор, то 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑛(𝑣)  =  (𝑛 ⋅ 𝑣)  ⋅  𝑛. Часть 

𝑝𝑟𝑜𝑗𝑛(𝑣), которая параллельна 𝑛, не изменяется при повороте, поэтому 
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достаточно определить, как повернуть ортогональную часть 𝑣. Таким 

образом, повернутый вектор можно выразить, как показано на Рисунке 3.2.: 

𝑅𝑛(𝑣) = 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑛(𝑣) + 𝑅𝑛(𝑣⊥) Ур. 3.16 

Чтобы найти 𝑅𝑛(𝑣⊥), зададим двумерную систему координат в 

плоскости вращения. Вектор 𝑣⊥ будет одним из опорных векторов. Для 

второго опорного вектора, ортогонального 𝑣⊥ и 𝑛, возьмем векторное 

произведение 𝑛 ×  𝑣 (по правилу левой руки для векторного произведения). 

Из Рисунка 3.2. видно, что 

||𝑛 × 𝑣|| =  ||𝑛||||𝑣||𝑠𝑖𝑛 𝛼 =  ||𝑣||𝑠𝑖𝑛 𝛼 =  ||𝑣⊥||, Ур. 3.17 

где 𝛼 — угол между 𝑛 и 𝑣. Таким образом, оба опорных вектора имеют 

одинаковую длину и лежат на окружности вращения. Теперь, когда эти два 

опорных вектора заданы, заметим, что 

𝑅𝑛(𝑣⊥) = 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑣⊥ + 𝑠𝑖𝑛𝜃 (𝑛 ×  𝑣) Ур. 3.18 

А значит, можно вывести общую формулу поворота: 

𝑅𝑛(𝑣) = 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑛(𝑣) + 𝑅𝑛(𝑣⊥) 

= (𝑛 ⋅  𝑣)𝑛 + 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑣⊥ + 𝑠𝑖𝑛𝜃 (𝑛 ×  𝑣) 

= (𝑛 ⋅  𝑣)𝑛 + 𝑐𝑜𝑠𝜃 (𝑣 − (𝑛 ⋅ 𝑣)𝑛) + 𝑠𝑖𝑛𝜃 (𝑛 ×  𝑣) 

= 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑣 + (1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)(𝑛 ⋅  𝑣)𝑛 + 𝑠𝑖𝑛𝜃 (𝑛 ×  𝑣) 

Ур. 3.19 

Чтобы найти матричное представление, нужно применить 𝑅𝑛 к 

каждому из стандартных базисных векторов, и затем разместим полученные 

векторы в строках матрицы. Результат выглядит так: 

𝑅𝑛 = [

𝑐 + (1 − 𝑐)𝑥2 (1 − 𝑐)𝑥𝑦 + 𝑠𝑧 (1 − 𝑐)𝑥𝑧 − 𝑠𝑦

(1 − 𝑐)𝑥𝑦 − 𝑠𝑧 𝑐 + (1 − 𝑐)𝑦2 (1 − 𝑐)𝑦𝑧 + 𝑠𝑥

(1 − 𝑐)𝑥𝑧 + 𝑠𝑦 (1 − 𝑐)𝑦𝑧 − 𝑠𝑥 𝑐 + (1 − 𝑐)𝑧2

] Ур. 3.20 

где 𝑐 =  𝑐𝑜𝑠𝜃 и 𝑠 =  𝑠𝑖𝑛𝜃. Такая матрица называется матрицей 

масштабирования. Она обозначается заглавной буквой 𝑅 по первой букве 

английского слова «Rotation» – «Поворот» или «Вращение». 

Каждый вектор-строка в матрице имеет единичную длину, и векторы-

строки взаимно ортогональны. Таким образом, векторы-строки 

ортонормированы (т.е. взаимно ортогональны и имеют единичную длину). 

Матрица, строки которой ортонормированы, называется ортогональной 

матрицей. Ортогональная матрица обладает особым свойством: её обратная 

матрица равна её транспонированной матрице. Таким образом, обратная 

матрица для 𝑅𝑛 выглядит так: 
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𝑅𝑛
−1 = 𝑅𝑛

𝑇

= [

𝑐 + (1 − 𝑐)𝑥2 (1 − 𝑐)𝑥𝑦 − 𝑠𝑧 (1 − 𝑐)𝑥𝑧 + 𝑠𝑦

(1 − 𝑐)𝑥𝑦 + 𝑠𝑧 𝑐 + (1 − 𝑐)𝑦2 (1 − 𝑐)𝑦𝑧 − 𝑠𝑥

(1 − 𝑐)𝑥𝑧 − 𝑠𝑦 (1 − 𝑐)𝑦𝑧 + 𝑠𝑥 𝑐 + (1 − 𝑐)𝑧2

] 
Ур. 3.21 

Ортогональные матрицы удобно использовать, поскольку их 

обратные матрицы вычисляются довольно быстро.  

В частности, если выбрать в качестве осей вращения оси 𝑥-, 𝑦- и 𝑧 (т. 

е. 𝑛 =  (1, 0, 0), 𝑛 =  (0, 1, 0) и 𝑛 =  (0, 0, 1) соответственно), то получим 

следующие матрицы вращения, которые выполняют поворот вокруг осей 𝑥, 

𝑦 и 𝑧: 

𝑅𝑥 = [

1 0 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 0
0 −𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0
0 0 0 1

], 

𝑅𝑦 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃 0 −𝑠𝑖𝑛𝜃 0
0 1 0 0

𝑠𝑖𝑛𝜃 0 𝑐𝑜𝑠𝜃 0
0 0 0 1

], 

𝑅𝑧 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 0 0
−𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

] 

Ур. 3.22 

Пример 3.3 

Пусть дан квадрат, заданный минимальной (−1, 0,−1) и 

максимальной (1, 0, 1) точками. Требуется повернуть квадрат на −30° по 

часовой стрелке вокруг оси y (т. е. на 30° против часовой стрелки). В этом 

случае 𝑛 =  (0, 1, 0), что существенно упрощает процесс поворота 𝑅𝑛, 

поэтому соответствующая матрица поворота вокруг оси y будет такой: 

||û|| = √(
𝑥

||𝑢||
)2 + (

𝑦

||𝑢||
)2 + (

𝑧

||𝑢||
)2 = 

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

√||𝑢||2
=

||𝑢||

||𝑢||

= 1 

Ур. 3.23 



72 

 

𝑅𝑦 = [
𝑐𝑜𝑠𝜃 0 −𝑠𝑖𝑛𝜃

0 1 0
𝑠𝑖𝑛𝜃 0 𝑐𝑜𝑠𝜃

] 

= [
cos(−30°) 0 − sin(−30°)

0 1 0
sin(−30°) 0 cos(−30°)

] =

[
 
 
 
 √3

2
0

1

2
0 1 0

−
1

2
0

√3

2 ]
 
 
 
 

 

Ур. 3.24 

Теперь, чтобы выполнить поворот квадрата, умножим как 

минимальную, так и максимальную точки на эту матрицу: 

[−1,0,1]

[
 
 
 
 √3

2
0

1

2
0 1 0

−
1

2
0

√3

2 ]
 
 
 
 

≈ [−0.36,0,−1.36]; 

[1,0,1]

[
 
 
 
 √3

2
0

1

2
0 1 0

−
1

2
0

√3

2 ]
 
 
 
 

≈ [0.36,0,1.36] 

Ур. 3.25 

Рис. 3.4. Поворот на −30° по часовой стрелке вокруг оси 𝑦.  
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3.3 Аффинные преобразования 

Однородные координаты 

Аффинное преобразование представляет собой линейное 

преобразование, дополненное переносом. Однако перенос не имеет смысла 

для векторов, поскольку вектор описывает только направление и величину, 

не зависящие от местоположения; другими словами, векторы должны 

оставаться неизменными при переносах. Переносы следует применять 

только к точкам (т. е. позиционным векторам). Однородные координаты 

предоставляют удобный механизм записи, позволяющий единообразно 

работать как с точками, так и с векторами. При работе в однородных 

координатах необходимо выполнить переход к четырехмерным векторам. 

Значение, помещаемое в четвёртую координату 𝑤, зависит от того, 

описывается точка или вектор: 

1. (𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) для векторов 

2. (𝑥, 𝑦, 𝑧, 1) для точек 

Позже будет показано, что выбор значения 𝑤 =  1 для точек 

позволяет корректно выполнять их перенос, тогда как выбор значения w = 0 

для векторов не позволяет  измениться их координатам при переносе (что 

необходимо, чтобы координаты вектора не смещались, так как это изменило 

бы его направление и величину — переносы не должны влиять на свойства 

векторов). 

 

Обратите внимание! 

Обозначение однородных координат согласуется с идеями, 

представленными на рисунке:  

А именно, разность между двумя точками 𝑞 − 𝑝 =  (𝑞𝑥, 𝑞𝑦 , 𝑞𝑧, 1)  −

 (𝑝𝑥, 𝑝𝑦 , 𝑝𝑧, 1)  =  (𝑞𝑥  −  𝑝𝑥, 𝑞𝑦  −  𝑝𝑦 , 𝑞𝑧  −  𝑝𝑧, 0)  в результате даёт вектор, 

а сумма точки и вектора 𝑝 + 𝑣 =  (𝑝𝑥 , 𝑝𝑦 , 𝑝𝑧, 1)  + (𝑣𝑥, 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧, 0)  =  (𝑝𝑥  −

 𝑣𝑥, 𝑝𝑦  −  𝑣𝑦 , 𝑝𝑧  −  𝑣𝑧, 1) в результате даёт точку. 
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Перенос 

Тождественное преобразование — это линейное преобразование, 

которое просто возвращает свой аргумент, то есть 𝐼(𝑢)  =  𝑢. Матричное 

представление этого линейного преобразования является единичной 

матрицей.  

Преобразование параллельного переноса, или просто перенос, 

определяется как аффинное преобразование, линейным преобразованием 

которого является тождественное преобразование, то есть 

𝜏(𝑢) = 𝑢𝐼 + 𝑏 = 𝑢 + 𝑏 Ур. 3.26 

Данное действие смещает (переносит) точку u вдоль вектора b на 

величину этого вектора. На Рисунке 3.5. показано, как это можно 

использовать для перемещения объектов — каждая часть объекта 

сдвигается на один и тот же вектор b, перемещая таким образом сам объект. 

Рис. 3.5. Смещение положения муравья из точки 𝑢 на вектор   

перемещения 𝑏. 

Согласно уравнению 

[𝑥, 𝑦, 𝑧, 1] [

𝐴11 𝐴12 𝐴13 0
𝐴21 𝐴22 𝐴23 0
𝐴31 𝐴32 𝐴33 0
𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧 1

] = [𝑥′, 𝑦′, 𝑧′, 1] Ур. 3.27 

𝜏 имеет матричное представление: 

𝑇 = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧 1

] Ур. 3.28 

Матрица 𝑇 и является матрицей переноса. Она обозначается заглавной 

буквой 𝑇 по первой букве английского слова «Translation» – «Перенос» или 

«Смещение». Обратная матрица переноса задаётся следующим образом: 
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𝑇−1 = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

−𝑏𝑥 −𝑏𝑦 −𝑏𝑧 1

] Ур. 3.29 

Пример 3.4  

Пусть задан квадрат с минимальной (−8, 2, 0) и максимальной 

(−2, 8, 0) точками. Требуется перенести квадрат на 12 единиц по оси 𝑥, −10 

единиц по оси 𝑦, оставив ось 𝑧 неизменной. Соответствующей матрицей 

переноса будет: 

𝑇 = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
12 −10 0 1

] Ур. 3.30 

Чтобы выполнить перенос квадрата, необходимо умножить как 

минимальную, так и максимальную точки на эту матрицу: 

[−8,2,0,1] [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
12 −10 0 1

] = [4,−8,0,1]; 

[−2,8,0,1] [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
12 −10 0 1

] = [10,−2,0,1] 

Ур. 3.31 

Рис. 3.6. Перенос на 12 единиц по оси 𝑥 и −10 единиц по оси 𝑦. Если 

смотреть вдоль оси 𝑧 геометрия выглядит двумерной, так как 𝑧 =  0. 



76 

 

Пусть 𝑇 — матрица преобразования. Преобразование точки или 

вектора выполняется путем вычисления произведения 𝑣𝑇 = 𝑣′. Если 

преобразовать точку или вектор с помощью матрицы 𝑇, а затем снова 

преобразовать с помощью обратной матрицы 𝑇−1, то в результате получится 

исходный вектор: 𝑣𝑇𝑇−1 =  𝑣𝐼 =  𝑣. Иными словами, обратное 

преобразование отменяет исходное. Например, если сначала сместить точку 

на 5 единиц по оси 𝑥, а затем выполнить обратное смещение на −5 единиц 

по оси 𝑥, то точка вернется в исходное положение. Аналогично, если 

повернуть точку на 30° вокруг оси 𝑦, а затем выполнить обратное вращение 

на −30° вокруг той же оси, то получится исходная точка. Таким образом, 

обратная матрица преобразования выполняет противоположное 

преобразование, при этом последовательное применение обеих операций 

оставляет геометрию неизменной. 

Аффинные матрицы для масштабирования и поворота 

Заметим, что если 𝑏 =  0, то аффинное преобразование сводится к 

линейному преобразованию. Таким образом, любое линейное 

преобразование можно выразить как аффинное преобразование с 𝑏 =  0. 

Это, в свою очередь, означает, что любое линейное преобразование можно 

представить с помощью аффинной матрицы размером 4 ×  4. Например, 

матрицы масштабирования и поворота, записанные в виде 4 ×  4 матриц, 

выглядят следующим образом: 

𝑆 = [

𝑠𝑥 0 0 0
0 𝑠𝑦 0 0

0 0 𝑠𝑧 0
0 0 0 1

] Ур. 3.32 

𝑅𝑛 =

[
 
 
 
𝑐 + (1 − 𝑐)𝑥2 (1 − 𝑐)𝑥𝑦 + 𝑠𝑧 (1 − 𝑐)𝑥𝑧 − 𝑠𝑦 0

(1 − 𝑐)𝑥𝑦 − 𝑠𝑧 𝑐 + (1 − 𝑐)𝑦2 (1 − 𝑐)𝑦𝑧 + 𝑠𝑥 0

(1 − 𝑐)𝑥𝑧 + 𝑠𝑦 (1 − 𝑐)𝑦𝑧 − 𝑠𝑥 𝑐 + (1 − 𝑐)𝑧2 0
0 0 0 1]

 
 
 
 Ур. 3.33 

Таким образом, можно выразить все преобразования единообразно, в 

виде 4 ×  4 матриц, а точки и векторы — в виде 1 ×  4 однородных 

векторов-строк. 

Композиция преобразований 

Предположим, что 𝑆 — матрица масштабирования, 𝑅 — матрица 

поворота, а 𝑇 — матрица переноса. Допустим, у нас есть куб, состоящий из 

восьми вершин 𝑣𝑖 для 𝑖 =  0, 1, . . . , 7; и мы хотим последовательно 

применить эти три преобразования к каждой вершине. Очевидный способ 

— сделать это шаг за шагом: 
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((𝑣𝑖𝑆)𝑅)𝑇 = (𝑣′𝑖  𝑅)𝑇 =  𝑣′′𝑖𝑇 =  𝑣′′′𝑖 , для 𝑖 =  0, 1, . . . , 7 Ур. 3.34 

Однако, поскольку умножение матриц ассоциативно, мы можем 

записать те же операции эквивалентно как: 

𝑣𝑖(𝑆𝑅𝑇)  = 𝑣′′′𝑖   , для 𝑖 =  0, 1, . . . , 7 Ур. 3.35 

Таким образом, мы можем объединить все три типа преобразований в 

одну общую результирующую матрицу 𝐶 = 𝑆𝑅𝑇 и использовать только ее 

для описания любой комбинации преобразований.  

 

Рис. 3.9. (a) Сначала вращение, затем перенос. (b) Сначала перенос, затем 

вращение. Одинаковый набор трансформаций приводит к разным 

результатам, в зависимости от их очередности. 

Такой подход крайне положительно сказывается на 

производительности. Предположим, что 3D-объект состоит из 20 000 точек, 

и мы хотим применить эти три последовательных геометрических 

преобразования к объекту. Используя пошаговый подход, нам потребуется 

20,000 × 320,000 × 3 умножений вектора на матрицу. С другой стороны, 

использование объединенной матрицы требует 20 000 умножений вектора 

на матрицу и 2 умножений матриц. Очевидно, что два дополнительных 
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умножения матриц — это небольшая цена за значительную экономию в 

умножениях вектора на матрицу. 

Еще раз отметим, что умножение матриц не является коммутативным. 

Эту особенность можно проследить в том числе и геометрически. 

Например, поворот, за которым следует перенос, который мы можем 

описать произведением матриц 𝑅𝑇, не приводит к тому же преобразованию, 

что и тот же перенос, за которым следует тот же поворот, то есть 𝑇𝑅. Это 

показано на Рисунке 3.9. 

3.4 Переход между системами координат 

Скалярное значение 100°С представляет собой температуру кипящей 

воды по шкале Цельсия. Как описать ту же температуру кипящей воды по 

шкале Фаренгейта? Другими словами, каким скаляром, относительно 

шкалы Фаренгейта, представляется температура кипящей воды? Для того 

чтобы выполнить это преобразование (или смену системы отсчета), нужно 

знать, как именно связаны шкалы Цельсия и Фаренгейта. Они связаны 

следующим образом: 

𝑇𝐹 =
9

5
𝑇𝐶 + 32° Ур. 3.36 

Таким образом, температура кипящей воды относительно шкалы 

Фаренгейта вычисляется следующим образом: 

𝑇𝐹 =
9

5
(100)° + 32° =  212℉ Ур. 3.37 

Этот пример показывает, что можно преобразовать скаляр 𝑘, 

описывающий некоторую величину относительно системы отсчета 𝐴, в 

новый скаляр 𝑘′, описывающий ту же величину, но относительно другой 

системы отсчета 𝐵, при условии, что известно, как связаны системы отсчета 

𝐴 и 𝐵. Далее будет рассмотрена аналогичная задача, как преобразовать 

координаты точки или вектора из одной системы отсчета в координаты 

другой системы (Рисунок 3.10.). Преобразование, которое переводит 

координаты из одной системы отсчета в координаты другой системы, 

называется преобразованием перехода между системами координат. 

При преобразовании координат считается, что геометрия остается 

неизменной; вместо этого меняется система отсчета, что, в свою очередь, 

изменяет координатное представление этой геометрии. Это отличается от 

обычного представления о повороте, переносе и масштабировании, когда 

рассматривается фактическое физическое перемещение или изменение 

формы геометрии. 
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Рис. 3.10. Один и тот же вектор v имеет разные координаты при описании 

относительно различных систем отсчета. Он имеет координаты (𝑥, 𝑦) 

относительно системы 𝐴 и координаты (𝑥′, 𝑦′) относительно системы 𝐵. 

В компьютерной 3D-графике используется множество различных 

систем координат, поэтому необходимо уметь выполнять преобразование 

координат из одной системы в другую. Поскольку положение в 

пространстве является ключевым свойством точек, но не векторов, 

преобразование координат для точек и векторов различается. 

Векторы 

Рассмотрим Рисунок 3.11., на котором изображены две системы 

координат 𝐴 и 𝐵, а также 𝑝. Предположим, что нам даны координаты 

вектора 𝑝 относительно системы 𝐴: 𝑝𝐴 = (𝑥, 𝑦). Мы хотим найти 

координаты этого же вектора относительно системы 𝐵, то есть: 𝑝𝐵 = (𝑥′, 𝑦′). 

Другими словами, как найти координаты вектора, заданные относительно 

одной системы координат в другой системе координат? 

Из рисунка видно, что 

𝑝 = 𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 Ур. 3.38 

где 𝑢 и 𝑣 — единичные векторы, направленные вдоль осей 𝑋 и 𝑌 системы 𝐴 

соответственно. Выразим каждый вектор в этом уравнении в координатах 

системы 𝐵: 

𝑝𝐵 = 𝑥𝑢𝐵 + 𝑦𝑣𝐵 Ур. 3.39 
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Рис. 3.11. Геометрия нахождения координат p относительно системы B. 

Таким образом, если нам даны координаты вектора 𝑝𝐴 = (𝑥, 𝑦) и мы 

знаем координаты векторов u и v относительно системы B, то есть если мы 

знаем 𝑢𝐵 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦) и 𝑣𝐵 = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦), то мы всегда можем найти 𝑝𝐵 = (𝑥′, 𝑦′). 

Обобщая для трехмерного случая, если 𝑝𝐴 = (𝑥, 𝑦, 𝑧), то 𝑝𝐵 = 𝑥𝑢𝐵 +
𝑦𝑣𝐵 + 𝑧𝑤𝐵 где 𝑢, 𝑣, и 𝑤 — единичные векторы, направленные вдоль осей 𝑥, 

𝑦 и 𝑧 системы 𝐴 соответственно 

Точки 

Преобразование координат для точек немного отличается от 

преобразования для векторов. Это связано с тем, что для точек важна их 

локация, поэтому мы не можем просто переносить точки так, как мы это 

делали с векторами на Рисунке 3.11. 

На Рисунке 3.12. показана ситуация, и мы видим, что точку 𝑝 можно 

выразить уравнением: 

𝑝 = 𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑄 Ур. 3.40 

где 𝑢 и 𝑣 — единичные векторы, направленные вдоль осей 𝑥 и 𝑦 системы 𝐴 

соответственно, а 𝑄 — начало системы координат 𝐴. Выразим каждый 

вектор/точку в этом уравнении в координатах системы 𝐵: 

𝑝𝐵 = 𝑥𝑢𝐵 + 𝑦𝑣𝐵 + 𝑄𝐵 Ур. 3.41 

Таким образом, если нам даны 𝑝𝐴 = (𝑥, 𝑦) и мы знаем координаты 

векторов 𝑢 и 𝑣, а также начало координат 𝑄 относительно системы 𝐵, то 

есть если мы знаем 𝑢𝐵 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦), 𝑣𝐵 = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦) и 𝑄𝐵 = (𝑄𝑥, 𝑄𝑦), то мы 

всегда можем найти 𝑝𝐵 = (𝑥′, 𝑦′).  

 



81 

 

 

Рис. 3.12. Геометрия нахождения координат p относительно системы B. 

Обобщая для трехмерного случая, если 𝑝𝐴 = (𝑥, 𝑦, 𝑧), то 

𝑝𝐵 = 𝑥𝑢𝐵 + 𝑦𝑣𝐵 + 𝑧𝑤𝐵 + 𝑄𝐵 Ур. 3.42 

где 𝑢, 𝑣 и 𝑤 — единичные векторы, направленные вдоль осей 𝑥, 𝑦 и 𝑧 

системы 𝐴 соответственно, а 𝑄 — начало системы координат 𝐴. 

Матричное представление 

Подытоживая, получим преобразование координат для векторов и 

точек.  

1. Для векторов:   (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) = 𝑥𝑢𝐵 + 𝑦𝑣𝐵 + 𝑧𝑤𝐵; 

2. Для точек:   (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) = 𝑥𝑢𝐵 + 𝑦𝑣𝐵 + 𝑧𝑤𝐵 + 𝑄𝐵   

Если мы используем однородные координаты, то можем объединить 

два уравнения для векторов и точек в одно: 

(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′, 𝑤) = 𝑥𝑢𝐵 + 𝑦𝑣𝐵 + 𝑧𝑤𝐵 + 𝑤𝑄𝐵 Ур. 3.43 

Если 𝑤 =  0, то это уравнение сводится к преобразованию координат 

для векторов; если 𝑤 = 1, то оно сводится к преобразованию координат для 

точек. Преимущество Уравнения 3.43. заключается в том, что оно работает 

как для векторов, так и для точек, при условии правильной установки 

координаты 𝑤; нам больше не нужно два отдельных уравнения (одно для 

векторов и одно для точек). Уравнение 2.14. говорит, что мы можем записать 

Уравнениe 3.43. в виде матрицы: 
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[𝑥′, 𝑦′, 𝑧′, 𝑤] = [𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤] [

← 𝑢𝐵 →
← 𝑣𝐵 →
← 𝑤𝐵 →
← 𝑄𝐵 →

] 

= [𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤]

[
 
 
 
 
𝑢𝑥 𝑢𝑦 𝑢𝑧 0

𝑣𝑥 𝑣𝑦 𝑣𝑧 0

𝑤𝑥 𝑤𝑦 𝑤𝑧 0

𝑄𝑥 𝑄𝑦 𝑄𝑧 1]
 
 
 
 

= 𝑥𝑢𝐵 + 𝑦𝑣𝐵 + 𝑧𝑤𝐵 + 𝑤𝑄𝐵 

Ур. 3.44 

где 𝑄𝐵 = (𝑄𝑥, 𝑄𝑦 , 𝑄𝑧, 1), 𝑢𝐵 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧, 0), 𝑣𝐵 = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧, 0), 𝑤𝐵 =

(𝑤𝑥, 𝑤𝑦 , 𝑤𝑧, 0) описывают начало координат и оси системы 𝐴 в однородных 

координатах относительно системы 𝐵. Мы называем матрицу 4 × 4 в 

уравнении 3.44. матрицей преобразования координат или матрицей смены 

системы координат, и говорим, что она преобразует (или соотносит) 

координаты системы 𝐴 в координаты системы 𝐵. 

Ассоциативность и изменение матриц координат 

Предположим теперь, что у нас есть три системы координат F, G и H. 

Кроме того, пусть A — это матрица перехода от системы F к системе G, а B 

— это матрица перехода от системы G к системе H. Предположим, у нас 

есть координаты вектора 𝑝𝐹 относительно системы F, и мы хотим найти 

координаты этого же вектора относительно системы H, то есть нам нужно 

найти вектор 𝑝𝐻 . Мы можем сделать это последовательно, шаг за шагом: 

(𝑝𝐹𝐴)𝐵 = 𝑝𝐻 

(𝑝𝐺)𝐵 = 𝑝𝐻 
Ур. 3.45 

Однако, поскольку умножение матриц ассоциативно, мы можем 

переписать (𝑝𝐹𝐴)𝐵 = 𝑝𝐻 как 

𝑝𝐹(𝐴𝐵) = 𝑝𝐻 Ур. 3.46 

В этом смысле результат матричного произведения 𝐶 =  𝐴𝐵 можно 

рассматривать как матрицу перехода напрямую от 𝐹 к 𝐻. Произведение 

также объединяет эффекты матриц 𝐴 и 𝐵 в одну общую матрицу.  

Такой подход крайне положительно сказывается на 

производительности. Предположим, что 3D-объект состоит из 20 000 точек, 

и мы хотим произвести перевод каждой точки этого объекта 

последовательно через 2 системы координат. Используя пошаговый подход, 

нам потребуется 20,000 × 320,000 × 3 умножений вектора на матрицу. С 

другой стороны, использование объединенной матрицы требует 20 000 

умножений вектора на матрицу и 1 умножение матриц (для объединения 

двух матриц перехода). Очевидно, что одно дополнительное умножение 
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матриц — небольшая плата за значительную экономию в умножениях 

вектора на матрицу. 

Напомним, умножение матриц не является коммутативным, поэтому 

𝐴𝐵 и 𝐵𝐴 не являются одинаковыми преобразованиями.  

Обратные матрицы и изменение координатных матриц 

Предположим, что нам даны 𝑝𝐵 (координаты вектора 𝑝 относительно 

системы 𝐵) и матрица перехода 𝑀 (переход от системы 𝐴 к системе 𝐵); то 

есть, 𝑝𝐵 = 𝑝𝐴𝑀. Мы хотим найти 𝑝𝐴. Другими словами, вместо того чтобы 

переходить от системы 𝐴 к системе 𝐵, мы хотим найти матрицу перехода, 

которая позволяет нам перейти обратно от 𝐵 к 𝐴. Чтобы найти эту матрицу, 

предположим, что 𝑀 обратима (то есть, существует 𝑀−1). Мы можем 

решить уравнение для  𝑝𝐴 следующим образом: 

1. Исходное уравнение:      𝑝𝐵 = 𝑝𝐴𝑀 

2. Умножить обе части уравнения на 𝑀−1  :  𝑝𝐵𝑀−1 = 𝑝𝐴𝑀𝑀−1 

3. 𝑀𝑀−1 = 𝐼, по определению обратной матрицы:  𝑝𝐵𝑀−1 = 𝑝𝐴𝐼 

4. 𝑝𝐴𝐼 = 𝑝𝐴, по определению единичной матрицы:  𝑝𝐵𝑀−1 = 𝑝𝐴 

Таким образом, матрица 𝑀−1 является матрицей перехода от 𝐵 к 𝐴. 

Рисунок 3.13. иллюстрирует связь между матрицей перехода и её 

обратной матрицей. Заметим, что все преобразования изменения системы 

координат, которые мы рассматриваем, будут обратимыми, поэтому нам не 

придётся беспокоиться о существовании обратной матрицы. 

 

Рис. 3.13. Матрица 𝑀 преобразует координаты из системы А в систему В.  

Матрица 𝑀−1 преобразует координаты из системы 𝐵 в систему 𝐴. 



84 

 

 

Рис. 3.14. Матрица A преобразует координаты из системы 𝐹 в систему 𝐺; 

матрица 𝐵 преобразует координаты из системы 𝐺 в систему 𝐻; матрица 𝐴𝐵 

преобразует координаты сразу из системы 𝐹 в систему 𝐻. Матрица 𝐵−1 

преобразует координаты из системы 𝐻 в систему 𝐺; матрица 𝐴−1 

преобразует координаты из системы 𝐺 в систему 𝐹; матрица 𝐵−1𝐴−1 

преобразует координаты сразу из системы 𝐻 в систему 𝐹. 

3.5 Матрица преобразования в сравнении с матрицей 

изменения координат 

До сих пор мы разделяли “активные” преобразования 

(масштабирование, вращение, перемещение) и преобразования перехода 

между системами координат. В этом разделе мы увидим, что математически 

эти два типа преобразований эквивалентны, и “активное” преобразование 

можно интерпретировать как изменение координат, и наоборот. 

Рисунок 3.15. показывает геометрическое сходство между строками в 

Уравнении 3.29. (матрица аффинного преобразования, состоящего из 

вращения, за которым следует перемещение) и строками в Уравнении 3.44. 

(матрица изменения координат). 

Отметим одну особенность. Когда мы задаем другую систему 

координат, ее векторный базис отличается от текущей по положению и 

направлению. Поэтому математическая формула для перехода от одной 

системы координат к другой также требует вращения и перемещения 

соответствующих объектов. В обоих случаях мы получаем одни и те же 

числа; разница заключается в том, как мы рассматриваем преобразование. В 

некоторых ситуациях интуитивно проще работать с несколькими системами 

координат и переключаться между ними, оставляя объект неизменным, но 

меняя его координатное представление, поскольку после перехода он 

описывается относительно другой системы отсчета (такая ситуация 
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соответствует Рисунку 3.15.(b)). В других случаях мы хотим 

трансформировать объект внутри одной и той же системы координат, не 

меняя исходной системы отсчета на другую (эта ситуация соответствует 

Рисунку 3.15.(a)). 

 

Рис. 3.15. Мы видим, что 𝑏 =  𝑄, 𝜏(𝑖) = 𝑢, 𝜏(𝑗) = 𝑣 и 𝜏(𝑘) = 𝑤. (a) Работая 

с одной системой координат, которую мы обозначим 𝐵, применим 

аффинное преобразование к кубу для изменения его положения и 

ориентации относительно системы B: 𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) =  𝑥𝜏(𝑖)  +  𝑦𝜏(𝑗)  +
 𝑧𝜏(𝑘)  +  𝑤𝑏. (b) Имеем две системы координат, которые мы обозначим 𝐴 

и 𝐵. Координаты точек куба относительно системы 𝐴 могут быть 

преобразованы в координаты системы B по формуле 𝑝𝐵 = 𝑥𝑢𝐵 + 𝑦𝑣𝐵 +
𝑧𝑤𝐵 + 𝑤𝑄𝐵, где 𝑝𝐴 = (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤). В обоих случаях мы имеем 𝛼(𝑝)  =

 (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′, 𝑤) = 𝑝𝐵 для координат относительно системы 𝐵. 

Примечание: эта особенность показывает, что мы можем трактовать 

комбинацию “активных” преобразований (масштабирование, вращение, 

перемещение) как преобразование смены системы координат. Это важно, 

потому что мы часто определяем мировое пространство 3D-сцены через 

комбинацию преобразований масштабирования, вращения и перемещения. 

3.6 Функции преобразования DirectX Math 

В заключение приведем несколько функций из библиотеки DirectX 

Math, позволяющие проводить рассмотренные ранее преобразования 

[11,16–20].  

XMMATRIX XM_CALLCONV XMMatrixScaling(float ScaleX, 

                                     float ScaleY, 

                                     float ScaleZ); 

XMMATRIX XM_CALLCONV 

XMMatrixScalingFromVector(FXMVECTOR Scale); 

XMMATRIX XM_CALLCONV XMMatrixRotationX(float Angle); 

XMMATRIX XM_CALLCONV XMMatrixRotationY(float Angle); 

XMMATRIX XM_CALLCONV XMMatrixRotationZ(float Angle); 



86 

 

XMMATRIX XM_CALLCONV XMMatrixRotationAxis(FXMVECTOR Axis, 

                                          float Angle); 

XMMATRIX XM_CALLCONV XMMatrixTranslation(float OffsetX, 

                                         float OffsetY, 

                                         float OffsetZ); 

XMMATRIX XM_CALLCONV 

XMMatrixTranslationFromVector(FXMVECTOR Offset); 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVector3TransformCoord(FXMVECTOR V, 

                                             CXMMATRIX M); 

XMVECTOR XM_CALLCONV XMVector3TransformNormal(FXMVECTOR V, 

                                              CXMMATRIX M); 

Для последних двух функций XMVector3TransformCoord и 

XMVector3TransformNormal, не требуется явно задавать координату 𝑤. Эти 

функции всегда используют 𝑣𝑤 = 1 и 𝑣𝑤 = 0 для 

XMVector3TransformCoord и XMVector3TransformNormal соответственно. 

Выводы по главе 3 

1. Основные матрицы преобразований — масштабирования, 

вращения и перемещения — задаются следующим образом: 

𝑆 = [

𝑠𝑥 0 0 0
0 𝑠𝑦 0 0

0 0 𝑠𝑧 0
0 0 0 1

]    𝑇 = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧 1

] 

𝑅𝑛 =

[
 
 
 
𝑐 + (1 − 𝑐)𝑥2 (1 − 𝑐)𝑥𝑦 + 𝑠𝑧 (1 − 𝑐)𝑥𝑧 − 𝑠𝑦 0

(1 − 𝑐)𝑥𝑦 − 𝑠𝑧 𝑐 + (1 − 𝑐)𝑦2 (1 − 𝑐)𝑦𝑧 + 𝑠𝑥 0

(1 − 𝑐)𝑥𝑧 + 𝑠𝑦 (1 − 𝑐)𝑦𝑧 − 𝑠𝑥 𝑐 + (1 − 𝑐)𝑧2 0
0 0 0 1]

 
 
 
 

 

2. Мы описываем преобразования с помощью матриц размером 

4 ×  4, а все векторы и точки задаем в виде 1 ×  4 с использованием 

однородных координат. Мы задаем четвертый компонент 𝑤 = 1 для точек, 

а 𝑤 = 0 — для векторов. Таким образом, перемещение становится возможно 

применить к точкам, но не к векторам. 

3. Матрица является ортогональной, если все ее векторы-строки 

имеют единичную длину и взаимно ортогональны. Ортогональная матрица 

имеет ту особенность, что ее обратная матрица равна ее транспонированной 

матрице. Это делает вычисление обратной матрицы простым и быстрым. 

Все матрицы вращения являются ортогональными. 

4. Из ассоциативного свойства умножения матриц следует, что можно 

объединить несколько матриц преобразования в одну общую матрицу 

преобразования, которая представляет итоговое преобразование в 

результате последовательного применения отдельных матриц. 
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5. Пусть 𝑄𝐵, 𝑢𝐵, 𝑣𝐵 и 𝑤𝐵 описывают начало координат, а также осей 

𝑥, 𝑦 и 𝑧 системы координат А относительно системы координат 𝐵 

соответственно. Если вектор/точка 𝑝 имеет координаты 𝑝𝐴 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) 

относительно системы координат 𝐴, то те же вектор/точка относительно 

системы координат B имеют координаты: 

1. 𝑝𝐵 = (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) = 𝑥𝑢𝐵 + 𝑦𝑣𝐵 + 𝑧𝑤𝐵   для обычных 

векторов (направление и значение) 

2. 𝑝𝐵 = (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) = 𝑥𝑢𝐵 + 𝑦𝑣𝐵 + 𝑧𝑤𝐵 + 𝑄𝐵  для позиционных 

векторов (точек) 

Такие преобразования изменения системы координат можно записать 

в матричном виде с помощью однородных координат. 

6. Предположим, у нас есть три системы координат 𝐹, 𝐺 и 𝐻. Пусть A 

будет матрицей перехода от системы 𝐹 к системе 𝐺, а 𝐵 будет матрицей 

перехода от системы 𝐺 к системе 𝐻. Используя матричное умножение, 

матрица 𝐶 =  𝐴𝐵 может рассматриваться как матрица перехода от системы 

𝐹 непосредственно к системе 𝐻; то есть умножение матриц объединяет 

эффекты 𝐴 и 𝐵 в одну результирующую матрицу, и мы можем написать: 

𝑝𝐵(𝐴𝐵) = 𝑝𝐻.  

7. Если матрица 𝑀 является матрицей перехода из координатной 

системы 𝐴 в координатную систему 𝐵, то матрица 𝑀−1 является матрицей 

перехода из координатной системы B в координатную систему 𝐴. 

8. “Активные” преобразования (масштабирование, поворот, 

перемещение) можно интерпретировать как преобразование смены системы 

координат, и наоборот. В некоторых ситуациях интуитивно проще работать 

с несколькими системами координат и переключаться между ними, 

оставляя объект неизменным, но меняя его координатное представление, 

поскольку после перехода он описывается относительно другой системы 

отсчета. В других случаях мы хотим трансформировать объект внутри 

одной и той же системы координат, не меняя исходной системы отсчета на 

другую. 

Вопросы и задания для самоконтроля 

1. В чем заключаются преимущества использования однородных 

координат для операций с точками, векторами и матрицами? 

2. В чем заключается основная особенность ортогональной матрицы? 

3. Каким образом возможно описать несколько преобразований с 

помощью единственной матрицы? 

4. Какую роль играет обратная матрица в операции перехода между 

координатными системами? 

5. Пусть преобразование 𝜏 ∶  ℝ3 → ℝ3 определяется как 𝜏(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =
 (𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 3, 𝑧). Является ли 𝜏 линейным преобразованием? Если да, 

найдите его стандартное матричное представление. 
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6. Пусть преобразование 𝜏 ∶  ℝ3 → ℝ3
 определяется как 𝜏(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =

 (3𝑥 + 4𝑧, 2𝑥 − 𝑧, 𝑥 + 𝑦 +  𝑧). Является ли 𝜏 линейным преобразованием? 

Если да, найдите его стандартное матричное представление. 

7. Предположим, что 𝜏 ∶  ℝ3 → ℝ3 является линейным 

преобразованием. Кроме того, предположим, что 𝜏(1,0,0) = (3,1,2),   

𝜏(0,1,0) = (2,−1,3) и  𝜏(0,0,1) = (4,0,2). Найдите 𝜏(1,1,1). 

8. Постройте матрицу масштабирования, которая масштабирует на 2 

единицы по оси 𝑥, −3 единицы по оси 𝑦 и оставляет 𝑧-координату 

неизменной. 

9. Постройте матрицу вращения, которая вращает на 30° вдоль оси 

(1, 1, 1). 

10. Постройте матрицу переноса, которая перемещает на 4 единицы 

по оси 𝑥, 0 единиц по оси 𝑦 и −9 единиц по оси 𝑧. 

11. Постройте единую матрицу преобразования, которая сначала 

масштабирует на 2 единицы по оси 𝑥, −3 единицы по оси 𝑦 и оставляет 𝑧-

координату неизменной, а затем переносит на 4 единицы по оси 𝑥, 0 единиц 

по оси 𝑦 и −9 единиц по оси 𝑧. 

12. Постройте единую матрицу преобразования, которая сначала 

вращает на 45° вокруг оси 𝑦, а затем переносит на −2 единицы по оси 𝑥, 5 

единиц по оси 𝑦 и 1 единицу по оси 𝑧. 

13. Повторите Пример 3.2, но на этот раз масштабируйте квадрат на 

1.5 единицы по оси 𝑥, 0.75 единицы по оси 𝑦 и оставьте ось 𝑧 неизменной. 

Постройте графики с изображением геометрии до и после преобразования, 

чтобы подтвердить корректность преобразования. 

14. Повторите Пример 3.3, но на этот раз вращайте квадрат на −45° 
по часовой стрелке вокруг оси 𝑦 (то есть на 45° против часовой стрелки). 

Постройте графики с изображением геометрии до и после преобразования, 

чтобы подтвердить корректность преобразования. 

15. Повторите Пример 3.4, но на этот раз перенесите квадрат на −5 

единиц по оси 𝑥, −3.0 единицы по оси 𝑦 и 4.0 единицы по оси 𝑧. Постройте 

графики с изображением геометрии до и после преобразования, чтобы 

подтвердить корректность преобразования. 

16. Покажите, что 𝑅𝑛(𝑣) = 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑣 + (1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)(𝑛 ⋅  𝑣)𝑛 +
𝑠𝑖𝑛𝜃 (𝑛 ×  𝑣) является линейным преобразованием, и найдите его 

стандартное матричное представление. 

17. Докажите, что строки матрицы 𝑅𝑦 ортонормированны. В качестве 

дополнительного более сложного задания можете также доказать то же 

самое для общей матрицы вращения (матрицы вращения вокруг 

произвольной оси). 

18. Докажите, что матрица 𝑀 является ортогональной тогда и только 

тогда, когда 𝑀𝑇 = 𝑀−1.  

19. Вычислите: 
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[𝑥, 𝑦, 𝑧, 1] [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧 1

]    и    [𝑥, 𝑦, 𝑧, 0] [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧 1

] 

Происходит ли перенос точки? Происходит ли перенос вектора? 

Почему не имеет смысла производить перенос для координат вектора в 

стандартном положении? 

20. Проверьте, что операцию обратного масштабирования можно 

описать с помощью матрицы, обратной матрице масштабирования; то есть 

покажите, путем непосредственного умножения матриц, что 𝑆𝑆−1 =
𝑆−1𝑆 =  𝐼. Аналогично, проверьте, что операцию обратного переноса 

можно описать с помощью матрицы, обратной матрице переноса; то есть 

покажите, что  𝑇𝑇−1 = 𝑇−1𝑇 =  𝐼. 

21. Предположим, что у нас есть системы координат 𝐴 и 𝐵. Пусть 𝑝𝐴 =
(1,−2,0) и 𝑞𝐴 = (1,2,0) представляют точку и некоторую силу в системе 

координат A соответственно. Более того, пусть: 

𝑄𝐵 = (−6,2,0), 𝑢𝐵 = (
1

√2
,
1

√2
, 0), 𝑣𝐵 = (−

1

√2
,

1

√2
, 0), и 𝑤𝐵 = (0,0,1) 

описывают систему координат 𝐴 в координатах системы 𝐵. Постройте 

матрицу перехода между системами координат, которая переводит 

координаты из системы 𝐴 в координаты системы 𝐵, и найдите 𝑝𝐵 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) 

и 𝑞𝐵 = (𝑥, 𝑦, 𝑧). Изобразите результат на графике в качестве доказательства 

состоятельности своего ответа. 

22. У векторов существуют линейные комбинации. Также существует 

и аналог линейных комбинаций, но по отношению к точкам. Таким 

аналогом для точек является следующая аффинная комбинация: 𝑝 =
𝑎1𝑝1+. . . +𝑎𝑛𝑝𝑛, где 𝑎1+. . . +𝑎𝑛  =  1 и 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛  — это точки. Скаляры 𝑎𝑘 

можно рассматривать как "веса" точек, которые описывают, насколько 

большое влияние точка 𝑝𝑘 оказывает на определение 𝑝. Грубо говоря, чем 

ближе 𝑎𝑘 к 1, тем ближе 𝑝 будет к 𝑝𝑘, а отрицательное 𝑎𝑘 как бы 

"отталкивает" 𝑝 от 𝑝𝑘 (следующее упражнение должно помочь развить вам 

интуитивное понимание этой идеи). Такие “веса” также известны как 

барицентрические координаты. Покажите, что аффинную комбинацию 

можно записать в виде точки плюс вектора:  

𝑝 = 𝑝1 + 𝑎2(𝑝2 − 𝑝1)+. . . +𝑎𝑛(𝑝𝑛 − 𝑝1) 

23. Рассмотрите треугольник, определенный точками 𝑝1 = (0,0,0), 

𝑝2 = (0,1,0) и 𝑝3 = (2,0,0). Постройте графики следующих точек: 

1. 
1

3
𝑝1 +

1

3
𝑝2 +

1

3
𝑝3  

2. 0.7𝑝1 + 0.2𝑝2 + 0.1𝑝3  

3. 0.0𝑝1 + 0.5𝑝2 + 0.5𝑝3  
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4. −0.2𝑝1 + 0.6𝑝2 + 0.6𝑝3  

5. 0.6𝑝1 + 0.5𝑝2 − 0.1𝑝3  

6. 0.8𝑝1 − 0.3𝑝2 + 0.5𝑝3  

Что особенного в точке пункта 1? Каковы будут барицентрические 

координаты 𝑝2 и точки (1, 0, 0) в терминах 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3? Можете ли вы сделать 

предположение о том, где точка 𝑝 будет располагаться относительно 

треугольника, если одна из барицентрических координат отрицательна? 

24. Одной из главных особенностей аффинного преобразования 

является то, что оно сохраняет аффинные комбинации. Докажите, что 

аффинное преобразование 𝛼(𝑢) сохраняет аффинные комбинации; то есть 

𝛼(𝑎1𝑝1+. . . +𝑎𝑛𝑝𝑛) = 𝑎1𝛼(𝑝1)+. . . +𝑎𝑛𝛼(𝑝𝑛), если 𝑎1+. . . +𝑎𝑛  =  1. 

25. Рассмотрите Рисунок 3.16. Распространенное преобразование 

изменения координат в компьютерной графике — это переход из системы 

координат 𝐴 (квадрат [−1,1]2) в систему координат B (квадрат [0,1]2, где 

ось 𝑦 направлена в обратную сторону по отношению к оси 𝑦 из системе 

отсчета 𝐴). Докажите, что преобразование изменения системы координат от 

системы 𝐴 к системе 𝐵 происходит следующим образом: 

[𝑥, 𝑦, 0,1] [

0.5 0 0 0
0 −0.5 0 0
0 0 1 0

0.5 0.5 0 1

] = [𝑥′, 𝑦′, 0,1] 

Рис. 3.16. Переход из системы координат A (квадрат [−1,1]2) в систему 

координат B (квадрат [0,1]2, где ось y направлена в обратную сторону по 

отношению к оси y из системе отсчета A). 

26. В предыдущей главе упоминалось, что определитель связан с 

объемом параллелепипеда при линейном преобразовании. Найдите 
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определитель матрицы масштабирования и соотнесите результат с 

понятием объема. 

27. Рассмотрите преобразование 𝜏, которое трансформирует квадрат в 

параллелограмм, заданное следующим образом:  

𝜏(𝑥, 𝑦) = (3𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 2𝑦) 

Найдите стандартное матричное представление этого преобразования 

и покажите, что определитель матрицы преобразования равен площади 

параллелограмма, заданного с помощью 𝜏(𝑖) и 𝜏(𝑗). 

Рис. 3.17. Преобразование, которое трансформирует квадрат в 

параллелограмм. 

28. Покажите, что определитель матрицы вращения вокруг оси 𝑦 

равен 1. На основе вышеизложенного объясните, почему он равен 1. В 

качестве дополнительного более сложного задания, можете показать, что 

определитель общей матрицы вращения (матрицы вращения вокруг 

произвольной оси) равен 1. 

29. Алгебраически матрицу вращения можно охарактеризовать как 

ортогональную матрицу с определителем, равным 1. Если мы посмотрим на 

Рисунок 3.7. совместно с упражнением 24, это имеет смысл; повернутые 

базисные векторы 𝜏(𝑖), 𝜏(𝑗) и 𝜏(𝑘) имеют единичную длину и взаимно 

ортогональны; кроме того, вращение не изменяет размер объекта, поэтому 

определитель должен быть равен 1. Покажите, что произведение двух 

матриц вращения 𝑅1𝑅2 = 𝑅 также является матрицей вращения. То есть, 

покажите, что 𝑅𝑅𝑇 = 𝑅𝑇𝑅 = 𝐼 (показывая, что матрица 𝑅 является 

ортогональной) и что 𝑑𝑒𝑡 𝑅 =  1. 

30. Покажите, что для матрицы вращения 𝑅 выполняются следующие 

свойства:  

1. (𝑢𝑅) ⋅ (𝑣𝑅) = 𝑢 ⋅ 𝑣   Сохранение результата скалярного 

произведения 

2. ||𝑢𝑅|| = ||𝑢||    Сохранение длины 
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3. 𝜃(𝑢𝑅, 𝑣𝑅) = 𝜃(𝑢, 𝑣)   Сохранение угла, где 𝜃(𝑥, 𝑦) является 

углом между x и y: 𝜃(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑜𝑠−1 𝑥⋅𝑦

||𝑥|| ||𝑦||
 

Объясните, почему все эти свойства имеют смысл для вращения. 

31. Найдите матрицы масштабирования, вращения и переноса, 

произведение которых преобразует отрезок линии с начальной точкой 𝑝 =
(0,0,0) и конечной точкой 𝑞 = (0,0,1) в отрезок линии длиной 2, 

параллельный вектору (1, 1, 1), с начальной точкой (3, 1, 2). 

32. Предположим, у нас есть квадрат, расположенный в точке (x, y, z). 

Преобразование масштабирования, которое мы определили, использует 

начало координат в качестве точки, относительно которой происходит 

масштабирование. Из-за этого масштабирование этого квадрата (центр 

которого смещен относительно начала координат) имеет побочный эффект 

при перемещении (Рисунок 3.18.(a)). Такой эффект может быть 

нежелательным в некоторых ситуациях. Найдите преобразование, которое 

масштабирует квадрат относительно его центра. 

Рис. 3.18. (a) Масштабирование на 2 единицы (то есть в 2 раза) вдоль оси 

𝑥, которое приводит к смещению центра фигуры. (b) Масштабирование на 

2 единицы (то есть в 2 раза) вдоль оси 𝑥, которое не приводит к смещению 

центра фигуры.   
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