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Quidquid praecepies, esto brevis1 
óÂÏÛ ·˚ Ú˚ ÌË Û˜ËÎ, ·Û‰¸ Íð‡ÚÓÍ 
                                               _  

á‡ÔÓ‚Â‰¸ ÉÓð‡ˆËfl. 
 
 

ÉÎ‡‚‡ 1 

Ñ‚ÓÈÌ˚Â Ë ÚðÓÈÌ˚Â ËÌÚÂ„ð‡Î˚ 

 

§1. Ñ‚ÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î 

1. éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡. 

èðÂÊ‰Â ˜ÂÏ ‰‡Ú¸ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡, Ò‰ÂÎ‡ÂÏ ÌÂ-

ÒÍÓÎ¸ÍÓ ÔðÂ‰‚‡ðËÚÂÎ¸Ì˚ı Á‡ÏÂ˜‡ÌËÈ Ë ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËÈ. 

éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ 1. äðË‚‡fl K  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔðÓÒÚÓÈ ÍðË‚ÓÈ, ÂÒÎË 

ÓÌ‡ ð‡ÒÔ‡‰‡ÂÚÒfl Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ˜‡ÒÚÂÈ, Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÍÓÚÓð˚ı 

ËÏÂÂÚ Ûð‡‚ÌÂÌËÂ ‚Ë‰‡ ( )y f x=  ËÎË ( )x yϕ= , ÔðË˜ÂÏ ÙÛÌÍˆËË ( )f x  

Ë ( )yϕ  ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓðÓÏ ÔðÓÏÂÊÛÚÍÂ [ , ]a b  ËÎË [ , ]p q  ÒÓ-

ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. 

Ç ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÂÒÎË ÍðË‚‡fl K  – ÔðÓÒÚ‡fl, Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl, Ò‡ÏÓÌÂÔÂ-

ðÂÒÂÍ‡˛˘‡flÒfl ÍðË‚‡fl, ÎÂÊ‡˘‡fl ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy , ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó 

‚ÒÂı ÚÓ˜ÂÍ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ð‡Á·Ë‚‡ÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·ð‡ÁÓÏ Ì‡ ‰‚‡ 

Ò‚flÁÌ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡. å˚ ·Û‰ÂÏ ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ð‡ÒÒÏ‡ÚðË‚‡Ú¸ Ó·Î‡Ò-

ÚË, Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌ˚Â ÍðË‚ÓÈ K . íÓ˜ÍË, ÎÂÊ‡˘ËÂ Ì‡ ÍÓÌÚÛðÂ K , Ï˚ 

·Û‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸ ÔðËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘ËÏË Ó·Î‡ÒÚË D , ÍÓÚÓðÛ˛ Ó„ð‡ÌË˜Ë‚‡ÂÚ 

˝ÚÓÚ ÍÓÌÚÛð, Ú.Â. ·Û‰ÂÏ ð‡ÒÒÏ‡ÚðË‚‡Ú¸ Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ Ó·Î‡ÒÚ¸ D , Ó„ð‡-

ÌË˜ÂÌÌÛ˛ ÔðÓÒÚ˚Ï Ò‡ÏÓÌÂÔÂðÂÒÂÍ‡˛˘ËÏÒfl ÍÓÌÚÛðÓÏ K . 

                                                 
1 

 /  /  /  /

Úð‡ÌÒÍðËÔˆËfl [Í‚Ë‰Í‚Ë‰ Ôð˝ˆ˝ÔË˝Ò, ˝ÒÚÓ ·ð˝‚ËÒ]  
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å˚ ·Û‰ÂÏ Ú‡ÍÊÂ ð‡ÒÒÏ‡ÚðË‚‡Ú¸ ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ÔðÓÒÚ˚Â Ó·Î‡ÒÚË, 

ÔÓÌËÏ‡fl ÔÓ‰ ˝ÚËÏ Ó·Î‡ÒÚË, Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌ˚Â ÔðÓÒÚ˚ÏË ÍðË‚˚ÏË Ë Ú‡-

ÍËÂ, ˜ÚÓ Î˛·‡fl ÔðflÏ‡fl, Ô‡ð‡ÎÎÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Ï ÓÒflÏ, ÔÂðÂÒÂ-

Í‡ÂÚ „ð‡ÌËˆÛ Ó·Î‡ÒÚË ÌÂ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ ‚ ‰‚Ûı ÚÓ˜Í‡ı (ðËÒ. 1.1.1).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ÖÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˜ÚÓ Í ˜ËÒÎÛ Ú‡ÍËı Ó·Î‡ÒÚÂÈ Ï˚ ·Û‰ÂÏ ÓÚÌÓÒËÚ¸ Ë 

Ó·Î‡ÒÚË, ÍÓÚÓð˚Â ÏÓÊÌÓ ð‡Á·ËÚ¸ Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ó·Î‡ÒÚÂÈ ÛÍ‡-
Á‡ÌÌÓ„Ó ‚˚¯Â ÚËÔ‡ (ðËÒ. 1.1.2). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÔðÓÒÚÛ˛ Ó·Î‡ÒÚ¸ D  (ðËÒ. 1.1.3), Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÛ˛ ÍðË-

‚ÓÈ K , Ë Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂðÂÁ ( , )r M N  ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ð‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û 

ÚÓ˜Í‡ÏË M  Ë N , ÎÂÊ‡˘ËÏË Ì‡ ÍðË‚ÓÈ K . ç‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ð‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË M  Ë N  ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ‰Ë‡-
ÏÂÚðÓÏ Ó·Î‡ÒÚË D . Ñ‡‰ËÏ ÚÂÔÂð¸ ÒÚðÓ„ÓÂ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÔÓÌflÚËfl 
ÔÎÓ˘‡‰Ë Ó·Î‡ÒÚË D , Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÍÓÌÚÛðÓÏ K (ðËÒ. 1.1.4). 

èÛÒÚ¸ R  ÂÒÚ¸ ÌÂÍÓÚÓð˚È ÔðflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ÒÓ ÒÚÓðÓÌ‡ÏË, Ô‡ð‡Î-
ÎÂÎ¸Ì˚ÏË ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Ï ÓÒflÏ, ÒÓ‰ÂðÊ‡˘ËÈ ÍÓÌÚÛð K  ˆÂÎËÍÓÏ 

êËÒ. 1.1.3 

x  

y

0 

êËÒ. 1.1.4 

y

0 x  

D  

N

M  

D  

K  

êËÒ. 1.1.1 

x  

y

0 

êËÒ. 1.1.2 

y

0 x  

D  

2D  

1D 3D  
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‚ÌÛÚðË ÒÂ·fl, ÌÂ Á‡‰Â‚‡fl ÚÓ˜ÂÍ ÍÓÌÚÛð‡ K . ê‡ÁÓ·¸ÂÏ ÔðflÏÓÛ„ÓÎ¸-
ÌËÍ R  ÒÂÚ¸˛ ÔðflÏ˚ı, Ô‡ð‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Ï ÓÒflÏ, Ì‡ Ôðfl-
ÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍË (fl˜ÂÈÍË). ç‡Ë·ÓÎ¸¯ËÈ ËÁ ‰Ë‡ÏÂÚðÓ‚ fl˜ÂÂÍ Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ 

˜ÂðÂÁ λ  Ë ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ð‡Ì„ÓÏ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl. 

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂðÂÁ 1S  ÒÛÏÏÛ ÔÎÓ˘‡‰ÂÈ fl˜ÂÂÍ, ˆÂÎËÍÓÏ ÎÂÊ‡˘Ëı ‚ 

Ó·Î‡ÒÚË D  Ë ÌÂ Á‡‰Â‚‡˛˘Ëı ÍÓÌÚÛð‡ K , ‡ ˜ÂðÂÁ 2S  – ÒÛÏÏÛ ÔÎÓ-

˘‡‰ÂÈ fl˜ÂÂÍ, ËÏÂ˛˘Ëı Ò Ó·Î‡ÒÚ¸˛ D  ËÎË ÂÂ ÍÓÌÚÛðÓÏ ıÓÚfl ·˚ 
Ó‰ÌÛ Ó·˘Û˛ ÚÓ˜ÍÛ. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ 1 2S S≤ . ÖÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·˘ËÈ 

ÔðÂ‰ÂÎ 1 2lim lim
n n
S S S

→∞ →∞
= =  ÔðË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ˜ËÒÎÓ fl˜ÂÂÍ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡-

ÂÚÒfl, ‡ ð‡Ì„ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl λ  ÒÚðÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛ (Ú.Â. 0λ → ), ÚÓ ˜ËÒÎÓ 

S  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÎÓ˘‡‰¸˛ Ó·Î‡ÒÚË D , ‡ Ò‡Ï‡ Ó·Î‡ÒÚ¸ D  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl 

Í‚‡‰ðËðÛÂÏÓÈ. 
ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÚÂÔÂð¸ ÌÂÍÓÚÓðÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ ( , )f x y , ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌÌÛ˛ ‚ 

ÔðÓÒÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D , Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÍÓÌÚÛðÓÏ K  (ðËÒ. 1.1.5). Ñ‡‰ËÏ 
ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ 2 (ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡). ê‡ÁÓ·¸ÂÏ 
Ó·Î‡ÒÚ¸ D  ÒÂÚ¸˛ ÔðÓÒÚ˚ı ÍðË‚˚ı ÔðÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï Ó·ð‡ÁÓÏ Ì‡ 
fl˜ÂÈÍË 1D , 2D , ..., nD  Ò ÔÎÓ˘‡‰flÏË 1SΔ , 2SΔ , ..., nSΔ  Ë ‰Ë‡ÏÂÚ-

ð‡ÏË 1d , 2d , ..., nd . ç‡Ë·ÓÎ¸¯ËÈ ËÁ ‰Ë‡ÏÂÚðÓ‚ Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂðÂÁλ  – 

ð‡Ì„ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl. 

êËÒ. 1.1.5 

x

y

z

0

: ( , )S z f x y=

( , )k kf x y  

( , )k k kM x y  D
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Ç Í‡Ê‰ÓÈ ˜‡ÒÚÌÓÈ fl˜ÂÈÍÂ kD  ‚ÓÁ¸ÏÂÏ ÔðÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ 

( , )k k kM x y  Ë ‚˚˜ËÒÎËÏ ‚ ÌÂÈ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ( , )k kf x y . ìÏÌÓ-

ÊËÏ Á‡ÚÂÏ ( , )k kf x y  Ì‡ ÔÎÓ˘‡‰¸ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ fl˜ÂÈÍË kSΔ  Ë 

ÔðÓÒÛÏÏËðÛÂÏ ‚ÒÂ Ú‡ÍËÂ ÔðÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl, Ú.Â. ÒÓÒÚ‡‚ËÏ ÒÛÏÏÛ 

1

( , )
n

n k k k
k

f x y Sσ
=

= ⋅ Δ∑ , ÍÓÚÓð‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÌÚÂ„ð‡Î¸ÌÓÈ ÒÛÏÏÓÈ 

ËÎË ÒÛÏÏÓÈ êËÏ‡Ì‡. àÁÏÂÎ¸˜‡fl ‰‡Î¸¯Â ‰ðÓ·ÎÂÌËÂ ÔðË ÛÒÎÓ‚ËË, 
˜ÚÓ ð‡Ì„ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl 0λ → , Ë˘ÂÏ ÔðÂ‰ÂÎ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ËÌ-
ÚÂ„ð‡Î¸Ì˚ı ÒÛÏÏ 

0

lim nn
I

λ

σ
→∞
→

= . ÖÒÎË ˝ÚÓÚ ÔðÂ‰ÂÎ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ë ÌÂ 

Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÒÔÓÒÓ·‡ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl Ë ‚˚·Óð‡ ÚÓ˜ÂÍ kM , ÚÓ ÓÌ Ì‡Á˚‚‡-

ÂÚÒfl ‰‚ÓÈÌ˚Ï ËÌÚÂ„ð‡ÎÓÏ ÓÚ ÙÛÌÍˆËË ( , )k kf x y  ÔÓ Ó·Î‡ÒÚË D  

Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Ú‡Í: 
( , )

D

I f x y dxdy= ∫∫ . 

ë‡Ï‡ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„ð‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ( , )f x y  ÔðË ˝ÚÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl 

ËÌÚÂ„ðËðÛÂÏÓÈ ÔÓ Ó·Î‡ÒÚË D . 
àÚ‡Í, ÔðËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÔðË‚Â‰ÂÌÌÓÂ ‚˚¯Â ð‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËÂ, 

Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÍÓðÓÚÍÓ ÓÔðÂ‰ÂÎËÚ¸ ‰‚ÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î ÓÚ ÙÛÌÍˆËË 
( , )f x y  ÔÓ Ó·Î‡ÒÚËD  Í‡Í ÔðÂ‰ÂÎ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ËÌÚÂ„ð‡Î¸Ì˚ı 

ÒÛÏÏ êËÏ‡Ì‡, Ú.Â. 

10

( , ) lim ( , )
ndef

k k kn
kD

f x y dxdy f x y S
λ
→∞

=→

= ⋅ Δ∑∫∫ . 

íÂÓðÂÏ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡. ÖÒÎË ÔÓ‰˚ÌÚÂ-
„ð‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ( , )f x y  ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔðÓÒÚÓÈ 

Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D , ÚÓ ÓÌ‡ ‚ ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ËÌÚÂ„ðËðÛÂÏ‡. 
(ÅÂÁ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡.) 

2. ÉÂÓÏÂÚðË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡. 

ÖÒÎË 0( , )f x y >  ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔðÓÒÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D , ÔÓ ÍÓÚÓðÓÈ 

‚Â‰ÂÚÒfl ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËÂ, ÚÓ ÌÂÔÓÒðÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÁ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËfl ‰‚ÓÈ-
ÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ (ðËÒ. 1.1.5), ˜ÚÓ ‰‚ÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î 

( , )
D

f x y dxdy∫∫  ‰‡ÂÚ Ì‡Ï Ó·˙ÂÏ ÚÂÎ‡, Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÒÌËÁÛ Ó·Î‡ÒÚ¸˛ 

D , Ò‚ÂðıÛ – ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛, Ûð‡‚ÌÂÌËÂ ÍÓÚÓðÓÈ ( , )z f x y= , ‡ Ò ·ÓÍÓ‚ 
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– ˆËÎËÌ‰ðË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛, Ó·ð‡ÁÛ˛˘ËÂ ÍÓÚÓðÓÈ Ô‡ð‡ÎÎÂÎ¸-
Ì˚ ÓÒË Oz , ‡ Ì‡Ôð‡‚Îfl˛˘ÂÈ ÒÎÛÊËÚ „ð‡ÌËˆ‡ Ó·Î‡ÒÚË D  (ÍÓÌÚÛð 
K ), Ú.Â. 

( , )T
D

v f x y dxdy= ∫∫ . 

ÖÒÎË ÔÓ‰˚ÌÚÂ„ð‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl 1( , )f x y = , ÚÓ 

D
D

S dxdy= ∫∫ , 

„‰Â DS  – ÔÎÓ˘‡‰¸ Ó·Î‡ÒÚË D . 

3. ë‚ÓÈÒÚ‚‡ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡. 

ÑÓÔÛÒÚËÏ ‰‡ÎÂÂ, ˜ÚÓ 1c const= , 2c const= , ‡ 1( , )f x y  Ë 2( , )f x y  – 

ÙÛÌÍˆËË, ËÌÚÂ„ðËðÛÂÏ˚Â ‚ Ó·Î‡ÒÚË D . íÓ„‰‡ ÌÂÔÓÒðÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÁ 

ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËfl ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ Ó˜Â‚Ë‰Ì‡ ÒÔð‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸ Ò‚ÓÈÒÚ‚ 
1-5, ÍÓÚÓð˚Â Ï˚ ÔðË‚Â‰ÂÏ ·ÂÁ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡. 

1. ( , ) ( , )
D D

c f x y dxdy c f x y dxdy⋅ =∫∫ ∫∫ . 

2. [ ]1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )
D D D

c f x y c f x y dxdy c f x y dxdy c f x y dxdy± = ±∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

3. ÖÒÎË Ó·Î‡ÒÚ¸ D  ð‡Á·ËÚ¸ ÔðÓÒÚÓÈ ÍðË‚ÓÈ Ì‡ ‰‚Â ˜‡ÒÚË 1D  Ë 

2D  (ðËÒ. 1.1.6), ÚÓ: 

1 2

( , ) ( , ) ( , )
D D D

f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy= +∫∫ ∫∫ ∫∫ , 

Ú.Â. ‰‚ÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î ÔÓ Ó·Î‡ÒÚË D  ð‡‚ÂÌ ÒÛÏÏÂ ‰‚ÓÈÌ˚ı ËÌÚÂ-
„ð‡ÎÓ‚ ÔÓ ˜‡ÒÚflÏ Ó·Î‡ÒÚË D .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ÖÒÎË ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·Î‡ÒÚË D   0( , )f x y ≥ , ÚÓ 

0( , )
D

f x y dxdy ≥∫∫ . 

x  

y

0 

1D
2D

êËÒ. 1.1.6 
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5. ÖÒÎË ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·Î‡ÒÚË D   1 2( , ) ( , )f x y f x y≤ , ÚÓ  

1 2( , ) ( , )
D D

f x y dxdy f x y dxdy≤∫∫ ∫∫ . 

6. ÖÒÎË ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·Î‡ÒÚË D  ÒÔð‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂð‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 
( , )m f x y M≤ ≤ , ÚÓ 

( , )D D
D

m S f x y dxdy M S⋅ ≤ ≤ ⋅∫∫ , 

„‰Â DS  – ÔÎÓ˘‡‰¸ Ó·Î‡ÒÚË D. 

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. Ç ÒËÎÛ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ 5 Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ  
( , )

D D D

mdxdy f x y dxdy Mdxdy≤ ≤∫∫ ∫∫ ∫∫ , 

ÓÚÍÛ‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ: 
( , )

D D D

m dxdy f x y dxdy M dxdy⋅ ≤ ≤ ⋅∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

éÒÚ‡ÂÚÒfl Û˜ÂÒÚ¸, ˜ÚÓ 

D
D

dxdy S=∫∫ . 

7. íÂÓðÂÏ‡ Ó ÒðÂ‰ÌÂÏ. ÖÒÎË ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË 
D  ( , )f x y  ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡, ÚÓ ÚÓ„‰‡ ‚ Ó·Î‡ÒÚË D  Ì‡È‰ÂÚÒfl ÚÓ˜Í‡ 

( , )P ξ η  Ú‡Í‡fl, ˜ÚÓ 

( , ) ( , ) D
D

f x y dxdy f Sξ η= ⋅∫∫ , 

„‰Â DS  – ÔÎÓ˘‡‰¸ Ó·Î‡ÒÚË D . 

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. í‡Í Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ( , )f x y  ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡ ‚ Á‡ÏÍ-

ÌÛÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D , ÚÓ ‚ ÌÂÈ ÓÌ‡ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ Ò‚ÓÂ„Ó Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó m  Ë 
Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó M  ÁÌ‡˜ÂÌËfl, Ú.Â. ÒÔð‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂð‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 

( , )m f x y M≤ ≤ , ÓÚÍÛ‰‡ ‚ ÒËÎÛ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ 5 ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ 

( , )D D
D

m S f x y dxdy M S⋅ ≤ ≤ ⋅∫∫ . 

ê‡Á‰ÂÎË‚ ÔÓ˜ÎÂÌÌÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Ì‡ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÛ˛ 
‚ÂÎË˜ËÌÛ DS , ÔÓÎÛ˜ËÏ 

1 ( , )
D D

m f x y dxdy M
S

≤ ≤∫∫ . 

Ç‚Ë‰Û ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl ( , )f x y  ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡ ‚ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ Ó·Î‡Ò-

ÚË D , ‡ m  Ë M  – ÂÂ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ Ë Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
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ÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÚÓ ‚ Ó·Î‡ÒÚË D  Ì‡È‰ÂÚÒfl ÌÂÍÓÚÓð‡fl ÚÓ˜Í‡ ( , )P ξ η  Ú‡Í‡fl, 

˜ÚÓ 
1 ( , ) ( , )
D D

f x y dxdy f
S

ξ η=∫∫ , 

ÓÚÍÛ‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ( , ) ( , ) D
D

f x y dxdy f Sξ η= ⋅∫∫ . 

áÌ‡˜ÂÌËÂ ( , )f ξ η  Ì‡Á˚‚‡˛Ú «ÒðÂ‰ÌËÏ» ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ ÙÛÌÍˆËË ‚ Ó·-

Î‡ÒÚË D . 

4. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡. 

Ç˚˜ËÒÎËÏ ‰‚ÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î ( , )
D

I f x y dxdy= ∫∫  ‚ ÔðÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËË, 

˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl ( , )f x y  ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡ ‚ Ó·Î‡ÒÚË D , ‡ Ó·Î‡ÒÚ¸ D  Ó„-

ð‡ÌË˜ÂÌ‡ ÒÌËÁÛ ÍðË‚ÓÈ 1( )y y x= , Ò‚ÂðıÛ ÍðË‚ÓÈ 2( )y y x=  (ðËÒ. 

1.1.7), ÔðË˜ÂÏ [ , ]x a b∈ . å˚ ÔðÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÏ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËË 1( )y x  Ë 

2( )y x  ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚ Ì‡ ÔðÓÏÂÊÛÚÍÂ [ , ]a b  Ë ‚ Í‡Ê‰ÓÈ Â„Ó ÚÓ˜ÍÂ 

1 2( ) ( )y x y x≤ . àÁ „ÂÓÏÂÚðË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÏ˚ÒÎ‡ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ flÒÌÓ, 

˜ÚÓ ‰‚ÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î ( , )
D

f x y dxdy∫∫  ‰‡ÂÚ Ì‡Ï Ó·˙ÂÏ ÚÂÎ‡, ËÁÓ·ð‡-

ÊÂÌÌÓ„Ó Ì‡ ðËÒ. 1.1.7. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

êËÒ. 1.1.7 

x

y

z

0 

( )F x

b

a

c

d
2( )y y x=  

1( )y y x=  x
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ç‡È‰ÂÏ Ó·˙ÂÏ ˝ÚÓ„Ó ÚÂÎ‡ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡. 
ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÔðÓ‚Â‰ÂÏ ÒÂ˜ÂÌËÂ ÚÂÎ‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ x const= . é·ÓÁÌ‡˜ËÏ 
ÔÎÓ˘‡‰¸ ˝ÚÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËfl ( )F x . àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ Ó·˙ÂÏ ÚÂÎ‡ ÔÓ ÔÎÓ˘‡-

‰flÏ ÒÂ˜ÂÌËÈ ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl Ú‡Í: 

( )
b

a

v F x dx= ∫ . 

éÒÚ‡ÂÚÒfl Ì‡ÈÚË ÔÎÓ˘‡‰¸ ÒÂ˜ÂÌËfl ( )F x . é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ˝ÚÓ ÒÂ˜Â-

ÌËÂ ÔðÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·Ó˛ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÛ˛ Úð‡ÔÂˆË˛, Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÛ˛ 
ÒÌËÁÛ ÔðflÏÓÈ x const= , Ò‚ÂðıÛ – ÍðË‚ÓÈ, Ûð‡‚ÌÂÌËÂ ÍÓÚÓðÓÈ 

( , )z f x y=  (ÔðË˜ÂÏ Á‰ÂÒ¸ x  ÙËÍÒËðÓ‚‡ÌÓ), ‡ Ò ·ÓÍÓ‚ – ÔðflÏ˚ÏË, 

Ô‡ð‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ÏË ÓÒË Oz . 
ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,  

2

1

( )

( )

( ) ( , )
y x

y x

F x f x y dy= ∫ . 

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl Ì‡È‰ÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ( )F x  ‚ ËÒıÓ‰Ì˚È ËÌÚÂ„ð‡Î, 

ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÏ: 
2

1

( )

( )

( , ) ( , )
y xb

D a y x

f x y dxdy f x y dy dx
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫ ∫ ∫ . 

àÌÚÂ„ð‡Î, ÒÚÓfl˘ËÈ ‚ Ôð‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ˝ÚÓ„Ó ð‡‚ÂÌÒÚ‚‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl 
ÔÓ‚ÚÓðÌ˚Ï ËÎË ‰‚ÛÍð‡ÚÌ˚Ï Ë Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡Í: 

2 2

1 1

( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( , )
y x y xb b

a y x a y x

f x y dy dx dx f x y dy
⎡ ⎤

=⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫ . 

àÚ‡Í, ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ú‡ÍÓÂ ‚˚ð‡ÊÂÌËÂ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ-
„ð‡Î‡ ˜ÂðÂÁ ÔÓ‚ÚÓðÌ˚È: 

2

1

( )

( )

( , ) ( , )
y xb

D a y x

f x y dxdy dx f x y dy=∫∫ ∫ ∫ . 

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ËÌÚÂ„ð‡Î 
2

1

( )

( )

( , )
y x

y x

f x y dy∫  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚðÂÌÌËÏ, 

ÔðË ˝ÚÓÏ „Ó‚ÓðflÚ, ˜ÚÓ ‚ÌÛÚðÂÌÌÂÂ ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËÂ ‚Â‰ÂÚÒfl ÔÓ ÔÂðÂ-
ÏÂÌÌÓÈ y , ‡ ‚ÌÂ¯ÌÂÂ – ÔÓ ÔÂðÂÏÂÌÌÓÈ x  (ðËÒ. 1.1.7). 

èðÓ‚Ó‰fl ÒÓ‚Âð¯ÂÌÌÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ð‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËfl, Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÔÓ-
ÎÛ˜ËÚ¸ ÚÓ˜ÌÓ Ú‡ÍÛ˛ ÊÂ ÙÓðÏÛÎÛ ‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ-
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„ð‡Î‡, „‰Â ‚ÌÛÚðÂÌÌÂÂ ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËÂ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÔÓ ÔÂðÂÏÂÌÌÓÈ 
x , ‡ ‚ÌÂ¯ÌÂÂ – ÔÓ ÔÂðÂÏÂÌÌÓÈ y : 

2

1

( )

( )

( , ) ( , )
x yd

D c x y

f x y dxdy dy f x y dx=∫∫ ∫ ∫ . 

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÌÂ Ë„ð‡ÂÚ ðÓÎË, ÔÓ Í‡ÍÓÈ ÔÂðÂÏÂÌÌÓÈ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚ-
Òfl ‚ÌÛÚðÂÌÌÂÂ ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËÂ, ‡ ÔÓ Í‡ÍÓÈ – ‚ÌÂ¯ÌÂÂ. 

èðËÏÂð 1. Ç˚˜ËÒÎËÚ¸ ÔÎÓ˘‡‰¸ Ó·Î‡ÒÚË D , Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÍðË-
‚˚ÏË y x= , 6x y+ = , 2y = , 0y =  Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ 

(ðËÒ. 1.1.8). 

êÂ¯ÂÌËÂ. êÂ¯ËÏ Á‡‰‡˜Û ‰‚ÛÏfl ÒÔÓÒÓ·‡ÏË. 

èÂð‚˚È ÒÔÓÒÓ·. ê‡ÁÓ·¸ÂÏ Ó·Î‡ÒÚ¸ D  Ì‡ ÚðË Ó·Î‡ÒÚË 1D , 2D  Ë 

3D , ÔðÓ‚Â‰fl ÔðflÏ˚Â 2x =  Ë 4x =  (ðËÒ. 1.1.8). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
íÓ„‰‡ ËÒÍÓÏ‡fl ÔÎÓ˘‡‰¸ 

1 2 3D D D DS S S S= + + , „‰Â 
1

1

D
D

S dxdy= ∫∫ , 

2
2

D
D

S dxdy= ∫∫ , 
3

3

D
D

S dxdy= ∫∫ . 

Ç˚˜ËÒÎËÏ Í‡Ê‰˚È ËÁ ËÌÚÂ„ð‡ÎÓ‚, ‚˚ÔÓÎÌflfl ‚ÌÛÚðÂÌÌÂÂ ËÌÚÂ„-
ðËðÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ ÔÂðÂÏÂÌÌÓÈ y , ‡ ‚ÌÂ¯ÌÂÂ – ÔÓ ÔÂðÂÏÂÌÌÓÈ x . íÓ„‰‡ 

ÔÓÎÛ˜ËÏ: 

1
1

2

0 0

x

D
D

S dxdy dx dy= =∫∫ ∫ ∫ . 

á‰ÂÒ¸ 1 0
0

 внутр

x
x

I dy y x= = =∫  

éÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÏ: 

x  

y

0 

êËÒ. 1.1.8 

y x=
2y =

6x y+ =

2 4 6 

1D 3D
2D

2  
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1

22 2 2

0 0

2 2
2 2D

x
S xdx= = = =∫ . 

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ÔðÂ‰ÂÎÓ‚ ‚ÌÛÚðÂÌÌÂ„Ó ËÌÚÂ„ðËðÓ-
‚‡ÌËfl ÔÓ ÔÂðÂÏÂÌÌÓÈ y  ÒÎÂ‰ÛÂÚ ˜ÂðÂÁ Ó·Î‡ÒÚ¸ 1D  ÔðÓ‚ÂÒÚË Ôðfl-

ÏÛ˛, Ô‡ð‡ÎÎÂÎ¸ÌÛ˛ ÓÒË Oy  Ë ÔÓÒÏÓÚðÂÚ¸, ÔðË Í‡ÍÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË y  

ÓÌ‡ ‚ıÓ‰ËÚ ‚ Ó·Î‡ÒÚ¸ 1D  Ë ÔðË Í‡ÍÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË y  ÓÌ‡ ËÁ Ó·Î‡ÒÚË 

1D  ‚˚ıÓ‰ËÚ. ùÚÓ Ë ·Û‰ÛÚ ÔðÂ‰ÂÎ˚ ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl. Ä ËÏÂÌÌÓ: ‚ıÓ-

‰ËÏ ‚ Ó·Î‡ÒÚ¸ 1D  ÔðË 0y =  (ÌËÊÌËÈ ÔðÂ‰ÂÎ ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl), ‡ 

‚˚ıÓ‰ËÏ ËÁ Ó·Î‡ÒÚË ÔðË y x=  (˜ÂðÂÁ ÔðflÏÛ˛, Ûð‡‚ÌÂÌËfl ÍÓÚÓðÓÈ 

y x= ; ˝ÚÓ ‚ÂðıÌËÈ ÔðÂ‰ÂÎ ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ). 

ëÓ‚Âð¯ÂÌÌÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ: 

2
2

4 2

2 0
D

D

S dxdy dx dy= =∫∫ ∫ ∫ , 
2

2

0
0

22 внутрI dy y= = =∫ ; 

2

44 4

2 2 2

2 2 2 2 4 2 4( )DS dx dx x= = = ⋅ = − =∫ ∫ . 

3

3

6 6

4 0

x

D
D

S dxdy dx dy
−

= =∫∫ ∫ ∫ , 
6

6

0
0

63 внутр

x
x

I dy y x
−

−
= = = −∫ ; 

3

66 2

4 4

36 166 6 36 24 18 16 2
2 2 2

( )D

x
S x dx x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = − − − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ . 

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ 
1 2 3

2 4 2 8D D D DS S S S= + + = + + = . 

àÚ‡Í,  8DS = . 

ÇÚÓðÓÈ ÒÔÓÒÓ·. Ç˚·Ëð‡fl ‚ÌÛÚðÂÌÌÂÂ ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ ÔÂðÂ-
ÏÂÌÌÓÈ x , ‡ ‚ÌÂ¯ÌÂÂ ÔÓ ÔÂðÂÏÂÌÌÓÈ y , ÏÓÊÂÏ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ËÒÍÓÏÛ˛ 

ÔÎÓ˘‡‰¸ Ú‡Í: 
62

0

y

D
D y

S dxdy dy dx
−

= =∫∫ ∫ ∫ . 

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔðË Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËË ÔðÂ‰ÂÎÓ‚ ‚ÌÛÚðÂÌÌÂ„Ó ËÌÚÂ„ðËðÓ-
‚‡ÌËfl (ÔÓ ÔÂðÂÏÂÌÌÓÈ x ), Ï˚ Ï˚ÒÎÂÌÌÓ ÔðÓ‚Â‰ÂÏ ÔðflÏÛ˛, Ô‡ð‡Î-
ÎÂÎ¸ÌÛ˛ ÓÒË Ox . éÌ‡ ‚ıÓ‰ËÚ ‚ Ó·Î‡ÒÚ¸ D  ÔðË x y= , ‡ ‚˚ıÓ‰ËÚ – 

˜ÂðÂÁ ÔðflÏÛ˛, Ûð‡‚ÌÂÌËÂ ÍÓÚÓðÓÈ 6x y+ = , Ú.Â. ÔðË 6x y= − . á‡-

ÍÓÌ˜ËÏ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂ: 
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6
6 6 6 2внутр ( )

y
y

y
y

I dx x y y y
−

−
= = = − − = −∫ ; 

22 2

0 0

6 2 6 2 12 4 8
2

( )D

y
S y dy y

⎛ ⎞
= − = − ⋅ = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ , 

Ú.Â. Í‡Í Ë ÔðË ÔÂð‚ÓÏ ÒÔÓÒÓ·Â ðÂ¯ÂÌËfl, Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÎË, ˜ÚÓ 8DS = . 

èðËÏÂð 2. Ç˚˜ËÒÎËÚ¸: 
2( )

D

I x y dxdy= +∫∫ , 

„‰Â Ó·Î‡ÒÚ¸ D  Ó„ð‡ÌË˜ÂÌ‡ ÔðflÏ˚ÏË 0y = , y x= , 4x y+ =  (ðËÒ. 

1.1.9). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

êÂ¯ÂÌËÂ. êÂ¯ËÏ ÔðËÏÂð ‰‚ÛÏfl ÒÔÓÒÓ·‡ÏË. 

èÂð‚˚È ÒÔÓÒÓ·. Ç˚ÔÓÎÌËÏ ‚ÌÛÚðÂÌÌÂÂ ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ ÔÂðÂ-
ÏÂÌÌÓÈ x , ‡ ‚ÌÂ¯ÌÂÂ – ÔÓ y , ÚÓ„‰‡ ÔÓÎÛ˜ËÏ: 

42
2

0

( )
y

y

I dy x y dx
−

= +∫ ∫ . 

Ç˚˜ËÒÎËÏ ‚ÌÛÚðÂÌÌËÈ ËÌÚÂ„ð‡Î: 
44 2

2 2 3 22 4 4 8
2внутр ( )

yy

y y

x
I x y dx xy y y y

−− ⎛ ⎞
= + = + = − + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . 

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl Ì‡È‰ÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚ ‚˚ð‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl I , ÔÓÎÛ˜ËÏ: 
22 4 3

2 3 2 2

0 0

4 322 4 4 8 2 8
2 3 3

( )
D

y y
I x y dxdy y y y dy y y

⎛ ⎞
⎡ ⎤= + = − + − + = − + − + =⎜ ⎟⎣ ⎦

⎝ ⎠
∫∫ ∫

. 
ÇÚÓðÓÈ ÒÔÓÒÓ·. ÇÌÛÚðÂÌÌÂÂ ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËÂ ‚˚ÔÓÎÌËÏ ÔÓ ÔÂðÂ-

ÏÂÌÌÓÈ y , ‡ ‚ÌÂ¯ÌÂÂ – ÔÓ x . á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔðË ˝ÚÓÏ Ó·Î‡ÒÚ¸ D  

Ï˚ ‰ÓÎÊÌ˚ ð‡Á·ËÚ¸ Ì‡ ‰‚Â Ó·Î‡ÒÚË 1D  Ë 2D  (Í‡Í ÛÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ðËÒ. 

x  

y

0 

êËÒ. 1.1.9 

y x= 4x y+ =

2 4

1D 2D

1 3  
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1.1.9); ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰‚ÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î ‚˚ð‡ÁËÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â ÒÛÏÏ˚ 
Ú‡ÍËı ‰‚Ûı ÔÓ‚ÚÓðÌ˚ı ËÌÚÂ„ð‡ÎÓ‚: 

 
2 4 4

2 2
1 2

0 0 2 0

( ) ( )
x x

I dx x y dy dx x y dy I I
−

= + + + = +∫ ∫ ∫ ∫ . 

 
3 3

2 2

0 0
3 31 внутр ( )

xx y x
I x y dy xy x

⎛ ⎞
= + = + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ; 

 

22 3 3 4
2

0 0

8 4 4
3 3 12 3 31
x x y

I x dx
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + = + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ . 

 

44 3 3
2 2

0 0

64 12 3
3 3 32 внутр ( )

xx y x
I x y dy xy x x

−− ⎛ ⎞
= + = + = − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ; 

 
4 3

2

2

64 2012 3
3 3 31

x
I x x dx

⎛ ⎞
= − + − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . 

 

àÚ‡Í, ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÏ: 1 2
20 324
3 3

I I I= + = + = . 

èðËÏÂð 3. Ç˚˜ËÒÎËÚ¸ Ó·˙ÂÏ ÚÂÎ‡, Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ 
1x y z+ + =  Ë ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ÏË ÔÎÓÒÍÓÒÚflÏË 0x = , 0y = , 0z = . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

êÂ¯ÂÌËÂ. èðËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ „ÂÓÏÂÚðË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ ‰‚ÓÈ-
ÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡, Ï˚ ÏÓÊÂÏ Ì‡ÔËÒ‡Ú¸, ˜ÚÓ  

T
D

v zdxdy= ∫∫ . 

á‰ÂÒ¸ D  – ÚðÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ, ÎÂÊ‡˘ËÈ ‚ ÓÒÌÓ‚‡ÌËË ÔËð‡ÏË‰˚, ‡ z =  
1 x y= − − , Ú.Â.  

êËÒ. 1.1.10 

x

y

z

0

1

1

1
A

C

BD

1x y+ =
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1 1

0 0

1 1( ) ( )
x

T
D

v x y dxdy dx x y dy
−

= − − = − −∫∫ ∫ ∫ . 

ÇÌÛÚðÂÌÌËÈ ËÌÚÂ„ð‡Î: 
11 2 2 2

2

0 0

1 11 1 1
2 2 2внутр

( ) ( )( ) ( ) ( )
xx y x x

I x y dy x y x
−− ⎡ ⎤ − −

= − − = − ⋅ − = − − =⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫
. 

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 
11 12 3

2 2

0 0 0

1 1 1 11 2
2 2 2 3 6

( ) ( )T

x x
v dx x x dx x x

⎛ ⎞−
= = − + = − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ , 

Ú.Â. ËÒÍÓÏ˚È Ó·˙ÂÏ ÚÂÎ‡ T  ð‡‚ÂÌ 
1
6Tv = . 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ËÒÍÓÏ˚È Ó·˙ÂÏ Ï˚ ÏÓ„ÎË ·˚ Ì‡ÈÚË, 
ÔÓÎ¸ÁÛflÒ¸ ÁÌ‡ÌËflÏË, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ÏË ‚ ÒðÂ‰ÌÂÈ ¯ÍÓÎÂ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸-
ÌÓ, ÚÂÎÓ T  ÂÒÚ¸ ÌÂ ˜ÚÓ ËÌÓÂ, Í‡Í ÔËð‡ÏË‰‡, ÔÎÓ˘‡‰¸ ÓÒÌÓ‚‡ÌËfl ÍÓ-
ÚÓðÓÈ ÂÒÚ¸ ÔðflÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚È ÚðÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ AOB , ÔðË˜ÂÏ 

1 1 11 1
2 2 2AOBS OA OBΔ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = . Ç˚ÒÓÚ‡ ÔËð‡ÏË‰˚ 1h OC= = . 

1
3пир оснv S h= ⋅ , Ú.Â. 

1 1 11
3 2 6пирv = ⋅ ⋅ = . 

5. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ ÔÎÓ˘‡‰Ë ÍðË‚ÓÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË Ò ÔÓÏÓ˘¸˛     
‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡. 

ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸, Á‡‰‡ÌÌÛ˛ Ûð‡‚ÌÂÌËÂÏ 0( , , )F x y z = . 

ÑÓÔÛÒÚËÏ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl ( , , )F x y z  ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡ Ë ËÏÂÂÚ ÌÂÔðÂð˚‚-

Ì˚Â ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â xF ′ , yF ′ , zF ′ . ÑÓÔÛÒÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ÚðË ˜‡ÒÚ-

Ì˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÌÂ Ó·ð‡˘‡˛ÚÒfl ‚ ÌÓÎ¸ ÌË ‚ Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‚Âðı-
ÌÓÒÚË S , Ú.Â. ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S  ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ËÏÂÂÚ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ 
ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸. å˚ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÎË ð‡ÌÂÂ, ˜ÚÓ ÔðË Ú‡ÍËı ÔðÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflı ‚ 
Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ M  ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÓðÏ‡Î¸ Í ÔÓ‚ÂðıÌÓ-
ÒÚË N

uur
, ÔðË˜ÂÏ 

( , , ) ( , , ) ( , , )i j k
M MM

F x y z F x y z F x y z
N

x y z
∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂

uur r r ur
. 
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ÑÓÔÛÒÚËÏ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ˜ÚÓ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S  Á‡‰‡Ì‡ Ûð‡‚ÌÂÌËÂÏ 

( , )z f x y= . é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ï˚ ÏÓÊÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸  

( , , ) ( , )F x y z z f x y= − ,  

ÔðË˜ÂÏ, ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â 
( , )F f x y

x x
∂ ∂

= −
∂ ∂

, 
( , )F f x y

y y
∂ ∂

= −
∂ ∂

, 1F
z

∂
=

∂
 

ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚ ‚ ÒËÎÛ Ò‰ÂÎ‡ÌÌ˚ı ‚˚¯Â ÔðÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÈ. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ 
( , ) ( , )f x y

p x y
x

∂
=

∂
, 

( , ) ( , )f x y
q x y

y
∂

=
∂

. 

íÓ„‰‡ flÒÌÓ, ˜ÚÓ ÌÓðÏ‡Î¸ Í ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ M  ·Û‰ÂÚ 
ËÏÂÚ¸ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚:  

( )1( , ), ( , ),N N p x y q x y= − −
uur uur

. 

Ö‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓð ÌÓðÏ‡ÎË Í ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ËÏÂ-
ÂÚ ‚Ë‰: 

0

2 2 1
( , ) i ( , ) j k

( , ) ( , )
p x y q x y

N
p x y q x y

− ⋅ − ⋅ +
=
± + +

r r ur
uur

, 

„‰Â i
r
, j
r
, k
ur

– ÓðÚ˚ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú (ðËÒ. 1.1.11). 

ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚ Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓð‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò Ì‡-
Ôð‡‚Îfl˛˘ËÏË ÍÓÒËÌÛÒ‡ÏË ‰‡ÌÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓð‡. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂðÂÁ λ , μ  

Ë ν  Û„Î˚ ÌÓðÏ‡ÎË N
uur

 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ò ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ÏË ÓÒflÏË Ox , 

Oy , Oz . áÌ‡Í ±  ‚ ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎÂ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ ÙÓðÏÛÎ˚ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ 

Ï˚ ÏÓÊÂÏ ‚˚·ð‡Ú¸ Ì‡ ÌÓðÏ‡ÎË ‰‚‡ ‚Á‡ËÏÌÓ ÔðÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı Ì‡-

êËÒ. 1.1.11 

x

y

z

0 

D

ν μ

λ
M

S

N
uur
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Ôð‡‚ÎÂÌËfl, Ú.Â. ‰Îfl Ì‡Ôð‡‚Îfl˛˘Ëı ÍÓÒËÌÛÒÓ‚ ÌÓðÏ‡ÎË ÔÓÎÛ˜ËÏ 
Ú‡ÍËÂ ÙÓðÏÛÎ˚: 

2 2 1
( , )cos

( , ) ( , )
p x y

p x y q x y
λ −
=
± + +

; 

2 2 1
( , )cos

( , ) ( , )
q x y

p x y q x y
μ −
=
± + +

; 

2 2

1
1

cos
( , ) ( , )p x y q x y

ν =
± + +

. 

á‡ÙËÍÒËðÛÂÏ Ì‡ ÌÓðÏ‡ÎË ÚÓ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ, ÍÓÚÓðÓÂ Ó·ð‡ÁÛÂÚ ÓÒÚ-
ð˚È Û„ÓÎ Ò ÓÒ¸˛ Oz , Ú.Â. ‚˚·ÂðÂÏ ‚ ÙÓðÏÛÎ‡ı ‰Îfl Ì‡Ôð‡‚Îfl˛˘Ëı 
ÍÓÒËÌÛÒÓ‚ Ú‡ÍÓÈ ÁÌ‡Í ÔÂðÂ‰ ÍÓðÌÂÏ, ˜ÚÓ·˚ ·˚ÎÓ 0cosν > . 

àÚ‡Í, Ì‡Ôð‡‚Îfl˛˘ËÂ ÍÓÒËÌÛÒ˚ ‰Îfl ÌÓðÏ‡ÎË, Ó·ð‡ÁÛ˛˘ÂÈ ÓÒÚ-
ð˚È Û„ÓÎ Ò ÓÒ¸˛ Oz , Ú‡ÍÓ‚˚: 

 
2 2 1

( , )cos
( , ) ( , )
p x y

p x y q x y
λ −
=

+ +
;   

2 2 1
( , )cos

( , ) ( , )
q x y

p x y q x y
μ −
=

+ +
; 

2 2

1
1

cos
( , ) ( , )p x y q x y

ν =
+ +

. 

ÑÎfl ÌÓðÏ‡ÎË, ËÏÂ˛˘ÂÈ ÔðÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÂ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ, ÔÓÎÛ˜ËÏ 
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ: 

2 2 1
( , )cos

( , ) ( , )
p x y

p x y q x y
λ =

+ +
;   

2 2 1
( , )cos

( , ) ( , )
q x y

p x y q x y
μ =

+ +
; 

2 2

1
1

cos
( , ) ( , )p x y q x y

ν −
=

+ +
. 

ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÚÂÔÂð¸ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S , ð‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÛ˛ Ì‡‰ ÔðÓÒÚÓÈ 
Ó·Î‡ÒÚ¸˛ D , ÎÂÊ‡˘ÂÈ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy  (ðËÒ. 1.1.12). ê‡ÁÓ·¸ÂÏ 

Ó·Î‡ÒÚ¸ D  ÒÂÚ¸˛ ÔðÓÒÚ˚ı ÎËÌËÈ Ì‡ fl˜ÂÈÍË 1D , 2D , ..., nD  Ò ÔÎÓ-

˘‡‰flÏË 1FΔ , 2FΔ , ..., nFΔ ; λ  – ð‡Ì„ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl D . 

ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ˆËÎËÌ‰ðË˜ÂÒÍËÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË, Ó·ð‡ÁÛ˛˘ËÂ ÍÓÚÓð˚ı 
Ô‡ð‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ ÓÒË Oz , ‡ Ì‡Ôð‡‚Îfl˛˘ËÏË ÒÎÛÊËÚ ‰ðÓ·fl˘‡fl ÒÂÚ¸ 
ÎËÌËÈ Ó·Î‡ÒÚË D . ùÚË ˆËÎËÌ‰ðË˜ÂÒÍËÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ÔÂðÂÌÓÒflÚ 
‰ðÓ·ÎÂÌËÂ ËÁ Ó·Î‡ÒÚË D  Ì‡ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S , ÍÓÚÓð‡fl ð‡Á·Ë‚‡ÂÚÒfl 
Ú‡ÍËÏ Ó·ð‡ÁÓÏ Ì‡ fl˜ÂÈÍË 1S , 2S , ..., nS . Ç˚·ÂðÂÏ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ fl˜ÂÈÍÂ 

kS  ÔðÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ ( , , )k k k kM x y z  Ë ÔðÓ‚Â‰ÂÏ ˜ÂðÂÁ ÌÂÂ Í‡Ò‡-

ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÔÎÓ˘‡‰ÍÛ kT  ‰Ó ÔÂðÂÒÂ˜ÂÌËfl Ò ‚˚¯ÂÌ‡Á‚‡ÌÌ˚ÏË ˆËÎËÌ‰-
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ðË˜ÂÒÍËÏË ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚflÏË. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÔÎÓ˘‡‰¸ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÎÓ-
˘‡‰ÍË kT  ˜ÂðÂÁ kSΔ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ÖÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÂ˜Ì˚È ÔðÂ‰ÂÎ 

10

lim
n

kn
k

S S
λ
→∞

=→

= Δ∑ , 

ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÈ ÌË ÓÚ ÒÔÓÒÓ·‡ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl, ÌË ÓÚ ‚˚·Óð‡ ÚÓ˜ÂÍ kM  Ì‡ 

ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S , ÚÓ ÓÌ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÎÓ˘‡‰¸˛ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S , ð‡Ò-
ÔÓÎÓÊÂÌÌÓÈ Ì‡‰ Ó·Î‡ÒÚ¸˛ D , ‡ Ò‡Ï‡ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡-

Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡‰ðËðÛÂÏÓÈ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

êËÒ. 1.1.12 

x

y

z

0 

( , , )k k k kM x y z

( , )k kx y
D

kD

kT

kS S

êËÒ. 1.1.13 

x

y

z

0 

N
uur

kT

kD

kϕ

kν
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á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ kD  fl‚ÎflÂÚÒfl ÓðÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÔðÓÂÍˆËÂÈ ÔÎÓ˘‡‰ÍË 

kT  (ðËÒ. 1.1.13). àı ÔÎÓ˘‡‰Ë Ò‚flÁ‡Ì˚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ: 

cosk k kF S ϕΔ = Δ ⋅ , 

„‰Â kϕ  – ÓÒÚð˚È Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ÔÎÓ˘‡‰Í‡ÏË kD  Ë kT . çÓ Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û 

‰‚ÛÏfl ÔÎÓÒÍÓÒÚflÏË ð‡‚ÂÌ Û„ÎÛ ÏÂÊ‰Û ÌÓðÏ‡ÎflÏË Í ÌËÏ, Ú.Â. 

k kϕ ν= , 

„‰Â kν  – ÓÒÚð˚È Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ÌÓðÏ‡Î¸˛ Í ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S  Ë ÓÒ¸˛ 

Oz . íÓ„‰‡ ÔÓÎÛ˜ËÏ 
2 2 1( , ) ( , )

cos
k

k k
k

F
S p x y q x y F

ν
Δ

Δ = = + + ⋅Δ . 

ëÛÏÏËðÛfl ‚ÒÂ Ú‡ÍËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ðÌ˚Â ÔÎÓ˘‡‰Ë Ë ÛÒÚðÂÏÎflfl ð‡Ì„ 
‰ðÓ·ÎÂÌËfl λ  Í ÌÛÎ˛, ÔÓÎÛ˜ËÏ ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ: 

2 2 1( , ) ( , )  
D

S p x y q x y dxdy= + +∫∫ . 

èðËÏÂð 4. Ç˚˜ËÒÎËÚ¸ ÔÎÓ˘‡‰¸ ˜‡ÒÚË ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË 
2 6 0:  S z y+ − = , ð‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚È Ì‡‰ Ó·Î‡ÒÚ¸˛ D , Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ 

ÔðflÏ˚ÏË 0x = , 4x = , 0y = , 2y = , ÎÂÊ‡˘ËÏË ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

êÂ¯ÂÌËÂ. ÑÎfl Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ÔÎÓ˘‡‰Ë ÍÛÒÍ‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË S , ð‡ÒÔÓ-
ÎÓÊÂÌÌÓ„Ó Ì‡‰ Ó·Î‡ÒÚ¸˛ D  (ðËÒ. 1.1.14), ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ‚˚‚Â‰ÂÌ-
ÌÓÈ ÙÓðÏÛÎÓÈ ‰Îfl ÔÎÓ˘‡‰Ë ÍðË‚ÓÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË: 

êËÒ. 1.1.14 

x

y

z

0

2y =
4x =

D

4 2 0( , , )

0 2 0( , , )

S

0 0 3( , , )

4 0 0( , , )
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2 2 1( , ) ( , )  
D

S p x y q x y dxdy= + +∫∫ . 

Ç Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ûð‡‚ÌÂÌËÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S  ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Ú‡Í: 
13
2

z y= − , ÚÓ„‰‡ 

0( , ) z
p x y

x
∂

= =
∂

, 

0 5( , ) ,z
q x y

y
∂

= = −
∂

. 

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 
2 2 21 0 5 1 1 25 0 5 5( , ) ( , ) , , ,S p x y q x y= + + = + = = . 

îÓðÏËðÛÂÏ ËÌÚÂ„ð‡Î: 
 0 5 5 0 5 5,  ,

D D

S dxdy dxdy= = ⋅∫∫ ∫∫ ; 

 
4 2

0 0D

dxdy dx dy=∫∫ ∫ ∫ ; 

 
2

2

0
0

2внутрI dy y= = =∫ ; 

 
4 4

0
0

0 5 5 2 5 4 5,S dx x= ⋅ = ⋅ =∫ . 

àÚ‡Í, ËÒÍÓÏ‡fl ÔÎÓ˘‡‰¸ ÍÛÒÍ‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË S  («Íð˚¯‡»), ð‡ÒÔÓ-
ÎÓÊÂÌÌÓÈ Ì‡‰ Ó·Î‡ÒÚ¸˛ D  («ÔÓÎ»), ð‡‚Ì‡ 4 5S = . 

 

§2. íðÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î 

1. éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÚðÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡. 

ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÌÂÍÓÚÓðÛ˛ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S . 

éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ 1. èÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔðÓÒÚÓÈ ÔÓ‚Âðı-
ÌÓÒÚ¸˛, ÂÒÎË ÓÌ‡ ð‡ÒÔ‡‰‡ÂÚÒfl Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ˜‡ÒÚÂÈ, ËÏÂ˛-
˘Ëı Ûð‡‚ÌÂÌËÂ ( , )z f x y= , ËÎË ( , )x y zψ= , ËÎË ( , )y x zη= , ÔðË˜ÂÏ 

ÙÛÌÍˆËË ( , )f x y , ( , )y zψ  Ë ( , )y zψ  ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚ ‚ ÌÂÍÓÚÓðÓÈ ÔðÓ-

ÒÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D . 
Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Ï˚ ·Û‰ÂÏ ð‡ÒÒÏ‡ÚðË‚‡Ú¸ ÔðÓÒÚð‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Ó·Î‡Ò-

ÚË, Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌ˚Â ÔðÓÒÚ˚ÏË ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚflÏË. 



 23

ìÚÓ˜ÌËÏ ÚÂÔÂð¸ ÔÓÌflÚËÂ Ó·˙ÂÏ‡ ÚÂÎ‡ T , Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÔðÓÒÚÓÈ 
ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛ S . ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÔÓÏÂÒÚËÏ ÚÂÎÓ T  ˆÂÎËÍÓÏ ‚ÌÛÚð¸ Ô‡-
ð‡ÎÎÂÎÂÔËÔÂ‰‡, „ð‡ÌË ÍÓÚÓðÓ„Ó Ô‡ð‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Ï ÔÎÓÒ-
ÍÓÒÚflÏ xOy , xOz  Ë yOz . ê‡ÁÓ·¸ÂÏ ‰‡ÎÂÂ Ô‡ð‡ÎÎÂÎÂÔËÔÂ‰ ÔÎÓÒÍÓ-

ÒÚflÏË, Ô‡ð‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ÏË ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Ï ÔÎÓÒÍÓÒÚflÏ, Ì‡ fl˜ÂÈÍË. é·Ó-
ÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂðÂÁ A  ÒÛÏÏÛ Ó·˙ÂÏÓ‚ fl˜ÂÂÍ, ˆÂÎËÍÓÏ ÎÂÊ‡˘Ëı ‚ÌÛÚðË 
ÚÂÎ‡ T  Ë ÌÂ ËÏÂ˛˘Ëı ÌË Ó‰ÌÓÈ Ó·˘ÂÈ ÚÓ˜ÍË Ò ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛ S , 
Ó„ð‡ÌË˜Ë‚‡˛˘ÂÈ ÚÂÎÓ T . é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂðÂÁ B  ÒÛÏÏÛ Ó·˙ÂÏÓ‚ fl˜Â-
ÂÍ, ËÏÂ˛˘Ëı Ò ÚÂÎÓÏ T  ËÎË Â„Ó ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛ ıÓÚfl ·˚ Ó‰ÌÛ Ó·˘Û˛ 
ÚÓ˜ÍÛ. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ A B≤ . ç‡Ë·ÓÎ¸¯ËÈ ËÁ ‰Ë‡ÏÂÚðÓ‚ fl˜ÂÂÍ Ì‡-
ÁÓ‚ÂÏ ð‡Ì„ÓÏ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl λ . ÖÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·˘ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ 

lim limA B v
λ λ→∞ →∞

= =  

ÔðË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ˜ËÒÎÓ fl˜ÂÂÍ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl, ‡ ð‡Ì„ 

‰ðÓ·ÎÂÌËfl ÒÚðÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛, ÚÓ ˜ËÒÎÓ v  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó·˙ÂÏÓÏ ÚÂ-
Î‡ T , ‡ Ò‡ÏÓ ÚÂÎÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÛ·ËðÛÂÏ˚Ï. 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ð‡ÌÂÂ Ï˚ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÓÔðÂ‰ÂÎËÎË 
ÔÎÓ˘‡‰¸ ÔÎÓÒÍÓÈ Ó·Î‡ÒÚË. 

Ñ‡‰ËÏ ÚÂÔÂð¸ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÚðÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡. 
ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÌÂÍÓÚÓðÓÂ ÚÂÎÓ T , Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ÔðÓÒÚÓÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓ-

ÒÚ¸˛ (ðËÒ. 1.2.1). åÓÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ Ú‡ÍËÂ ÚÂÎ‡ ÍÛ·ËðÛÂÏ˚, Ú.Â. 
ËÏÂ˛Ú Ó·˙ÂÏ. à ÔÛÒÚ¸ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ˝ÚÓ„Ó ÚÂÎ‡ Á‡‰‡Ì‡ ÙÛÌÍˆËfl 

( , , )f x y z . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
êËÒ. 1.2.1 

x

y

z

0

2( , )z z x y=

2( )y y x=  D

1( , )z z x y=  

1( )y y x=

T
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éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ 2 (ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÚðÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡). ê‡ÁÓ·¸ÂÏ 
ÚÂÎÓ T  ÔðÓÒÚ˚ÏË ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚflÏË Ì‡ ˜‡ÒÚË 1T , 2T , ..., nT  Ò ‰Ë‡ÏÂÚ-

ð‡ÏË 1d , 2d , ..., nd  Ë Ó·˙ÂÏ‡ÏË 1vΔ , 2vΔ , ..., nvΔ . ç‡Ë·ÓÎ¸¯ËÈ ËÁ 

‰Ë‡ÏÂÚðÓ‚ kd  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ð‡Ì„ÓÏ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl λ . 

Ç Í‡Ê‰ÓÈ ˜‡ÒÚË˜ÌÓÈ fl˜ÂÈÍÂ kT  ‚ÓÁ¸ÏÂÏ ÔðÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ 

( , , )k k k kM x y z  Ë ‚˚˜ËÒÎËÏ ‚ ÌÂÈ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ( , , )k k kf x y z , ÍÓ-

ÚÓðÓÂ ÛÏÌÓÊËÏ Ì‡ Ó·˙ÂÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ fl˜ÂÈÍË kvΔ , Ú.Â. ÒÓÒÚ‡-

‚ËÏ ÔðÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ: ( , , )k k k kf x y z v⋅ Δ . 

èðÓÒÛÏÏËðÛÂÏ ‚ÒÂ Ú‡ÍËÂ ÔðÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl, Ú.Â. ÒÓÒÚ‡‚ËÏ ËÌÚÂ-

„ð‡Î¸ÌÛ˛ ÒÛÏÏÛ (ÒÛÏÏÛ êËÏ‡Ì‡): 

1

( , , )
n

n k k k k
k

f x y z vσ
=

= ⋅ Δ∑ . 

àÁÏÂÎ¸˜‡fl ‰ðÓ·ÎÂÌËÂ, ·Û‰ÂÏ ËÒÍ‡Ú¸ ÔðÂ‰ÂÎ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË 
ËÌÚÂ„ð‡Î¸Ì˚ı ÒÛÏÏ  

0

lim nn
I

λ

σ
→∞
→

= . 

ÖÒÎË ˝ÚÓÚ ÔðÂ‰ÂÎ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ë ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÒÔÓÒÓ·‡ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl 

Ë ‚˚·Óð‡ ÚÓ˜ÂÍ kM , ÚÓ ÓÌ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚðÓÈÌ˚Ï ËÌÚÂ„ð‡ÎÓÏ ÓÚ 

ÙÛÌÍˆËË ( , , )f x y z  ÔÓ ÚÂÎÛ T  Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Ú‡Í: 

( , , ) 
T

I f x y z dxdydz= ∫∫∫  

ËÎË 
( ) 

T

I f M dv= ∫∫∫ . 

àÚ‡Í, Î‡ÍÓÌË˜ÌÓ ÏÓÊÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸ Ú‡Í: ÚðÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î ÂÒÚ¸ 
ÔðÂ‰ÂÎ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ËÌÚÂ„ð‡Î¸Ì˚ı ÒÛÏÏ, Ú.Â.: 

10

( , , ) lim ( , , )
ndef

k k k kn
kT

I f x y z dxdydz f x y z v
λ
→∞

=→

= = ⋅Δ∑∫∫∫  

íÂÓðÂÏ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÚðÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡. ÖÒÎË ÙÛÌÍˆËfl 
( , , )f x y z  ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÚÂÎ‡ T , Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÔðÓ-

ÒÚÓÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛, ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚðÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î ÓÚ ÙÛÌÍˆËË 
( , , )f x y z  ÔÓ ÚÂÎÛ T . 

(ÅÂÁ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡.) 
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á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÚðÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ Ò‚ÓÈÒÚ-
‚‡Ï ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡, ÔÓ˝ÚÓÏÛ Ï˚ ÌÂ ·Û‰ÂÏ Ì‡ ÌËı ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ ÓÒ-
Ú‡Ì‡‚ÎË‚‡Ú¸Òfl. 

2. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ ÚðÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡. 

èÛÒÚ¸ ÚÂÎÓ T  ÂÒÚ¸ ÔðÓÒÚ‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ (ðËÒ. 1.2.1). ÑÓÔÛÒÚËÏ, ˜ÚÓ 
ÓÌÓ Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÓ ÒÌËÁÛ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛ 1( , )z z x y= , Ò‚ÂðıÛ ÔÓ‚ÂðıÌÓ-

ÒÚ¸˛ 2( , )z z x y= , ‡ Ò ·ÓÍÓ‚ – ˆËÎËÌ‰ðË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛, Ó·ð‡-

ÁÛ˛˘ËÂ ÍÓÚÓðÓÈ Ô‡ð‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ ÓÒË Oz , ‡ Ì‡Ôð‡‚Îfl˛˘ÂÈ ÒÎÛÊËÚ 
„ð‡ÌËˆ‡ ÔðÓÒÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D , ð‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓÈ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy , 

ÔðË˜ÂÏ ÙÛÌÍˆËË 1( , )z x y  Ë 2( , )z x y  ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚ ‚ Ó·Î‡ÒÚË D . 

èÛÒÚ¸, ÍðÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÙÛÌÍˆËfl ( , , )f x y z  ËÌÚÂ„ðËðÛÂÏ‡ ‚ ÚÂÎÂ T . 

íÓ„‰‡ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÔËÒ‡Ú¸ 
2

1

( , )

( , )

( , , ) ( , , )  
z x y

T D z x y

f x y z dxdydz f x y z dz dxdy
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫∫ ∫∫ ∫ , 

ÔðË˜ÂÏ ËÌÚÂ„ð‡Î, ÒÚÓfl˘ËÈ ÒÔð‡‚‡, Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡Í: 
2

1

( , )

( , )

( , , ) ( , , )
z x y

T D z x y

f x y z dxdydz dxdy f x y z dz=∫∫∫ ∫∫ ∫ . 

Ç ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ Ó·Î‡ÒÚ¸ D  Ó„ð‡ÌË˜ÂÌ‡ ÒÌËÁÛ ÌÂÔðÂð˚‚ÌÓÈ 
ÍðË‚ÓÈ 1( )y y x= , Ò‚ÂðıÛ – ÌÂÔðÂð˚‚ÌÓÈ ÍðË‚ÓÈ 2( )y y x= , ‡ Ò ·ÓÍÓ‚ 

ÔðflÏ˚ÏË x a=  Ë x b= , ÚÓ ÔÓÒÎÂ‰Ì˛˛ ÙÓðÏÛÎÛ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ 
Ú‡Í: 

2 2

1 1

( ) ( , )

( ) ( , )

( , , ) ( , , )
y x z x yb

T a y x z x y

f x y z dxdydz dx dy f x y z dz=∫∫∫ ∫ ∫ ∫ . 

àÌÚÂ„ð‡Î, ÒÚÓfl˘ËÈ ÒÔð‡‚‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚðÂıÍð‡ÚÌ˚Ï ËÎË ÔÓ‚ÚÓð-
Ì˚Ï. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚˚·Ëð‡fl ‚ÌÂ¯ÌÂÂ ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ ÔÂðÂÏÂÌ-
ÌÓÈ y  ËÎË z , ÏÓÊÌÓ Ì‡ÔËÒ‡Ú¸ Â˘Â ÔflÚ¸ ð‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚðÂıÍð‡ÚÌ˚ı 

ËÌÚÂ„ð‡ÎÓ‚, ˜ÂðÂÁ ÍÓÚÓð˚Â ‚˚ð‡Ê‡ÂÚÒfl ‰‡ÌÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î I . èÓðfl-
‰ÓÍ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl ÓÔÂð‡ˆËÈ ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚Ë‰‡ Ó·Î‡Ò-
ÚË, ÔÓ ÍÓÚÓðÓÈ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËÂ. 
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3. ÉÂÓÏÂÚðË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ ÚðÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡. 

Ç ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„ð‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl 1( , , )f x y z = , ÚÓ 

Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÚðÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î 
T

I dxdydz= ∫∫∫  ‰‡ÂÚ Ì‡Ï Ó·˙ÂÏ ÚÂÎ‡ 

T , ÔÓ ÍÓÚÓðÓÏÛ ‚Â‰ÂÚÒfl ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËÂ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

èðËÏÂð 1. Ç˚˜ËÒÎËÚ¸ Ó·˙ÂÏ ÚÂÎ‡, Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚflÏË 
2 22z x y= − − , 0z = , 1x = ± , 1y = ± . 

êÂ¯ÂÌËÂ. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‰‡ÌÌÓÂ ÚÂÎÓ ÔðÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·Ó˛ ¯‡ÚÂð, 
Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌ˚È Ò‚ÂðıÛ Ô‡ð‡·ÓÎÓË‰ÓÏ ‚ð‡˘ÂÌËfl 2 22z x y= − − . èðË-

˜ÂÏ ˝Ú‡ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ ÒËÏÏÂÚðË˜Ì‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ı 
ÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ xOz  Ë yOz . C ·ÓÍÓ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË 1x = , 1x = − , 1y = , Ë 

1y = −  ÒðÂÁ‡˛Ú Ò Ô‡ð‡·ÓÎÓË‰‡ ÒËÏÏÂÚðË˜Ì˚Â „Óð·Û¯ÍË, Ó·ð‡ÁÛfl ˜Â-

Ú˚ðÂ ‡ðÍË (ðËÒ. 1.2.2). ëÌËÁÛ ÚÂÎÓ Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÓ Í‚‡‰ð‡ÚÓÏ, Ó„ð‡ÌË-
˜ÂÌÌ˚Ï ÔðflÏ˚ÏË 1x = ±  Ë 1y = ± . 

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ËÒÍÓÏ˚È Ó·˙ÂÏ 
2 2 2 22 21 1

0 1 1 0

x y x y

T
T D

v dxdydz dxdy dz dx dy dz
− − − −

− −

= = =∫∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ = 

2 2
2 2

2
2 2 2
0

0

21 внутр

x y
x y

I dz z x y
− −

− −
= = = − −∫ . 

11 3
2 2 2

1 1

2 2
32 внутр ( ) ( ) y

I x y dy x y
− −

⎛ ⎞
= − − = − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

2 2 2 21 1 2 102 1 2 1 2 2 2
3 3 3 3

( ) ( ) ( ) ( )x x x x⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ⋅ − − − ⋅ − + = ⋅ − − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 

êËÒ. 1.2.2 

x

y

z
2

1

1 1 1( , )  1D

D

T
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éÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 
11 3

2

1 1

10 10 2 10 2 10 2 20 4 162
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3T

x x
v x dx

− −

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = − − − + = − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫  

16
3Tv = ÍÛ·. Â‰.   

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‰‡ÌÌÓÂ ÚÂÎÓ ÒËÏÏÂÚðË˜ÌÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÍÓÓð‰Ë-
Ì‡ÚÌ˚ı ÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÏÓÊÌÓ ÛÔðÓÒÚËÚ¸ ðÂ¯ÂÌËÂ, ‚˚˜ËÒÎË‚ 
1
4

 Ó·˙ÂÏ‡. Ä ËÏÂÌÌÓ: 

2 2

1 1

2 1 1
2 2 2 2

0 0 0

1 2 2
4

( ) ( )
x y

T
D D

v dxdy dz x y dxdy dx x y dy
− −

= = − − = − −∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫  

11 3
2 2 2 2 2

0 0

1 52 2 2
3 3 3внутр ( ) ( ) y

I x y dy x y x x
⎡ ⎤

= − − = − − = − − = −⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ . 

11 3
2

0 0

1 5 5 5 1 4
4 3 3 3 3 3 3T

x
v x dx x

⎛ ⎞⎛ ⎞= − = − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ . 

éÚÍÛ‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ 
16
3Tv = . 

èðËÏÂð 2. Ç˚˜ËÒÎËÚ¸ Ó·˙ÂÏ ÚÂÎ‡, Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚-
ÏË ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚflÏË Ë ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ 1 0x y z+ + − =  (ðËÒ. 1.2.3). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 êËÒ. 1.2.3 

x

y

z

1

1

1

xyD

1 0x y+ − =

yzD
xzD

1 0x z+ − =

1 0y z+ − =
T
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êÂ¯ÂÌËÂ. àÒÍÓÏ˚È Ó·˙ÂÏ ÚÂÎ‡, ÔðÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘Â„Ó ÒÓ·ÓÈ ÔËð‡ÏË-
‰Û, Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÛ˛ ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ÏË ÔÎÓÒÍÓÒÚflÏË Ë ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ 

1 0x y z+ + − = , Ï˚ Ì‡¯ÎË ð‡ÌÂÂ, ‚˚ð‡ÁË‚ Â„Ó ˜ÂðÂÁ ‰‚ÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ-

„ð‡Î. 
é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Â„Ó ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË Ë ˜ÂðÂÁ ÚðÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î. Ä 

ËÏÂÌÌÓ: 

T
T

v dxdydz= ∫∫∫  

èÂðÂÈ‰fl Í ÚðÂıÍð‡ÚÌÓÏÛ ËÌÚÂ„ð‡ÎÛ, Ï˚ ÏÓÊÂÏ ˝ÚÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ¯Â-
ÒÚ¸˛ ð‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÒÔÓÒÓ·‡ÏË, ‡ ËÏÂÌÌÓ: 

1 1 1 11 1 1

0 0 0 0 0 0 0xy

x y x y y x yx

T
D

v dxdy dz dx dy dz dy dx dz
− − − − − − −−

= = =∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ , 

ËÎË 
1 1 1 11 1 1

0 0 0 0 0 0 0yz

y z y y z y zz

T
D

v dydz dx dy dz dx dz dy dx
− − − − − − −−

= = =∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ , 

 
ËÎË 

1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0xz

x z x x z z x z

T
D

v dxdz dx dx dz dy dz dx dy
− − − − − − − −

= = =∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

èðË‚Â‰ÂÏ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂ ÔÓ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ ÙÓðÏÛÎÂ (ÌÂ ÚðÛ‰ÌÓ Û·Â-
‰ËÚ¸Òfl, ˜ÚÓ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ËÌÚÂ„ð‡Î˚ ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ). àÏÂ-
ÂÏ:  

 
1 1 1

0 0 0

z x z

Tv dz dx dy
− − −

= ∫ ∫ ∫ , 

 
1

1

0
0

11 внутр

x z
x z

I dy y x z
− −

− −
= = = − −∫ , 

 

11 2

0 0

2 2

1
2

1 11 1
2 2

1 внутр ( )

( ) ( )( ) ( ) .

zz x
I x z dx x zx

z z
z z z

−− ⎛ ⎞
= − − = − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

− −
= − − − − =

∫
 

éÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ:  
11 12 3

2 2

0 0 0

1 1 1 11 2
2 2 2 3 6

( ) ( )T

z z
v dz z z dz z z

⎛ ⎞−
= = − + = − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫   ÍÛ·. Â‰. 
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§3. èðËÎÓÊÂÌËfl ‰‚ÓÈÌ˚ı Ë ÚðÓÈÌ˚ı ËÌÚÂ„ð‡ÎÓ‚ 

1. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ ÔÎÓ˘‡‰Ë ÔÎÓÒÍÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
å˚ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÎË, ˜ÚÓ ÔÎÓ˘‡‰¸ ÔÎÓÒÍÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D , Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ 

ÔðÓÒÚÓÈ ÍðË‚ÓÈ, ÎÂÊ‡˘ÂÈ ‚ Ó·Î‡ÒÚË D , ÏÓÊÌÓ ‚˚˜ËÒÎËÚ¸ Ò ÔÓÏÓ-
˘¸˛ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡, ÔðË˜ÂÏ ÔÂðÂÈÚË Í ÔÓ‚ÚÓðÌÓÏÛ ËÌÚÂ„ð‡ÎÛ 
ÏÓÊÌÓ ‰‚ÛÏfl ð‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÒÔÓÒÓ·‡ÏË (ðËÒ. 1.3.1): 

2

1

( )

( )

y xb

D
D a y x

S dxdy dx dy= =∫∫ ∫ ∫  

ËÎË 
2

1

( )

( )

x yd

D
D c x y

S dxdy dy dx= =∫∫ ∫ ∫ . 

2. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ ÔÎÓ˘‡‰Ë ÍðË‚ÓÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË. 

ê‡ÌÂÂ Ï˚ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÎË, ˜ÚÓ ÔÎÓ˘‡‰¸ ÍðË‚ÓÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S , Á‡-
‰‡ÌÌÓÈ Ûð‡‚ÌÂÌËÂÏ ( , )z f x y= Ë ð‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓÈ Ì‡‰ Ó·Î‡ÒÚ¸˛ D  ‚ 

ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy , ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ÔÓ ÙÓðÏÛÎÂ: 
2 2 1( , ) ( , )  

D

S p x y q x y dxdy= + +∫∫  (ðËÒ. 1.1.12), 

„‰Â 
( , )( , ) z x y

p x y
x

∂
=

∂
, 

( , )( , ) z x y
q x y

y
∂

=
∂

. 

êËÒ. 1.3.1 

x  

y

0 

D

d  

c  

a b

2( )y y x=  

1( )x x y=  
1( )y y x=  

2( )x x y=  
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3. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ Ó·˙ÂÏ‡ ÚÂÎ‡ T . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ÖÒÎË ÚÂÎÓ T  Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÓ ÒÌËÁÛ ÔðÓÒÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚ¸˛ D , Ò‚ÂðıÛ – 

ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛ ( , )z f x y=  ( 0( , )f x y ≥ ), Ò ·ÓÍÓ‚ ˆËÎËÌ‰ðË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ-

‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛, Ó·ð‡ÁÛ˛˘ËÂ ÍÓÚÓðÓÈ Ô‡ð‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ ÓÒË Oz , ‡ Ì‡Ôð‡‚-

Îfl˛˘ÂÈ ÒÎÛÊËÚ ÍÓÌÚÛð Ó·Î‡ÒÚË D , ÚÓ„‰‡ Ó·˙ÂÏ ÚÂÎ‡ ÏÓÊÌÓ ‚˚-

˜ËÒÎËÚ¸ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ Ú‡Í: 

( , )T
D

v f x y dxdy= ∫∫  (ðËÒ. 1.3.2) 

ËÎË Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÚðÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ: 

T
T

v dxdydz= ∫∫∫ . 

4. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ Ï‡ÒÒ˚ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË. 

èÛÒÚ¸ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S , Á‡‰‡ÌÌÓÈ Ûð‡‚ÌÂÌËÂÏ 

( , )z f x y= , ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ð‡‚Ì‡ ( , , )x y zρ , „‰Â ( , , )x y zρ  – ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡fl 

ÙÛÌÍˆËfl ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S , ‡ ÙÛÌÍˆËfl ( , )f x y  ÌÂÔðÂ-

ð˚‚Ì‡ ‚ Ó·Î‡ÒÚË D  ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy  Ë ËÏÂÂÚ ‚ ÌÂÈ ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔðÓËÁ-

‚Ó‰Ì˚Â 
( , ) ( , )z x y

p x y
x

∂
=

∂
  Ë  

( , ) ( , )z x y
q x y

y
∂

=
∂

. 

ê‡Á·Ë‚‡fl ÔðÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï Ó·ð‡ÁÓÏ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S  Ì‡ n  ˜‡ÒÚÂÈ, 

Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ kmΔ  Ï‡ÒÒ‡ k -È fl˜ÂÈÍË ÔðË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ ð‡‚Ì‡ 

êËÒ. 1.3.2 

x

y

z

0 

:   ( , )S z f x y=  

D

T
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( , , )k k k kx y z Sρ ⋅Δ , „‰Â kSΔ  – ÔÎÓ˘‡‰¸ k -È fl˜ÂÈÍË; ÚÓ„‰‡ Ï‡ÒÒ‡ ‚ÒÂÈ 

ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S : 

1 1

( , , )
n n

k k k k k
k k

M m x y z Sρ
= =

= Δ ≈ Δ∑ ∑ . 

ëÔð‡‚‡ Á‰ÂÒ¸ ÒÚÓËÚ ËÌÚÂ„ð‡Î¸Ì‡fl ÒÛÏÏ‡ ‰Îfl ÌÂÔðÂð˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍ-

ˆËË. àÁÏÂÎ¸˜‡fl ‰ðÓ·ÎÂÌËÂ Ë ÛÒÚðÂÏÎflfl ð‡Ì„ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl Í ÌÛÎ˛, ‚ 

ÔðÂ‰ÂÎÂ ÔÓÎÛ˜ËÏ Ú‡ÍÛ˛ ÙÓðÏÛÎÛ ‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚ ÔÓ‚ÂðıÌÓ-

ÒÚË S : 
2 2 1( , , ) ( , ) ( , )  

D

M x y z p x y q x y dxdyρ= + +∫∫ . 

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÂÒÎË ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S  ÎÂÊËÚ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy , Ú.Â. 

ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ó·Î‡ÒÚ¸˛ D , ÚÓ ( , )D
D

M x y dxdyρ= ∫∫ . 

5. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ Ï‡ÒÒ˚ ÚÂÎ‡.  

ÖÒÎË ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÚÂÎ‡ T , Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÔðÓÒÚÓÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓ-

ÒÚ¸˛, Á‡‰‡Ì‡ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ( , , )x y zρ ρ= , „‰Â ρ  – ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍ-

ˆËfl ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÚÂÎ‡ T , ÚÓ, ÔðÓ‚Â‰fl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ð‡ÒÒÛÊ‰Â-

ÌËfl, ÔÓÎÛ˜ËÏ, ˜ÚÓ Ï‡ÒÒ‡ ÚÂÎ‡ ð‡‚Ì‡ 

( , , )D
D

M x y z dxdydzρ= ∫∫∫ . 

6. åÓÏÂÌÚ˚ ÔÎÓÒÍÓÈ ÙË„Ûð˚.  

àÁ ÍÛðÒÓ‚ ÚÂÓðÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ ÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍËÏ 

ÏÓÏÂÌÚÓÏ lS Ï‡ÚÂðË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË Ï‡ÒÒ˚ m  ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒË l  Ì‡-

Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔðÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ï‡ÒÒ˚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍË Ì‡ ð‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó ÓÒË l , 
Ú.Â. 

l lS mr= . 

åÓÏÂÌÚÓÏ ËÌÂðˆËË lI  Ï‡ÚÂðË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒË l  

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔðÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ï‡ÒÒ˚ m  ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍË Ì‡ Í‚‡‰ð‡Ú ÂÂ ð‡Ò-

ÒÚÓflÌËfl ‰Ó ÓÒË l , Ú.Â. 
2

l lI mr= . 
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ëÚ‡ÚË˜ÂÒÍËÏ ÏÓÏÂÌÚÓÏ ÒËÒÚÂÏ˚ Ï‡ÚÂðË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ ÓÚÌÓÒË-

ÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒË l  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÛÏÏ‡ ÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÏÓÏÂÌÚÓ‚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ 

˝ÚÓÈ ÓÒË ‚ÒÂı Ï‡ÚÂðË‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ, ‚ıÓ‰fl˘Ëı ‚ ÒËÒÚÂÏÛ. 

èÛÒÚ¸ ‚ ÔÎÓÒÍÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D  ð‡ÒÔðÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ï‡ÒÒ‡ Ò ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ 

( , )x yρ . ê‡ÁÓ·¸ÂÏ Ó·Î‡ÒÚ¸ D  Ì‡ n  ˜‡ÒÚÂÈ, „‰Â kSΔ  – ÔÎÓ˘‡‰¸ k -È 

fl˜ÂÈÍË ( 1 2, , ...,k n= ). Ç fl˜ÂÈÍÂ kD  ‚ÓÁ¸ÏÂÏ ÔðÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ 

( , )k kx y , ÚÓ„‰‡ ‚ ÒËÎÛ Ò‰ÂÎ‡ÌÌÓ„Ó ‚˚¯Â ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÓÊÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸, 

˜ÚÓ  

1

( , )
n

x k k k k
k

S x y y Sρ
=

≈ ⋅ ⋅ Δ∑ ; 
1

( , )
n

y k k k k
k

S x y x Sρ
=

≈ ⋅ ⋅ Δ∑ . 

àÁÏÂÎ¸˜‡fl ‰ðÓ·ÎÂÌËÂ, ‚ ÔðÂ‰ÂÎÂ ÔÓÎÛ˜ËÏ ÚÓ˜Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‰Îfl 

ÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÏÓÏÂÌÚÓ‚ Ó·Î‡ÒÚË D  ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒÂÈ Ox  Ë Oy : 

( , )  x
D

S x y y dxdyρ= ∫∫ ; ( , )  y
D

S x y x dxdyρ= ∫∫ . 

èðÓ‚Ó‰fl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ð‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËfl ‰Îfl ÏÓÏÂÌÚÓ‚ ËÌÂðˆËË Ó·-

Î‡ÒÚË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÓÒÂÈ, ÔÓÎÛ˜ËÏ: 
2( , )x

D

I x y y dxdyρ= ∫∫ ; 2( , )y
D

I x y x dxdyρ= ∫∫ . 

7. äÓÓð‰ËÌ‡Ú˚ ˆÂÌÚð‡ Ï‡ÒÒ. 

èÛÒÚ¸ D  – ÔÎÓÒÍ‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸, ‚ ÍÓÚÓðÓÈ ð‡ÒÔðÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ï‡ÒÒ‡ Ò 

ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ ( , )x yρ . èÓ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌË˛ ˆÂÌÚðÓÏ Ï‡ÒÒ ÔÎÓÒÍÓÈ Ó·Î‡ÒÚË 

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓ˜Í‡ C  Ò ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡ÏË: 

y
C

S
x

M
= , x

C

S
y

M
= , 

„‰Â M  – Ï‡ÒÒ‡ ÔÎÓÒÍÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D , ‡ xS  Ë yS  – ÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ÏÓ-

ÏÂÌÚ˚. 

èðËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ‚˚ð‡ÊÂÌËfl ‰Îfl Ï‡ÒÒ˚ Ë ÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍËı 

ÏÓÏÂÌÚÓ‚ ˜ÂðÂÁ ‰‚ÓÈÌ˚Â ËÌÚÂ„ð‡Î˚, ÔÓÎÛ˜ËÏ: 

( , )  

( , )
D

C

D

x y x dxdy
x

x y dxdy

ρ

ρ
=
∫∫
∫∫

, 

( , )  

( , )
D

C

D

x y y dxdy
y

x y dxdy

ρ

ρ
=
∫∫
∫∫

. 
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ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÚÂÔÂð¸ ÌÂÍÓÚÓðÓÂ ÚÂÎÓ T , Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ÔðÓÒÚÓÈ ÔÓ-

‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛, Ë ÔÛÒÚ¸ ‚ ÌÂÏ ð‡ÒÔðÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ï‡ÒÒ‡, ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÍÓÚÓðÓÈ 

( , , )x y zρ , ÚÓ„‰‡ ‰Îfl ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú ˆÂÌÚð‡ Ï‡ÒÒ ˝ÚÓ„Ó ÚÂÎ‡ ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÓ-

‚Âð¯ÂÌÌÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ‚˚ð‡ÊÂÌËfl: 

( , )  

( , )
T

C

T

x y x dv
x

x y dv

ρ

ρ
=
∫∫∫
∫∫∫

, 

( , )  

( , )
T

C

T

x y y dv
y

x y dv

ρ

ρ
=
∫∫∫
∫∫∫

, 

( , )  

( , )
T

C

T

x y z dv
z

x y dv

ρ

ρ
=
∫∫∫
∫∫∫

. 

 

§4. äðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚Â ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚ Ë Á‡ÏÂÌ‡ ÔÂðÂÏÂÌÌ˚ı ‚ 
Íð‡ÚÌ˚ı ËÌÚÂ„ð‡Î‡ı 

1. äðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚Â ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚. 

éÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔðÓÒÚð‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‰ÂÍ‡ðÚÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú 

Oxyz  ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÚÓ˜ÍË M  ÓÔðÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÂÂ ÚðÂÏfl ‰ÂÍ‡ðÚÓ‚˚ÏË 

ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡ÏË x , y  Ë z . ÖÒÎË 0z > , ÚÓ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÚÓ˜ÍË M  ÏÓÊ-

ÌÓ ÓÔðÂ‰ÂÎËÚ¸, Á‡‰‡‚ ÚðË Ô‡ð‡ÏÂÚð‡: ρ  – ð‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÚÓ˜ÍË M  ÓÚ 

ÓÒË Oz ; r  – ð‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÚÓ˜ÍË M  ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú; ϕ  – ‰‚Ûı-

„ð‡ÌÌ˚È Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ xOz  Ë ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛, ÔðÓıÓ‰fl˘ÂÈ 

˜ÂðÂÁ ÓÒ¸ Oz  Ë ÚÓ˜ÍÛ M  (ðËÒ. 1.4.1).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

êËÒ. 1.4.1 

x

y

z

0

M

ρ

r

ϕ
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é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ô‡ð‡ÏÂÚð˚ ρ , r  Ë ϕ  ÏÓÊÌÓ ‚˚ð‡ÁËÚ¸ ˜ÂðÂÁ ‰Â-

Í‡ðÚÓ‚˚ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚ x , y  Ë z . è‡ð‡ÏÂÚð˚ ρ , r  Ë ϕ  Ï˚ ÏÓÊÂÏ 

Ú‡ÍÊÂ Ì‡Á‚‡Ú¸ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡ÏË ÚÓ˜ÍË M , ÔðË˜ÂÏ 

0 ρ≤ < +∞ ,   0 r≤ < +∞ ,   0 2ϕ π≤ < . 

à ‚ÓÓ·˘Â, Á‡ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚ ÚÓ˜ÍË M  Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÔðËÌflÚ¸ Î˛·˚Â ÚðË 

ÙÛÌÍˆËË: 

( , , )x y zξ ξ= ,  ( , , )x y zη η= ,  ( , , )x y zζ ζ= , 

ÎË¯¸ ·˚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË (1) ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚ x , y  Ë z  ÓÔðÂ‰Â-

ÎflÎËÒ¸ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ: 

( , , )x x ξ η ζ= ,  ( , , )y y ξ η ζ= ,  ( , , )z z ξ η ζ= , 

Ú.Â. ÌË Ó‰ÌÓ ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (1) ËÎË (2) ÌÂ ‰ÓÎÊÌÓ ÔðÓÚË‚ÓðÂ˜ËÚ¸ 

‰ðÛ„ËÏ ËÎË ·˚Ú¸ ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ ‰ðÛ„Ëı. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ 

(2) ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ô‡ð‡ÏÂÚð˚ ξ , η  Ë ζ  Ú‡ÍÊÂ ·Û‰ÛÚ ÓÔðÂ‰ÂÎflÚ¸Òfl 

Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ. åÓÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ˝ÚË ÛÒÎÓ‚Ëfl ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl, ÂÒÎË 

ÓÔðÂ‰ÂÎËÚ¸ ( , , )J ξ η ζ , Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚È ÓÔðÂ‰ÂÎËÚÂÎÂÏ üÍÓ·Ë ËÎË 

flÍÓ·Ë‡ÌÓÏ ÔðÂÓ·ð‡ÁÓ‚‡ÌËfl, ÓÚÎË˜ÂÌ ÓÚ ÌÛÎfl, Ú.Â. 

0( , , )

x x x

J y y y

z z z

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

′ ′ ′

′ ′ ′= ≠

′ ′ ′

. 

2. äÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Â ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË. 

á‡ÙËÍÒËðÛÂÏ Í‡ÍÛ˛-ÌË·Û‰¸ ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÛ, ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌÌÛ˛ ÒÓÓÚÌÓ-

¯ÂÌËflÏË (1), Ì‡ÔðËÏÂð ξ , ÔÓÎÓÊË‚ 1cξ = , ÚÓ„‰‡ ÔÓÎÛ˜ËÏ 

1( , , )x y z cξ =  (ðËÒ. 1.4.2). 

ë „ÂÓÏÂÚðË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁðÂÌËfl ˝ÚÓÏÛ Ûð‡‚ÌÂÌË˛ ‚ ÔðÓÒÚð‡ÌÒÚ‚Â 

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÍÓÚÓð‡fl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ ξ . ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÏÓÊÌÓ ÓÔðÂ-

‰ÂÎËÚ¸ ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Â ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË η  Ë ζ  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ: 

2( , , )x y z cη =   Ë  3( , , )x y z cζ = . 

 
 
 

(1)

(2)
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äÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Â ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË 1cξ = , 2cη =  Ë 3cζ =  ÔðË ÒÓ·Î˛‰Â-

ÌËË ÛÒÎÓ‚Ëfl (2) ÔÂðÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl ‚ ÌÂÍÓÚÓðÓÈ ÚÓ˜ÍÂ M . í‡ÍËÏ Ó·ð‡-
ÁÓÏ, ÚÓ˜Í‡ M  ÓÔðÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÚÓ˜Í‡ ÔÂðÂÒÂ˜ÂÌËfl ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ı 
ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÂÈ (ðËÒ. 1.4.2). 

3. äÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Â ÎËÌËË. 

ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÔÂðÂÒÂ˜ÂÌËfl ‰‚Ûı ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÂÈ: 

1

2

( , , )
( , , )
x y z c

x y z c

ξ
η

= ⎫
⎬= ⎭
. 

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÍðË‚‡fl, ÔÓ ÍÓÚÓðÓÈ ÔÂðÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl ˝ÚË ÔÓ‚ÂðıÌÓ-
ÒÚË, Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ú‡ÍËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ, ˜ÚÓ ‚‰ÓÎ¸ ˝ÚÓÈ ÍðË‚ÓÈ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚ 
ξ  Ë η  ÔÓÒÚÓflÌÌ˚, ‡ ÏÂÌflÂÚÒfl Ó‰Ì‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡ ζ , ÔÓ˝ÚÓÏÛ 

˝Ú‡Í ÍðË‚‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌÓÈ ÎËÌËÂÈ ζ . ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÔÂ-

ðÂÒÂ˜ÂÌËÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÂÈ 

1

3

( , , )
( , , )
x y z c

x y z c

ξ
ζ

= ⎫
⎬= ⎭
  Ë  2

3

( , , )
( , , )
x y z c

x y z c

η
ζ

= ⎫
⎬= ⎭
 

‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Â ÎËÌËË η  Ë ξ . 

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Â ÎËÌËË ÔðÂ‰ÒÚ‡‚Îfl-
˛Ú ÒÓ·ÓÈ ÌÂÍÓÚÓð˚Â ÍðË‚˚Â, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚ ξ , η  Ë ζ  Ì‡Á˚-

‚‡˛ÚÒfl ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ÏË ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡ÏË. èðÓ‚Â‰ÂÏ Í ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Ï 
ÎËÌËflÏ, ÔÂðÂÒÂÍ‡˛˘ËÏÒfl ‚ ÚÓ˜ÍÂ M , Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Â, Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËfl 
ÍÓÚÓð˚ı ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËflÏ ‚ÓÁð‡ÒÚ‡ÌËfl ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú. éð-
Ú˚ ˝ÚËı ÓÒÂÈ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÓðÚ‡ÏË ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ı 
ÓÒÂÈ Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛ÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ 0ξ , 0η  Ë 0ζ . ëËÒÚÂÏÛ ÍðË‚ÓÎË-

êËÒ. 1.4.2 

x

y

0

z

0ξ

ξ

0ζ

ζ

η

0η
r 1cξ =  

ζк.л.

ξк.л.

ηк.л.

3cζ =

2cη =



 36

ÌÂÈÌ˚ı ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÓðÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ, ÂÒÎË ÓðÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ 
ÓðÚ˚ 0ξ , 0η  Ë 0ζ , Ú.Â. ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl 

0 0 0 0 0 0 0⋅ ⋅ = ⋅ =ξ η = η ζ ζ ξ . 

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ‰ÂÍ‡ðÚÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú Oxyz  ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú-

Ì˚ÏË ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚflÏË ·Û‰ÛÚ fl‚ÎflÚ¸Òfl ÔÎÓÒÍÓÒÚË, Ô‡ð‡ÎÎÂÎ¸Ì˚Â ÍÓ-
Óð‰ËÌ‡ÚÌ˚Ï ÔÎÓÒÍÓÒÚflÏ xOy , xOz  Ë yOz , ‡ ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ÏË ÎË-

ÌËflÏË – ÔðflÏ˚Â, Ô‡ð‡ÎÎÂÎ¸Ì˚Â ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Ï ÓÒflÏ Ox , Oy  Ë 

Oz . 

4. äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ã‡ÏÂ. 

ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ‚ÂÍÚÓð r  – ð‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓð ÚÓ˜ÍË M  ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÂÈ 

(ðËÒ. 1.4.2). é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl 
r
ξ
∂
∂

 ÎÂÊËÚ Ì‡ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ 

Í „Ó‰Ó„ð‡ÙÛ ‚ÂÍÚÓð‡ r , ÔÓÒÚðÓÂÌÌÓÏÛ ‚ ÔðÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËË, ˜ÚÓ ÏÂÌfl-
ÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡ ξ , ‡ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚ η  Ë ζ  ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ÌÂËÁÏÂÌ-

Ì˚ÏË; Ë Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌ‡ ‚ ÒÚÓðÓÌÛ ‚ÓÁð‡ÒÚ‡ÌËfl ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚ ξ . é˜Â‚Ë‰-

ÌÓ, ˜ÚÓ 0 r r/
ξ ξ
∂ ∂

=
∂ ∂

ξ . ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ 0 r r/
η η
∂ ∂

=
∂ ∂

η , 0 r r/
ζ ζ
∂ ∂

=
∂ ∂

ζ . 

Ç˚ð‡ÊÂÌËfl 
r

Hξ ξ
∂

=
∂

, 
r

Hη η
∂

=
∂

 Ë 
r

Hζ ζ
∂

=
∂

 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÍÓ˝Ù-

ÙËˆËÂÌÚ‡ÏË ã‡ÏÂ. í‡Í Í‡Í ð‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓð ÚÓ˜ÍË M  ð‡‚ÂÌ 
r i j kx y z= + + , ÚÓ, ‚˚ÔÓÎÌflfl ‰ËÙÙÂðÂÌˆËðÓ‚‡ÌËÂ, ÔÓÎÛ˜ËÏ 

r i j k

r i j k

r i j k

x y z

x y z

x y z

ξ ξ ξ ξ

η η η η

ζ ζ ζ ζ

⎫∂ ∂ ∂ ∂
= + + ⎪∂ ∂ ∂ ∂ ⎪

⎪∂ ∂ ∂ ∂
= + + ⎬∂ ∂ ∂ ∂ ⎪

⎪∂ ∂ ∂ ∂
= + + ⎪∂ ∂ ∂ ∂ ⎭

. 

èðËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ˝ÚË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl, ÌÂÚðÛ‰ÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ 
Ú‡ÍËÂ ‚˚ð‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ã‡ÏÂ: 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

   

   

   

H x y z

H x y z

H x y z

ξ ξ ξ ξ

η η η η

ζ ζ ζ ζ

⎫′ ′ ′= + + ⎪
⎪⎪′ ′ ′= + + ⎬
⎪
⎪′ ′ ′= + +
⎪⎭

. 

(3)

(4)
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èðËÏÂÏ ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (3) Ë (4), ÚÓ„‰‡ ‚˚ð‡ÊÂÌËfl 
‰Îfl ÓðÚÓ‚ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú Á‡ÔË¯ÛÚÒfl Ú‡Í: 

( )
( )
( )

0 2 2 2

0 2 2 2

0 2 2 2

   

   

  

i j k / ;

i j k / ;

i j k / .

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

η η η η η η

ζ ζ ζ ζ ζ ζ

′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + +

′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + +

′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + +

ξ

η

ζ

 

5. ëÙÂðË˜ÂÒÍËÂ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚. 

ëÙÂðË˜ÂÒÍËÏË ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡ÏË M  ÚÓ˜ÍË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ô‡ð‡ÏÂÚð˚ 
ρ , θ  Ë ψ  (ðËÒ. 1.4.3), „‰Â 

ρ  – ð‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÚÓ˜ÍË M  ‰Ó Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú (0 ρ≤ < +∞ ); 

θ  – Û„ÓÎ, ÓÚÒ˜ËÚ˚‚‡ÂÏ˚È ÓÚ ÓÒË Oz  ‰Ó ‚ÂÍÚÓð‡ ρ
ur

 (0 θ π≤ < ); 

ψ  – Û„ÓÎ, ÏÂÊ‰Û ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ xOz  Ë ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛, ÔðÓıÓ‰fl˘ÂÈ 

˜ÂðÂÁ ÚÓ˜ÍÛ M  Ë ÓÒ¸ Oz  (0 2ψ π≤ < ). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÒÙÂðË˜ÂÒÍËı ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡ı ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ÏË ÔÓ-
‚ÂðıÌÓÒÚflÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl Ú‡ÍËÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË: 

1cρ =  – ÒÙÂð‡ ð‡‰ËÛÒ‡ 1c  ˆÂÌÚðÓÏ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú (ðËÒ. 

1.4.4 ‡); 

2cθ =  – ÍÓÌÛÒ Ò ‚Âð¯ËÌÓÈ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú, Ó·ð‡ÁÛ˛˘ËÂ ÍÓ-

ÚÓðÓ„Ó ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛Ú Û„ÓÎ 2cθ =  Ò ÓÒ¸˛ Oz  (ðËÒ. 1.4.4 ·); 

3cψ =  – ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸, ÔðÓıÓ‰fl˘‡fl ˜ÂðÂÁ ÓÒ¸ Oz  Ë Ó·ð‡ÁÛ˛˘‡fl 

Û„ÓÎ 3cψ =  Ò ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ Oz  (ðËÒ. 1.4.4 ‚). 

êËÒ. 1.4.3

x

y

z

0

( , , )M x y z

ρ
ur

ψ

θ

x

y

z

M ′
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ëÙÂð‡ 1cρ =  Ë ÍÓÌÛÒ 2cθ =  ÔÂðÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl ÔÓ ÓÍðÛÊÌÓÒÚË, ÍÓÚÓ-

ð‡fl ÔðÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌÛ˛ ÎËÌË˛ ψ . ëÙÂð‡ 1cρ =  Ë 

ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ 3cψ =  ÔÂðÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl ÔÓ ÓÍðÛÊÌÓÒÚË (ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ‡fl ÎË-

ÌËfl θ ). äÓÌÛÒ 2cθ =  Ë ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ 3cψ =  ÔÂðÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl ÔÓ ÔðflÏÓÈ 

(ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ‡fl ÎËÌËfl ρ ). éðÚ˚ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÓÈ ÒÙÂðË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒ-

ÚÂÏ˚ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú ËÁÓ·ð‡ÊÂÌ˚ Ì‡ ðËÒ. 1.4.5. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

çÂÔÓÒðÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÁ ðËÒ. 1.4.3 ÏÓÊÌÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û 
‰ÂÍ‡ðÚÓ‚˚ÏË Ë ÒÙÂðË˜ÂÒÍËÏË ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡ÏË: 

sin cos
sin sin
cos

x
y
z

ρ θ ψ
ρ θ ψ
ρ θ

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

. 

Ç˚˜ËÒÎËÏ ÚÂÔÂð¸ flÍÓ·Ë‡Ì ÔðÂÓ·ð‡ÁÓ‚‡ÌËfl ‰Îfl ÒÙÂðË˜ÂÒÍËı ÍÓ-
Óð‰ËÌ‡Ú: 

êËÒ. 1.4.5

x

y

z

0

θ ρк.л.

θк.л.

ψк.л.

ψ

0ψ
uur

0θ
uur

M

0ρ
uur

êËÒ. 1.4.4 

x

z

y
0 

1cρ =  

x

z

y

0

2cθ =
θ

x

z

y0

3cψ =

ψ

‡) ·) ‚) 
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2

0

sin cos cos cos sin sin
( , , ) sin sin cos sin sin cos sin .

cos sin

x x x

J y y y

z z z

ρ θ ψ

ρ θ ψ

ρ θ ψ

θ ψ ρ θ ψ ρ θ ψ
ρ θ ψ θ ψ ρ θ ψ ρ θ ψ ρ θ

θ ρ θ

′ ′ ′ −
′ ′ ′= = =

−′ ′ ′

 

ç‡È‰ÂÏ ÚÂÔÂð¸ 
r
ρ
∂
∂

, 
r
θ
∂
∂

, 
r
ψ
∂
∂

 ‰Îfl ÒÙÂðË˜ÂÒÍËı ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú ‚ ÒÓÓÚ-

‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË (4): 
r sin cos i sin sin j cos k

r cos cos i cos sin j sin k

r sin sin i sin cos j

θ ψ θ ψ θ
ρ

ρ θ ψ ρ θ ψ ρ θ
θ

ρ θ ψ ρ θ ψ
ψ

∂ ⎫= + + ⎪∂ ⎪
∂ ⎪= + − ⎬∂ ⎪
∂ ⎪= − + ⎪∂ ⎭

. 

Ä ÚÂÔÂð¸ ÌÂÚðÛ‰ÌÓ Ì‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚˚ð‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ã‡-
ÏÂ ‚ ÒÙÂðË˜ÂÒÍËı ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡ı: 1H ρ = , Hθ ρ=  Ë sinHψ ρ θ= . é˜Â-

‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÓðÚ˚ 0ρ , 0θ , 0ψ  Á‡ÔË¯ÛÚÒfl Ú‡Í: 

0

0

0

r / sin cos i sin sin j cos k

r / cos cos i cos sin j sin k

r / sin i cos j

H

H

H

ρ

θ

ψ

θ ψ θ ψ θ
ρ

θ ψ θ ψ θ
θ

ψ ψ
ψ

∂ ⎫= = + + ⎪∂ ⎪
∂ ⎪= = + − ⎬∂ ⎪
∂ ⎪= = − + ⎪∂ ⎭

ρ

θ

ψ

. 

çÂÚðÛ‰ÌÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl, ˜ÚÓ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ‡fl ÒÙÂðË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ 
ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú ÓðÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì‡. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ 

0 0 0 0 0 0 0⋅ = ⋅ = ⋅ =ρ θ ρ ψ θ ψ . 

6. ñËÎËÌ‰ðË˜ÂÒÍËÂ Ë ÔÓÎflðÌ˚Â ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚. 

ñËÎËÌ‰ðË˜ÂÒÍËÏË ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡ÏË ÚÓ˜ÍË M  (ðËÒ. 1.4.6) Ì‡Á˚-
‚‡˛ÚÒfl Ô‡ð‡ÏÂÚð˚: 

ρ  – ð‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÚÓ˜ÍË M  ‰Ó ÓÒË Oz  (0 ρ≤ < +∞ ); 

ϕ  – Û„ÓÎ, ÓÚÒ˜ËÚ˚‚‡ÂÏ˚È ÓÚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOz  ‰Ó ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÔðÓ-

ıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂðÂÁ ÚÓ˜ÍÛ M  Ë ÓÒ¸ Oz  (0 2ϕ π≤ < ); 

z  – ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘‡fl Ò ‰ÂÍ‡ðÚÓ‚ÓÈ ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÓÈ z  
( z−∞ < < +∞ ). 
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é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ˆËÎËÌ‰ðË˜ÂÒÍËı ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡ı ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ÏË 
ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚflÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl: 

1cρ =  – ˆËÎËÌ‰ðË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸, Ó·ð‡ÁÛ˛˘ËÂ ÍÓÚÓðÓÈ Ô‡-

ð‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ ÓÒË Oz , ‡ Ì‡Ôð‡‚Îfl˛˘ÂÈ ÒÎÛÊËÚ ÓÍðÛÊÌÓÒÚ¸ ‚ ÔÎÓÒÍÓ-
ÒÚË xOy  Ò ˆÂÌÚðÓÏ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú ð‡‰ËÛÒ‡ 1cρ =  (ðËÒ. 1.4.7 

‡); 

2cϕ =  – ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸, ÔðÓıÓ‰fl˘‡fl ˜ÂðÂÁ ÓÒ¸ Oz  Ë Ó·ð‡ÁÛ˛˘‡fl Ò 

ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ xOy  Û„ÓÎ ϕ  (ðËÒ. 1.4.7 ·); 

3z c=  – ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸, Ô‡ð‡ÎÎÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy  

(ðËÒ. 1.4.7 ‚). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
äÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Â ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË 1cρ =  Ë ÔÂðÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl 2cϕ =  ÔÓ Ôðfl-

ÏÓÈ, Ô‡ð‡ÎÎÂÎ¸ÌÓÈ ÓÒË Oz  (ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ‡fl ÎËÌËfl z ). äÓÓð‰ËÌ‡Ú-

Ì˚Â ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË 1cρ =  Ë 3z c=  ÔÂðÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl ÔÓ ÓÍðÛÊÌÓÒÚË (ÍÓ-

Óð‰ËÌ‡ÚÌ‡fl ÎËÌËfl ϕ ). äÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Â ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË 2cϕ =  Ë 3z c=  

ÔÂðÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl ÔÓ ÔðflÏÓÈ (ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ‡fl ÎËÌËfl ρ ). éðÚ˚ ˆËÎËÌ‰-

êËÒ. 1.4.6 

x

y

z

0

( , , )M x y z
ρ
ur

ϕ
x  

y

z

êËÒ. 1.4.7

x

z

y0

2cϕ =

ϕ

·)

x

z

y
0 

1cρ =

‡) ‚) 

x

z

y

0 

3z c=
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ðË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú Ë ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Â ÎËÌËË  ρ , ϕ , Ë z   

ËÁÓ·ð‡ÊÂÌ˚ Ì‡ ðËÒ. 1.4.8. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

çÂÔÓÒðÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÁ ðËÒ. 1.4.6 ÏÓÊÌÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û 
‰ÂÍ‡ðÚÓ‚˚ÏË Ë ˆËÎËÌ‰ðË˜ÂÒÍËÏË ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡ÏË: 

cos
sin

x
y
z z

ρ ϕ
ρ ϕ

= ⎫
⎪= ⎬
⎪= ⎭

. 

ç‡È‰ÂÏ flÍÓ·Ë‡Ì ÔðÂÓ·ð‡ÁÓ‚‡ÌËfl ‰Îfl ˆËÎËÌ‰ðË˜ÂÒÍËı ÍÓÓð‰Ë-
Ì‡Ú: 

0
0

0 0 1

cos sin
( , , ) sin cos

z

z

z

x x x

J y y y

z z z

ρ ϕ

ρ ϕ

ρ ϕ

ϕ ρ ϕ
ρ θ ϕ ϕ ρ ϕ ρ

′ ′ ′ −
′ ′ ′= = =

′ ′ ′

. 

çÂÚðÛ‰ÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‚˚ð‡ÊÂÌËfl ‰Îfl 
r
ρ
∂
∂

r

, 
r
ϕ
∂
∂

r

 Ë 
r
z
∂
∂

r

 ‡ Ú‡ÍÊÂ ÍÓ-

˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ã‡ÏÂ H ρ , Hϕ  Ë zH : 

r cos i sin jϕ ϕ
ρ
∂

= +
∂

,  
r sin i cos jρ ϕ ρ ϕ
ϕ
∂

= − +
∂

,  
r k
z
∂

=
∂

; 

1H ρ = ,  1Hϕ = ,  1zH = . 

 
C Û˜ÂÚÓÏ ˝ÚËı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ÔÓÎÛ˜ËÏ: 

0

0

0

cos i sin j
sin i cos j

z k

ϕ ϕ

ϕ ϕ

⎫= +
⎪

= − + ⎬
⎪= ⎭

ρ

ϕ . 

x

z

y
�zк.л.  

êËÒ. 1.4.8 

0

ρк.л.

ϕ

0z
uur

0ϕ
uur 0ρ

uur
 

ϕк.л.
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Ç˚˜ËÒÎflfl ÒÍ‡ÎflðÌ˚Â ÔðÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ÓðÚÓ‚ 0ρ , 0ϕ  Ë 0z , ÌÂÚðÛ‰ÌÓ 

Û·Â‰ËÚ¸Òfl, ˜ÚÓ 0 0 0 0 0 0 0z z⋅ = ⋅ = ⋅ =ρ ϕ ρ ϕ , Ú.Â. ÏÓÊÌÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ‚˚‚Ó‰, 
˜ÚÓ ˆËÎËÌ‰ðË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú ÓðÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì‡.  

ÖÒÎË ÔÓÎÓÊËÚ¸ 0z = , ÚÓ Ï˚ ÔðË‰ÂÏ Í ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï ÛÊÂ ÔÓÎflðÌ˚Ï 
ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡Ï ρ , ϕ : 

cos
sin

x
y

ρ ϕ
ρ ϕ

= ⎫
⎬= ⎭
. 

çÂÚðÛ‰ÌÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl, ˜ÚÓ ‰Îfl ÔÓÎflðÌ˚ı Ë ˆËÎËÌ‰ðË˜ÂÒÍËı ÍÓÓð-
‰ËÌ‡Ú ‚˚ð‡ÊÂÌËfl ‰Îfl flÍÓ·Ë‡Ì‡ ÔðÂÓ·ð‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú, Ú.Â. 

( , , ) ( , )J z Jρ ϕ ρ ϕ ρ= = . 

7. á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ (Ó „ÂÓÏÂÚðË˜ÂÒÍÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ flÍÓ·Ë‡Ì‡). 

ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÓðÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÛ˛ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú 
Oξη , Ë ÔÛÒÚ¸ ‰ÂÍ‡ðÚÓ‚˚ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚ x  Ë y  Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò ÍðË‚ÓÎË-

ÌÂÈÌ˚ÏË ξ  Ë η  ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË: 

( , )x x ξ η= ,  ( , )y y ξ η= , 

ÔðË˜ÂÏ ÔðÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ flÍÓ·Ë‡Ì ÔðÂÓ·ð‡ÁÓ‚‡ÌËfl 

0( , )J x y x yξ η η ξξ η ′ ′ ′ ′= ⋅ − ⋅ ≠ . 

ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy  ÔðÓÒÚÛ˛ Ó·Î‡ÒÚ¸ D , Ó„ð‡ÌË˜ÂÌ-

ÌÛ˛ ÍÓÌÚÛðÓÏ K  (ðËÒ. 1.4.9). Ç ÔÎÓÒÍÓÒÚË 1O ξη  ÂÈ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ 

ÌÂÍÓÚÓð‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ Δ , Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl ÍÓÌÚÛðÓÏ L . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ÖÒÎË ÙÛÌÍˆËË ( , )x ξ η  Ë ( , )y ξ η  ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚ Ë ËÏÂ˛Ú ÌÂÔðÂð˚‚-

Ì˚Â ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÂð‚Ó„Ó ÔÓðfl‰Í‡, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚Â 
ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â, ÚÓ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÓÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ 
ÔÎÓ˘‡‰Ë DS  Ë SΔ  Ò‚flÁ‡Ì˚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ 

x  

y

0 

êËÒ. 1.4.9 

η

10  ξ  

D  Δ
( ),ξ η  L
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( , )DS J Sξ η Δ= ⋅ , 

„‰Â ( , )ξ η  – ÌÂÍÓÚÓð‡fl «ÒðÂ‰Ìflfl» ÚÓ˜Í‡ Ó·Î‡ÒÚË Δ . àÁ ˝ÚÓ„Ó ÒÓÓÚ-

ÌÓ¯ÂÌËfl ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ Ó˜Â‚Ë‰Ì˚È „ÂÓÏÂÚðË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ flÍÓ·Ë‡Ì‡ 
ÔðÂÓ·ð‡ÁÓ‚‡ÌËfl. Ä ËÏÂÌÌÓ: Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÏÓ‰ÛÎ¸ flÍÓ·Ë‡-

Ì‡ ÔðÂÓ·ð‡ÁÓ‚‡ÌËfl ( , )J ξ η  ÔðË ÔÂðÂıÓ‰Â Í ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚Ï ÍÓÓð-

‰ËÌ‡Ú‡Ï ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ËÒÍ‡ÊÂÌËfl ÔÎÓ˘‡‰ÂÈ ÓÚÓ·ð‡Ê‡Â-
Ï˚ı Ó·Î‡ÒÚÂÈ. 

åÓÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ ‰Îfl ÔðÓÒÚð‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓ-
„‰‡ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÔÂðÂıÓ‰ ÓÚ ‰ÂÍ‡ðÚÓ‚˚ı ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú x , y  Ë z  Í 

ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚Ï ξ , η , ζ  ÔðË ‚˚ÔÓÎÌÂÌËË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÔðÂ‰-

ÔÓÎÓÊÂÌËÈ (ÌÂÔðÂð˚‚ÌÓÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËÈ, Ëı ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı Ë 

Ú.Ô.) ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ( , , )T Tv J vξ η ζ ′= ⋅ , „‰Â Tv  – Ó·˙ÂÏ 

Ó·Î‡ÒÚË ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú Oxyz , Tv ′  – Ó·˙ÂÏ ÓÚÓ·ð‡ÊÂÌÌÓÈ Ó·-

Î‡ÒÚË T ′‚ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú 1O ξηζ . Ç ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, Ò „ÂÓÏÂÚðË-

˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁðÂÌËfl, Ì‡ ÏÓ‰ÛÎ¸ flÍÓ·Ë‡Ì‡ ÔðÂÓ·ð‡ÁÓ‚‡ÌËfl 
( , , )J ξ η ζ  ÏÓÊÌÓ ÒÏÓÚðÂÚ¸ Í‡Í Ì‡ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ËÒÍ‡ÊÂÌËfl Ó·˙Â-

ÏÓ‚. 

8. á‡ÏÂÌ‡ ÔÂðÂÏÂÌÌ˚ı ‰‚ÓÈÌ˚ı ‚ ÚðÓÈÌ˚ı ËÌÚÂ„ð‡Î‡ı. 

èÛÒÚ¸ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÔÂðÂıÓ‰ ÓÚ ‰ÂÍ‡ðÚÓ‚˚ı ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú x  Ë y  

Í ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ÏË ξ  Ë η : 

( , )
( , )

x x
y y

ξ η
ξ η

= ⎫
⎬= ⎭
. 

èðÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÔðÂ‰˚‰Û˘Â„Ó Ô‡ð‡„ð‡Ù‡ 
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÙÛÌÍˆËÈ ( , )x ξ η , ( , )y ξ η , ( , )x yξ ξ=  Ë ( , )x yη η=  Ë Ëı 

˜‡ÒÚÌ˚ı ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı Ë ËÏÂÂÚ ÒËÎÛ ‚ÒÂ ÒÍ‡Á‡ÌÌÓÂ Ó· Ó·Î‡ÒÚflı D  Ë 
Δ . èÛÒÚ¸, ÍðÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‚ Ó·Î‡ÒÚË D  Á‡‰‡Ì‡ ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl 

( , )f x y . 

ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ‰‚ÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î ( , )
D

I f x y dxdy= ∫∫ . 

ëÓÒÚ‡‚ËÏ ËÌÚÂ„ð‡Î¸ÌÛ˛ ÒÛÏÏÛ ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡: 

1

( , )
k

n

n k k D
k

f x y Sσ
=

= ⋅ Δ∑ . 
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èðÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÏÛ ð‡Á·ËÂÌË˛ Ó·Î‡ÒÚË D  Ì‡ fl˜ÂÈÍË 1D , 2D , ..., nD  

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ð‡Á·ËÂÌËÂ Ó·Î‡ÒÚË Δ  Ì‡ fl˜ÂÈÍË 1Δ , 2Δ , ..., nΔ , ‡ 

ÚÓ˜Í‡Ï ( , )k kx y  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ÚÓ˜ÍË ( , )k k kξ η ∈Δ  (ðËÒ. 1.4.9). ëÎÂ‰Ó-

‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÏÓÊÂÏ Ì‡ÔËÒ‡Ú¸: 

( , )
k kDS J Sξ η ΔΔ = ⋅Δ , 

‡ ÚÓ„‰‡  

( )
1

( , ), ( , ) ( , )
k

n

n k k k k k k
k

f x y J Sσ ξ η ξ η ξ η Δ
=

= ⋅ Δ∑ . 

àÁÏÂÎ¸˜‡fl ‰ðÓ·ÎÂÌËÂ Ë ÛÒÚðÂÏÎflfl ð‡Ì„ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl Í ÌÛÎ˛, ÔÓ-
ÎÛ˜ËÏ: 

( )
0

lim ( , ), ( , ) ( , )  nn
f x y J d d

λ

σ ξ η ξ η ξ η ξ η
→∞

Δ→

= ⋅∫∫ . 

èðËÏÂð 1. Ç˚˜ËÒÎËÚ¸:  
2( )

D

I x xy dxdy= +∫∫ , 

„‰Â D  ÂÒÚ¸ ÍðÛ„ 2 2 2x y R+ ≤  (ðËÒ. 1.4.10). 

êÂ¯ÂÌËÂ. èÂðÂÈ‰ÂÏ Í ÔÓÎflðÌ˚Ï ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡Ï. 
cos
sin

x r
y r

ϕ
ϕ

= ⎫
⎬= ⎭
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ç‡È‰ÂÏ Ûð‡‚ÌÂÌËÂ ÓÍðÛÊÌÓÒÚË 2 2 2x y R+ =  ‚ ÔÓÎflðÌ˚ı ÍÓÓð‰Ë-

Ì‡Ú‡ı. àÏÂÂÏ:  
2 2 2 2 2 2 2( cos ) ( sin )   (cos sin )   r r R r R r Rϕ ϕ ϕ ϕ+ = ⇔ + = ⇔ =  

x  

y

êËÒ. 1.4.10 

D
�rк.л.  

 �ϕк.л.  R

R

R−

R−  
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ÔðË Î˛·ÓÏ ϕ , (Ú.Â. ϕ  ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ÓÚ 0 ‰Ó 2π ), ‡ r  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓ-

flÌÌ˚Ï. àÚ‡Í, ÓÍðÛÊÌÓÒÚ¸ 2 2 2x y R+ =  ‚ ÔÓÎflðÌ˚ı ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡ı 

ËÏÂÂÚ Ûð‡‚ÌÂÌËÂ r R=  [ ]( )0 2,ϕ π∈ . ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ( , )I r rϕ = , ÔÓ-

ÎÛ˜ËÏ: 

( )

( ) ( )

2 2 2

2
2 3 2 3

0 0

( ) cos cos sin  

cos cos sin  cos cos sin .

D

R

I x xy dxdy r r r r drd

r drd d r dr
π

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

Δ

Δ

= + = + ⋅ ⋅ =

= + ⋅ ⋅ = + ⋅

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫ ∫
 

Ç˚˜ËÒÎËÏ ‚ÌÛÚðÂÌÌËÈ ËÌÚÂ„ð‡Î 
4 4

3

0 04 4внутр

RR r R
I r dr= = =∫ . 

íÓ„‰‡ 

( )
24

2

0

2 24

0 0

22 24 2 4

0 0 0

4

1 2
4 2

1 1 2
4 2 4 2 4

cos cos sin

cos sin  (sin )

sinsin .

R
I d

R
d d

R R

π

π π

ππ π

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ πϕ ϕ

= ⋅ + ⋅ =

⎡ ⎤+
= ⋅ + =⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⋅ + + =
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫ ∫  

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ð‡ÒÒÚ‡‚ÎflÚ¸ ÔðÂ‰ÂÎ˚ ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡-

ÌËfl, ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚˚flÒÌËÚ¸, Í‡Í ÔðÓıÓ‰flÚ (‚ÓÁð‡ÒÚ‡˛Ú) ˜ÂðÂÁ Ó·Î‡ÒÚ¸ 

D  ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Â ÎËÌËË r  Ë ϕ . 

èðÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ‰‡ÎÂÂ, ˜ÚÓ ÌÛÊÌÓ ‚˚˜ËÒÎËÚ¸ ÚðÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î 

( , , ) 
T

I f x y z dxdydz= ∫∫∫ , 

Ë ÔÛÒÚ¸ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÔÂðÂıÓ‰ Í ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚Ï ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡Ï ξ , 

η , ζ  ÔÓ ÙÓðÏÛÎ‡Ï: 

( , , )
( , , )
( , , )

x x
y y
z z

ξ η ζ
ξ η ζ
ξ η ζ

= ⎫
⎪= ⎬
⎪= ⎭

. 

èðÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÙÛÌÍˆËÈ ( , , )x ξ η ζ , 

( , , )y y ξ η ζ= , ( , , )z z ξ η ζ= , ( , , )x y zξ ξ= , ( , , )x y zη η= , ( , , )x y zζ ζ=  Ë 

Ëı ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ, ÒÍ‡Á‡ÌÌÓÂ ‚ Á‡ÏÂ˜‡ÌËË Ô. 7. 
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ÑÓÔÛÒÚËÏ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ ‚ Ó·Î‡ÒÚË T  ÙÛÌÍˆËfl ( , , )f x y z  ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡. 

íÓ„‰‡, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‚˚¯ÂÒÍ‡Á‡ÌÌÓÏÛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ-

„ð‡Î‡, ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ: 

[ ]

( , , ) 

( , , ), ( , , ), ( , , ) ( , , )
T

T

f x y z dxdydz

f x y z J d d dξ η ζ ξ η ζ ξ η ζ ξ η ζ ξ η ζ

=

= ⋅

∫∫∫

∫∫∫
, 

„‰Â ( , , )J ξ η ζ  – flÍÓ·Ë‡Ì ÔðÂÓ·ð‡ÁÓ‚‡ÌËfl. 

ÑÎfl ð‡ÒÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ÔðÂ‰ÂÎÓ‚ ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl ÔÓ ÔÂðÂÏÂÌÌ˚Ï ξ , η , 

ζ  ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‚˚flÒÌËÚ¸, Í‡Í ÔðÓıÓ‰flÚ ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Â ÎËÌËË ξ , η , ζ  

˜ÂðÂÁ Ó·Î‡ÒÚ¸ T . 

èðËÏÂð 2. Ç˚˜ËÒÎËÚ¸ ÔÎÓ˘‡‰¸ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ÒÙÂð˚ 
2 2 2 2x y z R+ + =  (ðËÒ. 1.4.11). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

êÂ¯ÂÌËÂ. Ç˚˜ËÒÎËÏ ‚ÓÒ¸ÏÛ˛ ˜‡ÒÚ¸ ÔÎÓ˘‡‰Ë ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ÒÙÂ-

ð˚, ÎÂÊ‡˘Û˛ ‚ ÔÂð‚ÓÏ ÓÍÚ‡ÌÂ: 

2 21 1
8

( , ) ( , )  
D

S p x y q x y dxdy= + +∫∫ , 

„‰Â 
( , )( , ) z x y

p x y
x

∂
=

∂
, 

( , )( , ) z x y
q x y

y
∂

=
∂

. Ç Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â 

2 2 2z R x y= − − . 

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 

2 2 2
( , ) x
p x y

R x y

−
=

− − ,  2 2 2
( , ) y
p x y

R x y

−
=

− − . 

êËÒ. 1.4.11 

x

z

y
0

ϕ

R

R  

R 2 2 2z R x y= − −
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àÚ‡Í, ËÏÂÂÏ: 
2 2

2 2 2 2 2 2

1 1
8

 
D D

x y Rdxdy
S dxdy

R x y R x y

+
= + =

− − − −
∫∫ ∫∫ . 

èÂðÂÈ‰ÂÏ Í ÔÓÎflðÌ˚Ï ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡Ï  

cosx r ϕ= ,  siny r ϕ= ,  ( , )J r rϕ = . 

üÒÌÓ, ˜ÚÓ  

2

2 2 2 2 2 2 2
0 0

 R

D D

Rdxdy Rr drd rdr
R d

R x y R r R r

π

ϕ ϕ= =
− − − −

∫∫ ∫∫ ∫ ∫ . 

Ç˚˜ËÒÎËÏ 

( )2 2
2 2

2 2 2 2 00 0

1
2внутр

R R Rd R rrdr
I R r R

R r R r

−
= = − = − − =

− −
∫ ∫ , 

ÚÓ„‰‡ 

2
2 2

0

1 8 4
8

 S R d R

π

ϕ π= =∫ Í‚. Â‰., 

Ú.Â. ÔÎÓ˘‡‰¸ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ÒÙÂð˚ ð‡‰ËÛÒ‡ ð‡‚Ì‡ 24 Rπ . 

èðËÏÂð 3. ç‡ÈÚË Ó·˙ÂÏ ÚÂÎ‡, ÎÂÊ‡˘Â„Ó ‚ ÔÂð‚ÓÏ ÓÍÚ‡ÌÂ Ë Ó„-

ð‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÒÌËÁÛ ÍÓÌË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛ 2 2 2x y z+ = , Ò‚ÂðıÛ 

¯‡ðÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛ 2 2 2 2x y z R+ + = , ‡ Ò ·ÓÍÓ‚ ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ÏË 

ÔÎÓÒÍÓÒÚflÏË 0x =  Ë 0y =  (ðËÒ. 1.4.12). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

êËÒ. 1.4.12 

x

y

z

0  

 �θк.л.  

�ρк.л.

 �ψк.л.  
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êÂ¯ÂÌËÂ. àÒÍÓÏ˚È Ó·˙ÂÏ 
T

v dxdydz= ∫∫∫ . èÂðÂÈ‰ÂÏ Í ÒÙÂðË˜Â-

ÒÍËÏ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡Ï: 

sin cos
sin sin
cos

x r
y r
z r

θ ψ
θ ψ
θ

= ⎫
⎪= ⎬
⎪= ⎭

, 

2( , , ) sinJ r rθ ψ θ= . 

ìð‡‚ÌÂÌËÂ 2 2z x y= +  ‚ ÒÙÂðË˜ÂÒÍËı ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡ı ËÏÂÂÚ ‚Ë‰: 

2 2cos ( sin cos ) ( sin sin )r r rθ θ ψ θ ψ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  

ËÎË 

sin cosr rθ θ⋅ = ⋅ , 

ÓÚÍÛ‰‡ 

4
πθ = . 

çÂÚðÛ‰ÌÓ ‰Ó„‡‰‡Ú¸Òfl, ˜ÚÓ Ûð‡‚ÌÂÌËÂ ¯‡ðÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË 
2 2 2 2x y z R+ + =  ‚ ÒÙÂðË˜ÂÒÍËı ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡ı ËÏÂÂÚ Ú‡ÍÓÂ Ûð‡‚ÌÂÌËÂ: 

r R= . àÚ‡Í, ËÒÍÓÏ˚È Ó·˙ÂÏ: 

2 4
2 2

0 0 0

sin  sin
R

T

v r drd d d d r dr

π π

θ ψ θ ψ θ θ= =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ . 

Ç˚˜ËÒÎËÏ: 
3

2

0 31 внутр

R R
I r dr= =∫ ; 

3 3 34 4
3

0 0

2 2 21
3 3 3 2 62 внутр sin ( cos ) ( )R R R

I d R

π π

θ θ θ
⎛ ⎞− −

= = − = − − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ . 

éÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ: 

2
2 3 3

0

2 2 2 2
6 12

( )sin   
T

v r drd d R d R

π

πθ ψ θ ψ− −
= = =∫∫∫ ∫ ÍÛ·. Â‰. 

èðËÏÂð 4. Ç˚˜ËÒÎËÚ¸ Ó·˙ÂÏ ÚÂÎ‡, Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛ 
2 2 22( )x y z+ = − Ë ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ xOy  (ðËÒ. 1.4.13). 

êÂ¯ÂÌËÂ. íÂÎÓ ÒËÏÏÂÚðË˜ÌÓ, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‚˚˜ËÒÎËÏ Ó·˙ÂÏ Â„Ó ˜ÂÚ-
‚ÂðÚÓÈ ˜‡ÒÚË, ÎÂÊ‡˘ÂÈ ‚ ÔÂð‚ÓÏ ÓÍÚ‡ÌÂ: 
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1
4 T

v dxdydz= ∫∫∫ . 

èÂðÂÈ‰ÂÏ Í ˆËÎËÌ‰ðË˜ÂÒÍËÏ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡Ï: 
cos
sin

x r
y r
z z

ϕ
ϕ

= ⎫
⎪= ⎬
⎪= ⎭

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ìð‡‚ÌÂÌËÂ ÍÓÌÛÒ‡ ‚ ˆËÎËÌ‰ðË˜ÂÒÍËı ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡ı 2 22( )r z= − . 

ó‡ÒÚ¸ ÍÓÌÛÒ‡, Ó„ð‡ÌË˜Ë‚‡˛˘‡fl ÚÂÎÓ, ËÏÂÂÚ Ûð‡‚ÌÂÌËÂ 2z r= − . íÓ-
„‰‡ ·Û‰ÂÚ: 

2 22

0 0 0

1
4

 
r

T

v r drd dz d dr rdz

π

ϕ ϕ
−

= =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ . 

Ç˚˜ËÒÎËÏ ‚ÌÛÚðÂÌÌËÂ ËÌÚÂ„ð‡Î˚: 

  
2

2 2
0

0

21 внутр

r
r

I rdz r z r r
−

−
= = ⋅ = −∫ ; 

 

22 3
2 2

0 0

42
3 32 внутр ( ) r

I r r dr r
⎛ ⎞

= − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ . 

éÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ: 

2

0

1 4 2
4 3 3
v d

π

πϕ= =∫ . 

éÚ‚ÂÚ:  
8
3

 v
π

= ÍÛ·. Â‰.  

êËÒ. 1.4.13

x

y

z

D

�zк.л.

�ϕк.л.

0 0 2( , , )

2

2
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ÉÎ‡‚‡ 2 

äðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚Â ËÌÚÂ„ð‡Î˚ 

 

§1. äðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚Â ËÌÚÂ„ð‡Î˚ I ðÓ‰‡ 

1. éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ÔÂð‚Ó„Ó ðÓ‰‡. 

èÛÒÚ¸ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy  ÎÂÊËÚ ÍðË‚‡fl AB , Û ÍÓÚÓðÓÈ ÒÛ˘ÂÒÚ-

‚ÛÂÚ ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë, Ë ÔÛÒÚ¸ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ˝ÚÓÈ ÍðË‚ÓÈ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌ‡ 
ÌÂÍÓÚÓð‡fl ÙÛÌÍˆËfl ( , )f x y  (ðËÒ. 2.1.1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ê‡ÁÓ·¸ÂÏ ÍðË‚Û˛ AB  ÔðÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï Ó·ð‡ÁÓÏ ÚÓ˜Í‡ÏË, ÒÎÂ‰Û˛-

˘ËÏË ‰ðÛ„ Á‡ ‰ðÛ„ÓÏ ÓÚ A  Í B , Ì‡ n  ˜‡ÒÚÂÈ. 

èÛÒÚ¸ kSΔ  – ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë  1k kM M + . ç‡Ë·ÓÎ¸¯Û˛ ËÁ ‰ÎËÌ ‰Û„ kSΔ  

Ì‡ÁÓ‚ÂÏ ð‡Ì„ÓÏ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl Ë Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ λ . ç‡ Í‡Ê‰ÓÈ ‰Û„Â 


1k kM M +  ‚ÓÁ¸ÏÂÏ ÔðÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ ( , )k kP ξ η  Ë ‚˚˜ËÒÎËÏ ‚ ÌÂÈ 

ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ( , )k kf ξ η . 

ëÓÒÚ‡‚ËÏ ÔðÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ( , )k k kf Sξ η ⋅Δ  Ë ÔðÓÒÛÏÏËðÛÂÏ ‚ÒÂ Ú‡ÍËÂ 

ÔðÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl, Ú.Â. Ó·ð‡ÁÛÂÏ ËÌÚÂ„ð‡Î¸ÌÛ˛ ÒÛÏÏÛ (ÒÛÏÏÛ êËÏ‡Ì‡): 
1

0

( , )
n

n k k k
k

f Sσ ξ η
−

=

= ⋅ Δ∑ . 

êËÒ. 2.1.1 

x  

y

0 

0A M=

1M  

kM
1kM + nB M=  

1kx +  kx  

( , )k kP ξ η
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àÁÏÂÎ¸˜‡fl ‰ðÓ·ÎÂÌËÂ, ·Û‰ÂÏ ËÒÍ‡Ú¸ ÔðÂ‰ÂÎ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË 
ËÌÚÂ„ð‡Î¸Ì˚ı ÒÛÏÏ ÔðË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ 0λ → : 

0
lim nI
λ

σ
→

= . 

ÖÒÎË ˝ÚÓÚ ÔðÂ‰ÂÎ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ, ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÒÔÓÒÓ·‡ ‰ðÓ·ÎÂ-
ÌËfl Ë ‚˚·Óð‡ ÚÓ˜ÂÍ ( , )k kξ η , ÚÓ ÓÌ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚Ï 

ËÌÚÂ„ð‡ÎÓÏ ÓÚ ÙÛÌÍˆËË ( , )f x y  ÔÓ ÍðË‚ÓÈ AB  Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl 

( , )
AB

I f x y dS= ∫ . 

í.Â. ÍÓðÓ˜Â: 
1

0 0

( , ) lim ( , )
ndef

k k k
kAB n

f x y dS f S
λ

ξ η
−

→
=→∞

= ⋅Δ∑∫ . 

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ËÁ ÒÚðÛÍÚÛð˚ ËÌÚÂ„ð‡Î¸ÌÓÈ ÒÛÏÏ˚ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÌÂ 
Ë„ð‡ÂÚ ðÓÎË, Í‡ÍÛ˛ ËÁ ÚÓ˜ÂÍ ÔðËÌflÚ¸ Á‡ Ì‡˜‡ÎÓ, ‡ Í‡ÍÛ˛ Á‡ ÍÓÌÂˆ 
ÍðË‚ÓÈ, Ú.Â. Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ 

( , ) ( , )
AB BA

f x y dS f x y dS=∫ ∫ . 

ëÓ‚Âð¯ÂÌÌÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÓÔðÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î 
ÔÓ ÔðÓÒÚð‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÍðË‚ÓÈ 

( , , )
AB

I f x y z dS= ∫ . 

2. íÂÓðÂÏ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ I ðÓ‰‡. 

íÂÓðÂÏ‡. ÖÒÎË ÍðË‚‡fl AB  Á‡‰‡Ì‡ Ô‡ð‡ÏÂÚðË˜ÂÒÍËÏË Ûð‡‚ÌÂ-
ÌËflÏË 

( )
( )

x t
y t

ϕ
ψ

= ⎫
⎬= ⎭
, 

„‰Â ÙÛÌÍˆËË ( )tϕ  Ë ( )tψ  ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌ˚, ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚ Ë ËÏÂ˛Ú ÌÂÔðÂ-

ð˚‚Ì˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ( )tϕ′  Ë ( )tψ ′  Ì‡ ÔðÓÏÂÊÛÚÍÂ [ , ]p q  (p q< ), Ë 

ÂÒÎË ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÍðË‚ÓÈ AB  Á‡‰‡Ì‡ ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl 
( , )f x y , ÚÓ ÚÓ„‰‡ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î ÔÂð‚Ó„Ó ðÓ‰‡ ÓÚ ÙÛÌÍˆËË 

( , )f x y  ÔÓ ÍðË‚ÓÈ AB  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ë ‚˚ð‡Ê‡ÂÚÒfl ˜ÂðÂÁ ÓÔðÂ‰ÂÎеÌ-

Ì˚È ËÌÚÂ„ð‡Î Ú‡Í: 

[ ] 2 2( , ) ( ), ( ) ( ) ( )  
q

AB p

f x y dS f t t t t dtϕ ψ ϕ ψ′ ′= +∫ ∫  

(·ÂÁ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡). 
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á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl ÔðÓÒÚð‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÍðË‚ÓÈ, Á‡‰‡ÌÌÓÈ Ô‡ð‡ÏÂÚ-
ðË˜ÂÒÍËÏË Ûð‡‚ÌÂÌËflÏË 

( )
( )
( )

x t
y t
z t

ϕ
ψ
η

= ⎫
⎪= ⎬
⎪= ⎭

,  [ , ]t p q∈  (p q< ) 

ÔðË ÒÓ·Î˛‰ÂÌËË ÛÒÎÓ‚ËÈ ÚÂÓðÂÏ˚, ÔÓÎÛ˜ËÏ: 

[ ] 2 2 2( , , ) ( ), ( ), ( ) ( ) ( ) ( )  
q

AB p

f x y z dS f t t t t t t dtϕ ψ η ϕ ψ η′ ′ ′= + +∫ ∫ . 

  ó‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È ÚÂÓðÂÏ˚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó 
ËÌÚÂ„ð‡Î‡ I ðÓ‰‡. 

íÂÓðÂÏ‡. ÖÒÎË ÍðË‚‡fl AB  Á‡‰‡Ì‡ Ûð‡‚ÌÂÌËÂÏ ( )y xψ= , ÔðË˜ÂÏ 

ÙÛÌÍˆËfl ( )xψ  ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ë ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡ Ì‡ ÔðÓÏÂÊÛÚÍÂ [ , ]a b , 

(a b< ) Ë ËÏÂÂÚ Ì‡ ˝ÚÓÏ ÔðÓÏÂÊÛÚÍÂ ÌÂÔðÂð˚‚ÌÛ˛ ÔðÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ 
( )xψ ′ , Ë ÂÒÎË ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÍðË‚ÓÈ AB  Á‡‰‡Ì‡ ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡fl 

ÙÛÌÍˆËfl ( , )f x y , ÚÓ ÚÓ„‰‡ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î ÔÂð‚Ó„Ó ðÓ‰‡ ÓÚ 

ÙÛÌÍˆËË ( , )f x y  ÔÓ ÍðË‚ÓÈ AB  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ë ‚˚ð‡Ê‡ÂÚÒfl ˜ÂðÂÁ 

ÓÔðÂ‰ÂÎеÌÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î Ú‡Í: 

[ ] 21( , ) , ( ) ( )  
b

AB a

f x y dS f x x x dtψ ψ ′= +∫ ∫ . 

ÖÒÎË ÔðËÌflÚ¸ ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ, ˜ÚÓ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î ÔÂð‚Ó-
„Ó ðÓ‰‡ ‚˚ð‡Ê‡ÂÚÒfl ˜ÂðÂÁ ÓÔðÂ‰ÂÎеÌÌ˚È, ÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Â„Ó ÒÚ‡ÌÛÚ 
Ó˜Â‚Ë‰Ì˚. éÒÚ‡ÌÓ‚ËÏÒfl Ì‡ Â„Ó ÔðËÏÂÌÂÌËË. 

3. èðËÏÂÌÂÌËÂ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ı ËÌÚÂ„ð‡ÎÓ‚ ÔÂð‚Ó„Ó ðÓ‰‡. 

1. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ ‰ÎËÌ˚ ‰Û„Ë ÍðË‚ÓÈ. 
àÁ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËfl ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ÔÂð‚Ó„Ó ðÓ‰‡ ÒÎÂ‰Û-

ÂÚ, ˜ÚÓ ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë ÍðË‚ÓÈ AB , ÔÓ ÍÓÚÓðÓÈ ‚Â‰ÂÚÒfl ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡-
ÌËÂ, ð‡‚Ì‡ 

AB
AB

S dS= ∫ . 

èðËÏÂð. Ç˚˜ËÒÎËÚ¸ ‰ÎËÌÛ ‰Û„Ë ‡ÒÚðÓË‰˚ 
3

3

cos
sin

x a t

y a t

⎫= ⎪
⎬

= ⎪⎭
  ( 0a > ). 

êÂ¯ÂÌËÂ. èðËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ, ˜ÚÓ sint  Ë cost   2π -

ÔÂðËÓ‰Ë˜Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË, ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÚÓ˜Í‡ ( , )M x y  
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Ó·Â„‡ÂÚ ÍÓÌÚÛð ÍðË‚ÓÈ ABCDA  ‚ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÏ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËË, ÂÒÎË 
0 2[ , ]t π∈ . Ç‚Ë‰Û ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÍðË‚‡fl ÒËÏÏÂÚðË˜Ì‡ (ðËÒ. 2.1.2), Ì‡È‰ÂÏ 

˜ÂÚ‚ÂðÚÛ˛ ˜‡ÒÚ¸ ÂÂ ‰ÎËÌ˚ 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 23 3

0

2 2 22 2

0

2 2
2 2 2

0 0

2 2 2

0 0

1
4

3 3

9 3

33 3
2 2

sin cos  

sin cos cos ( sin )  

sin cos  sin cos  

sinsin  sin .

t t
AB

S dS a t a t dt

a t t a t t dt

a t t dt a t t dt

t a
a t d t a

π

π

π π

π
π

′ ′= = + =

= ⋅ + ⋅ − =

= ⋅ = ⋅ =

= = =

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

 

éÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ ËÏÂÂÏ: ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë ‡ÒÚðÓË‰˚ 
6S a=  Â‰ËÌËˆ ‰ÎËÌ˚. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ Ï‡ÒÒ˚ Ï‡ÚÂðË‡Î¸ÌÓÈ ÍðË‚ÓÈ. 
ç‡È‰ÂÏ Ï‡ÒÒÛ ÍðË‚ÓÈ AB , Á‡‰‡ÌÌÓÈ Ûð‡‚ÌÂÌËÂÏ ( )y f x= , „‰Â 

( )f x  – ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ì‡ ÔðÓÏÂÊÛÚÍÂ [ , ]a b , ÂÒÎË ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ 

ÂÂ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÍðË‚ÓÈ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌ‡ ÌÂÔðÂð˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ 
( , )x yρ ρ= . 

ê‡ÁÓ·¸ÂÏ ÍðË‚Û˛ AB  Ì‡ n  ˜‡ÒÚÂÈ ÔðÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï Ó·ð‡ÁÓÏ. é˜Â-
‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÂÂ Ï‡ÒÒ‡ 

x  

y

( , )M x y

0( , )A a  0( , )C a−

0( , )D c−

0( , )B a

êËÒ. 2.1.2 
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1

0

( , )
n

k k k
k

M Sρ ξ η
−

=

≈ ⋅Δ∑ , 

„‰Â ( , )k kξ η  – ÔðÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡, ÔðËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘‡fl Í‡Ê‰ÓÏÛ ÓÚðÂÁ-

ÍÛ ÍðË‚ÓÈ AB , ‡ kSΔ  – ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë ˝ÚÓ„Ó Û˜‡ÒÚÍ‡. Ç Ôð‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË 

‚˚ð‡ÊÂÌËfl ‰Îfl M  ÒÚÓËÚ ËÌÚÂ„ð‡Î¸Ì‡fl ÒÛÏÏ‡, ‡ ÔÓÚÓÏÛ, ËÁÏÂÎ¸-
˜‡fl ‰ðÓ·ÎÂÌËÂ Ë ÛÒÚðÂÏÎflfl Â„Ó ð‡Ì„ Í ÌÛÎ˛, Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ ‚ ÔðÂ‰Â-
ÎÂ: 

( , )
AB

M x y dSρ= ∫ . 

3. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ ð‡·ÓÚ˚. 
ç‡È‰ÂÏ ð‡·ÓÚÛ ÒËÎ˚ ÔÓ ÔÂðÂÏÂ˘ÂÌË˛ Ï‡ÚÂðË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ‚‰ÓÎ¸ 

ÍðË‚ÓÈ AB  (ðËÒ. 2.1.3). ÅÛ‰ÂÏ ð‡ÒÒÏ‡ÚðË‚‡Ú¸ ÍðË‚Û˛ AB  Í‡Í Ì‡-

Ôð‡‚ÎÂÌÌÛ˛, ÚÓ„‰‡ Ë Ì‡ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Í ÌÂÈ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ Ì‡Ôð‡‚ÎÂ-

ÌËÂ, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ÂÂ Ò Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂÏ ÍðË‚ÓÈ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÛÒÚ¸ 

ÔðË ‰‚ËÊÂÌËË ÔÓ ÍðË‚ÓÈ ÓÚ A  Í B  ÚÓ˜Í‡ M  ÔðÂ‰¯ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓ˜ÍÂ 

N , ÚÓ„‰‡ ·Û‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ ÒÂÍÛ˘‡fl, ÔðÓıÓ‰fl˘‡fl ÓÚ M  Í N , 

ËÏÂÂÚ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ÂÂ Ò Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂÏ ÍðË‚ÓÈ AB . ä‡-

Ò‡ÚÂÎ¸Ì‡fl τ  ÂÒÚ¸ ÔðÂ‰ÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÒÂÍÛ˘ÂÈ ÔðË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ 

N M→ . íÓ„‰‡ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ Ò ÒÂÍÛ˘ÂÈ ÔÂðÂıÓ‰ËÚ Ì‡ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛, 

Ë ÔðÓ Ú‡ÍÛ˛ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ „Ó‚ÓðflÚ, ˜ÚÓ ÓÌ‡ ËÏÂÂÚ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ, ÒÓ‚-

Ô‡‰‡˛˘ÂÂ Ò Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂÏ ÍðË‚ÓÈ AB . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ç‡È‰ÂÏ ð‡·ÓÚÛ ÒËÎ˚ F  ÔÓ ÔÂðÂÏÂ˘ÂÌË˛ Ï‡ÚÂðË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË 

M  ËÁ ÚÓ˜ÍË A  ‚ ÚÓ˜ÍÛ B  ‚‰ÓÎ¸ ÍðË‚ÓÈ AB  (ðËÒ. 2.1.4). 
 

N

M  

êËÒ. 2.1.3 

x  

y  

0  

A  

B
τ
r
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ê‡ÁÓ·¸ÂÏ ÍðË‚Û˛ AB  ÔðÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï Ó·ð‡ÁÓÏ Ì‡ n  ˜‡ÒÚÂÈ Ë ·Û-

‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ Í‡Ê‰˚È k -È Û˜‡ÒÚÓÍ ÍðË‚ÓÈ – ÔðflÏÓÎËÌÂÈÌ˚È 
ÓÚðÂÁÓÍ, ‰ÎËÌ‡ ÍÓÚÓðÓ„Ó kSΔ . ëËÎ‡ F  Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ Ú‡ÍÓÏ Û˜‡ÒÚÍÂ 

ÔÓÒÚÓflÌÌ‡ ÔÓ ‚ÂÎË˜ËÌÂ Ë Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌË˛, Ë Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ÒËÎÓÈ F  Ë 
Û˜‡ÒÚÍÓÏ ÍðË‚ÓÈ ð‡‚ÂÌ kθ . íÓ„‰‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ðÌ‡fl ð‡·ÓÚ‡ ÒËÎ˚ F  Ì‡ 

ð‡ÒÒÏ‡ÚðË‚‡ÂÏÓÏ Û˜‡ÒÚÍÂ 
cosk k k kA F S θΔ = ⋅Δ . 

éÚÒ˛‰‡ ‚Òfl ð‡·ÓÚ‡ 
cos  

AB

A F dSθ= ∫ . 

 

§2. äðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚Â ËÌÚÂ„ð‡Î˚ II ðÓ‰‡ 

1. éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡. 

èÛÒÚ¸ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy  ÎÂÊËÚ ÍðË‚‡fl AB , ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÍÓ-

ÚÓðÓÈ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌ‡ ÙÛÌÍˆËfl ( , )f x y  (ðËÒ. 2.1.1). 

ê‡ÁÓ·¸ÂÏ ÍðË‚Û˛ AB  ÔðÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï Ó·ð‡ÁÓÏ ÚÓ˜Í‡ÏË 0M A= , 

1M , 2M , ..., nM , ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ‰ðÛ„ Á‡ ‰ðÛ„ÓÏ, Ì‡ n  ˜‡ÒÚÂÈ; ÔÛÒÚ¸ 

1d , 2d , ..., nd  – ‰Ë‡ÏÂÚð˚ ‰Û„  0 1M M , 1 2MM , ...,  1n nM M− , Ì‡Ë-

·ÓÎ¸¯ËÈ ËÁ ‰Ë‡ÏÂÚðÓ‚ kd , ð‡‚Ì˚È λ , ÂÒÚ¸ ð‡Ì„ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl. 

ç‡ Í‡Ê‰ÓÈ ‰Û„Â  1k kM M +  ‚ÓÁ¸ÏÂÏ ÔðÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ ( , )k k kP ξ η , 

‚˚˜ËÒÎËÏ ‚ ÌÂÈ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ( , )k kf ξ η  Ë ÒÓÒÚ‡‚ËÏ ÔðÓËÁ‚Â‰Â-

ÌËÂ ( , )k k kf xξ η ⋅Δ , „‰Â 1k k kx x x+Δ = − . 

kM

êËÒ. 2.1.4 

x  

y

0 

A

B  
τ
r

kF
uur

kθ
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èðÓÒÛÏÏËðÛÂÏ ‚ÒÂ Ú‡ÍËÂ ÔðÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl, Ú.Â. ÒÓÒÚ‡‚ËÏ ËÌÚÂ-
„ð‡Î¸ÌÛ˛ ÒÛÏÏÛ (ÒÛÏÏÛ êËÏ‡Ì‡): 

1

0

( , )
n

n k k k
k

f xσ ξ η
−

=

= ⋅ Δ∑ . 

àÁÏÂÎ¸˜‡fl ‰ðÓ·ÎÂÌËÂ Ë ÛÒÚðÂÏÎflfl ð‡Ì„ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl Í ÌÛÎ˛, 
Ë˘ÂÏ ÔðÂ‰ÂÎ 

0

lim nn
I

λ

σ
→∞
→

= . 

ÖÒÎË ˝ÚÓÚ ÔðÂ‰ÂÎ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ, ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÒÔÓÒÓ·‡ ‰ðÓ·ÎÂ-
ÌËfl Ë ‚˚·Óð‡ ÚÓ˜ÂÍ ( , )k kξ η , ÚÓ ÓÌ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚Ï 

ËÌÚÂ„ð‡ÎÓÏ ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡ ÓÚ ÙÛÌÍˆËË ( , )f x y  ÔÓ ÍðË‚ÓÈ AB  Ë 

Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Ú‡Í: 
( , )

AB

I f x y dx= ∫ . 

àÚ‡Í, ÍÓðÓ˜Â: 
1

00

( , ) lim ( , )
ndef

k k kn
kAB

f x y dx f x
λ

ξ η
−

→∞
=→

= ⋅Δ∑∫ . 

éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÓÚÌÓÒËÚÒfl Í ÔÎÓÒÍÓÈ ÍðË‚ÓÈ. íÓ˜ÌÓ Ú‡Í ÊÂ ÓÔðÂ‰Â-
ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„ð‡Î ÔÓ ÔðÓÒÚð‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÍðË‚ÓÈ ( , , )

AB

f x y z dx∫ . 

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÓÔðÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ËÌÚÂ„ð‡Î˚ ( , , )
AB

f x y z dy∫  Ë 

( , , )
AB

f x y z dz∫ . 

ëÛÏÏÛ ËÌÚÂ„ð‡ÎÓ‚ ÔÓ ÍðË‚ÓÈ AB  Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú Ú‡Í: 

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) .
AB AB AB

AB

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz

+ + =

= + +

∫ ∫ ∫

∫
 

ÇÒÂ ÒÍ‡Á‡ÌÌÓÂ ÌÂ ËÒÍÎ˛˜‡ÂÚ ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓ„‰‡ ÚÓ˜Í‡ A  ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò 
ÚÓ˜ÍÓÈ B , Ú.Â. ÍðË‚‡fl AB  ÔðÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÍÓÌÚÛð 
K , ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡ Ó·ÓÁÌ‡˜‡-
ÂÚÒfl Ú‡Í: 

( , )
K

f x y dx∫ , 

ÔðË˜ÂÏ ·ÂÁð‡ÁÎË˜ÌÓ, ‚ Í‡ÍÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ì‡˜‡Ú¸ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÓ 
ÍÓÌÚÛðÛ. ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÂÒÎË K  – ÔÎÓÒÍËÈ Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÍÓÌ-
ÚÛð Ò‡ÏÓÌÂÔÂðÂÒÂÍ‡˛˘ÂÈÒfl ÍÓÌÚÛð, ÚÓ Û Ú‡ÍÓ„Ó ÍÓÌÚÛð‡ ð‡ÁÎË˜‡˛Ú 
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ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ Ë ÓÚðËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ Ó·ıÓ‰‡, ‡ ËÏÂÌÌÓ: Á‡ 
ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ Ó·ıÓ‰‡ ÔðËÌËÏ‡˛Ú Ú‡ÍÓÂ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ, 
ÔðË ÍÓÚÓðÓÏ Ó·Î‡ÒÚ¸, Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl ÍÓÌÚÛðÓÏ K , ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‚‡, 
ÂÒÎË Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎ¸ ‰‚ËÊÂÚÒfl ÔÓ ÍÓÌÚÛðÛ. Ç Ú‡ÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÂÒÎË K  – 
ÔðÓÒÚð‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÍðË‚‡fl, ÚÓ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ Ó·ıÓ‰‡ ÍÓÌÚÛð‡ Ó„Ó‚‡ðË-
‚‡ÂÚÒfl ÓÒÓ·Ó. àÌÓ„‰‡ ‰Îfl ËÌÚÂ„ð‡ÎÓ‚ ÔÓ Á‡ÏÍÌÛÚÓÏÛ Ò‡ÏÓÌÂÔÂðÂÒÂ-
Í‡˛˘ÂÏÛÒfl ÍÓÌÚÛðÛ ÛÔÓÚðÂ·Îfl˛Ú Ú‡ÍËÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl: 

( , )
AB

f x y dx∫   ËÎË  ( , )
AB

f x y dx∫ . 

2. íÂÓðÂÏ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ‚ÚÓðÓ„Ó 

ðÓ‰‡. 

íÂÓðÂÏ‡. ÖÒÎË ÍðË‚‡fl AB  Á‡‰‡Ì‡ Ûð‡‚ÌÂÌËflÏË 
( )
( )

x t
y t

ϕ
ψ

= ⎫
⎬= ⎭
, 

„‰Â ( )tϕ  Ë ( )tψ  ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌ˚ Ë ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚ Ì‡ ÔðÓÏÂÊÛÚÍÂ [ , ]p q , 

ÔðË˜ÂÏ ( )tϕ′  Ú‡ÍÊÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ë ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡ Ì‡ [ , ]p q , ‡ Ô‡ð‡ÏÂÚð 

t  ‚ÓÁð‡ÒÚ‡ÂÚ ÓÚ p  ‰Ó q , ÚÓ ÍðË‚‡fl AB  (ËÎË ÍÓÌÚÛð K ) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ-

Òfl ‚ Ó‰ÌÓÏ Ë ÚÓÏ ÊÂ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËË ÓÚ A  ‰Ó B ; Ë ÂÒÎË ‚ Í‡Ê‰ÓÈ 
ÚÓ˜ÍÂ ÍðË‚ÓÈ AB  Á‡‰‡Ì‡ ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ( , )f x y , ÚÓ ÚÓ„‰‡ 

ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡ ÓÚ ÙÛÌÍˆËË ( , )f x y  ÔÓ ÍðË-

‚ÓÈ AB  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ë ‚˚ð‡Ê‡ÂÚÒfl ˜ÂðÂÁ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î 
Ú‡Í: 

[ ]( , ) ( ), ( ) ( ) 
q

AB p

f x y dx f t t t dtϕ ψ ϕ′=∫ ∫ . 

ó‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È. ÖÒÎË ÍðË‚‡fl AB  Á‡‰‡Ì‡ Ûð‡‚ÌÂÌËÂÏ 
( )y xψ= , „‰Â ( )xψ  – ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡fl Ì‡ ÔðÓÏÂÊÛÚÍÂ [ , ]a b  ÙÛÌÍˆËfl, Ë 

ÂÒÎË ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÍðË‚ÓÈ AB  Á‡‰‡Ì‡ ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl 
( , )f x y , ÚÓ ÚÓ„‰‡ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡ 

( , )
AB

I f x y dx= ∫  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ë ‚˚ð‡Ê‡ÂÚÒfl ˜ÂðÂÁ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌÌ˚È ËÌ-

ÚÂ„ð‡Î Ú‡Í: 

[ ]( , ) , ( )
b

AB a

f x y dx f x x dxψ=∫ ∫ . 
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3. ë‚ÓÈÒÚ‚‡ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡. 

éÒÚ‡ÌÓ‚ËÏÒfl Ì‡ ÌÂÍÓÚÓð˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ı Ë ÔðËÏÂÌÂÌËflı ÍðË‚ÓÎË-
ÌÂÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡, ÔðË˜ÂÏ ÌÂ ·Û‰ÂÏ ÛÔÓÏËÌ‡Ú¸ Ë ‰Ó-
Í‡Á˚‚‡Ú¸ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡, ÍÓÚÓð˚Â Ó˜Â‚Ë‰Ì˚. 

1. èðË ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËË ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡ 
( , )

AB

I f x y dx= ∫  ÌÛÊÌÓ ð‡ÁÎË˜‡Ú¸ Ì‡˜‡ÎÓ Ë ÍÓÌÂˆ ÔÛÚË ËÌÚÂ„ðËðÓ-

‚‡ÌËfl, ‡ ËÏÂÌÌÓ: 
( , ) ( , )

AB BA

f x y dx f x y dx= −∫ ∫ . 

ùÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÒÚ‡ÌÂÚ Ó˜Â‚Ë‰Ì˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl Ó‰ÌÓ„Ó Ë ÚÓ„Ó ÊÂ ÒÔÓ-
ÒÓ·‡ ð‡Á·ËÂÌËfl ÒÓÒÚ‡‚ËÚ¸ ËÌÚÂ„ð‡Î¸Ì˚Â ÒÛÏÏ˚ ‰Îfl ËÌÚÂ„ð‡ÎÓ‚, 
ÒÚÓfl˘Ëı ‚ ÎÂ‚ÓÈ Ë Ôð‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ð‡‚ÂÌÒÚ‚‡. 

2. Ç ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÍðË‚‡fl AB  Á‡ÏÍÌÛÚ‡, Ú.Â. ÔðÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ 
ÒÓ·ÓÈ Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÍÓÌÚÛð K , ÚÓ 

 ( , )   ( , )f x y dx f x y dx= −∫ ∫ , 

Ú.Â. ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËfl Ó·ıÓ‰‡ ÍÓÌÚÛð‡ K  ÏÂÌflÂÚ ÁÌ‡Í ËÌÚÂ-
„ð‡Î‡ Ì‡ ÔðÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚È. 

3. ÖÒÎË ÙÛÌÍˆËfl ( , )f x y  ËÌÚÂ„ðËðÛÂÏ‡ Ì‡ ÍðË‚ÓÈ AB  Ë ÂÒÎË 

ÚÓ˜Í‡ C  ð‡Á·Ë‚‡ÂÚ ÍðË‚Û˛ Ì‡ ‰‚‡ Û˜‡ÒÚÍ‡ AC  Ë CB , ÚÓ 
( , ) ( , ) ( , )

AB AC CB

f x y dx f x y dx f x y dx= +∫ ∫ ∫ . 

ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ˝ÚÓ„Ó Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÒÓÒÚ‡‚ËÚ¸ ËÌÚÂ-
„ð‡Î¸ÌÛ˛ ÒÛÏÏÛ, ‡ ÚÓ˜ÍÛ C  ‚ÍÎ˛˜ËÚ¸ ‚ ˜ËÒÎÓ ÚÓ˜ÂÍ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl. 

4. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÂÒÎË ÍðË‚‡fl AB  ÂÒÚ¸ ÔðflÏÓÎËÌÂÈÌ˚È ÓÚðÂÁÓÍ, 
ÔÂðÔÂÌ‰ËÍÛÎflðÌ˚È ÓÒË Ox , ÚÓ ÔðË Î˛·ÓÈ ( , )f x y  ËÌÚÂ„ð‡Î 

( , )
AB

I f x y dx= ∫  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ë ð‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛. 

4. ë‚flÁ¸ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ı ËÌÚÂ„ð‡ÎÓ‚ ÔÂð‚Ó„Ó Ë ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡. 

ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ËÌÚÂ„ð‡Î 
( , )

AB

I P x y dx= ∫ , 

„‰Â ( , )P x y  – ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ 

ÍðË‚ÓÈ AB , ‡ ÍðË‚‡fl AB  Á‡‰‡Ì‡ Ûð‡‚ÌÂÌËÂÏ ( )y xψ= , ÔðË˜ÂÏ 
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( )xψ  ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡ Ë ËÏÂÂÚ ÌÂÔðÂð˚‚ÌÛ˛ ÔðÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ( )xψ ′  Ì‡ ÔðÓ-

ÏÂÊÛÚÍÂ [ , ]a b , „‰Â a b<  (ðËÒ. 2.2.1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

èðË ‚˚ÔÓÎÌÂÌËË Ú‡ÍËı ÛÒÎÓ‚ËÈ ÍðË‚‡fl AB  ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ 
ËÏÂÂÚ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛. å˚ ·Û‰ÂÏ ð‡ÒÒÏ‡ÚðË‚‡Ú¸ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛, ËÏÂ˛-
˘Û˛ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ÂÂ Ò Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂÏ ÍðË‚ÓÈ AB . é·Ó-
ÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂðÂÁ α  Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂÏ Í‡Ò‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÈ Ë ÓÒ¸˛ Ox . Ç ÒËÎÛ „ÂÓÏÂÚðË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÏ˚ÒÎ‡ ÔðÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ 
ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ tg ( )xα ψ ′= , ‡ ÚÓ„‰‡ 

2

1
1

cos
[ ( )]x

α
ψ

=
′+

. 

àÌÚÂ„ð‡Î I  Ï˚ ÏÓÊÂÏ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Ú‡Í: 

[ ] 21, ( ) cos x
AB

I P x x dxψ α ψ ′= +∫ . 

èÂðÂÈ‰ÂÏ ‚ Ôð‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Í ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏÛ ËÌÚÂ„ð‡ÎÛ: 

[ ] 21, ( ) cos [ ( )]
b

a

I P x x x dxψ α ψ ′= +∫ . 

íÓ˜ÌÓ Ú‡ÍÓÏÛ ÊÂ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏÛ ËÌÚÂ„ð‡ÎÛ ð‡‚ÂÌ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈ-
Ì˚È ËÌÚÂ„ð‡Î ÔÂð‚Ó„Ó ðÓ‰‡ 

1 ( , )cos  
AB

I P x y dSα= ∫ , 

Ú.Â. 1I I= . 

éÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ 
( , )cos  ( , )

AB AB

P x y dS P x y dxα =∫ ∫ . 

ëÓ‚Âð¯ÂÌÌÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÏÓÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ Ë Ú‡ÍÛ˛ ÙÓðÏÛÎÛ: 
( , )cos  ( , )

AB AB

Q x y dS Q x y dyβ =∫ ∫ , 

τ
r

êËÒ. 2.2.1 

x  

0  

y

M
A

B  

β
α

b  a
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„‰Â β  – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Ï Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂÏ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Ë 

ÓÒ¸˛ Oy . 
ëÍÎ‡‰˚‚‡fl ÔÓ˜ÎÂÌÌÓ ‰‚Â ÔÓÒÎÂ‰ÌËÂ ÙÓðÏÛÎ˚, ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÓÓÚÌÓ-

¯ÂÌËÂ, ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡˛˘ÂÂ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ÏË ËÌÚÂ„ð‡-
Î‡ÏË ÔÂð‚Ó„Ó Ë ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡ ÔÓ ÍðË‚ÓÈ AB , ÎÂÊ‡˘ÂÈ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË 
xOy : 

[ ]( , ) ( , ) ( , )cos ( , )cos
AB AB

P x y dx Q x y dy P x y Q x y dSα β+ = +∫ ∫ . 

åÂÊ‰Û ÎÂ‚ÓÈ Ë Ôð‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚflÏË ð‡‚ÂÌÒÚ‚‡ Á‰ÂÒ¸ Ú‡ÍÓÂ ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡-
ÌËÂ: ÒÎÂ‚‡ ËÌÚÂ„ð‡Î ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ÔÓ ÍðË‚ÓÈ AB  ÓÚ A  Í B , ‡ 
ÒÔð‡‚‡ ˜ÂðÂÁ α  Ë β  Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ˚ Û„Î˚ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ, Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ 
ÍÓÚÓðÓÈ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂÏ ÍðË‚ÓÈ AB , Ò ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ÏË 
ÓÒflÏË. 

ÖÒÎË AB  – ÔðÓÒÚð‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÍðË‚‡fl, α , β , γ  – Û„Î˚ Í‡Ò‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÈ, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ÂÈ ÔÓ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌË˛ Ò ÍðË‚ÓÈ AB , Ò ÍÓÓð‰Ë-
Ì‡ÚÌ˚ÏË ÓÒflÏË Ox , Oy  Ë Oz  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÚÓ ÒÔð‡‚Â‰ÎË‚Ó Ú‡-
ÍÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ: 

[ ]

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , )cos ( , , )cos ( , , )cos .
AB

AB

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz

P x y z Q x y z R x y z dSα β γ

+ + =

= + +

∫

∫
 

5. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ ð‡·ÓÚ˚ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡. 

å˚ ÔÓÎÛ˜ËÎË ð‡ÌÂÂ ‚˚ð‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ð‡·ÓÚ˚ ÒËÎ˚ F  ÔÓ ÔÂðÂÏÂ-
˘ÂÌË˛ Ï‡ÚÂðË‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË M  ÔÓ ÍðË‚ÓÈ AB  ˜ÂðÂÁ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈ-
Ì˚È ËÌÚÂ„ð‡Î ÔÂð‚Ó„Ó ðÓ‰‡: 

cos
AB

A F dSθ= ∫ . 

á‰ÂÒ¸ θ  – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓðÓÏ F  Ë Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ, Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ 

ÍÓÚÓðÓÈ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂÏ ÍðË‚ÓÈ AB . 
 
 
 
 
 
 
 
 

M
A  

B

êËÒ. 2.2.2 

x  0  

y  

β
α

τ
r

δ
θ

F
ur
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ç‡È‰ÂÏ ‚˚ð‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ˝ÚÓÈ ð‡·ÓÚ˚ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó 
ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡ (ðËÒ. 2.2.2). èÛÒÚ¸ α  – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û Ì‡-
Ôð‡‚ÎÂÌËÂÏ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ËÏ ÓÚ A  Í B  Ë ÓÒ¸˛ Ox ; β  – 

Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂÏ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Ë ÓÒ¸˛ Oy ; δ  – Û„ÓÎ ÏÂÊ-

‰Û ‚ÂÍÚÓðÓÏ F
ur

 Ë ÓÒ¸˛ Ox . üÒÌÓ, ˜ÚÓ ( )θ δ α= ± − . 

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂðÂÁ ( , )P x y  Ë ( , )Q x y  ÔðÓÂÍˆËË ÒËÎ˚ F
ur

 Ì‡ ÍÓÓð‰Ë-

Ì‡ÚÌ˚Â ÓÒË. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ 
( , ) cos ( , )F x y P x yδ⋅ = , ( , ) sin ( , )F x y Q x yδ⋅ =  

(Á‰ÂÒ¸ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌÓ ( , ) ( , )F x y F x y=
ur

). äðÓÏÂ ÚÓ„Ó flÒÌÓ, ˜ÚÓ 

cos cos( ) cos cos sin sinθ δ α δ α δ α= − = + ,  

ÚÓ„‰‡ 

( )

( )

( )

cos ( , )cos cos ( , )sin sin

( , )cos ( , )sin

( , )cos ( , )cos ,

AB AB

AB

AB

A F dS F x y F x y dS

P x y Q x y dS

P x y Q x y dS

δ α δ α

α α

α β

= = + =

= + =

= +

∫ ∫

∫

∫

ur

 

Ú.Í. 
2
πα β+ = , ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ sin cosα β= . ç‡ÍÓÌÂˆ, Û˜ËÚ˚‚‡fl 

Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ÏË ËÌÚÂ„ð‡Î‡ÏË I Ë II ðÓ‰‡, ÓÍÓÌ˜‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ ÏÓÊÂÏ Ì‡ÔËÒ‡Ú¸: 

( , ) ( , )
AB

A P x y dx Q x y dy= +∫ . 

àÚ‡Í, Ï˚ ÏÓÊÂÏ Û˜ËÚ˚‚‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚ÒflÍËÈ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚È ËÌÚÂ-
„ð‡Î ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡ ‚Ë‰‡ 

( , ) ( , )
AB

P x y dx Q x y dy+∫  

ÏÓÊÌÓ ËÒÚÓÎÍÓ‚‡Ú¸ Í‡Í ð‡·ÓÚÛ ÒËÎ˚, ËÏÂ˛˘ÂÈ Ò‚ÓËÏË ÔðÓÂÍˆËflÏË 
Ì‡ ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚Â ÓÒË ( , )P x y  Ë ( , )Q x y , ÔÓ ÔÂðÂÏÂ˘ÂÌË˛ Ï‡ÚÂðË-

‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ‚‰ÓÎ¸ ÍðË‚ÓÈ AB  ËÁ ÚÓ˜ÍË A  ‚ ÚÓ˜ÍÛ B . 
 

§3. îÓðÏÛÎ‡ ÉðËÌ‡ 

èÛÒÚ¸ Á‡‰‡Ì‡ ÌÂÍÓÚÓð‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ D , Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl ÒÌËÁÛ ÍðË‚ÓÈ 
( )y xϕ= , Ò‚ÂðıÛ – ÍðË‚ÓÈ ( )y x= Φ , ‡ Ò ·ÓÍÓ‚ – ÓÚðÂÁÍ‡ÏË BC  Ë 

AD , Ô‡ð‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ÏË ÓÒË Oy  (ðËÒ. 2.3.1), Ë ÔÛÒÚ¸ ‚ ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË 

ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌ‡ ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ( , )P x y , ËÏÂ˛˘‡fl ÌÂÔðÂð˚‚ÌÛ˛ 

˜‡ÒÚÌÛ˛ ÔðÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ( , )yP x y′ . 
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Ç˚˜ËÒÎËÏ 

( , )

D

P x y
I dxdy

y
∂

=
∂∫∫ . 

èÂðÂıÓ‰fl Í ÔÓ‚ÚÓðÌÓÏÛ ËÌÚÂ„ð‡ÎÛ, ÔÓÎÛ˜ËÏ 

( ) ( )
( )

( )

( , ) , ( ) , ( )
xb b

a x a

P x y
I dx dy P x x P x x dx

yϕ

ϕ
Φ ∂ ⎡ ⎤= = Φ −⎣ ⎦∂∫ ∫ ∫ . 

ë ‰ðÛ„ÓÈ ÒÚÓðÓÌ˚, ËÌÚÂ„ð‡Î ÔÓ ÍÓÌÚÛðÛ Ó·Î‡ÒÚË D : 

[ ] [ ]

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

, ( ) , ( ) .

KD AB BC CD DA

b b

a a

P x y dx P x y dx P x y dx P x y dx P x y dx

P x x dx P x x dxϕ

= + + + =

= − Φ

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

èð‡‚˚Â ˜‡ÒÚË ‰‚Ûı ÔÓÒÎÂ‰ÌËı ÙÓðÏÛÎ ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÁÌ‡-
ÍÓÏ, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 

( , ) ( , )
KDD

P x y
dxdy P x y dx

y
∂

= −
∂∫∫ ∫ . 

èÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ÙÓðÏÛÎ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ï‡ÎÓÈ ÙÓðÏÛÎÓÈ ÉðËÌ‡. 
åÓÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÓÌ‡ ÒÔð‡‚Â‰ÎË‚‡ Ë ‰Îfl Ó·Î‡ÒÚË, ËÁÓ·ð‡ÊÂÌÌÓÈ 
Ì‡ ðËÒ 2.3.2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

êËÒ. 2.3.1 

A
B

x  0  

y  

D

C
D

ba

( )y xϕ=

( )y x= Φ

êËÒ. 2.3.2 

x  0  

y  

D

d  

c  

( )x yϕ= ( )x y= Φ  
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çÂÚðÛ‰ÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ ˝Ú‡ ÙÓðÏÛÎ‡ ÒÔð‡‚Â‰ÎË‚‡ ‰Îfl Î˛-

·ÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, ð‡ÒÔ‡‰‡˛˘ÂÈÒfl Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ˜‡ÒÚÂÈ, ËÁÓ·ð‡-

ÊÂÌÌ˚ı Ì‡ ðËÒ. 2.3.1 Ë 2.3.2. 

ÖÒÎË ‚ Ó·Î‡ÒÚË D  ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ë ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡ ÙÛÌÍˆËfl ( , )Q x y , 

ËÏÂ˛˘‡fl ÌÂÔðÂð˚‚ÌÛ˛ ˜‡ÒÚÌÛ˛ ÔðÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ 
( , )Q x y
x

∂
∂

, ÚÓ ÒÓ‚Âð-

¯ÂÌÌÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÏÓÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ‚ÚÓðÛ˛ Ï‡ÎÛ˛ ÙÓðÏÛÎÛ ÉðË-

Ì‡: 
( , ) ( , )

KDD

Q x y
dxdy Q x y dy

x
∂

=
∂∫∫ ∫ . 

Ç˚˜ËÚ‡fl ÔÓ˜ÎÂÌÌÓ ËÁ ‚ÚÓðÓÈ ÔÂð‚Û˛ Ï‡ÎÛ˛ ÙÓðÏÛÎÛ ÉðËÌ‡, ÔÓ-

ÎÛ˜ËÏ Ú‡ÍÛ˛ ÙÓðÏÛÎÛ: 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
KDD

Q x y P x y
dxdy P x y dx Q x y dy

x y
∂ ∂⎡ ⎤

− = +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦∫∫ ∫ . 

ùÚ‡ ÙÓðÏÛÎ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÙÓðÏÛÎÓÈ ÉðËÌ‡ ËÎË ÔðÓÒÚÓ 

ÙÓðÏÛÎÓÈ ÉðËÌ‡. éÌ‡ ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÓÈÌ˚Ï ËÌÚÂ-

„ð‡ÎÓÏ ÔÓ Ó·Î‡ÒÚË D  Ë ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚Ï ËÌÚÂ„ð‡ÎÓÏ ÔÓ ÍÓÌÚÛðÛ 

˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË. 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ (Ó ‚˚˜ËÒÎÂÌËË ÔÎÓ˘‡‰Ë Ó·Î‡ÒÚË Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍðË-

‚ÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡). èÓÎÓÊËÏ ‚ ÙÓðÏÛÎÂ ÉðËÌ‡ ( , )P x y y= − , 

( , )Q x y x=  ÚÓ„‰‡ ÔÓÎÛ˜ËÏ 

1 1 2( , ) ( , )Q x y P x y
x y

∂ ∂
− = + =

∂ ∂
. 

èðË Ú‡ÍËı ÁÌ‡˜ÂÌËflı ÙÛÌÍˆËË ( , )P x y  Ë ( , )Q x y  ËÌÚÂ„ð‡Î, 

ÒÚÓfl˘ËÈ ‚ ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ÙÓðÏÛÎ˚ ÉðËÌ‡, ‰‡ÂÚ Ì‡Ï Û‰‚ÓÂÌÌÛ˛ ÔÎÓ-

˘‡‰¸ Ó·Î‡ÒÚË D , ÓÚÍÛ‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ 
1
2

D

D
K

S xdy ydx= −∫ . 

èÓ ˝ÚÓÈ ÙÓðÏÛÎÂ ÏÓÊÌÓ ‚˚˜ËÒÎËÚ¸ ÔÎÓ˘‡‰¸ Ó·Î‡ÒÚË D , Ó„ð‡-
ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÍÓÌÚÛðÓÏ DK . 

èðËÏÂð. Ç˚˜ËÒÎËÚ¸ ÔÎÓ˘‡‰¸, Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÛ˛ ÍðË‚ÓÈ 
cos
sin

x a t
y b t
= ⎫

⎬= ⎭
. 



 64

êÂ¯ÂÌËÂ. á‡ÔË¯ÂÏ Ô‡ð‡ÏÂÚðË˜ÂÒÍËÂ Ûð‡‚ÌÂÌËfl ‰‡ÌÌÓÈ ÍðË‚ÓÈ 
Ú‡Í 

cos

sin

x
t

a
y

t
b

⎫= ⎪⎪
⎬
⎪=
⎪⎭

. 

ÇÓÁ‚Ó‰fl ‚ Í‚‡‰ð‡Ú Ë ÒÍÎ‡‰˚‚‡fl ÔÓ˜ÎÂÌÌÓ ˝ÚË Ûð‡‚ÌÂÌËfl, ÔÓÎÛ-
˜ËÏ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÓÂ Ûð‡‚ÌÂÌËÂ ˝ÎÎËÔÒ‡ 

2 2

2 2 1x y
a b

+ =   (ðËÒ. 2.3.3). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ÑÎfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÔÎÓ˘‡‰Ë ˝ÎÎËÔÒ‡, Ó‰Ì‡ÍÓ, Û‰Ó·ÌÂÂ ÓÒÚ‡‚ËÚ¸ 

Ô‡ð‡ÏÂÚðË˜ÂÒÍËÂ Ûð‡‚ÌÂÌËfl. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ô‡ð‡ÏÂÚð t  ÏÂÌflÂÚÒfl ÓÚ 
0  ‰Ó 2π  (ÔðË ˝ÚÓÏ ÚÂÍÛ˘‡fl ÚÓ˜Í‡ ( , )M x y  Ó·Â„‡ÂÚ ÔÓÎÌ˚È ÍÓÌÚÛð 

˝ÎÎËÔÒ‡). ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ sintx a t′ = − , costy b t′ = , ÔÓÎÛ˜ËÏ: 
2

0

1 1
2 2

элл

элл cos cos ( sin ) ( sin ) 
K

S xdy ydx a t b t a t b t dt
π

= − = ⋅ + − ⋅ − =∫ ∫  

2

0

1
2
ab dt ab

π

π= =∫ . 

í.Â. Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ, ˜ÚÓ ÔÎÓ˘‡‰¸ ˝ÎÎËÔÒ‡ 
S abπ= Í‚. Â‰ . 

èðË a b=  ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ËÁ‚ÂÒÚÌÛ˛ ÙÓðÏÛÎÛ ‰Îfl ÔÎÓ˘‡‰Ë ÍðÛ„‡ 
2S rπ= , 

„‰Â Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌÓ a b r= = . 
 

x

y

( , )M x y

aa−  

b−

b

êËÒ. 2.3.3 
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§4. äðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚Â ËÌÚÂ„ð‡Î˚, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ ÔÛÚË            
ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl 

èÛÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËË ( , )P x y  Ë ( , )Q x y  ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌ˚ Ë ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚ ‚ 

ÌÂÍÓÚÓðÓÈ ÓÚÍð˚ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË S  Ë ËÏÂ˛Ú ‚ ÌÂÈ ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚Â ˜‡ÒÚ-

Ì˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â 
( , )Q x y
x

∂
∂

 Ë 
( , )P x y
y

∂
∂

. å˚ ·Û‰ÂÏ ð‡ÒÒÏ‡ÚðË‚‡Ú¸ 

ÍðË‚˚Â, ˆÂÎËÍÓÏ ÎÂÊ‡˘ËÂ ‚ Ó·Î‡ÒÚË S  Ë ‰ÓÔÛÒÍ‡˛˘ËÂ ÔðÂ‰ÒÚ‡‚-
ÎÂÌËÂ 

( )
( )

x t
y t

ϕ
ψ

= ⎫
⎬= ⎭
, 

ÔðË˜ÂÏ ÙÛÌÍˆËË ( )tϕ  Ë ( )tψ  ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚ Ë ËÏÂ˛Ú ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚Â 

ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ( )tϕ′  Ë ( )tψ ′  ÔðË Î˛·ÓÏ [ , ]t p q∈  Ó·Î‡ÒÚË S  Ë ‰ÓÔÛÒ-

Í‡˛˘ËÂ ÔðÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ( )x tϕ= , ( )y tψ= , ÔðË˜ÂÏ ÙÛÌÍˆËË ( )tϕ  Ë 

( )tψ  ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚ Ë ËÏÂ˛Ú ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ( )tϕ′  Ë ( )tψ ′  

ÔðË Î˛·ÓÏ [ , ]t p q∈ . 

éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ 1. ÉÓ‚ÓðflÚ, ˜ÚÓ ËÌÚÂ„ð‡Î 
( , ) ( , )

AB

I P x y dx Q x y dy= +∫  ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÔÛÚË ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl, 

ÂÒÎË ðÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl ÔÓ Î˛·˚Ï ÍðË‚˚Ï, ÒÓÂ‰ËÌfl˛-
˘ËÏ ÚÓ˜ÍË A  Ë B , ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú, Ú.Â. ÂÒÎË 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
AMB ANB

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy+ = +∫ ∫   (ðËÒ. 2.4.1). 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ. àÌÚÂ„ð‡Î˚, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ ÔÛÚË ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl, 
ËÌÓ„‰‡ Á‡ÔËÒ˚‚‡˛Ú Ú‡Í: 

( , ) ( , )
B

A

I P x y dx Q x y dy= +∫ , 

„‰Â 0 0( , )A x y  Ë 1 1( , )B x y , ‡ ÔÓ‰ ÍðË‚ÓÈ, ÔÓ ÍÓÚÓðÓÈ ‚Â‰ÂÚÒfl ËÌÚÂ„ðË-

ðÓ‚‡ÌËÂ, ÔÓÌËÏ‡ÂÏ Î˛·Û˛ ÍðË‚Û˛ AB , ÎË¯¸ ·˚ Ì‡ ÌÂÈ ÌÂ Ì‡ðÛ-
¯‡ÎËÒ¸ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÚÂÓðÂÏ˚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡-
Î‡. 
 
 
 
 
 
 
 

êËÒ. 2.4.1 

x  0  

y  

A

B
N

M S
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éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ 2. ÉÓ‚ÓðflÚ, ˜ÚÓ ËÌÚÂ„ð‡Î ÔÓ Á‡ÏÍÌÛÚÓÏÛ ÍÓÌ-
ÚÛðÛ ð‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó Á‡ÏÍÌÛÚÓ„Ó Ò‡ÏÓÌÂÔÂðÂÒÂÍ‡˛-
˘Â„ÓÒfl ÍÓÌÚÓð‡ L , ˆÂÎËÍÓÏ ÎÂÊ‡˘Â„Ó ‚ S , ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl 

0( , ) ( , )
L

P x y dx Q x y dy+ =∫ . 

ãÂÏÏ‡. éÔðÂ‰ÂÎÂÌËfl 1 Ë 2 ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚. 
1. ÑÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÂÒÎË ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ 

ÔÛÚË ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl, ÚÓ ÔÓ Î˛·ÓÏÛ Á‡ÏÍÌÛÚÓÏÛ ÍÓÌÚÛðÛ ÓÌ ð‡‚ÂÌ 
ÌÛÎ˛ (ðËÒ. 2.4.1). 

ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÛÒÚ¸ 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

AMB ANB

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy+ = +∫ ∫ . 

éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ: 

0

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
AMB ANB

AMB BNA

AMBNA

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy

Pdx Qdy

+ − + = ⇒

⇒ + + + =

= + =

∫ ∫

∫ ∫

∫

. 

íÂÔÂð¸ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó·ÓÁÌ‡˜ËÚ¸ Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ ÍðË‚Û˛ 
AMBNA  ·ÛÍ‚ÓÈ L  Ë ÓÍ‡ÊÂÚÒfl 

0( , ) ( , )
L

P x y dx Q x y dy+ =∫ . 

2. ÇÚÓðÓÂ ÛÚ‚ÂðÊ‰ÂÌËÂ: ÂÒÎË ËÌÚÂ„ð‡Î ÔÓ Á‡ÏÍÌÛÚÓÏÛ ÍÓÌÚÛðÛ 
ð‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛, ÚÓ ÓÌ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÔÛÚË ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl, ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ-
Òfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, ‰Îfl ˜Â„Ó ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ð‡Á·ËÚ¸ Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÍÓÌÚÛð L  
Ì‡ ‰‚‡ Û˜‡ÒÚÍ‡ 

(‰ÓÍ‡ÊËÚÂ Ò‡ÏÓÒÚÓflÚÂÎ¸ÌÓ). 
íÂÓðÂÏ‡ 1. ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ËÌÚÂ„ð‡Î 

0( , ) ( , )
AB

I P x y dx Q x y dy= + =∫  ÌÂ Á‡‚ËÒÂÎ ÓÚ ÔÛÚË ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl, 

ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ, ˜ÚÓ·˚ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·Î‡ÒÚË S  ·˚ÎÓ 
‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ 

( , ) ( , )Q x y P x y
x y

∂ ∂
=

∂ ∂
. 

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. 
ÑÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸. ÑÓÔÛÒÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·Î‡ÒÚË S  ‚˚-
ÔÓÎÌÂÌÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ (1). ÇÓÁ¸ÏÂÏ Á‡ÏÍÌÛÚ˚È Ò‡ÏÓÌÂÔÂðÂÒÂÍ‡˛˘ËÈÒfl 

(1) 
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ÍÓÌÚÛð K , ÎÂÊ‡˘ËÈ ‚ S  Ë Ó„ð‡ÌË˜Ë‚‡˛˘ËÈ Ó·Î‡ÒÚ¸ D  (ðËÒ. 
2.4.2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ç ÒËÎÛ ÙÓðÏÛÎ˚ ÉðËÌ‡: 
( , ) ( , )( , ) ( , )

L D

Q x y P x y
P x y dx Q x y dy dxdy

x y
∂ ∂⎛ ⎞

+ = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫∫ . 

í‡Í Í‡Í ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ (1), ÚÓ 0( , ) ( , )
L

P x y dx Q x y dy+ =∫ , ‡ 

ÚÓ„‰‡ ‚ ÒËÎÛ ÎÂÏÏ˚ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î 
( , ) ( , )

AB

P x y dx Q x y dy+∫  ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÔÛÚË ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl. 

çÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚ¸. ÑÓÔÛÒÚËÏ, ˜ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ (1) ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ‚Ò˛‰Û ‚ 
S  Ë ÔÛÒÚ¸ Ì‡È‰ÂÚÒfl ÌÂÍÓÚÓð‡fl ÚÓ˜Í‡ 0 0 0( , )M x y , ‚ ÍÓÚÓðÓÈ 

( , ) ( , )Q x y P x y
x y

∂ ∂
≠

∂ ∂
. èÛÒÚ¸ ‰Îfl ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË ‚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ 

0

0( , ) ( , )

M

Q x y P x y
x y

∂ ∂⎛ ⎞
− >⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

. 

í‡Í Í‡Í ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â 
( , )Q x y
x

∂
∂

 Ë 
( , )P x y
y

∂
∂

 ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚, 

ÚÓ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ÍðÛ„ ρΔ  Ò ˆÂÌÚðÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ 0M  ÒÚÓÎ¸ Ï‡ÎÓ„Ó ð‡-

‰ËÛÒ‡ ρ , ˜ÚÓ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÌÂð‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‚Ó ‚ÒÂı ÚÓ˜Í‡ı 

Ó·Î‡ÒÚË ρΔ . èÛÒÚ¸ Lρ  – ÍÓÌÚÛð Ó·Î‡ÒÚË ρΔ . ÑÎfl ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË 

ÒÔð‡‚Â‰ÎË‚‡ ÙÓðÏÛÎ‡ ÉðËÌ‡, ÌÓ Ú.Í. ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·Î‡ÒÚË ρΔ : 

0Q P
x y

∂ ∂
− >

∂ ∂
, ÚÓ ‰‚ÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î 

B

Lρ

êËÒ. 2.4.2 

x0 

y

A
S

D

ρ
0M

ρΔ L
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0Q P
dxdy

x y
ρΔ

∂ ∂⎛ ⎞
− >⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ , 

ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ì‡¯ÂÎÒfl ÍÓÌÚÛð ρΔ  Ú‡ÍÓÈ, ˜ÚÓ 

0( , ) ( , )
L

P x y dx Q x y dy
ρ

+ ≠∫ . 

íÂÓðÂÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. 
íÂÓðÂÏ‡ 2. ÖÒÎË ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·Î‡ÒÚË S  ÙÛÌÍˆËË ( , )P x y  Ë 

( , )Q x y  ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚ Ë ËÏÂ˛Ú ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚Â ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â 
( , ) ( , )Q x y P x y
x y

∂ ∂
=

∂ ∂
, ÚÓ ‚˚ð‡ÊÂÌËÂ ( , ) ( , )P x y dx Q x y dy+  fl‚ÎflÂÚÒfl 

ÔÓÎÌ˚Ï ‰ËÙÙÂðÂÌˆË‡ÎÓÏ ÌÂÔðÂð˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË 
( , )

( , )

( , ) ( , ) ( , )
x y

a b

x y P x y dx Q x y dyΦ = +∫ , 

Ú.Â. ( , ) ( , ) ( , )d x y P x y dx Q x y dyΦ = + . 

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. èÛÒÚ¸ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·Î‡ÒÚË S  ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ 
ÛÒÎÓ‚ËÂ (1). á‡ÍðÂÔËÏ ÚÓ˜ÍÛ ( , )A a b  Ë ÔÛÒÚ¸ ( , )M x y  – Í‡Í‡fl-

ÌË·Û‰¸ ÚÓ˜Í‡ Ó·Î‡ÒÚË S . íÓ„‰‡ ( , ) ( , )
AM

P x y dx Q x y dy+∫  Á‡‚ËÒËÚ Ó 

ÚÓ˜ÍË M , ÌÓ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÎËÌËË AM . 
ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ì‡ÔËÒ‡ÌÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ ÔÂ-

ðÂÏÂÌÌ˚ı x  Ë y . é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÂÂ ˜ÂðÂÁ ( , )x yΦ , ÚÓ„‰‡ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÔË-

Ò‡Ú¸: 
( , )

( , )

( , ) ( , ) ( , )
x y

a b

x y P x y dx Q x y dyΦ = +∫ . 

èÓÔðÓ·ÛÂÏ ÔðÓ‰ËÙÙÂðÂÌˆËðÓ‚‡Ú¸ ÙÛÌÍˆË˛ ( , )x yΦ  ÔÓ ÔÂðÂÏÂÌ-

ÌÓÈ x  (ðËÒ. 2.4.3).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

êËÒ. 2.4.3 

x  0  

y  

A  

( , )N x x y+ Δ

xΔ( , )M x y

S
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ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó, ËÒıÓ‰fl ËÁ ÚÓ˜ÍË ( , )M x y , ‰‡‰ËÏ ÔðËð‡˘ÂÌËÂ xΔ , 

‚Áfl‚ Â„Ó ÒÚÓÎ¸ Ï‡Î˚Ï, ˜ÚÓ·˚ ÓÚðÂÁÓÍ MN , ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÈ ÚÓ˜ÍË 
( , )M x y  Ë ( , )N x x y+ Δ , ˆÂÎËÍÓÏ ÎÂÊ‡Î ‚ Ó·Î‡ÒÚË S , ÚÓ„‰‡ ·Û‰ÂÚ 

( , )

( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , )

( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) .

x x y

a b

x y x x y

a b x y

x x y

x y

x x y P x y dx Q x y dy

Pdx Qdy Pdx Qdy

x y x x y x y Pdx Qdy

+Δ

+Δ

+Δ

Φ + Δ = + =

= + + + ⇒

⇒ΔΦ =Φ + Δ −Φ = +

∫

∫ ∫

∫

. 

Ç˚ð‡ÁËÏ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î, ÒÚÓfl˘ËÈ ‚ Ôð‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË, 
˜ÂðÂÁ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌÌ˚È, Û˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ Ì‡ ÓÚðÂÁÍÂ MN   y  ÔÓÒÚÓflÌÂÌ, 

Ú.Â. 0dy = , ‡ [ , ]x x x x∈ + Δ . íÓ„‰‡ ÔÓÎÛ˜ËÏ ( , ) ( , )
x x

x

x y P x y dx
+Δ

ΔΦ = ∫ . 

èðËÏÂÌËÏ Í ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏÛ ËÌÚÂ„ð‡ÎÛ, ÒÚÓfl˘ÂÏÛ ÒÔð‡‚‡, ÚÂÓðÂ-
ÏÛ Ó ÒðÂ‰ÌÂÏ, ÚÓ„‰‡ ·Û‰ÂÚ ( , ) ( , )x y P y xξΔΦ = ⋅Δ , ÔðË˜ÂÏ 

x x xξ≤ ≤ + Δ , ÚÓ„‰‡ 

0 0
lim lim ( , ) ( , )
x x

P y P x y
x

ξ
Δ → Δ →

ΔΦ
= =

Δ
. 

àÚ‡Í, Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÎË 

0

( , ) ( , ) ( , )lim ( , )
x

x y x x y x y
P x y

x xΔ →

∂Φ Φ + Δ −Φ
= =

∂ Δ
. 

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÏÓÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ˜‡ÒÚÌ‡fl ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl 
( , )x y
y

∂Φ
∂

 

Ú‡ÍÊÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ, ÔðË˜ÂÏ 
( , ) ( , )x y

Q x y
y

∂Φ
=

∂
. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÙÛÌÍ-

ˆËfl ( , )x yΦ  ‰ËÙÙÂðÂÌˆËðÛÂÏ‡, ÔðË˜ÂÏ 

( , ) ( , ) ( , )d x y P x y dx Q x y dyΦ = + . 

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ. èÓ ÔðÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌË˛ ÚÂÓðÂÏ˚ ( , )P x y  Ë ( , )Q x y  ÌÂ-

ÔðÂð˚‚Ì˚, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚ ( , )x x y′Φ  Ë ( , )y x y′Φ , ‡ ÚÓ„‰‡ 

ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡ Ë Ò‡Ï‡ ÙÛÌÍˆËfl ( , )x yΦ . 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ. ÑÓÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ÚÂÓðÂÏ‡ ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ Ì‡ıÓ‰ËÚ¸ 

ÙÛÌÍˆË˛ ( , )x yΦ  ÔÓ ÂÂ ÔÓÎÌÓÏÛ ‰ËÙÙÂðÂÌˆË‡ÎÛ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍðË‚Ó-

ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÌÛÊÌÓ Á‡ÍðÂÔËÚ¸ Í‡ÍÛ˛-ÌË·Û‰¸ 
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ÚÓ˜ÍÛ ( , )a b , ‡ Á‡ÚÂÏ, ‚Áfl‚ ÔðÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ ( , )x y , ÒÓÂ‰ËÌËÚ¸ Ëı 

Í‡ÍÛ˛-ÌË·Û‰¸ ÔðÓÒÚÓÈ ÍðË‚ÓÈ L  Ë ‚˚˜ËÒÎËÚ¸ ( , )x yΦ =  
( , )

( , )

( , ) ( , )
x y

a b

P x y dx Q x y dy= +∫ , ÎË¯¸ ·˚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ ˝ÚÓÈ ÍðË‚ÓÈ ·˚ÎË 

‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÚÂÓðÂÏ˚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ-

„ð‡Î‡ ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡. 

ÑÓÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ‚˚¯Â ‰‚Â ÚÂÓðÂÏ˚ ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÒÙÓðÏÛÎËðÓ‚‡Ú¸ Ú‡-

ÍÛ˛ Ó·˘Û˛ ÚÂÓðÂÏÛ. 

íÂÓðÂÏ‡. ÖÒÎË ‚ Ó·Î‡ÒÚË S  Á‡‰‡Ì˚ ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË 

( , )P x y  Ë ( , )Q x y , ËÏÂ˛˘ËÂ ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚Â ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â 

( , )P x y
y

∂
∂

 Ë 
( , )Q x y
x

∂
∂

, ÚÓ Î˛·˚Â ËÁ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÛÚ‚ÂðÊ‰ÂÌËÈ ð‡‚ÌÓ-

ÒËÎ¸Ì˚ (Ú.Â. ËÁ Ó‰ÌÓ„Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‰ðÛ„ÓÂ Ë Ì‡Ó·ÓðÓÚ): 

1. ( , ) ( , )
AB

P x y dx Q x y dy+∫  Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÚÓ˜ÂÍ A  Ë B , ÌÓ ÌÂ ÓÚ 

ÍðË‚ÓÈ AB . 

2. ä‡ÍÓ‚ ·˚ ÌË ·˚Î Á‡ÏÍÌÛÚ˚È Ò‡ÏÓÌÂÔÂðÂÒÂÍ‡˛˘ËÈÒfl ÍÓÌÚÛð 

L , ËÏÂÂÏ: 

0( , ) ( , )
L

P x y dx Q x y dy+ =∫ . 

3. ÇÒ˛‰Û ‚ S :  
( , ) ( , )P x y Q x y
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
. 

4. Ç˚ð‡ÊÂÌËÂ ( , ) ( , )P x y dx Q x y dy+  ÂÒÚ¸ ÔÓÎÌ˚È ‰ËÙÙÂðÂÌˆË‡Î 

ÌÂÍÓÚÓðÓÈ ÙÛÌÍˆËË ( , )x yΦ . 

èðËÏÂð. ì·Â‰ËÚ¸Òfl, ˜ÚÓ ‚˚ð‡ÊÂÌËÂ 2 2

2dx ydy
x y x y

+
+ +

 fl‚ÎflÂÚÒfl 

ÔÓÎÌ˚Ï ‰ËÙÙÂðÂÌˆË‡ÎÓÏ ÌÂÍÓÚÓðÓÈ ÙÛÌÍˆËË Ë Ì‡ÈÚË ÂÂ Ò ÔÓÏÓ-

˘¸˛ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡. 

êÂ¯ÂÌËÂ. èðÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, Û·Â‰ËÏÒfl, ˜ÚÓ ÔðË‚Â‰ÂÌÌÓÂ ‚˚ð‡ÊÂÌËÂ 

fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï ‰ËÙÙÂðÂÌˆË‡ÎÓÏ ÌÂÍÓÚÓðÓÈ ÙÛÌÍˆËË ( , )x yΦ . 

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ 2

1( , )P x y dx
x y

=
+

, 2

2( , ) y
Q x y dy

x y
=

+
. 

ç‡È‰ÂÏ 
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2 2

2( , )
( )

Q x y y
x x y

∂
= −

∂ +
,   2 2

2( , )
( )

P x y y
y x y

∂
= −

∂ +
. 

ÇË‰ÌÓ, ˜ÚÓ 
( , ) ( , )P x y Q x y
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
, Ú.Â. ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ ‰‡ÌÌÓÂ ‚˚ð‡-

ÊÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï ‰ËÙÙÂðÂÌˆË‡ÎÓÏ ÌÂÍÓÚÓðÓÈ ÙÛÌÍˆËË 

( , )x yΦ , Ú.Â. 

2 2

2( , ) dx ydy
d x y

x y x y
Φ = +

+ +
. 

ç‡È‰ÂÏ ÙÛÌÍˆË˛ ( , )x yΦ , ‚˚˜ËÒÎË‚ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î 

ÔÓ ÍðË‚ÓÈ ABC , ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ‰‚Ûı ÓÚðÂÁÍÓ‚: AB  Ë BC , Ú.Â. ·Û-

‰ÂÚ: 
1

2 2 2 2
1 1 1

2 2( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , )
x x y

x

dx ydy dx ydy
x y

x y x y x y x y
Φ = + + +

+ + + +∫ ∫  (ðËÒ. 2.4.5.). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ì‡ AB : 1y = , 0dy = , 1[ , ]x x∈ ; 

 Ì‡ BC : x const= , 0dx = , 1[ , ]y y∈ , 

ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ: 

2
2 1 1

1 1

2 2

2 1
1

1 2 1 2

( , ) ln ln

ln ln ln ln ln ln

yx yxdx ydy
x y x x y

x x y

x x y x x y

Φ = + = + + + =
+ +

= + − + + − + = + −

∫ ∫
. 

éÚ‚ÂÚ: 2( , ) lnx y x y cΦ = + + , „‰Â c  – ÔðÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl. 

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔðË ðÂ¯ÂÌËË ‰‡ÌÌÓ„Ó ÔðËÏÂð‡ Ï˚ ÌÂ ËÏÂÂÏ Ôð‡‚‡ 

ÔÓÏÂÒÚËÚ¸ ÚÓ˜ÍÛ A  ‚ Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú, Ú.Í. ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓ‰˚Ì-

êËÒ. 2.4.5 

1( , )B x  

x  0  

y

1 1( , )A  

( , )C x y  

1

1
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ÚÂ„ð‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ·Û‰ÂÚ ÔðÂÚÂðÔÂ‚‡Ú¸ ð‡Áð˚‚, Ú.Â. Ì‡ðÛ¯ËÚÒfl 

ÛÒÎÓ‚ËÂ ÚÂÓðÂÏ˚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡. 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 1. á‡ÏÂÚËÏ Â˘Â, ˜ÚÓ ÂÒÎË ÔðË ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËË ‰ËÙ-

ÙÂðÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Ûð‡‚ÌÂÌËfl 0( , ) ( , )P x y dx Q x y dy+ =  ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl, 

˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ 
( , ) ( , )P x y Q x y
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
, ÚÓ ˝ÚÓ „Ó‚ÓðËÚ Ó ÚÓÏ, 

˜ÚÓ ÎÂ‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ ‰‡ÌÌÓ„Ó ‰ËÙÙÂðÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Ûð‡‚ÌÂÌËfl ÔðÂ‰ÒÚ‡‚-

ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÔÓÎÌ˚È ‰ËÙÙÂðÂÌˆË‡Î ÌÂÍÓÚÓðÓÈ ÙÛÌÍˆËË ( , )x yΦ , Ú.Â. 

( , ) ( , )P x y dx Q x y dy+ =  ( , )d x y= Φ . 

Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‰ËÙÙÂðÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Ûð‡‚ÌÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó·˚ÍÌÓ-

‚ÂÌÌ˚Ï ‰ËÙÙÂðÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï Ûð‡‚ÌÂÌËÂÏ ‚ ÔÓÎÌ˚ı ‰ËÙÙÂðÂÌˆË‡-

Î‡ı. 

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÏÓÊÌÓ ÎÂ„ÍÓ Ì‡ÈÚË Ó·˘ËÈ ËÌÚÂ„ð‡Î ˝ÚÓ„Ó Ûð‡‚ÌÂ-

ÌËfl, ‡ ËÏÂÌÌÓ: ( , )x y cΦ = , ‡ ÙÛÌÍˆËfl ( , )x yΦ  Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl, Í‡Í ÔÓÍ‡-

Á‡ÌÓ ‚˚¯Â, Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡, 

Ú.Â. 
( , )

( , )

( , ) ( , ) ( , )
x y

a b

x y P x y dx Q x y dyΦ = +∫ . 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 2. åÓÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ÍðË‚ÓÎË-

ÌÂÈÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î 

( , , ) ( , , ) ( , , )
L

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz+ +∫  

‚ ÌÂÍÓÚÓðÓÈ Ó·Î‡ÒÚË S  ÌÂ Á‡‚ËÒÂÎ ÓÚ ÔÛÚË ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl, ÌÂÓ·-

ıÓ‰ËÏÓ, ˜ÚÓ·˚ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ‚˚ÔÓÎÌflÎËÒ¸ ÛÒÎÓ‚Ëfl 
( , , ) ( , , )P x y z Q x y z
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
,  

( , , ) ( , , )Q x y z R x y z
z y

∂ ∂
=

∂ ∂
,  

( , , ) ( , , )R x y z P x y z
x z

∂ ∂
=

∂ ∂
, 

ÔðË ˝ÚÓÏ ÙÛÌÍˆËË ( , , )P x y z , ( , , )Q x y z d  Ë ( , , )R x y z  ÔðÂ‰ÔÓÎ‡„‡˛Ú-

Òfl ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚ÏË Ë ËÏÂ˛˘ËÏË ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚Â ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ˜‡ÒÚÌ˚Â 

ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‚Ò˛‰Û ‚ S , ‡ Ì‡ ÍðË‚ÓÈ L  ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÚÂÓðÂ-

Ï˚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡. 
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ÉÎ‡‚‡ 3 

èÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌ˚Â ËÌÚÂ„ð‡Î˚ 

 

§1. èÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌ˚Â ËÌÚÂ„ð‡Î˚ I ðÓ‰‡ 

éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ. èÛÒÚ¸ S  – Í‚‡‰ðËðÛÂÏ‡fl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸, ‚ Í‡Ê‰ÓÈ 
ÚÓ˜ÍÂ ÍÓÚÓðÓÈ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌ‡ ÙÛÌÍˆËfl ( , , )F x y z . 

ê‡ÁÓ·¸ÂÏ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S  ÒÂÚ¸˛ ÔðÓÒÚ˚ı ÍðË‚˚ı Ì‡ fl˜ÂÈÍË 1S , 

2S , ..., nS  Ò ÔÎÓ˘‡‰flÏË 1SΔ , 2SΔ , ..., nSΔ  Ë ‰Ë‡ÏÂÚð‡ÏË 1d , 2d , 

..., nd . ç‡Ë·ÓÎ¸¯ËÈ ËÁ ‰Ë‡ÏÂÚðÓ‚ ˜‡ÒÚË˜Ì˚ı fl˜ÂÂÍ kd  Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ 

˜ÂðÂÁ λ  Ë ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ Â„Ó ð‡Ì„ÓÏ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl. 
Ç Í‡Ê‰ÓÈ ˜‡ÒÚË˜ÌÓÈ fl˜ÂÈÍÂ kS  ‚ÓÁ¸ÏÂÏ ÔðÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ 

( , , )k k k kM x y z  Ë ‚˚˜ËÒÎËÏ ‚ ÌÂÈ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ( , , )k k kF x y z . 

ìÏÌÓÊËÏ ( , , )k k kF x y z  Ì‡ ÔÎÓ˘‡‰¸ fl˜ÂÈÍË kSΔ  Ë ÒÓÒÚ‡‚ËÏ ËÌÚÂ-

„ð‡Î¸ÌÛ˛ ÒÛÏÏÛ 

1

( , , )
n

n k k k k
k

F x y z Sσ
=

= ⋅ Δ∑ . 

àÁÏÂÎ¸˜‡fl ‰ðÓ·ÎÂÌËÂ Ú‡ÍËÏ Ó·ð‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ð‡Ì„ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl 
ÒÚðÂÏËÎÒfl Í ÌÛÎ˛, ·Û‰ÂÏ ËÒÍ‡Ú¸ ÔðÂ‰ÂÎ  

0

lim nn
I

λ

σ
→∞
→

= . 

ÖÒÎË ˝ÚÓÚ ÔðÂ‰ÂÎ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ, ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÒÔÓÒÓ·‡ ð‡Á·ËÂ-
ÌËfl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S  Ì‡ fl˜ÂÈÍË Ë ‚˚·Óð‡ ÚÓ˜ÂÍ ( , , )k k k kM x y z , ÚÓ ÓÌ 
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌ˚Ï ËÌÚÂ„ð‡ÎÓÏ ÔÂð‚Ó„Ó ðÓ‰‡ ÓÚ ÙÛÌÍ-
ˆËË ( , , )F x y z  ÔÓ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S  Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Ú‡Í: 

( , , )
S

I F x y z dS= ∫∫ . 

íÂÓðÂÏ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ÔÂð‚Ó„Ó ðÓ-
‰‡. ÖÒÎË ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S  Á‡‰‡Ì‡ Ûð‡‚ÌÂÌËÂÏ ( , )z f x y= , ÔðË˜ÂÏ 

ÙÛÌÍˆËfl ( , )f x y  ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ë ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡ ‚ ÔðÓÒÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D  

ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy  Ë ËÏÂÂÚ ‚ ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚Â ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔðÓ-

ËÁ‚Ó‰Ì˚Â 
( , )( , ) f x y

p x y
x

∂
=

∂
 Ë 

( , )( , ) f x y
q x y

y
∂

=
∂

, Ë ÂÒÎË ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜-

ÍÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S  ÙÛÌÍˆËfl ( , , )F x y z  ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡, ÚÓ ÚÓ„‰‡ ÔÓ‚Âðı-
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ÌÓÒÚÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î ÔÂð‚Ó„Ó ðÓ‰‡ ÓÚ ÙÛÌÍˆËË ( , , )F x y z  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ë 

‚˚ð‡Ê‡ÂÚÒfl ˜ÂðÂÁ ‰‚ÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î Ú‡Í: 

[ ] 2 2 1( , , ) , , ( , ) ( , ) ( , )  
S S

F x y z dS F x y f x y p x y q x y dxdy= + +∫∫ ∫∫  

(·ÂÁ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡). 
çÂ ·Û‰ÂÏ ÔÂðÂ˜ËÒÎflÚ¸ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ÔÂð‚Ó-

„Ó ðÓ‰‡, Ú.Í. ÓÌË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ó˜Â‚Ë‰Ì˚. 
èðËÏÂð. Ç Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S , ÎÂÊ‡˘ÂÈ ‚ ÔÂð‚ÓÏ ÓÍ-

Ú‡ÌÚÂ, Ûð‡‚ÌÂÌËÂ ÍÓÚÓðÓÈ 1x y z+ + = , ð‡ÒÔðÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ï‡ÒÒ‡ Ò ÔÎÓÚ-

ÌÓÒÚ¸˛ ( , , ) z
x y z

k
=ρ , „‰Â k const= . Ç˚˜ËÒÎËÚ¸ Ï‡ÒÒÛ ÔÎ‡ÒÚËÌÍË. 

êÂ¯ÂÌËÂ. 1z x y= − − , 1( , ) z
p x y

x
∂

= = −
∂

, 1( , ) z
q x y

y
∂

= = −
∂

, 

2 2 1 3( , ) ( , )p x y q x y+ + = . 

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ï‡ÒÒ‡ 
1 11 1 3( ) ( )
S D

M x y dS x y dxdy
k k

= − − = − − =∫∫ ∫∫  

1 1

0 0

3 31
6

( )
x

dx x y dy
k k

−

= − − =∫ ∫  Í‚. Â‰.  

 

§2. Ñ‚ÛÒÚÓðÓÌÌËÂ Ë Ó‰ÌÓÒÚÓðÓÌÌËÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË. ëÚÓðÓÌ‡       
ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË 

ÇÓÁ¸ÏÂÏ ÌÂÍÓÚÓðÛ˛ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S  Ë ð‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÌÓðÏ‡Î¸ Í 
˝ÚÓÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ‚ ÚÓ˜ÍÂ M . á‡ÙËÍÒËðÛÂÏ Ì‡ ÌÓðÏ‡ÎË Ó‰ÌÓ ËÁ 
‰‚Ûı ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÈ (ðËÒ. 3.2.1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

êËÒ. 3.2.1 

y
x  

z  

S

1M  
M

A

B

N
uur

N
uur

N ′
uur

0  
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ÇÓÁ¸ÏÂÏ Ì‡ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ÌÂÍÓÚÓð˚È ÍÓÌÚÛð, ÌÂ ÔÂðÂÒÂÍ‡˛˘ËÈ 
„ð‡ÌËˆ˚ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S . ÖÒÎË Ï˚ ·Û‰ÂÏ ÔÂðÂÏÂ˘‡Ú¸ ÓÒÌÓ‚‡ÌËÂ 
ÌÓðÏ‡ÎË ‚ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËË 1M A M B M→ → → → , ÚÓ ÌÓðÏ‡Î¸, Ó·ÓÈ-

‰fl ˝ÚÓÚ ÍÓÌÚÛð, ‚ÂðÌÂÚÒfl Í ÚÓ˜ÍÂ M  Ë Á‡ÈÏÂÚ ÎË·Ó ËÒıÓ‰ÌÓÂ ÔÓ-
ÎÓÊÂÌËÂ N , ÎË·Ó ÔÂðÂ‚ÂðÌÛÚÓÂ N ′. 

ÖÒÎË Ì‡ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ÌÂÚ ÌË Ó‰ÌÓ„Ó ÍÓÌÚÛð‡, ÍÓÚÓð˚È ÔÂðÂ‚Óð‡-
˜Ë‚‡Î ·˚ ÌÓðÏ‡Î¸ ÔÓÒÎÂ Â„Ó Ó·ıÓ‰‡, ÚÓ Ú‡Í‡fl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡-

ÂÚÒfl ‰‚ÛÒÚÓðÓÌÌÂÈ, ‡ ÂÒÎË ıÓÚfl ·˚ Ó‰ËÌ ÍÓÌÚÛð, ÔÂðÂ‚Óð‡˜Ë‚‡˛-

˘ËÈ ÌÓðÏ‡Î¸, ÚÓ Ú‡Í‡fl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÒÚÓðÓÌÌÂÈ. 
èðËÏÂðÓÏ Ó‰ÌÓÒÚÓðÓÌÌÂÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ÏÓÊÂÚ ÒÎÛÊËÚ¸ ÎËÒÚ åÂ-

·ËÛÒ‡, ÍÓÚÓð˚È ÎÂ„ÍÓ ÏÓÊÌÓ ËÁ„ÓÚÓ‚ËÚ¸, ‚Áfl‚ ÔÓÎÓÒÍÛ ·ÛÏ‡„Ë (ðËÒ. 
3.2.2) Ë ÒÓÂ‰ËÌË‚ ÚÓ˜ÍÛ 1A  Ò ÚÓ˜ÍÓÈ 2A , ÚÓ˜ÍÛ 1B  Ò ÚÓ˜ÍÓÈ 2B . 

 
 
 
 
 
 
 
çÂÚðÛ‰ÌÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ Ó·ıÓ‰ ÍÓÌÚÛð‡ l  ÔÂðÂ‚Óð‡˜Ë‚‡ÂÚ ÌÓð-

Ï‡Î¸. 

éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ. ëÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÚÓ˜ÂÍ ‰‚ÛÒÚÓðÓÌÌÂÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË 
‚ÏÂÒÚÂ Ò ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËflÏË ÌÓðÏ‡ÎÂÈ, ÌÂÔðÂ-
ð˚‚ÌÓ ÔÂðÂıÓ‰fl˘Ëı ‰ðÛ„ ‚ ‰ðÛ„‡ ÔðË ÔÂðÂÏÂ˘ÂÌËË ÓÒÌÓ‚‡ÌËfl ÌÓð-
Ï‡ÎË ÔÓ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË, ÌÂ ÔÂðÂÒÂÍ‡fl Â„Ó „ð‡ÌËˆ˚, Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÒÚÓ-
ðÓÌÓÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1A  

1B  2A  

1B  

êËÒ. 3.2.2 

l

êËÒ. 3.2.3 

x

y

z

0

D

ν μ

λ
S

N
uur
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Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÔðË‚Â‰ÂÌÌ˚Ï ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ ÏÓÊÌÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ‚˚-
‚Ó‰, ˜ÚÓ ‰‚ÛÒÚÓðÓÌÌflfl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ ËÏÂÂÚ ‰‚Â ÒÚÓðÓÌ˚ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË: 
‚ÂðıÌ˛˛ Ë ÌËÊÌ˛˛, ‡ Ó‰ÌÓÒÚÓðÓÌÌflfl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ ËÏÂÂÚ ÎË¯¸ Ó‰-
ÌÛ ÒÚÓðÓÌÛ. 

èðË˜ÂÏ, ÂÒÎË ‰‚ÛÒÚÓðÓÌÌflfl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ Á‡‰‡Ì‡ Ûð‡‚ÌÂÌËÂÏ 

( , )z f x y= , „‰Â ( , )f x y  Ë ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â 
( , )( , ) z x y

p x y
x

∂
=

∂
 Ë 

( , )( , ) z x y
q x y

y
∂

=
∂

 ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚ ‚ Ó·Î‡ÒÚË D  ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy , ÚÓ ‰Îfl 

‚ÂðıÌÂÈ ÒÚÓðÓÌ˚ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË Ì‡Ôð‡‚Îfl˛˘ËÂ ÍÓÒËÌÛÒ˚ ÌÓðÏ‡ÎË 
ÓÔðÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ‚˚ð‡ÊÂÌËflÏË 

2 2 1
cos p

p q
λ −
=

+ +
, 

2 2 1
cos q

p q
μ −
=

+ +
, 

2 2

1
1

cos
p q

ν =
+ +

, 

‡ ‰Îfl ÌËÊÌÂÈ ÒÚÓðÓÌ˚ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ 

2 2 1
cos p

p q
λ =

+ +
, 

2 2 1
cos q

p q
μ =

+ +
, 

2 2

1
1

cos
p q

ν −
=

+ +
 (ðËÒ. 

3.2.3). 
 

§3. èÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌ˚Â ËÌÚÂ„ð‡Î˚ II ðÓ‰‡ 

éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ. èÛÒÚ¸ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ‰‚ÛÒÚÓðÓÌÌÂÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË 
S  Á‡‰‡Ì‡ ÙÛÌÍˆËfl ( , , )F x y z . Ç˚·ÂðÂÏ Ì‡ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S  ÒÚÓðÓÌÛ 

ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË (‚ÂðıÌ˛˛ ËÎË ÌËÊÌ˛˛). 
ê‡ÁÓ·¸ÂÏ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S  ÒÂÚ¸˛ ÔðÓÒÚ˚ı ÍðË‚˚ı Ì‡ fl˜ÂÈÍË 1S , 

2S , ..., nS , ÍÓÚÓð˚Â ÔðÓÂÍÚËðÛ˛ÚÒfl Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ xOy  ‚ fl˜ÂÈÍË 

1D , 2D , ..., nD  Ò ÔÎÓ˘‡‰flÏË 1FΔ , 2FΔ , ..., nFΔ . ç‡Ë·ÓÎ¸¯ËÈ ËÁ 

‰Ë‡ÏÂÚðÓ‚ fl˜ÂÈÍË kD  Ì‡ÁÓ‚ÂÏ ð‡Ì„ÓÏ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl Ë Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ Â„Ó 

λ . Ç Í‡Ê‰ÓÈ ˜‡ÒÚË˜ÌÓÈ fl˜ÂÈÍÂ kS  ‚ÓÁ¸ÏÂÏ ÔðÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ 

( , , )k k k kM x y z  Ë ‚˚˜ËÒÎËÏ ‚ ÌÂÈ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ( , , )k k kF x y z . 

ìÏÌÓÊËÏ ( , , )k k kF x y z  Ì‡ ÔÎÓ˘‡‰¸ ÔðÓÂÍˆËË fl˜ÂÈÍË kS  Ì‡ ÔÎÓÒ-

ÍÓÒÚ¸ xOy , Ú.Â. ÒÓÒÚ‡‚ËÏ ÔðÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ( , , )k k k kF x y z F⋅ Δ  Ë ÒÓÒÚ‡‚ËÏ 

ËÌÚÂ„ð‡Î¸ÌÛ˛ ÒÛÏÏÛ ‰Îfl ‚ÂðıÌÂÈ Ë ‰Îfl ÌËÊÌÂÈ ÒÚÓðÓÌ˚ ÔÓ‚ÂðıÌÓ-
ÒÚË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ: 

1

( , , )
n

n k k k k
k

F x y z Fσ
=

= ⋅ Δ∑   Ë  ( )
1

( , , )
n

n k k k k
k

F x y z Fσ
=

= ⋅ −Δ∑ . 
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àÁÏÂÎ¸˜‡fl ‰ðÓ·ÎÂÌËÂ Ë ÛÒÚðÂÏÎflfl ð‡Ì„ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl Í ÌÛÎ˛, ·Û-
‰ÂÏ ËÒÍ‡Ú¸ ÔðÂ‰ÂÎ 

0

lim nn
I

λ

σ
→∞
→

= . 

ÖÒÎË ˝ÚÓÚ ÔðÂ‰ÂÎ, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÈ ÓÚ ÒÔÓÒÓ·‡ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl Ë ‚˚·Óð‡ 
ÚÓ˜ÂÍ kM , ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ, ÚÓ ÓÌ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌ˚Ï ËÌ-

ÚÂ„ð‡ÎÓÏ ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓ ‚ÂðıÌÂÈ Ë ÔÓ ÌËÊÌÂÈ 
ÒÚÓðÓÌÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË  Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl 

( , , )
S

I F x y z dxdy= ∫∫ . 

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÓÔðÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ËÌÚÂ„ð‡Î˚ ( , , )
S

F x y z dydz∫∫  Ë 

( , , )
S

F x y z dzdx∫∫ , ÔðË˜ÂÏ ÔðËÌflÚÓ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ 

S S S S

Pdydz Qdzdx Rdxdy Pdydz Qdzdx Rdxdy+ + = + +∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ , 

„‰Â ‚ÒÂ ËÌÚÂ„ð‡Î˚ ·ÂðÛÚÒfl ÔÓ Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ ÒÚÓðÓÌÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË. 
ë‚ÓÈÒÚ‚‡ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌ˚ı ËÌÚÂ„ð‡ÎÓ‚ Ó˜Â‚Ë‰Ì˚. éÚÏÂÚËÏ ÚÓÎ¸ÍÓ, 

˜ÚÓ ÂÒÎË ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S  ÔðÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ˆËÎËÌ‰ðË˜ÂÒÍÛ˛ ÔÓ-
‚ÂðıÌÓÒÚ¸, Ó·ð‡ÁÛ˛˘ËÂ ÍÓÚÓðÓÈ ÔÂðÔÂÌ‰ËÍÛÎflðÌ˚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy , 

ÚÓ 0( , , )
S

F x y z dxdy =∫∫ . 

ùÚÓ Ò Ó˜Â‚Ë‰ÌÓÒÚ¸˛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËfl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌÓ„Ó ËÌ-
ÚÂ„ð‡Î‡ ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡. 

1. íÂÓðÂÏ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ‚ÚÓðÓ„Ó 

ðÓ‰‡. 

íÂÓðÂÏ‡. ÖÒÎË ‰‚ÛÒÚÓðÓÌÌflfl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S  Á‡‰‡Ì‡ Ûð‡‚ÌÂÌËÂÏ 

( , )z f x y= , ÔðË˜ÂÏ ( , )f x y  Ë ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â 
( , )( , ) z x y

p x y
x

∂
=

∂
 

Ë 
( , )( , ) z x y

q x y
y

∂
=

∂
 ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ë ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚ ‚ ÔðÓÒÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D  

ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy  Ë ÂÒÎË ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S  Á‡‰‡Ì‡ ÌÂ-

ÔðÂð˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ( , , )F x y z , ÚÓ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î ÔÓ 

‚ÂðıÌÂÈ Ë ÌËÊÌÂÈ ÒÚÓðÓÌÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ë ‚˚ð‡Ê‡ÂÚ-
Òfl ˜ÂðÂÁ ‰‚ÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î ‰Îfl ‚ÂðıÌÂÈ ÒÚÓðÓÌ˚ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S : 
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[ ]
( )

( , , ) , , ( , )
S D

I F x y z dxdy F x y f x y dxdy= =∫∫ ∫∫
верхн. стор.

 

Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‰Îfl ÌËÊÌÂÈ ÒÚÓðÓÌ˚ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S : 

[ ]
( )

( , , ) , , ( , )
S D

I F x y z dxdy F x y f x y dxdy= = −∫∫ ∫∫
нижн. стор.

. 

èðËÏÂð. Ç˚˜ËÒÎËÚ¸ 
S

I zdxdy= ∫∫  ÔÓ ÌËÊÌÂÈ ÒÚÓðÓÌÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓ-

ÒÚË S , Á‡‰‡ÌÌÓÈ Ûð‡‚ÌÂÌËÂÏ 2 2z x y= +  Ì‡‰ Ó·Î‡ÒÚ¸˛ D , Ó„ð‡ÌË-

˜ÂÌÌÓÈ ÔðflÏ˚ÏË 0x = , 0y = , 1x y+ =  (ðËÒ. 3.3.1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

êÂ¯ÂÌËÂ. Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÚÂÓðÂÏÓÈ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Ë ÔðËÌËÏ‡fl 
‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ, ˜ÚÓ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î ·ÂðÂÚÒfl ÔÓ ÌËÊÌÂÈ ÒÚÓ-
ðÓÌÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S , ÔÓÎÛ˜ËÏ 

1 1
2 2 2 2

0 0

1
2( )

( ) ( )
x

S D

I zdxdy x y dxdy dx x y dy
−

= = − + = − + = −∫∫ ∫∫ ∫ ∫
нижн. стор.

. 

2. ë‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌ˚ÏË ËÌÚÂ„ð‡Î‡ÏË ÔÂð‚Ó„Ó Ë 

‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡. 

ÅÛ‰ÂÏ ð‡ÒÒÏ‡ÚðË‚‡Ú¸ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌ˚Â ËÌÚÂ„ð‡Î˚ ÔÂð‚Ó„Ó Ë ‚ÚÓðÓ-
„Ó ðÓ‰‡ ÔÓ ‰‚ÛÒÚÓðÓÌÌÂÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S , ÌÓðÏ‡Î¸ Í ÍÓÚÓðÓÈ Ó·ð‡-
ÁÛÂÚ Û„Î˚ λ , μ  Ë ν  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ò ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ÏË ÓÒflÏË Ox , 

Oy  Ë Oz . èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ 

( , , ) ( , , )cos  
S S

F x y z dxdy F x y z dSν=∫∫ ∫∫ , 

êËÒ. 3.3.1 
x

y

z

0

1 

1

1

(1) 



 79

ÔðË˜ÂÏ Á‰ÂÒ¸ ˜ÂðÂÁ ν  Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ Û„ÓÎ ÌÓðÏ‡ÎË, ‚ıÓ‰fl˘ÂÈ ‚ ‚˚-

·ð‡ÌÌÛ˛ ÒÚÓðÓÌÛ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl ‚ ËÌÚÂ„ð‡ÎÂ, ÒÚÓfl-
˘ÂÏ ÒÎÂ‚‡, Ò ÓÒ¸˛ Oz . 

ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÔÂðÂÈ‰ÂÏ ‚ ËÌÚÂ„ð‡Î‡ı, ÒÚÓfl˘Ëı ‚ ÎÂ‚ÓÈ Ë 
Ôð‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚflı ð‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (1), Í ‰‚ÓÈÌÓÏÛ ËÌÚÂ„ð‡ÎÛ, Ò˜ËÚ‡fl, ˜ÚÓ 
‰‚ÛÒÚÓðÓÌÌflfl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S  Á‡‰‡Ì‡ Ûð‡‚ÌÂÌËÂÏ ( , )z f x y= , ÔðË˜ÂÏ 

( , )f x y , 
( , )( , ) z x y

p x y
x

∂
=

∂
 Ë 

( , )( , ) z x y
q x y

y
∂

=
∂

 ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌ˚ Ë ÌÂÔðÂ-

ð˚‚Ì˚ ‚ ÔðÓÒÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D  ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy , ÚÓ„‰‡ ÔÓÎÛ˜ËÏ 

[ ]( , , ) , , ( , )
S D

F x y z dxdy F x y f x y dxdy=∫∫ ∫∫ . 

ë ‰ðÛ„ÓÈ ÒÚÓðÓÌ˚: 

[ ]

[ ]

2 2

2 2

1 1
1

( , , )cos  , , ( , )  

, , ( , ) .

S D

D

F x y z dS F x y f x y p q dxdy
p q

F x y f x y dxdy

ν = + + =
+ +

=

∫∫ ∫∫

∫∫
 

å˚ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ Ôð‡‚˚Â ˜‡ÒÚË ˝ÚËı ð‡‚ÂÌÒÚ‚ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú, ÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ë ÎÂ‚˚Â, Ú.Â. 

( , , ) ( , , )cos  
S S

F x y z dxdy F x y z dSν=∫∫ ∫∫ . 

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÏÓÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ Ë Ú‡ÍÓÂ, ·ÓÎÂÂ Ó·˘ÂÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ: 

[ ]

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , )cos ( , , )cos ( , , )cos ,
S

S

P x y z dydz Q x y z dzdx R x y z dxdy

P x y z Q x y z R x y z dSλ μ ν

+ + =

= + +

∫∫

∫∫
 

„‰Â ˜ÂðÂÁ λ , μ  Ë ν  Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ˚ Û„Î˚ ÌÓðÏ‡ÎË, ‚ıÓ‰fl˘ÂÈ ‚ ‚˚-

·ð‡ÌÌÛ˛ ÒÚÓðÓÌÛ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl, ‚ ËÌÚÂ„ð‡Î˚, ÒÚÓfl-
˘ËÂ ÒÎÂ‚‡, Ò ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ÏË ÓÒflÏË Ox , Oy  Ë Oz , ‡ ËÌÚÂ„ð‡Î˚, 

ÒÚÓfl˘ËÂ ‚ Ôð‡‚ÓÈ Ë ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚflı ð‡‚ÂÌÒÚ‚‡, ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú. 
 

§4. îÓðÏÛÎ‡ éÒÚðÓ„ð‡‰ÒÍÓ„Ó 

ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÌÂÍÓÚÓðÓÂ ÚÂÎÓ T , Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ÒÌËÁÛ ÔðÓÒÚÓÈ ÔÓ-
‚ÂðıÌÓÒÚ¸ 1S , Ûð‡‚ÌÂÌËÂ ÍÓÚÓðÓÈ ( , )z x yϕ= , Ò‚ÂðıÛ – ÔðÓÒÚÓÈ ÔÓ-

‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛ 3S , Ûð‡‚ÌÂÌËÂ ÍÓÚÓðÓÈ ( , )z x y= Φ , ‡ Ò ·ÓÍÓ‚ – ˆËÎËÌ‰-

ðË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛ 2S , Ó·ð‡ÁÛ˛˘ËÂ ÍÓÚÓðÓÈ Ô‡ð‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ ÓÒË 
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Oz , ‡ Ì‡Ôð‡‚Îfl˛˘ÂÈ ÒÎÛÊËÚ ÍÓÌÚÛð Ó·Î‡ÒÚË D  ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy  

(ðËÒ. 3.4.1). 
ÑÓÔÛÒÚËÏ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËË ( , )x yϕ  Ë ( , )x yΦ  ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌ˚ Ë ÌÂÔðÂ-

ð˚‚Ì˚ ‚ ÔðÓÒÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D  ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy  Ë ËÏÂ˛Ú ‚ ÌÂÈ ÌÂÔðÂ-

ð˚‚Ì˚Â ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â. 
èÛÒÚ¸, ÍðÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‚ ÚÂÎÂ T  ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌ‡ ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl 

( , , )R x y z , ËÏÂ˛˘‡fl ÌÂÔðÂð˚‚ÌÛ˛ ÔðÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ 
( , , )R x y z
z

∂
∂

. èðË 

Ú‡ÍËı ÔðÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflı ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚðÓÈÌÓÈ ËÌÚÂ„ð‡Î 
( , , )

T

R x y z
I dxdydz

z
∂

=
∂∫∫∫ . 

Ç˚˜ËÒÎËÏ Â„Ó, ‚˚ð‡ÁË‚ ˜ÂðÂÁ ÔÓ‚ÚÓðÌ˚È: 
( , )

( , )

( , , )x y

D x y

R x y z
I dxdy dz

zϕ

Φ ∂
=

∂∫∫ ∫ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
á‰ÂÒ¸ ‚ÌÛÚðÂÌÌËÈ ËÌÚÂ„ð‡Î 

( ) ( )
( , )

внутр
( , )

, , ( , ) , , ( , )
x y

x y

R
I dz R x y x y R x y x y

zϕ

ϕ
Φ ∂

= = Φ −
∂∫ . 

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 

êËÒ. 3.4.1 

x

y

z

0 

( , )z x y= Φ
3S

D

( , )z x yϕ=  

1S  

T2S  
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( ) ( )

3 1

2

( ) ( )

( )

, , ( , ) , , ( , )

( , , ) ( , , )

( , , ) .

T D D

S S

S

R
dz R x y x y R x y x y
z

R x y z dxdy R x y z dxdy

R x y z dxdy

ϕ∂
= Φ − =

∂

= + +

+

∫∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫
верхн. стор. нижн. стор.

боков. стор.

 

àÚ‡Í, Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÎË: 
( , , ) ( , , )

TT S

R x y z
dxdydz R x y z dxdy

z
∂

=
∂∫∫∫ ∫∫ . 

îÓðÏÛÎ‡ (1) ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ÚðÓÈÌ˚Ï ËÌÚÂ„ð‡ÎÓÏ ÔÓ 
ÚÂÎÛ T  Ë ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌ˚Ï ÔÓ ÔÓÎÌÓÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË, Ó„ð‡ÌË˜Ë‚‡˛˘ÂÈ 
˝ÚÓ ÚÂÎÓ, ÔðË˜ÂÏ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ÔÓ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ 
ÒÚÓðÓÌÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ÚÂÎ‡ T . 

îÓðÏÛÎ‡ (1) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ï‡ÎÓÈ ÙÓðÏÛÎÓÈ éÒÚðÓ„ð‡‰ÒÍÓ„Ó. 
ÑÓÔÛÒÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÚÂÎÂ T  ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌ˚ Â˘Â ‰‚Â ÙÛÌÍˆËË ( , , )P x y z  

Ë ( , , )Q x y z , ËÏÂ˛˘ËÂ ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚Â ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â 

( , , )P x y z
x

∂
∂

 Ë 
( , , )Q x y z
y

∂
∂

. ëÓ‚Âð¯ÂÌÌÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÏÓÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ 

Â˘Â ‰‚Â Ï‡Î˚Â ÙÓðÏÛÎ˚ éÒÚðÓ„ð‡‰ÒÍÓ„Ó: 
( , , ) ( , , )

TT S

P x y z
dxdydz P x y z dydz

x
∂

=
∂∫∫∫ ∫∫  

( , , ) ( , , )
TT S

Q x y z
dxdydz Q x y z dzdx

y
∂

=
∂∫∫∫ ∫∫ . 

ëÍÎ‡‰˚‚‡fl ÔÓ˜ÎÂÌÌÓ ÙÓðÏÛÎ˚ (1), (2) Ë (3), ÔÓÎÛ˜ËÏ ·ÓÎ¸¯Û˛ 
ÙÓðÏÛÎÛ éÒÚðÓ„ð‡‰ÒÍÓ„Ó ËÎË ÔðÓÒÚÓ ÙÓðÏÛÎÛ éÒÚðÓ„ð‡‰ÒÍÓ„Ó: 

( )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) .
T

T

S

P x y z Q x y z R x y z
dxdydz

x y z

P x y z dydz Q x y z dzdx R x y z dxdy

∂ ∂ ∂⎡ ⎤
+ + =⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

= + +

∫∫∫

∫∫
внешняя стор.

 

ÖÒÎË λ , μ  Ë ν  – Û„Î˚ ÌÓðÏ‡ÎË Í ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒÚÓðÓÌÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË 

S  Ò ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ÏË ÓÒflÏË Ox , Oy  Ë Oz , ÚÓ„‰‡ ‚ Ôð‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË 

ÙÓðÏÛÎ˚ éÒÚðÓ„ð‡‰ÒÍÓ„Ó ÏÓÊÌÓ ÔÂðÂÈÚË Í ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌÓÏÛ ËÌÚÂ-
„ð‡ÎÛ ÔÂð‚Ó„Ó ðÓ‰‡: 

(1) 

(2) 

(3) 
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[ ]

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , )cos ( , , )cos ( , , )cos .
T

T

S

P x y z Q x y z R x y z
dxdydz

x y z

P x y z Q x y z R x y z dSλ μ ν

∂ ∂ ∂⎡ ⎤
+ + =⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

= + +

∫∫∫

∫∫
 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ. é·ð‡ÚËÏ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ ÙÓðÏÛÎ‡ éÒÚðÓ„ð‡‰-
ÒÍÓ„Ó ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÎÂ„ÍÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÙÓðÏÛÎÛ ‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl Ó·˙ÂÏ‡ 
ÚÂÎ‡ T  Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ÔÓ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË, Ó„-
ð‡ÌË˜Ë‚‡˛˘ÂÈ ÚÂÎÓ T . ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÒÎË ÔÓÎÓÊËÚ¸ ‚ ÙÓðÏÛÎÂ 
éÒÚðÓ„ð‡‰ÒÍÓ„Ó ( , , )P x y z x= , ( , , )Q x y z y= , ( , , )R x y z z= , ÚÓ ÚÓ„‰‡ 

ÔÓÎÛ˜ËÏ 
1
3
T

T
S

V xdydz ydzdx zdxdy= + +∫∫  

ËÎË 

[ ]cos cos cos
T

T
S

V x y z dSλ μ ν= + +∫∫ , 

„‰Â ˜ÂðÂÁ TV  Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ Ó·˙ÂÏ ÚÂÎ‡ T . 

 

§5. îÓðÏÛÎ‡ ëÚÓÍÒ‡ 

ê‡ÒÒÏÓÚðË ÌÂÍÓÚÓðÛ˛ ‰‚ÛÒÚÓðÓÌÌ˛˛ Í‚‡‰ðËðÛÂÏÛ˛ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ 
S , Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÛ˛ ÍÓÌÚÛðÓÏ L , ÍÓÚÓð˚È Ì‡ Í‡Ê‰Û˛ ËÁ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú-
Ì˚ı ÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ ÔðÓÂÍÚËðÛÂÚÒfl ‚ Á‡ÏÍÌÛÚ˚È Ò‡ÏÓÌÂÔÂðÂÒÂÍ‡˛˘ËÈ-
Òfl ÍÓÌÚÛð (ðËÒ. 3.5.1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0

êËÒ. 3.5.1 

x

y

z

xyD

S
n
ur

xzD  

yzD



 83

èÛÒÚ¸ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ˝ÚÓÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË Á‡‰‡Ì‡ ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡fl 
ÙÛÌÍˆËfl ( , , )P x y z , ËÏÂ˛˘‡fl ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â 

( , , )P x y z
z

∂
∂

 Ë 
( , , )P x y z
y

∂
∂

. 

åÓÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÒÔð‡‚Â‰ÎË‚‡ ÙÓðÏÛÎ‡ (Ï‡Î‡fl ÙÓðÏÛÎ‡ ëÚÓ-
ÍÒ‡): 

( , , ) ( , , ) ( , , )
S L

P x y z P x y z
dzdx dxdy P x y z dx

z y
∂ ∂

− =
∂ ∂∫∫ ∫ . 

á‰ÂÒ¸ ÏÂÊ‰Û ÎÂ‚ÓÈ Ë Ôð‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚflÏË ð‡‚ÂÌÒÚ‚‡ Ú‡ÍÓÂ ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡-
ÌËÂ: ËÌÚÂ„ð‡Î ÒÎÂ‚‡ ·ÂðÂÚÒfl ÔÓ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÒÚÓðÓÌÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË, 
‡ Ó·ıÓ‰ ÍÓÌÚÛð‡ ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl L  ‚ ËÌÚÂ„ð‡ÎÂ, ÒÚÓfl˘ÂÏ ÒÔð‡‚‡, 
ÒÓ‚Âð¯‡ÂÚÒfl ‚ Ú‡ÍÓÏ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËË, ˜ÚÓ·˚ Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎ¸, Û ÍÓÚÓðÓ„Ó 
ÌÓðÏ‡Î¸, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ‚˚·ð‡ÌÌÓÈ ÒÚÓðÓÌÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË, ÔðÓıÓ-
‰ËÚ ÓÚ ÌÓ„ Í „ÓÎÓ‚Â, ÓÒÚ‡‚ÎflÎ ·˚ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ ÒÎÂ‚‡ ÓÚ ÒÂ·fl. 

ÑÓÔÛÒÚËÏ ‰‡ÎÂÂ, ˜ÚÓ ÒÔð‡‚Â‰ÎË‚˚ Ò‰ÂÎ‡ÌÌ˚Â ‚˚¯Â ÔðÂ‰ÔÓÎÓÊÂ-
ÌËfl Ë, ÍðÓÏÂ ÚÓ„Ó, Ì‡ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S  Á‡‰‡Ì˚ ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚Â ÙÛÌÍ-
ˆËË ( , , )Q x y z  Ë ( , , )R x y z , ËÏÂ˛˘ËÂ ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚Â ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔðÓËÁ-

‚Ó‰Ì˚Â 
( , , )Q x y z
x

∂
∂

,  
( , , )Q x y z
z

∂
∂

,  
( , , )R x y z
x

∂
∂

  Ë  
( , , )R x y z
y

∂
∂

. 

íÓ„‰‡ ÏÓÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ÒÔð‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸ Â˘ё ‰‚Ûı Ï‡Î˚ı ÙÓðÏÛÎ 
ëÚÓÍÒ‡: 

( , , ) ( , , ) ( , , )
S L

Q x y z Q x y z
dxdy dydz Q x y z dy

x z
∂ ∂

− =
∂ ∂∫∫ ∫ , 

( , , ) ( , , ) ( , , )
S L

R x y z R x y z
dydz dxdz R x y z dz

y x
∂ ∂

− =
∂ ∂∫∫ ∫ . 

ëÍÎ‡‰˚‚‡fl ÔÓ˜ÎÂÌÌÓ ‚ÒÂ ÚðË Ï‡Î˚Â ÙÓðÏÛÎ˚ ëÚÓÍÒ‡, ÔÓÎÛ˜ËÏ 
·ÓÎ¸¯Û˛ ÙÓðÏÛÎÛ ëÚÓÍÒ‡ ËÎË ÔðÓÒÚÓ ÙÓðÏÛÎÛ ëÚÓÍÒ‡: 

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )                                                     

( , , ) ( , , ) ( , , ) .

S

L

Q x y z P x y z R x y z Q x y z
dxdy dydz

x y y z

P x y z R x y z
dzdx

z x

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∂ ∂⎡ ⎤+ − =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

= + +

∫∫

∫
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ÉÎ‡‚‡ 4 

ùÎÂÏÂÌÚ˚ ÚÂÓðËË ÔÓÎfl 

 

§1. ëÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓÎÂ. Éð‡‰ËÂÌÚ. èðÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÔÓ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌË˛ 

1. ëÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓÎÂ. èÓ‚ÂðıÌÓÒÚË Ë ÎËÌËË ÛðÓ‚Ìfl. 

àÚ‡Í, ð‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÌÂÍÓÚÓðÛ˛ Ó·Î‡ÒÚ¸ T  ÚðÂıÏÂðÌÓ„Ó ÔðÓÒÚð‡Ì-
ÒÚ‚‡ Oxyz . ÖÒÎË Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ( , , )M x y z  ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌÓ 

‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÌÂÍÓÚÓðÓÈ ÒÍ‡ÎflðÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ U , Ú.Â. 
( )U f M=  ËÎË ( , , )U U x y z= , ÚÓ „Ó‚ÓðflÚ, ˜ÚÓ Á‡‰‡ÌÓ ÒÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓ-

ÎÂ. ç‡ÔðËÏÂð, ÚÓ˜Â˜Ì˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ ÚÂÔÎ‡ ÒÓÁ‰‡ÂÚ ÔÓÎÂ ÚÂÏÔÂð‡ÚÛð. 
ëÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓÎÂ, ÌÂ ÏÂÌfl˛˘ÂÂÒfl ‚Ó ‚ðÂÏÂÌË, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚ‡ˆËÓ-
Ì‡ðÌ˚Ï, Ë ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÙÛÌÍˆËfl U  ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ðÂÏÂÌË, Ú.Â. 

( , , )U U x y z= . ÖÒÎË ÊÂ ÔÓÎÂ ÏÂÌflÂÚÒfl ‚Ó ‚ðÂÏÂÌË, Ú.Â. 

( , , , )U U x y z t= , ÚÓ ÓÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ðÌ˚Ï. ç‡ÔðËÏÂð, ÂÒ-

ÎË ‚˚ÌÛÚ¸ ËÁ ÍÓÒÚð‡ ð‡ÒÍ‡ÎÂÌÌ˚È Í‡ÏÂÌ¸, ÚÓ ‚ÓÍðÛ„ ÌÂ„Ó Ó·ð‡ÁÛÂÚ-
Òfl ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ðÌÓÂ ÒÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓÎÂ ÚÂÏÔÂð‡ÚÛð, ÍÓÚÓðÓÂ ·Û‰ÂÚ ÏÂ-
ÌflÚ¸Òfl Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ðÂÏÂÌË, Ú.Í. Í‡ÏÂÌ¸ ·Û‰ÂÚ ÓÒÚ˚‚‡Ú¸. í‡ÍËÏ Ó·-
ð‡ÁÓÏ, Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ðÌÓÂ ÒÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓÎÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl 
ÌÂÍÓÚÓðÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÚÓ˜ÍË, ËÏÂ˛˘ÂÈ ÚðË, ‰‚Â ËÎË Ó‰ÌÛ ÍÓÓð‰ËÌ‡-
ÚÛ, ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÔðÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·Ó˛ Ó·Î‡ÒÚ¸ T . Ç 
Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔðËÏÂð‡ ÒÍ‡ÎflðÌÓ„Ó ÔÓÎfl ÏÓÊÌÓ ÔðË‚ÂÒÚË ÔÓÚÂÌˆË‡Î 
˝ÎÂÍÚðÓÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÎfl, ÍÓÚÓð˚È ÓÔðÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ 
e

U
r

= , „‰Â e  – Á‡ðfl‰, 2 2 2r x y z= + +  – ð‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÚÓ˜ÍË ‰Ó 

Á‡ðfl‰‡, ÍÓÚÓð˚È ÔÓÏÂ˘ÂÌ ‚ Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ 
ÙÛÌÍˆËfl U  ÓÔðÂ‰ÂÎflÂÚ ÒÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓÎÂ (ÔÓÚÂÌˆË‡Î) ‚Ó ‚ÒÂÏ ÔðÓ-
ÒÚð‡ÌÒÚ‚Â, Á‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú, Ú.Í. ÔðË 0r =  ÔÓ-

ÚÂÌˆË‡Î U  Ó·ð‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚ¸. 

ÖÒÎË ð‡ÒÒÏÓÚðÂÚ¸ ÒÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓÎÂ 2 2 2U R x y= − − , ÚÓ Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, 

˜ÚÓ ˝ÚÓ ÔÓÎÂ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌÓ ÎË¯¸ ‚ ÍðÛ„Â ð‡‰ËÛÒ‡ R : 2 2 2x y R+ = . 
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ÑÓÔÛÒÚËÏ ÚÂÔÂð¸, ˜ÚÓ ÒÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓÎÂ ( , , )U U x y z=  Ú‡ÍÓ‚Ó, ˜ÚÓ 

ÙÛÌÍˆËfl ( , , )U x y z  ÌÂÔðÂð˚‚Ì‡ ÔÓ ÔÂðÂÏÂÌÌ˚Ï x , y , z  Ë Ó‰ÌÓ-

ÁÌ‡˜Ì‡. á‡ÙËÍÒËðÛÂÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÒÍ‡ÎflðÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ U , ÔÓÎÓÊË‚ 
Â„Ó ð‡‚Ì˚Ï c , „‰Â c const= , Ú.Â. ÔÓÎÓÊËÏ ( , , )U x y z c= . ë „ÂÓÏÂÚ-

ðË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁðÂÌËfl ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏÛ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‚ 
ÔðÓÒÚð‡ÌÒÚ‚Â ÌÂÍÓÚÓð‡fl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ˝Ú‡ ÔÓ‚Âðı-
ÌÓÒÚ¸ Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ú‡ÍËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ, ˜ÚÓ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÂÂ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓÎÂ ËÏÂÂÚ 
ÔÓÒÚÓflÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ, ð‡‚ÌÓÂ c . í‡Í‡fl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ-
‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛ ÛðÓ‚Ìfl. 

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆË˛, Á‡‰‡˛˘Û˛ ÒÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓÎÂ, ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ 
ÓÚ ÂÂ ÙËÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÏ˚ÒÎ‡, ˜‡ÒÚÓ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÓÏ, ‡ ÔÓ‚Âðı-
ÌÓÒÚË ÛðÓ‚Ìfl Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ ˝Í‚ËÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì˚ÏË ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚfl-
ÏË, Ú.Â. ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚflÏË ð‡‚ÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ð‡ÁÎË˜-
Ì˚Â ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ÛðÓ‚Ìfl ÌÂ ÔÂðÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl, Ë ˜ÂðÂÁ Ú‡ÍÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ Ó·-
Î‡ÒÚË, „‰Â ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌÓ ÒÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓÎÂ, ÔðÓıÓ‰ËÚ Ó‰Ì‡ ËÁ ÌËı. 

ÖÒÎË ÒÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓÎÂ ÔÎÓÒÍÓÂ, Ú.Â. ( , )U U x y= , ÚÓ ÚÓ˜ÍË, ‰Îfl ÍÓ-

ÚÓð˚ı ( , )U x y c= , Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÎËÌËflÏË ÛðÓ‚Ìfl. 

ç‡ÔðËÏÂð, ÒÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓÎÂ 2 2 2 2U R x y z= − − −  ËÏÂÂÚ ‚ Í‡˜ÂÒÚ-

‚Â ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÂÈ ÛðÓ‚Ìfl ÍÓÌˆÂÌÚðË˜ÂÒÍËÂ ÒÙÂð˚ 2 2 2 2x y z R+ + = , ‡ 

ÔÓÎÂ 2 2 2U R x y= − −  – ÍÓÌˆÂÌÚðË˜ÂÒÍËÂ ÓÍðÛÊÌÓÒÚË 
2 2 2 2x y R c+ = − . 

2. èðÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÔÓ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌË˛. 

ÑÎfl ËÁÛ˜ÂÌËfl Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÒÍ‡ÎflðÌÓ„Ó ÔÓÎfl ( , , )U U x y z=  ÔðÂÊ‰Â 

‚ÒÂ„Ó ·˚‚‡ÂÚ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‚˚flÒÌËÚ¸, Í‡Í ÏÂÌflÂÚÒfl ˝ÚÓ ÔÓÎÂ ÔðË ÔÂ-
ðÂıÓ‰Â ÓÚ Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÔÓÎfl Í ‰ðÛ„ÓÈ. ÑÓÔÛÒÚËÏ, ˜ÚÓ Ï˚ ð‡ÒÒÏ‡Ú-
ðË‚‡ÂÏ ÒÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓÎÂ ( , , )U U x y z= , „‰Â ÙÛÌÍˆËfl ( , , )U x y z  ‰ËÙ-

ÙÂðÂÌˆËðÛÂÏ‡ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓÎfl, Ú.Â. ÂÂ ÔÓÎÌÓÂ ÔðËð‡˘ÂÌËÂ ·Û-
‰ÂÚ ËÏÂÚ¸ ‚Ë‰ 

1 2 3

( , , ) ( , , ) ( , , )

,

U x y z U x y z U x y z
U x y z

x y z
x y zδ δ δ

∂ ∂ ∂
Δ = ⋅Δ + ⋅Δ + ⋅Δ +

∂ ∂ ∂
+ ⋅Δ + ⋅Δ + ⋅Δ

 

„‰Â 1δ , 2δ , 3δ  ÒÚðÂÏflÚÒfl Í ÌÛÎ˛, ÂÒÎË ( ) ( ) ( )2 2 2 0x y zΔ + Δ + Δ → . 

Ç˚·ÂðÂÏ ‚ ÔÓÎÂ ÒÍ‡ÎflðÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ U  ÌÂÍÓÚÓðÓÂ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ, 
ÓÔðÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ ÓÒ¸˛ l  ( 0l  – ÓðÚ ˝ÚÓ„Ó Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËfl). 



 86

ÇÓÁ¸ÏÂÏ Ì‡ ÓÒË l  ‰‚Â ÚÓ˜ÍË ( , , )M x y z  Ë ( , , )N x x y y z z+ Δ + Δ + Δ . 

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ lMN ρ=
uuuuur

Ôð  (ðËÒ. 4.1.1) 

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ 0ρ >  , ÂÒÎË Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓð‡ MN
uuuuur

 ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ 

Ò Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂÏ ÓÒË l  Ë 0ρ < , ÂÒÎË ÓÌË ÔðÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚. 

Ñ‡‰ËÏ ÚÂÔÂð¸ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÔðÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË ( , , )U x y z  ÔÓ 

Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌË˛ l  (ðËÒ. 4.1.1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ. èðÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË U  ÔÓ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌË˛ l  Ì‡-

Á˚‚‡ÂÚÒfl 
( ) ( )lim

N M

U N U M
ρ→

−
 ( 0ρ >  ËÎË 0ρ < ), 

„‰Â lMNρ =
uuuuur

Ôð , ‡ ÚÓ˜ÍË M  Ë N  ÎÂÊ‡Ú Ì‡ ÓÒË l . 

èðÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÔÓ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌË˛ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl 
U
l

∂
∂

, Ú.Â. 

( ) ( )lim
def

N M

U U N U M
l ρ→

∂ −
=

∂
. 

èðËÏÂÏ ÚÂÔÂð¸ ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl ( , , )U U x y z=  ‰ËÙÙÂ-

ðÂÌˆËðÛÂÏ‡, ÚÓ„‰‡ ÔÓÎÛ˜ËÏ 

0
·.Ï.

( , , ) ( , , )lim

lim

N M

U U x x y y z z U x y z
l

U x U y U z
x y zρ

ρ

ρ ρ ρ

→

→

∂ + Δ + Δ + Δ −
= =

∂

⎡ ⎤∂ Δ ∂ Δ ∂ Δ
= ⋅ + ⋅ + ⋅ +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 

ÖÒÎË ÓÒ¸ l  Ó·ð‡ÁÛÂÚ Û„Î˚ α , β  Ë γ  Ò ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ÏË ÓÒflÏË, ÚÓ 

Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ cosx α
ρ
Δ

= , cosy β
ρ
Δ

= , cosz γ
ρ
Δ

= , ‡ ÚÓ„‰‡ ‚ ÔðÂ‰ÂÎÂ 

ÔÓÎÛ˜ËÏ: 

êËÒ. 4.1.1 

y
x

z  

0  

( , , )M x y z  
0l  

l

( , , )N x x y y z z+ Δ + Δ + Δ  



 87

cos cos cosU U U U
l x y z

α β γ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂
. 

üÒÌÓ, ˜ÚÓ Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓð Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËfl  ËÏÂÂÚ Ò‚ÓËÏË ÍÓÓð-
‰ËÌ‡Ú‡ÏË Ì‡Ôð‡‚Îfl˛˘ËÂ ÍÓÒËÌÛÒ˚ ÓÒË l , Ú.Â. 0l (cos ,cos ,cos )α β γ . 

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔðÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ÔÓ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌË˛ 
U
l

∂
∂

 ÏÓÊÌÓ ÔðÂ‰ÒÚ‡-

‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â ÒÍ‡ÎflðÌÓ„Ó ÔðÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ‚ÂÍÚÓð‡ , ,U U U
N

x y z
∂ ∂ ∂⎛ ⎞

⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 Ë 

‚ÂÍÚÓð‡ 0l , Ú.Â. 0lU
N

l
∂

= ⋅
∂

, „‰Â ‚ÂÍÚÓð i j kU U U
N

x y z
∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂

 

(˝ÚÓ ·˚ÎÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ð‡ÌÂÂ) ÂÒÚ¸ ÌË ˜ÚÓ ËÌÓÂ, Í‡Í ÌÓðÏ‡Î¸ Í ÔÓ‚Âðı-
ÌÓÒÚË ÛðÓ‚Ìfl ( , , )U x y z c= . ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ËÏÂÂÚ ÏÂ-

ı‡ÌË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ – ÒÍÓðÓÒÚ¸. áÌ‡˜ËÚ, ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÔÓ Ì‡Ôð‡‚ÎÂ-
ÌË˛ ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÒÍÓðÓÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl ÔÓÎfl ( , , )U U x y z=  ‚ Ì‡Ôð‡‚ÎÂ-

ÌËË ÓÒË l . çÂÚðÛ‰ÌÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ Ï˚ ÛÊÂ ð‡ÌÂÂ ð‡ÒÒÏ‡ÚðË-
‚‡ÎË ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌË˛, ‡ ËÏÂÌÌÓ, ˝ÚÓ ·˚ÎË ÔðÓËÁ‚Ó‰-
Ì˚Â ÔÓ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌË˛ ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÓÒÂÈ Ox , Oy  Ë Oz , Ú.Â. ËÁÛ-

˜ÂÌÌ˚Â ð‡ÌÂÂ ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â 
U
x

∂
∂

, 
U
y

∂
∂

 Ë 
U
z

∂
∂

. 

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔÓÌflÚËÂ ÔðÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÔÓ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌË˛ Ó·Ó·˘‡˛Ú Ë 
Ì‡ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ˝ÚÓ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÌÂÍÓÚÓðÓÈ ÍðË‚ÓÈ ÎËÌË-
ÂÈ l . Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡Ôð‡‚Îfl˛˘Ëı ÍÓÒËÌÛÒÓ‚ Ì‡Ôð‡‚ÎÂ-
ÌËfl ·ÂðÛÚ Ì‡Ôð‡‚Îfl˛˘ËÂ ÍÓÒËÌÛÒ˚ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Í ÍðË‚ÓÈ l  ‚ ÚÓ˜-
ÍÂ ‰ËÙÙÂðÂÌˆËðÓ‚‡ÌËfl. 

èðËÏÂð. ç‡ÈÚË ÔðÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ÒÍ‡ÎflðÌÓ„Ó ÔÓÎfl 2 2U x y= +  ÔÓ 

Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌË˛ ÍðË‚ÓÈ 2y x=  ÓÚ ÚÓ˜ÍË 1 1 1( , )M  Í ÚÓ˜ÍÂ 2 2 4( , )M  ‚ 

ÚÓ˜ÍÂ 1M . 

êÂ¯ÂÌËÂ.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 2 4( , )M  

1 1 1( , )M  

4

1 2 3

1

2

3

x  

y

0 

êËÒ. 4.2.1 

r
τ  
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ç‡È‰ÂÏ Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓð 0τ , Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚È Í Ô‡ð‡·ÓÎÂ 2y x=  ‚ 

ÚÓ˜ÍÂ 1 1 1( , )M . ç‡È‰ÂÏ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÔðflÏÓÈ, Ì‡ ÍÓÚÓðÓÈ 

ÎÂÊËÚ ‚ÂÍÚÓð τ : 

2y x′ = , 
1

2 2
x

k x
=

= = . 

èðflÏ‡fl ËÏÂÂÚ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ 2k =  Ë ÔðÓıÓ‰ËÚ ˜ÂðÂÁ ÚÓ˜-
ÍÛ 1 1 1( , )M , ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÂ Ûð‡‚ÌÂÌËÂ 1 2 1( )y x− = − . á‡ÔË¯ÂÏ ˝ÚÓ 

Ûð‡‚ÌÂÌËÂ ‚ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÓÏ ‚Ë‰Â: 
1 1

1 2
x y− −

= . ÇÂÍÚÓð 1 2( , )τ  – Ì‡-

Ôð‡‚Îfl˛˘ËÈ ‚ÂÍÚÓð ˝ÚÓÈ ÔðflÏÓÈ, ÔðË˜ÂÏ Â„Ó Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÛÂÚ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌË˛ Ì‡ ÍðË‚ÓÈ ÓÚ ÚÓ˜ÍË 1 1 1( , )M  Í ÚÓ˜ÍÂ 2 2 4( , )M . 

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ÂÏÛ Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓð 0 2
5 5
i j= +τ , Ú.Â. Â„Ó Ì‡-

Ôð‡‚Îfl˛˘ËÂ ÍÓÒËÌÛÒ˚ 
1
5

cosα = , 
2
5

cosβ = . 

ç‡È‰ÂÏ ÚÂÔÂð¸ 
2 2

U x
x x y

∂
=

∂ +
, 

2 2

U y
y x y

∂
=

∂ +
, ‡ ÚÓ„‰‡ ÔðÓËÁ‚Ó‰-

Ì‡fl ÔÓ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌË˛ ÙÛÌÍˆËË 2 2U x y= +  ‚ ÚÓ˜ÍÂ 1 1 1( , )M  ÔÓ ÍðË-

‚ÓÈ l  ÓÚ ÚÓ˜ÍË 1 1 1( , )M  Í ÚÓ˜ÍÂ 2 2 4( , )M  ·Û‰ÂÚ 

2 2 2 2

1 2
5 5

U x y
l x y x y

∂
= ⋅ + ⋅

∂ + +
. 

3. Éð‡‰ËÂÌÚ ÒÍ‡ÎflðÌÓ„Ó ÔÓÎfl. Ö„Ó Ò‚ÓÈÒÚ‚‡. ë‚flÁ¸ „ð‡‰ËÂÌÚ‡       
ÒÍ‡ÎflðÌÓ„Ó ÔÓÎfl Ò ÔðÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÔÓ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌË˛. éÔÂð‡ÚÓð      
É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡. 

ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÒÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓÎÂ ( , , )U U x y z=  Ë ÔðÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ 

ÌÂÍÓÚÓðÓÈ Ó·Î‡ÒÚË T  ÙÛÌÍˆËfl ( , , )U x y z  ‰ËÙÙÂðÂÌˆËðÛÂÏ‡, Ú.Â. 

ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÔðÂð˚‚Ì˚Â ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â 
( , , )U x y z
x

∂
∂

, 
( , , )U x y z
y

∂
∂

, 
( , , )U x y z
z

∂
∂

, 

‡ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ÛðÓ‚Ìfl ( , , )U x y z c=  ÌÂ ËÏÂ˛Ú ÓÒÓ·˚ı ÚÓ˜ÂÍ, Ú.Â. Ú‡-

ÍËı ÚÓ˜ÂÍ, ‚ ÍÓÚÓð˚ı ‚ÒÂ ÚðË ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â Ó·ð‡˘‡ÎËÒ¸ ·˚ ‚ ÌÓÎ¸. 
èðË Ò‰ÂÎ‡ÌÌ˚ı ÔðÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflı ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ ÛðÓ‚Ìfl ( , , )U x y z c=  ‚ 

Í‡Ê‰ÓÈ Ò‚ÓÂÈ ÚÓ˜ÍÂ ËÏÂÂÚ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸, ‡ ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ 
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Ë ÌÓðÏ‡Î¸ Í ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË, ÍÓÚÓð‡fl, Í‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ËÏÂÂÚ ÍÓÓð‰ËÌ‡-

Ú˚ 
U
x

∂
∂

, 
U
y

∂
∂

 Ë 
U
z

∂
∂

, Ú.Â. 

( , , ) ( , , ) ( , , )i j kU x y z U x y z U x y z
N

x y z
∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂

. 

ùÚÓÚ ‚ÂÍÚÓð Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ð‡‰ËÂÌÚÓÏ ÒÍ‡ÎflðÌÓ„Ó ÔÓÎfl 
( , , )U U x y z=  Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl gradU , Ú.Â. 

def U U U
gradU i j k

x y z
∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂

r r r
. 

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ „ð‡‰ËÂÌÚ ÂÒÚ¸ ‚ÂÍÚÓðÌ‡fl ı‡ð‡ÍÚÂðËÒÚËÍ‡ ÒÍ‡Îflð-
ÌÓ„Ó ÔÓÎfl. Ç ÒËÎÛ ‚˚¯ÂÒÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó „ð‡‰ËÂÌÚ ÒÍ‡ÎflðÌÓ„Ó ÔÓÎfl ÔÂð-
ÔÂÌ‰ËÍÛÎflðÂÌ Í ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ÛðÓ‚Ìfl ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ. ç‡ÔÓÏÌËÏ, 
˜ÚÓ ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÒÍ‡ÎflðÌÓ„Ó ÔÓÎfl ÔÓ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌË˛ l  

cos cos cosU U U U
l x y z

α β γ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
. 

Ç Ôð‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Á‰ÂÒ¸ ÒÚÓËÚ ÒÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔðÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓðÓ‚ 

gradU  Ë 0l , Ú.Â. Ôðl
U

gradU
l

∂
=

∂
. ëÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔðÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓ-

ð‡ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓð˚È ÓðÚ ÏÓÊÌÓ ÓÒÏ˚ÒÎËÚ¸ Í‡Í ÔðÓÂÍˆË˛ ˝ÚÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ-

ð‡ Ì‡ ÓðÚ, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ôðl
U

gradU
l

∂
=

∂
. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ˝Ú‡ ÔðÓ-

ËÁ‚Ó‰Ì‡fl ËÏÂÂÚ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ, ÂÒÎË Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ ÓÒË l  ÒÓ‚-
Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂÏ „ð‡‰ËÂÌÚ‡, Ú.Â. ÏÓÊÌÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ‚˚‚Ó‰, ˜ÚÓ ‚ 
Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËË „ð‡‰ËÂÌÚ‡ ÒÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓÎÂ ËÏÂÂÚ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Û˛ ÒÍÓ-
ðÓÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl. Ç˚˜ËÒÎËÏ ˝ÚÛ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Û˛ ÒÍÓðÓÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl 
ÒÍ‡ÎflðÌÓ„Ó ÔÓÎfl. èðËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ, ˜ÚÓ 

0l gradU
gradU

= , 

‡  
0

Ôð
b
a a b= ⋅r

ur ur r
, 

ÔÓÎÛ˜ËÏ: 

( )
2

0

Ì‡Ë·

gradUU gradU
gradU l gradU gradU

l gradU gradU
∂⎛ ⎞ = ⋅ = ⋅ = =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

r
. 

àÚ‡Í, ÏÓÊÌÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸Ì˚È ‚˚‚Ó‰: ‚ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËË Ò‚Ó-
Â„Ó „ð‡‰ËÂÌÚ‡ ÒÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓÎÂ ËÏÂÂÚ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Û˛ ÒÍÓðÓÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂ-
ÌËfl, Ë ˝Ú‡ ÒÍÓðÓÒÚ¸ ð‡‚Ì‡ ÏÓ‰ÛÎ˛ „ð‡‰ËÂÌÚ‡ ÒÍ‡ÎflðÌÓ„Ó ÔÓÎfl. 
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èðËÏÂð. Ñ‡ÌÓ ÔÓÎÂ ÚÂÏÔÂð‡ÚÛð 2 2 2( , , ) ( )T x y z x y zλ= + + . ç‡ÈÚË 

Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Û˛ ÒÍÓðÓÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl ÔÓÎfl ( , , )T x y z  ‚ ÚÓ˜ÍÂ 0 1 1 3( , , )M . 

êÂ¯ÂÌËÂ. ç‡È‰ÂÏ „ð‡‰ËÂÌÚ ÒÍ‡ÎflðÌÓ„Ó ÔÓÎfl ( , , )T x y z . ó‡ÒÚÌ˚Â 

ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â 
T
x

∂
∂

, 
T
y

∂
∂

, 
T
z

∂
∂

 ð‡‚Ì˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ 

2T
x

x
λ∂

=
∂

, 2T
y

y
λ∂

=
∂

, 2T
z

z
λ∂

=
∂

. 

2 2 2gradT xi yj zkλ λ λ= + +
r r r

, 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 22 2 2 2gradT x y z x y zλ λ λ λ= + + = + +  

Ç ÚÓ˜ÍÂ 0M  Ì‡Ë·ÓÎ¸¯‡fl ÒÍÓðÓÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl ÔÓÎfl ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÒÓ 

ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ ÏÓ‰ÛÎfl „ð‡‰ËÂÌÚ‡ ÒÍ‡ÎflðÌÓ„Ó ÔÓÎfl T  ‚ ÚÓ˜ÍÂ 0M , Ú.Â. 

ð‡‚Ì‡ 

0

2 2 22 1 1 3 2 11
M

gradT λ λ= + + = . 

é˜Â‚Ë‰Ì˚ Ú‡ÍÊÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ „ð‡‰ËÂÌÚ‡ ÒÍ‡ÎflðÌÓ„Ó ÔÓ-
Îfl: 

1) ( )grad cU c gradU= ⋅ , c const= ; 

2) ( )grad U V gradU gradV+ = + ; 

3) ( )grad U V U gradV V gradU⋅ = ⋅ + ⋅ . 

Ç ˝ÚÓÏ ÌÂÚðÛ‰ÌÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl Ò‡ÏÓÒÚÓflÚÂÎ¸ÌÓ. 
ÑÎfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÈ Á‡ÔËÒË „ð‡‰ËÂÌÚ‡ ÒÍ‡ÎflðÌÓ„Ó ÔÓÎfl ‚‚Â‰ÂÏ ‚ 

ð‡ÒÒÏÓÚðÂÌËÂ ÒËÏ‚ÓÎË˜ÂÒÍËÈ ‚ÂÍÚÓð – ÓÔÂð‡ÚÓð É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ (‚ÂÍ-
ÚÓð "Ì‡·Î‡"), ÍÓÚÓð˚È Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Ú‡Í: "∇ " Ë ð‡‚ÂÌ ÔÓ ÓÔðÂ‰ÂÎÂ-

ÌË˛ 

i j k
x x x
∂ ∂ ∂

∇ = ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂

, 

Ú.Â. flÒÌÓ, ˜ÚÓ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÓÔÂð‡ÚÓð‡ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ „ð‡‰ËÂÌÚ ÒÍ‡Îflð-
ÌÓ„Ó ÔÓÎfl ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·ð‡ÁÓÏ: 

( , , ) ( , , )gradU x y z U x y z=∇ . 

Ç Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó Ô‡ð‡„ð‡Ù‡ ðÂ¯ËÏ Â˘Â Ó‰ËÌ ÔðËÏÂð. 

èðËÏÂð. ç‡ÈÚË „ð‡‰ËÂÌÚ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ˝ÎÂÍÚðÓÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÎfl, 
Ó·ð‡ÁÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÚÓ˜Â˜Ì˚Ï Á‡ðfl‰ÓÏ 

2 2 2

e e
U

r x y z
= =

+ +
r . 
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êÂ¯ÂÌËÂ. ç‡È‰ÂÏ ÔðÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ÛðÓ‚Ìfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÔÓ-

Îfl. èÓÎÓÊËÏ U c= , Ú.Â. 
2

2 2 2
22 2 2

e e
c x y z

cx y z
= => + + =

+ +
, Ú.Â. 

ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ÛðÓ‚Ìfl ÔðÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·Ó˛ ÍÓÌˆÂÌÚðË˜ÂÒÍËÂ ÒÙÂð˚ Ò 
ˆÂÌÚðÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ, „‰Â Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ˝ÎÂÍÚðË˜ÂÒÍËÈ Á‡ðfl‰. 

( )3 32 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2( )

U e x x x
e e

x x y z x y z rx y z

∂
= − ⋅ = − ⋅ = − ⋅

∂ + + + + + +
r . 

3
U y

e
y r

∂
= − ⋅

∂ r , 3
U z

e
z r

∂
= − ⋅

∂ r . 

í‡ÍËÏ Ó·ð‡ÁÓÏ 

3 3
xi yj zk r

gradU e e
r r

+ +
= − ⋅ = − ⋅

r r r r

r r , 

„‰Â 2 2 2r x y z= + +
r

. 

ÇÂÍÚÓð 
0

3 2
e r r

D grad e e
r r r

= − = ⋅ = ⋅

r r
uur

r r r  

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ÔðflÊÂÌÌÓÒÚ¸˛ ˝ÎÂÍÚðË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÎfl, ÔðË˜ÂÏ ÙÛÌÍ-

ˆËfl ( , , )U x y z  ‚ÓÁð‡ÒÚ‡ÂÚ Ò ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ r
r

. 

 

§2. ÇÂÍÚÓðÌÓÂ ÔÓÎÂ 

1. ÇÂÍÚÓðÌÓÂ ÔÓÎÂ. ÇÂÍÚÓðÌ˚Â ÎËÌËË Ë ‚ÂÍÚÓðÌ˚Â ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË. 

ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÌÂÍÓÚÓðÛ˛ ÔðÓÒÚð‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ Ó·Î‡ÒÚ¸ T . ÖÒÎË Ò 
Í‡Ê‰ÓÈ ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ò‚flÁ‡ÌÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÌÂÍÓÚÓðÓÈ ‚ÂÍÚÓðÌÓÈ ‚ÂÎË-
˜ËÌ˚ a( , , )x y za a a , ÚÓ „Ó‚ÓðflÚ, ˜ÚÓ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌÓ ‚ÂÍÚÓðÌÓÂ ÔÓÎÂ 

a i j kx y za a a= + + . é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Á‡‰‡ÌËÂ Ó‰ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl 

ð‡‚ÌÓÒËÎ¸ÌÓ Á‡‰‡ÌË˛ ÚðÂı ÒÍ‡ÎflðÌ˚ı ÔÓÎÂÈ ( , , , )xa x y z t , 

( , , , )ya x y z t  Ë ( , , , )za x y z t , „‰Â ( , , )x y z  – ÚÓ˜Í‡, ÔðËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘‡fl Ó·-

Î‡ÒÚË T , ‡ ÔÂðÂÏÂÌÌ‡fl t  ËÏÂÂÚ ÒÏ˚ÒÎ ‚ðÂÏÂÌË. Ç ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÂÒÎË 
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ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚ ‚ÂÍÚÓð‡ a  ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ‚ðÂÏÂÌË, ÚÓ ÔÓÎÂ ‚ÂÍÚÓð‡ a  

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ðÌ˚Ï. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ‚ ÔÓÎÂ ‚ÂÍÚÓð‡ a  ÌÂÍÓÚÓðÛ˛ ÍðË‚Û˛ L , ÍÓÚÓð‡fl Ó·-

Î‡‰‡ÂÚ Ú‡ÍËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ, ˜ÚÓ ‚ÂÍÚÓð ÔÓÎfl, ÒÓÓÚÌÂÒÂÌÌ˚È Í‡Ê‰ÓÈ 

ÚÓ˜ÍÂ ˝ÚÓÈ ÍðË‚ÓÈ, Í‡Ò‡ÂÚÒfl ˝ÚÓÈ ÍðË‚ÓÈ ‚ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ. í‡Í‡fl 

ÍðË‚‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓðÌÓÈ ÎËÌËÂÈ (ðËÒ. 4.2.1). 

èÛÒÚ¸ ˜ÂðÂÁ Í‡Ê‰Û˛ ÚÓ˜ÍÛ ÌÂÍÓÚÓðÓÈ ÍðË‚ÓÈ K  ÔðÓıÓ‰ËÚ ‚ÂÍ-

ÚÓðÌ‡fl ÎËÌËfl L . ëÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ‚ÂÍÚÓðÌ˚ı ÎËÌËÈ Ó·ð‡ÁÛÂÚ Ú‡Í Ì‡-

Á˚‚‡ÂÏÛ˛ ‚ÂÍÚÓðÌÛ˛ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ (ðËÒ. 4.2.1). Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÂÒÎË 

ÍðË‚‡fl K  ÔðÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÍÓÌÚÛð, ÚÓ ‚ÂÍÚÓðÌ‡fl ÔÓ-

‚ÂðıÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓðÌÓÈ ÚðÛ·ÍÓÈ. 

ÑÓÔÛÒÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ÂÍÚÓðÌ‡fl ÎËÌËfl L  Á‡‰‡Ì‡ ÔÂðÂÒÂ˜ÂÌËÂÏ ‰‚Ûı 

ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÂÈ 1 0( , , )F x y z =  Ë 2 0( , , )F x y z = . ÇÂÍÚÓð τ , ÎÂÊ‡˘ÂÈ Ì‡ 

Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Í ÍðË‚ÓÈ L , Í‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ËÏÂÂÚ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚ 

( , , )dx dy dz . í‡Í Í‡Í ‚ÂÍÚÓð τ  ÍÓÎÎËÌÂ‡ðÂÌ ‚ÂÍÚÓðÛ a  ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-

‚ËË Ò ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ ‚ÂÍÚÓðÌÓÈ ÎËÌËË, ÚÓ Ëı ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚ ÔðÓÔÓð-

ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚: 

x y z

dx dy dz
a a a

= = . 

ùÚ‡ ÒËÒÚÂÏ‡ ‰ËÙÙÂðÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Ûð‡‚ÌÂÌËÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÒÚÂÏÌÓÈ 

Ûð‡‚ÌÂÌËÈ ‚ÂÍÚÓðÌ˚ı ÎËÌËÈ L . ÖÒÎË Ï˚ ıÓÚËÏ Ì‡ÈÚË ‚ÂÍÚÓðÌÛ˛ 

ÎËÌË˛, ÔðÓıÓ‰fl˘Û˛ ˜ÂðÂÁ ÚÓ˜ÍÛ 0 0 0( , , )M x y z , ÚÓ Ì‡Ï ÌÛÊÌÓ ðÂ-

¯ËÚ¸ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Û˛ Á‡‰‡˜Û äÓ¯Ë. 

a  

êËÒ. 4.2.1 

y
x  

z  

0  

a  
0l  

a  L  
K

L

L
L
L
L L

L
L
L  

z

y
x

0 
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èðËÏÂð. ç‡ÈÚË ‚ÂÍÚÓðÌÛ˛ ÎËÌË˛ L  ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl 

a( , ) i jx y y x= − , ÔðÓıÓ‰fl˘Û˛ ˜ÂðÂÁ ÚÓ˜ÍÛ 0 1 0( , )M  (ðËÒ. 4.2.2). 

êÂ¯ÂÌËÂ. ÑËÙÙÂðÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Ûð‡‚ÌÂÌËÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ‚ÂÍÚÓðÌ˚ı 

ÎËÌËÈ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰: 
dx dy
y x

= . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
àÚ‡Í, ÌÛÊÌÓ ‚˚‰ÂÎËÚ¸ ËÌÚÂ„ð‡Î¸ÌÛ˛ ÍðË‚Û˛ ‰ËÙÙÂðÂÌˆË‡Î¸ÌÓ-

„Ó Ûð‡‚ÌÂÌËfl, ÔðÓıÓ‰fl˘Û˛ ˜ÂðÂÁ ÚÓ˜ÍÛ 0 1 0( , )M . 

ê‡Á‰ÂÎflfl ÔÂðÂÏÂÌÌ˚Â, ÔÓÎÛ˜ËÏ: 

0xdx ydy+ = , 

ÓÚÍÛ‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ó·˘ËÈ ËÌÚÂ„ð‡Î Ûð‡‚ÌÂÌËfl 2 2 2x y c+ = . ì˜ËÚ˚‚‡fl, 

˜ÚÓ ËÌÚÂ„ð‡Î¸Ì‡fl ÍðË‚‡fl ÔðÓıÓ‰ËÚ ˜ÂðÂÁ ÚÓ˜ÍÛ 0 1 0( , )M , ËÏÂÂÏ 

1c = . àÚ‡Í, ‚ÂÍÚÓðÌ‡fl ÎËÌËfl, ÔðÓıÓ‰fl˘‡fl ˜ÂðÂÁ ÚÓ˜ÍÛ 0 1 0( , )M , 

ÔðÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÓÍðÛÊÌÓÒÚ¸ 2 2 1x y+ = . 

2. èÓÚÓÍ ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl ˜ÂðÂÁ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸. Ö„Ó ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÈ 

ÒÏ˚ÒÎ. 

èÛÒÚ¸ ‚ ÔÓÎÂ ‚ÂÍÚÓð‡ a( , , )x y za a a  Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‰‚ÛÒÚÓðÓÌÌflfl ÔÓ-

‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S . Ç˚·ÂðÂÏ Ì‡ ÌÂÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ðÌÛ˛ ÔÎÓ˘‡‰ÍÛ, ÔÎÓ˘‡‰¸ 

ÍÓÚÓðÓÈ ð‡‚Ì‡ SΔ . Ç˚·ÂðÂÏ Ì‡ ÌÂÈ ÌÓðÏ‡Î¸, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ‚˚-

·ð‡ÌÌÓÈ ÒÚÓðÓÌÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË, ÂÒÚ¸ n . ÅÛ‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚ ÔðÂ‰Â-

Î‡ı ‚˚·ð‡ÌÌÓÈ ÔÎÓ˘‡‰ÍË ‚ÂÍÚÓð a  ÔÓÒÚÓflÌÂÌ, Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂðÂÁ na  

ÔðÓÂÍˆË˛ ‚ÂÍÚÓð‡ a  Ì‡ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ ÌÓðÏ‡ÎË n  (ðËÒ. 4.2.3). 

0 1 0( , )M  

1

x  

y

êËÒ. 4.2.2 

1−

11−

a
ur
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éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ. ùÎÂÏÂÌÚ‡ðÌ˚Ï ÔÓÚÓÍÓÏ ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl a
ur

 ˜ÂðÂÁ 
ÔÎÓ˘‡‰ÍÛ SΔ  ‚ ‚˚·ð‡ÌÌÛ˛ ÒÚÓðÓÌÛ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl nQ a SΔ = Δ . 

ê‡Á·Ë‚‡fl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ Ì‡ fl˜ÂÈÍË SΔ  Ë ÒÛÏÏËðÛfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ðÌ˚Â 
ÔÓÚÓÍË ‚ÂÍÚÓð‡ a

ur
 ÔÓ ‚ÒÂÏ ˜‡ÒÚË˜Ì˚Ï fl˜ÂÈÍ‡Ï ÔðË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ 

ð‡Ì„ ‰ðÓ·ÎÂÌËfl ÒÚðÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛, ÔÓÎÛ˜ËÏ 

n
S

Q a dS= ∫∫ . 

Q  Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÚÓÍÓÏ ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl a
ur

 ˜ÂðÂÁ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ 

S  ‚ ‚˚·ð‡ÌÌÛ˛ ÒÚÓðÓÌÛ. 
Ç˚flÒÌËÏ ÚÂÔÂð¸ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ ÔÓÚÓÍ‡ ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl 

(ðËÒ. 4.2.3). 
ÑÓÔÛÒÚËÏ, ˜ÚÓ ÛÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ‚˚¯Â ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ ÎÂÊËÚ ‚ ‚ÂÍÚÓðÌÓÏ 

ÔÓÎÂ ( , , )v x y z
r

 ÒÍÓðÓÒÚÂÈ ÚÂÍÛ˘ÂÈ ÊË‰ÍÓÒÚË. íÓ„‰‡ Á‡ ‚ðÂÏfl tΔ  ËÒ-

ıÓ‰fl ËÁ ‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ðÂÏÂÌË t , ˜‡ÒÚËˆ˚ ÊË‰ÍÓÒÚË ÔðÓ‰‚Ë-
ÌÛÚÒfl ˜ÂðÂÁ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ðÌÛ˛ ÔÎÓ˘‡‰ÍÛ Ë Á‡ÔÓÎÌflÚ Ì‡ÍÎÓÌÌ˚È ˆË-
ÎËÌ‰ð, ÓÒÌÓ‚‡ÌËÂÏ ÍÓÚÓðÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ðÌ‡fl ÔÎÓ˘‡‰Í‡ SΔ , 
‡ ‚˚ÒÓÚ‡ nh v t= ⋅Δ , ÂÒÎË ‚ÂÍÚÓð˚ v

r
 Ë n

ur
 ÎÂÊ‡Ú ‚ Ó‰ÌÓÏ ÔÓÎÛÔðÓ-

ÒÚð‡ÌÒÚ‚Â. å‡ÒÒ‡ ˜‡ÒÚËˆ ÊË‰ÍÓÒÚË, Á‡ÔÓÎÌË‚¯Ëı ˆËÎËÌ‰ð  

nQ v S tρ′Δ = ⋅ ⋅ Δ ⋅ Δ , 

„‰Â ( , , , )x y z tρ  – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÚÂÍÛ˘ÂÈ ÊË‰ÍÓÒÚË. Ç˚ÔÓÎÌflfl ÒÛÏÏË-

ðÓ‚‡ÌËÂ ‚ÒÂı ˝ÚËı Ï‡ÒÒ ÔÓ ‚ÒÂÈ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S , ÔÓÎÛ˜ËÏ 

n
S

Q v dS tρ
⎛ ⎞

′ = Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫∫ . 

êËÒ. 4.2.3 

y
x  

z  

0  

SΔ

a
ur

n
ur

S
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èð‡‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ ˝ÚÓ„Ó ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÊË‰ÍÓÒÚË, 
ÔðÓÚÂÍ‡˛˘ÂÈ ˜ÂðÂÁ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S  Á‡ ‚ðÂÏfl tΔ , ÚÓ„‰‡ Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, 
˜ÚÓ ‚˚ð‡ÊÂÌËÂ ( )n

S

Q v dSρ= ∫∫  ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÊË‰ÍÓÒÚË, ÔðÓ-

ÚÂÍ‡˛˘ÂÈ ˜ÂðÂÁ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S  ‚ ‚˚·ð‡ÌÌÛ˛ ÒÚÓðÓÌÛ Á‡ Â‰ËÌËˆÛ 
‚ðÂÏÂÌË. Ç ˝ÚÓÏ Ë Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ ÔÓÚÓÍ‡ ‚ÂÍ-
ÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl. 

 

§3. íÂÓðÂÏ‡ éÒÚðÓ„ð‡‰ÒÍÓ„Ó (‚ÂÍÚÓðÌ‡fl ÙÓðÏ‡). ÑË‚Âð„ÂÌˆËfl 

‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl Ë ÂÂ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ 

ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÔÓÎÂ ‚ÂÍÚÓð‡ 
a ( , , )i ( , , ) j ( , , )kx y za x y z a x y z a x y z= + + . 

éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ. ÑË‚Âð„ÂÌˆËÂÈ ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl a  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl 

‚˚ð‡ÊÂÌËÂ 
( , , )( , , ) ( , , )a yx z

a x y za x y z a x y z
div

x y z
∂∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

. 

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÓÔÂð‡ÚÓð‡ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ‰Ë‚Âð„ÂÌˆË˛ 
ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Ú‡Í: 

div a a=∇ ⋅
ur ur ur

. 

íÂÓðÂÏ‡ éÒÚðÓ„ð‡‰ÒÍÓ„Ó (‚ÂÍÚÓðÌ‡fl ÙÓðÏ‡). èÓÚÓÍ ‚ÂÍÚÓð-
ÌÓ„Ó ÔÓÎfl a( , , )x y za a a  ˜ÂðÂÁ Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S  Ì‡ðÛÊÛ ð‡-

‚ÂÌ ÚðÓÈÌÓÏÛ ËÌÚÂ„ð‡ÎÛ ÓÚ ‰Ë‚Âð„ÂÌˆËË ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl a  ÔÓ ÚÂÎÛ 

T , Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓÏÛ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛ S , Ú.Â. ÍÓðÓ˜Â: 
an

S T

a ds div dxdydz=∫∫ ∫∫∫ . 

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. å˚ ·Û‰ÂÏ ÔðÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl 
ÛÒÎÓ‚Ëfl, ÔðË ÍÓÚÓð˚ı ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ËÌÚÂ„ð‡Î˚, Ó ÍÓÚÓð˚ı ðÂ˜¸ ÔÓÈ-
‰ÂÚ ÌËÊÂ. 

ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÔÓÚÓÍ ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl a( , , )x y za a a  ˜ÂðÂÁ ÔÓ‚Âðı-

ÌÓÒÚ¸ S  Ì‡ðÛÊÛ: n
S

Q a dS= ∫∫ , „‰Â n  – ‚ÌÂ¯Ìflfl ÌÓðÏ‡Î¸ Í ÔÓ‚Âðı-

ÌÓÒÚË S , Ó„ð‡ÌË˜Ë‚‡˛˘ÂÈ ÚÂÎÓ T , na  – ÔðÓÂÍˆËfl ‚ÂÍÚÓð‡ a  Ì‡ 

˝ÚÛ ÌÓðÏ‡Î¸. 
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èÛÒÚ¸ ÌÓðÏ‡Î¸ n  Ó·ð‡ÁÛÂÚ Û„Î˚ λ , μ , ν  Ò ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ÏË ÓÒfl-

ÏË Ox , Oy  Ë Oz  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÚÓ„‰‡ 0n (cos ,cos ,cos )λ μ ν , „‰Â 0n  

– ÂÒÚ¸ ÓðÚ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ‚ÂÍÚÓðÛ n  Ë ÔðË ˝ÚÓÏ a nna = ⋅ =  

cos cos cosx y za a aλ μ ν= + + . íÓ„‰‡ ÔÓÚÓÍ Q  ÏÓÊÌÓ ‚˚ð‡ÁËÚ¸ Ú‡Í: 

( , , )cos ( , , )cos ( , , )cosx y z
S

Q a x y z a x y z a x y z dSλ μ ν⎡ ⎤= + +⎣ ⎦∫∫ . 

ÇÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÚÂÔÂð¸ ÙÓðÏÛÎÓÈ, ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡˛˘ÂÈ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û 
ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌ˚ÏË ËÌÚÂ„ð‡Î‡ÏË ÔÂð‚Ó„Ó Ë ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡, ÚÓ„‰‡ ‚˚ð‡-
ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÔÓÚÓÍ‡ Q  ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Ú‡Í: 

( , , ) ( , , ) ( , , )x y z
S

Q a x y z dydz a x y z dzdx a x y z dxdy= + +∫∫ . 

ÇÒÔÓÏËÌ‡fl, ˜ÚÓ ÔÓ‰ ÁÌ‡ÍÓÏ ÚðÓÈÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ‚ Ôð‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË 
ÒÚÓËÚ ‰Ë‚Âð„ÂÌˆËfl ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl a , ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÔË-

Ò‡Ú¸ 
an

S T

a dS div dxdydz=∫∫ ∫∫∫ . 

íÂÓðÂÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. 
 
Ç˚flÒÌËÏ ÚÂÔÂð¸ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ ‰Ë‚Âð„ÂÌˆËË ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó 

ÔÓÎfl. 
ÑÓÔÛÒÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ÂÍÚÓðÌÓÂ ÔÓÎÂ ÂÒÚ¸ ÔÓÎÂ ÒÍÓðÓÒÚÂÈ ÚÂÍÛ˘ÂÈ 

ÊË‰ÍÓÒÚË v( , , , )x y z t  Ë ÔÛÒÚ¸ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ˝ÚÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË constρ = . 

ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‚ ÔÓÎÂ ‚ÂÍÚÓð‡ v  Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S , Ó„ð‡ÌË˜Ë-

‚‡˛˘Û˛ Ï‡Î˚È Ó·˙ÂÏ. èÓ ÚÂÓðÂÏÂ éÒÚðÓ„ð‡‰ÒÍÓ„Ó 
vT

T

Q div dxdydz= ∫∫∫ . 

èðËÏÂÌflfl ÚÂÓðÂÏÛ Ó ÒðÂ‰ÌÂÏ, ÔÓÎÛ˜ËÏ 

( )vT TM
Q div v= ⋅ , 

„‰Â M  – ÌÂÍÓÚÓð‡fl "ÒðÂ‰Ìflfl ÚÓ˜Í‡", ÎÂÊ‡˘‡fl ‚ ÚÂÎÂ T . éÚÒ˛‰‡ 

( )v
M

Q
div

T
= . 

ëÊËÏ‡fl ÚÂÎÓ ‚ ÚÓ˜ÍÛ, ‚ ÔðÂ‰ÂÎÂ ÔÓÎÛ˜ËÏ 

( )
0

v lim T
M

T

Q
div

vλ→
= . 

Ç˚‚Ó‰: ‰Ë‚Âð„ÂÌˆËfl ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl v  ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ð‡ÒıÓ‰ ÊË‰ÍÓ-
ÒÚË ËÁ ÚÓ˜Â˜ÌÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ‚ Â‰ËÌËˆÛ ‚ðÂÏÂÌË, Ú.Â. Û‰ÂÎ¸ÌÛ˛ ÒËÎÛ 
ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÂÒÎË vdiv  ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡, 
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ÚÓ ˝ÚÓ ÁÌ‡˜ËÚ, ˜ÚÓ ‚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ËÒÚÓ˜ÌËÍ, ‡ ÂÒÎË ‚ ‰‡Ì-
ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ  div v

r
 ÓÚðËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡, ÚÓ ˝ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ 

Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÒÚÓÍ. 
èðËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ˝ÚÓ ð‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËÂ, ÏÓÊÌÓ ‰‡Ú¸ ÏÂı‡ÌË˜Â-

ÒÍÓÂ ËÒÚÓÎÍÓ‚‡ÌËÂ ÚÂÓðÂÏ˚ éÒÚðÓ„ð‡‰ÒÍÓ„Ó: ð‡ÒıÓ‰ ÊË‰ÍÓÒÚË ËÁ 
ÚÂÎ‡ T , Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸˛ S , ‚ Â‰ËÌËˆÛ ‚ðÂÏÂÌË ð‡‚ÂÌ 
ÒÛÏÏÂ ÔÓÔ‡ðÌ˚ı ÔðÓËÁ‚Â‰ÂÌËÈ Û‰ÂÎ¸Ì˚ı ÒËÎ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ Ì‡ ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚ‡ðÌ˚Â Ó·˙ÂÏ˚, ÒÓ‰ÂðÊ‡˘ËÂ ˝ÚË ËÒÚÓ˜ÌËÍË. 

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ï˚ ÔÓÔÛÚÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡ÎË ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ‰Ë‚Âð„ÂÌˆËË 
‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl ÓÚ ‚˚·Óð‡ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, Ò 
Ó‰ÌÓÈ ÒÚÓðÓÌ˚ 

a yx z
aa a

div
x y z

∂∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

, 

‡ Ò ‰ðÛ„ÓÈ – ˝ÚÓ Û‰ÂÎ¸Ì‡fl ÒËÎ‡ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡, ‡ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÔÓÒÎÂ‰-
ÌÂÈ ÓÚ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú Ó˜Â‚Ë‰Ì‡. 

èðËÏÂð. ç‡ÈÚË ÔÓÚÓÍ ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl 1a i ( ) j kx y z= + + +  ËÁ ÚÂ-

Î‡, Ó„ð‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ÏË ÔÎÓÒÍÓÒÚflÏË 0x = , 0y = , 0z =  

Ë ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ 1 0x y z+ + − =  Ì‡ðÛÊÛ ÔÓ ÚÂÓðÂÏÂ éÒÚðÓ„ð‡‰ÒÍÓ„Ó Ë 

ÌÂÔÓÒðÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ (ðËÒ. 4.3.1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

êÂ¯ÂÌËÂ. 
I-È ÏÂÚÓ‰. Ç˚˜ËÒÎËÏ ÔÓÚÓÍ ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl ÔÓ ÚÂÓðÂÏÂ éÒÚðÓ-

„ð‡‰ÒÍÓ„Ó. ç‡È‰ÂÏ adiv . 

àÏÂÂÏ: 

xa x= , 1ya y= + , za z= . 

áÌ‡˜ËÚ, 

1xa
x

∂
=

∂
, 1ya
y

∂
=

∂
, 1za
z

∂
=

∂
. 

êËÒ. 4.3.1

x

y

z

0

1

1

1

1 1 0 0( , , )n −
uur

3 0 0 1( , , )n −
uur

2 0 1 0( , , )n −
uur
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ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 3adiv = . 

èÓÚÓÍ ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl 
11 1

0 0 0

13 3
2

x yx

T

Q dxdydz dx dy dz
− −−

= = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ . 

II-È ÏÂÚÓ‰. Ç˚˜ËÒÎËÏ ÔÓÚÓÍ ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ËÌÚÂ-
„ð‡Î‡ ÔÂð‚Ó„Ó ðÓ‰‡. 

àÏÂÂÏ: 
cos cos cosx y z

S

Q a a a dSλ μ ν⎡ ⎤= + +⎣ ⎦∫∫ , 

„‰Â S  ÔÓÎÌ‡fl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ ÚÂÎ‡ T , ÒÓÒÚÓfl˘‡fl ËÁ ˜ÂÚ˚ðÂı ˜‡ÒÚÂÈ: 

1 2 3 4S S S S S= + + + ; Á‰ÂÒ¸ cosλ , cosμ  Ë cosν  – Ì‡Ôð‡‚Îfl˛˘ËÂ ÍÓ-

ÒËÌÛÒ˚ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÌÓðÏ‡ÎË Í ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË; 

xa x= , 1ya y= + , za z= . 

èÓÚÓÍ Q  ÏÓÊÌÓ ÔðÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â ÒÛÏÏ˚ ˜ÂÚ˚ðÂı ÔÓÚÓÍÓ‚: 

1 2 3 4Q Q Q Q Q= + + + . Ç˚˜ËÒÎËÏ Í‡Ê‰˚È ËÁ ÔÓÚÓÍÓ‚: 

1. [ ]
1

1 1cos ( )cos cos
S

Q x y z dSλ μ ν= + + +∫∫ , 1 1 0 0n ( , , )− , Ú.Â.: 

1cosλ = − , 0cosμ = , 0cosν = , dS dydz= . 

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 
1

1 0
S

Q xdydz= − =∫∫ , Ú.Í. Ì‡ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË 1S  0x = . 

2. [ ]
2

2 1cos ( )cos cos
S

Q x y z dSλ μ ν= + + +∫∫ , 2 0 1 0n ( , , )− , Ú.Â.: 

0cosλ = , 1cosμ = − , 0cosν = . 

í‡ÍËÏ Ó·ð‡ÁÓÏ: 
2

2 1( )
S

Q y dS= − +∫∫ . á‰ÂÒ¸ dS dydz= , ÔðË˜ÂÏ 0y =  

Ì‡ 2S , ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 
2

1 1 1
2

2
0 0 0

11
2

( )
x

S

Q dxdy dx dz x dx
−

= − = − = − − = −∫∫ ∫ ∫ ∫ . 

3. [ ]
3

3 1cos ( )cos cos
S

Q x y z dSλ μ ν= + + +∫∫ , 2 0 0 1n ( , , )− , Ú.Â. 

0cosλ = , 0cosμ = , 1cosν = − . 

3

3 0
S

Q zdS= − =∫∫ , Ú.Í. Ì‡ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË 3S  0z = . 

4. [ ]
4

4 1cos ( )cos cos
S

Q x y z dSλ μ ν= + + +∫∫ . 

èÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ 4S  ËÏÂÂÏ Ûð‡‚ÌÂÌËÂ 1z x y= − − , ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 
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1( , )( , ) z x y
p x y

x
∂

= = −
∂

, 1( , )( , ) z x y
q x y

y
∂

= = −
∂

, 

ÚÓ„‰‡ 2 2 1 3( , ) ( , )dS p x y q x y= + + = . èÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î 

Á‰ÂÒ¸ ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ÔÓ ‚ÂðıÌÂÈ ÒÚÓðÓÌÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË 4S , ÁÌ‡˜ËÚ Ì‡-

Ôð‡‚Îfl˛˘ËÂ ÍÓÒËÌÛÒ˚ ÌÓðÏ‡ÎË 4n  ·Û‰ÛÚ ð‡‚Ì˚: 

1
3

cosλ = , 
1
3

cosμ = , 
1
3

cosν = . 

íÓ„‰‡ ÔÓÎÛ˜ËÏ 

4

4 4

4
1 1 11
3 3 3

1 1 11 1 3 2 1
3 3 3

( )

( ) ( )

S

S S

Q x y z dS

x y x y dxdy dxdy

⎡ ⎤= ⋅ + + ⋅ + ⋅ =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⋅ + + ⋅ + − − ⋅ = =⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫

∫∫ ∫∫
 

éÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ: 1 2 3 4
1 10 0 1
2 2

Q Q Q Q Q= + + + = − + + = . 

III-È ÏÂÚÓ‰. Ç˚˜ËÒÎËÏ ÚÓÚ ÊÂ Ò‡Ï˚È ÔÓÚÓÍ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÔÓ‚Âðı-
ÌÓÒÚÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡ x y z

S

Q a dydz a dzdx a dxdy= + +∫∫ . 

Ç Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â 1( )
S

Q xdydz y dzdx zdxdy= + + +∫∫ , Í‡Í Ë ‚ ÔðÂ-

‰˚‰Û˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÔÓÚÓÍ Q  ÔðÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‚ ‚Ë‰Â ÒÛÏÏ˚ ˜ÂÚ˚ðÂı ÔÓÚÓ-

ÍÓ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˜ÂðÂÁ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË 1S , 2S , 3S , 4S : 

1. ç‡ 1S  0x = , 0dx = , ‡ ÁÌ‡˜ËÚ 1 0Q = . 

2. ç‡ 2S  0y = , 0dy = , ‡ ÒÚÓðÓÌ‡ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË, ÔÓ ÍÓÚÓðÓÈ ‚˚-

˜ËÒÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„ð‡Î, ÌËÊÌflfl, ÁÌ‡˜ËÚ 

2

1 1

2
0 0

1
2

x

S

Q dzdx dx dz
−

= − = − = −∫∫ ∫ ∫ . 

3. ç‡ 3S  0z = , 0dz = , ÒÚÓðÓÌ‡ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ÌËÊÌflfl ÁÌ‡˜ËÚ 

3 0Q = . 

4. 
4

4 1
‚ÂðıÌ. ÒÚÓð( )

( )
S

Q xdydz y dzdx zdzdy= + + + =∫∫  

       
4 4 4

1( )
S S S

xdydz y dzdx zdzdy= + + +∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

ç‡ 4S  1x y z= − − , 2y x z= − − , 1z x y= − − . 

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 
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4 4 4

4

1 11 1 1 1

0 0 0 0 0 0

1 2 1

1 2 1 1  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

S S S

y yx

Q y z dydz x z dzdx x y dzdy

dy y z dz dy x z dz dx x y dy
− −−

= − − + − − + − − =

= − − + − − + − − =

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

1 2 3 4
1
2

Q Q Q Q Q= + + + =  

 

§4. ëÓÎÂÌÓË‰ÌÓÂ ‚ÂÍÚÓðÌÓÂ ÔÓÎÂ Ë Â„Ó Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ 

1. ìð‡‚ÌÂÌËÂ ÌÂð‡Áð˚‚ÌÓÒÚË. éÔÂð‡ÚÓð ã‡ÔÎ‡Ò‡. 

éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ 1. ÖÒÎË ‚ÂÍÚÓðÌÓÂ ÔÓÎÂ a  Ú‡ÍÓ‚Ó, ˜ÚÓ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ Â„Ó 

ÚÓ˜ÍÂ 0adiv = , ÚÓ ÔÓÎÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÁ‡ðflÊÂÌÌ˚Ï ËÎË ÒÓÎÂÌÓË-
‰‡Î¸Ì˚Ï. 

èðËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ ‰Ë‚Âð„ÂÌˆËË ‚ÂÍ-
ÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl, ÌÂÚðÛ‰ÌÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ‚˚‚Ó‰, ˜ÚÓ ‚ ÒÓÎÂÌÓË‰‡Î¸ÌÓÏ ÔÓÎÂ 
ÌÂÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ Ë ÒÚÓÍÓ‚. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÚÂÔÂð¸ ‚ ÒÓÎÂÌÓË‰‡Î¸ÌÓÏ ‚ÂÍÚÓðÌÓÏ ÔÓÎÂ ÌÂÍÓÚÓðÛ˛ 

Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸, Ó·ð‡ÁÓ‚‡ÌÌÛ˛ ‚ÂÍÚÓðÌÓÈ ÚðÛ·ÍÓÈ 3S  Ë ÂÂ 

‰‚ÛÏfl ÔÓÔÂðÂ˜Ì˚ÏË ÒÂ˜ÂÌËflÏË 1S  Ë 2S . é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂðÂÁ 1n , 2n  Ë 

3n  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ÌÂ¯ÌËÂ ÌÓðÏ‡ÎË Í ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚflÏ 1S , 2S  Ë 3S . 

í‡Í Í‡Í ÔÓÎÂ ‚ÂÍÚÓð‡ a  ÒÓÎÂÌÓË‰‡Î¸ÌÓ, ÚÓ ÔÓÚÓÍ ‚ÂÍÚÓð‡ a  ˜ÂðÂÁ 

Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ ‚ ÒËÎÛ ÚÂÓðÂÏ˚ éÒÚðÓ„ð‡‰ÒÍÓ„Ó ð‡‚ÂÌ ÌÛ-
Î˛. 

1S

êËÒ. 4.4.1 
x

y

z

0 

1n′  

1n

3n

2n

2S
3S
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èÓÚÓÍ Q  ˜ÂðÂÁ ð‡ÒÒÏ‡ÚðË‚‡ÂÏÛ˛ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ ð‡‚ÂÌ ÒÛÏÏÂ ÚðÂı 

ÔÓÚÓÍÓ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ˜ÂðÂÁ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË 1S , 2S  Ë 3S , Ú.Â. 

1 2 3Q Q Q Q= + + . á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔÓÚÓÍ ˜ÂðÂÁ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ ‚ÂÍÚÓðÌÓÈ 

ÚðÛ·ÍË 3Q  ð‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛, Ú.Í. ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ‚ÂÍÚÓðÌÓÈ ÚðÛ·ÍË ‚ÂÍ-

ÚÓð ÔÓÎfl, ÒÓÓÚÌÂÒÂÌÌ˚È ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ, Í‡Ò‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ˝ÚÓÈ 
ÚðÛ·ÍË, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Â„Ó ÔðÓÂÍˆËfl Ì‡ ÌÓðÏ‡Î¸ Í ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË 
ð‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛. 

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ËÏÂÂÏ: 

1 2

0n n
S S

a dS a dS′ + =∫∫ ∫∫ . 

àÁÏÂÌËÏ Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËÂ ÌÓðÏ‡ÎË n′  Ì‡ ÔðÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÂ, ÚÓ„‰‡ 
ÔÓÎÛ˜ËÏ 

1 2

n n
S S

a dS a dS=∫∫ ∫∫ . 

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ï˚ ÏÓÊÂÏ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ‚˚‚Ó‰, ˜ÚÓ ÔÓÚÓÍ ÒÓÎÂÌÓË-
‰‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl ˜ÂðÂÁ ÔÓÔÂðÂ˜ÌÓÂ ÒÂ˜ÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓðÌÓÈ 
ÚðÛ·ÍË ÂÒÚ¸ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl Ë ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÔÎÓ˘‡‰Ë ÒÂ˜Â-

ÌËfl. ùÚ‡ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ÔðflÊÂÌËÂÏ ‚ÂÍÚÓðÌÓÈ ÚðÛ·ÍË. 
ÖÒÎË ÒÓÎÂÌÓË‰‡Î¸ÌÓÂ ÔÓÎÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÂÏ ÒÍÓðÓÒÚÂÈ ÚÂÍÛ˘ÂÈ 

ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË v( , , )x y zv v v , ÚÓ Ï˚ ËÏÂÂÏ 

0
v( , , ) v( , , ) v( , , )x y z x y z x y zv v v v v v v v v

x y z
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

. 

áÌ‡˜ËÚ, ÂÒÎË ‚ ÔðÓÒÚð‡ÌÒÚ‚Â, „‰Â ÚÂ˜ÂÚ ÊË‰ÍÓÒÚ¸, ÌÂÚ ÌË ËÒÚÓ˜-
ÌËÍÓ‚, ÌË ÒÚÓÍÓ‚, ÚÓ ÔðÓÂÍˆËË ÒÍÓðÓÒÚÂÈ Ò‚flÁ‡Ì˚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ 

(1), ÍÓÚÓðÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ûð‡‚ÌÂÌËÂÏ ÌÂð‡Áð˚‚ÌÓÒÚË. 
ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ÚÂÔÂð¸ ÌÂÍÓÚÓðÓÂ ÒÍ‡ÎflðÌÓÂ ÔÓÎÂ ( , , )U x y z  Ë Ì‡È‰ÂÏ 

Â„Ó „ð‡‰ËÂÌÚ: 

a ( , , ) i j kU U U
gradU x y z

x y z
∂ ∂ ∂

= = + +
∂ ∂ ∂

. 

ç‡È‰ÂÏ ‰‡ÎÂÂ ‰Ë‚Âð„ÂÌˆË˛ ˝ÚÓ„Ó ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl: 
2 2 2

2 2 2 a ( , , ) U U U
div div gradU x y z U

x y z
∂ ∂ ∂

= = ∇ ⋅∇ = + +
∂ ∂ ∂

ur ur
. 

éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ 2. éÔÂð‡ÚÓð 
2 2 22

2 2 2x y z
∂ ∂ ∂

∇ =∇ ⋅∇ = + +
∂ ∂ ∂

ur ur ur
 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl 

ÓÔÂð‡ÚÓðÓÏ ã‡ÔÎ‡Ò‡ Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ÒËÏ‚ÓÎÓÏ Δ , Ú.Â. 

1( )  



 102

2 2 22

2 2 2x y z
∂ ∂ ∂

Δ =∇ = + +
∂ ∂ ∂

ur
. 

ÇÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ûfl ÓÔÂð‡ÚÓðÓÏ ã‡ÔÎ‡Ò‡ Δ  Ì‡ ÒÍ‡ÎflðÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ 
( , , )U x y z , ÔÓÎÛ˜ËÏ 

2 2 2

2 2 2

U U U
U

x y z
∂ ∂ ∂

Δ = + +
∂ ∂ ∂

. 

ùÚÓ ‚˚ð‡ÊÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Î‡ÔÎ‡ÒË‡ÌÓÏ ÙÛÌÍˆËË ( , , )U x y z . 

éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ 3. ÖÒÎË ÙÛÌÍˆËfl ( , , )U x y z  Ú‡ÍÓ‚‡, ˜ÚÓ 
2 2 2

2 2 2 0U U U
x y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
, 

Ú.Â. 0UΔ = , ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡ðÏÓÌË˜ÂÒÍÓÈ. 

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ûð‡‚ÌÂÌËÂ (2) ÔðË ˝ÚÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ûð‡‚ÌÂÌËÂÏ 
ã‡ÔÎ‡Ò‡. 

íÂÓðÂÏ‡. ÑÎfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÂ „ð‡‰ËÂÌÚ‡ Í‡ÍÓÈ-ÌË·Û‰¸ ÒÍ‡Îflð-
ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË ·˚ÎÓ ÒÓÎÂÌÓË‰‡Î¸Ì˚Ï, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ, 
˜ÚÓ·˚ ˝Ú‡ ÙÛÌÍˆËfl ·˚Î‡ ·˚ „‡ðÏÓÌË˜ÂÒÍÓÈ. 

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. 
çÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚ¸. èÛÒÚ¸ ÔÓÎÂ „ð‡‰ËÂÌÚ‡ ÒÓÎÂÌÓË‰‡Î¸ÌÓ, Ú.Â. 

0U∇ ⋅∇ =
ur ur

, ÌÓ U U∇ ⋅∇ = Δ
ur ur

. áÌ‡˜ËÚ, 0UΔ = , ‡ ˝ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ 

ÙÛÌÍˆËfl ( , , )U x y z  „‡ðÏÓÌË˜ÂÒÍ‡fl. 

ÑÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸. èÛÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl ( , , )U x y z  – „‡ðÏÓÌË˜ÂÒÍ‡fl, 

Ú.Â. 
2 2 2

2 2 2 0U U U
U

x y z
∂ ∂ ∂

Δ = + + =
∂ ∂ ∂

, 

ÌÓ  U U div gradUΔ =∇ ⋅∇ =
ur ur

, ‡ ˝ÚÓ Ë ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔÓÎÂ „ð‡‰ËÂÌÚ‡  

ÒÓÎÂÌÓË‰‡Î¸ÌÓ. 
 

§5. ñËðÍÛÎflˆËfl ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl ÔÓ Á‡ÏÍÌÛÚÓÏÛ ÍÓÌÚÛðÛ. 

ÇËıð¸ ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl. ÇÂÍÚÓðÌ‡fl ÙÓðÏ‡ ÚÂÓðÂÏ˚ ëÚÓ-

ÍÒ‡ 

èÛÒÚ¸ ‚ ÔÓÎÂ ‚ÂÍÚÓð‡ a  ÎÂÊËÚ ÍðË‚‡fl l , ËÏÂ˛˘‡fl ‚ Í‡Ê‰ÓÈ 

Ò‚ÓÂÈ ÚÓ˜ÍÂ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚È ‚ÂÍÚÓð τ . é·ÓÁÌ‡˜ËÏ Ôð aaτ τ= . íÓ„‰‡ 

ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î 

2( )  



 103

l

a dSτ∫  

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ËÌÚÂ„ð‡ÎÓÏ (ðËÒ. 4.5.1). Ç ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ 
ÍðË‚‡fl l  Á‡ÏÍÌÛÚ‡, ËÌÚÂ„ð‡Î 

l

a dSτ∫  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˆËðÍÛÎflˆËÂÈ ‚ÂÍ-

ÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl a  ÔÓ Á‡ÏÍÌÛÚÓÏÛ ÍÓÌÚÛðÛ. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ. ÇÂÍÚÓð c a=∇×
ur

 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ËıðÂÏ ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó 

ÔÓÎfl a  Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Ú‡Í: a arot =∇×
ur

. 

Ç˚ð‡ÁËÏ ‚ÂÍÚÓðÌÓÂ ÔðÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ a∇×
ur

 ˜ÂðÂÁ ÓÔðÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸: 

i j k

a

x y z

rot
x y z
a a a

∂ ∂ ∂
=
∂ ∂ ∂

. 

ê‡ÒÍð˚‚ ˝ÚÓÚ ÓÔðÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸, ÔÓÎÛ˜ËÏ Ú‡ÍÓÂ ‚˚ð‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ‚Ëı-
ðfl ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl: 

a i j ky yz x z x
a aa a a a

rot
y z z x x y

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

íÂÓðÂÏ‡. ÇËıðÂ‚ÓÂ ÔÓÎÂ ÒÓÎÂÌÓË‰‡Î¸ÌÓ, Ú.Â. ( ) 0a∇ ⋅ ∇× =
ur ur

. 

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ò Ó˜Â‚Ë‰ÌÓÒÚ¸˛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ 

( ) 0a∇ ⋅ ∇× =
ur ur

, Ú.Í. "‚ÂÍÚÓð˚" ∇
ur

, ∇
ur

 Ë a  ÍÓÏÔÎ‡Ì‡ðÌ˚. 

ÑÓÍ‡ÊÂÏ, Ó‰Ì‡ÍÓ, ˝ÚÛ ÚÂÓðÂÏÛ ÔÓ‰ðÓ·ÌÂÂ. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ c a= ∇×
ur

, 

ÚÓ„‰‡ c yx z
cc c

x y z
∂∂ ∂

∇ ⋅ = + +
∂ ∂ ∂

ur
, ÌÓ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚ ‚Ëıðfl yz

x

aa
c

y z
∂∂

= −
∂ ∂

, 

x z
y

a a
c

z x
∂ ∂

= −
∂ ∂

, y x
z

a a
c

x y
∂ ∂

= −
∂ ∂

. 

êËÒ. 4.5.1 

x

y

z

0

τ

a

l  
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ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,  

2 22 2 2 2

0

c y yz x z x

y yz x z x

a aa a a a
x y z y z x z x y

a aa a a a
y x z x z y x y x z y z

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞∇ ⋅ = − + − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

= − + − + − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

ur

 

íÂÓðÂÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. 
 
á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔðË ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â ÚÂÓðÂÏ˚ Ï˚ ÔðÂ‰ÔÓÎÓÊËÎË 

ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ‚ÚÓð˚ı ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚ı ÔðÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÓÚ ÔðÓÂÍˆËÈ ‚ÂÍ-
ÚÓð‡ a  Ë Ëı ÌÂÔðÂð˚‚ÌÓÒÚ¸. 

ÑÓÔÛÒÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÔÓÎÂ ‚ÂÍÚÓð‡ a  ÎÂÊËÚ Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÍÓÌÚÛð l , 
ËÏÂ˛˘ËÈ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ Ò‚ÓÂÈ ÚÓ˜ÍÂ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛. èÂðÂÍËÌÂÏ ˜ÂðÂÁ 
ÍÓÌÚÛð l  ‰‚ÛÒÚÓðÓÌÌ˛˛ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S , ËÏÂ˛˘Û˛ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ Ò‚ÓÂÈ 
ÚÓ˜ÍÂ ÌÓðÏ‡Î¸ n  Í ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË. èðË Ú‡ÍËı ÔðÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflı Ó 
ÍÓÌÚÛðÂ l  Ë ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S  ÒÔð‡‚Â‰ÎË‚‡ ‰ÓÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ð‡ÌÂÂ ÙÓðÏÛÎ‡ 
ëÚÓÍÒ‡. 

ÑÓÍ‡ÊÂÏ ÚÂÔÂð¸ ‚ÂÍÚÓðÌÛ˛ ÙÓðÏÛ ÚÂÓðÂÏ˚ ëÚÓÍÒ‡. 

íÂÓðÂÏ‡ ëÚÓÍÒ‡ (‚ÂÍÚÓðÌ‡fl ÙÓðÏ‡). ñËðÍÛÎflˆËfl ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó 
ÔÓÎfl ÔÓ Á‡ÏÍÌÛÚÓÏÛ ÍÓÌÚÛðÛ ð‡‚Ì‡ ÔÓÚÓÍÛ Â„Ó ‚Ëıðfl ˜ÂðÂÁ ÔÓ‚Âðı-
ÌÓÒÚ¸, Ì‡ÚflÌÛÚÛ˛ Ì‡ ˝ÚÓÚ ÍÓÌÚÛð. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. àÚ‡Í, ÔÛÒÚ¸ ˜ÂðÂÁ Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÍÓÌÚÛð, Ó·Î‡-
‰‡˛˘ËÈ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ÏË ‚˚¯Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË, ÔÂðÂÍËÌÛÚ‡ (Ì‡ÚflÌÛÚ‡) ‰‚Û-
ÒÚÓðÓÌÌflfl ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S . ê‡ÒÒÏÓÚðËÏ ˆËðÍÛÎflˆË˛ ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓ-
Îfl ÔÓ Á‡ÏÍÌÛÚÓÏÛ ÍÓÌÚÛðÛ l : 

l

a dSτ= ∫Ц . 

0 

êËÒ. 4.5.2 

x

y

z

xyD

S

n
ur

l
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èÛÒÚ¸ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚È ‚ÂÍÚÓð τ  Ó·ð‡ÁÛÂÚ Û„Î˚ α , β  Ë γ  Ò ÍÓÓð‰Ë-

Ì‡ÚÌ˚ÏË ÓÒflÏË Ox , Oy  Ë Oz , ÚÓ„‰‡ Ôð a aaτ τ
= = ⋅ =r

0τ  

cos cos cosx y za a aα β γ= + + . 

èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ aτ  ‚ ‚˚ð‡ÊÂÌËÂ ˆËðÍÛÎflˆËË, ÚÓ„‰‡ ÔÓÎÛ˜ËÏ 

cos cos cosx y z
l

a a a dSα β γ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦∫Ц  ËÎË, ÔðËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ 

Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ÏË ËÌÚÂ„ð‡Î‡ÏË ÔÂð‚Ó„Ó Ë ‚ÚÓðÓ„Ó ðÓ‰‡, 
ÔÓÎÛ˜ËÏ 

x y z
l

a dx a dy a dz= + +∫Ц . 

ÇÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÚÂÔÂð¸ ÙÓðÏÛÎÓÈ ëÚÓÍÒ‡: 

.

x y z
l

y yz x z x

S

a dx a dy a dz

a aa a a a
dydz dzdx dxdy

y z z x x y

+ + =

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫

∫∫
 

èðË ˝ÚÓÏ ÔðÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎ¸, Û ÍÓÚÓðÓ„Ó ÌÓðÏ‡Î¸ 
Í ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË ÔðÓıÓ‰ËÚ ÓÚ ÌÓ„ Í „ÓÎÓ‚Â, Ó·ıÓ‰ËÚ ÍÓÌÚÛð ‚ Ú‡ÍÓÏ 
Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËË, ˜ÚÓ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S  ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‚‡ (ðËÒ. 4.5.2). 

çÂÚðÛ‰ÌÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ‚ Ôð‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ ÙÓðÏÛÎ˚ Ì‡-
ıÓ‰ËÚÒfl ÔÓÚÓÍ ‚Ëıðfl ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl a  ˜ÂðÂÁ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚ¸ S , Ú.Â. 

ËÏÂÂÏ 

( )a
n

l S

a dS rot dSτ =∫ ∫∫ . 

íÂÓðÂÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. 
íÂÓðÂÏ‡ 2. ÇËıð¸ ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚˚·Óð‡ ÍÓÓð-

‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÓÒÂÈ. 
(ÅÂÁ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡.) 

èðËÏÂð. Ç˚˜ËÒÎËÚ¸ ˆËðÍÛÎflˆË˛ ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl 
a xzi x j yk= + +
ur r r r

 ÔÓ ÎËÌËË ÔÂðÂÒÂ˜ÂÌËfl ÍÓÌÛÒ‡ 2 2 21 0( )x y z+ − − =  Ò 

ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ÏË ÔÎÓÒÍÓÒÚflÏË, ÎÂÊ‡˘ÂÈ ‚ ÔÂð‚ÓÏ ÓÍÚ‡ÌÚÂ, ÌÂÔÓ-
ÒðÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ Ë ÔÓ ÚÂÓðÂÏÂ ëÚÓÍÒ‡ (ðËÒ. 4.5.3). 

êÂ¯ÂÌËÂ. 
1) çÂÔÓÒðÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂ ˆËðÍÛÎflˆËË. äÓÌÚÛð l  ÏÓÊ-

ÌÓ ð‡Á·ËÚ¸ Ì‡ ÚðË ˜‡ÒÚË: 1l , 2l  Ë 3l , ÎÂÊ‡˘ËÂ ‚ ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌ˚ı 

ÔÎÓÒÍÓÒÚflı xOy , yOz  Ë zOx  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ú‡ÍËÏ Ó·ð‡ÁÓÏ ˆËð-

ÍÛÎflˆËfl 1 2 3= + +Ц Ц Ц Ц , „‰Â 
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1

1
l

xzdx xdy ydz= + +∫Ц . 

ç‡ ÍðË‚ÓÈ 1l : 0z = , 0dz = , 21x y= − , 0 1[ , ]y∈ . 

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 
1

2
1

0

1
4

y dy
π

= − =∫Ц . 

Ñ‡ÎÂÂ 

2

2
l

xzdx xdy ydz= + +∫Ц . 

ç‡ ÍðË‚ÓÈ 2l : 1x z+ = , 0x = , 0dx = , 0 1[ , ]z∈ , Ú.Â. 
1

2
0

11
2

( )z dz= − =∫Ц . 

à Ì‡ÍÓÌÂˆ, 

3

3
l

xzdx xdy ydz= + +∫Ц . 

ç‡ ÍðË‚ÓÈ 3l : 1x z+ = , 0y = , 0dy = , 0 1[ , ]x∈ , ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 
1

3
0

11
6

( )x x dx= − =∫Ц . 

éÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ 

1 2 3
1 1 2

4 2 6 4 3
π π

= + + = + + = +Ц Ц Ц Ц . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2) Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ ˆËðÍÛÎflˆËË ÔÓ ÚÂÓðÂÏÂ ëÚÓÍÒ‡. 

y yz x z x

S

a aa a a a
dydz dzdx dxdy

y z z x x y
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫∫Ц . 

êËÒ. 4.5.3 

x

y

z

0

0 0 1( , , )C

0 1 0( , , )B

1 0 0( , , )A

2 1:l y z+ =

2 2
1 1:l x y+ =

3 1:l x z+ =
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èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ Ò˛‰‡ za xz= , ya x= , za y= , ÔÓÎÛ˜ËÏ: 

S

dydx xdzdx dzdx= + +∫Ц . 

èÂðÂÈ‰ÂÏ ‚ Ôð‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Í ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚÌÓÏÛ ËÌÚÂ„ð‡ÎÛ ÔÂð‚Ó„Ó 
ðÓ‰‡ 

[ ]1 1cos cos cos
S

x dSλ μ ν= ⋅ + ⋅ + ⋅∫∫Ц , 

„‰Â ËÌÚÂ„ð‡Î ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ÔÓ ‚ÂðıÌÂÈ ÒÚÓðÓÌÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S . 

ìð‡‚ÌÂÌËÂ ÔÓ‚ÂðıÌÓÒÚË S : 2 21z x y= − + , ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 

2 2
( , ) z x
p x y

x x y

∂ −
= =
∂ +

, 
2 2

( , ) z y
q x y

y x y

∂ −
= =
∂ +

, 

2 21 2( , ) ( , )dS p x y q x y= + + = ; 

2 2 2 21 2
( , )cos p x y x

p q x y
λ −
= =

+ + +
; 

2 2 2 21 2
( , )cos q x y y

p q x y
μ −
= =

+ + +
; 

2 2

1 1
21

cos
p q

ν = =
+ +

. 

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl Ì‡È‰ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚ ‚˚ð‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ˆËðÍÛÎflˆËË, 
ÔÓÎÛ˜ËÏ 

2 2

2 2 2 2 2 2

1 2
22 2D D

x xy x xy x y
dxdy dxdy

x y x y x y

⎡ ⎤ + + +
= + + =⎢ ⎥

+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫ ∫∫Ц

. 
èÂðÂÈ‰ÂÏ Í ÔÓÎflðÌ˚Ï ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú‡Ï: 

cosx r ϕ= , siny r ϕ= , ( , )J r rϕ = , 

ÚÓ„‰‡ 

( )
12 2

2

0 0

cos sin cos cos sin cos
D

r r r
rdrd d r r r dr

r

π

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ +
= = + +∫∫ ∫ ∫Ц

. 
Ç˚˜ËÒÎËÏ ‚ÌÛÚðÂÌÌËÈ ËÌÚÂ„ð‡Î: 

( )
11 2 3 2

2

0 0
2 3 2

1 1 1
2 3 2

внутр cos sin cos cos sin cos

cos sin cos .

r r r
I r r r drϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

⎛ ⎞
= + + = + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

= + +

∫
 

íÓ„‰‡ 
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2 2 2

0 0 0

1 1 1 2
2 3 2 4 3

cos sin cosd d d

π π π

πϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ== + + = +∫ ∫ ∫Ц . 

 

§6. èÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ ‚ÂÍÚÓðÌÓÂ ÔÓÎÂ 

éÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ. ÇÂÍÚÓðÌÓÂ ÔÓÎÂ a , ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÍÓÚÓðÓ„Ó ‚˚-

ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ 0arot = , Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï ËÎË ·ÂÁ-
‚ËıðÂ‚˚Ï. 

íÂÓðÂÏ‡. ÑÎfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÂ ‚ÂÍÚÓð‡ a  ·˚ÎÓ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï, 

ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ, ˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÂ ‚ÂÍÚÓð‡ a  ·˚ÎÓ ·˚ ÔÓÎÂÏ 

„ð‡‰ËÂÌÚ‡ ÌÂÍÓÚÓðÓ„Ó ÒÍ‡Îflð‡ ( , )U U x y= . 

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. 
ÑÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸. èÛÒÚ¸ a gradU= , Ú.Â. 

( , , ) ( , , ) ( , , )a i j kU x y z U x y z U x y z
x y z

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
, Ú.Â. 

( , , )
x

U x y z
a

x
∂

=
∂

, 
( , , )

y

U x y z
a

y
∂

=
∂

, 
( , , )

z

U x y z
a

z
∂

=
∂

. 

ç‡È‰ÂÏ ÍÓÓð‰ËÌ‡Ú˚ ‚ÂÍÚÓð‡ c arot= : 
2 2

0( , , ) ( , , )yz
x

aa U x y z U x y z
c

y z y z y z
∂∂ ∂ ∂

= − = − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ 0y zc c= = , Ú.Â. 0arot = . 

áÌ‡˜ËÚ ÔÓÎÂ ‚ÂÍÚÓð‡ a  ·ÂÁ‚ËıðÂ‚ÓÂ, Ú.Â. ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ. 

çÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚ¸. èÛÒÚ¸ 0arot = . ÇÓÁ¸ÏÂÏ Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ ÍðË‚Û˛ l , 
ÎÂÊ‡˘Û˛ ‚ ÔÓÎÂ ‚ÂÍÚÓð‡ a , ÚÓ„‰‡ ·Û‰ÂÚ 

0( a)
l S

a dS rot dSτ = =∫ ∫∫ , 

Ú.Â. 
0

l

a dSτ =∫ , 

ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 
0x y z

l l

a dS a dx a dy a dzτ = + + =∫ ∫ . 

å˚ ÔðË¯ÎË Í ÚÓÏÛ, ˜ÚÓ ËÌÚÂ„ð‡Î ÔÓ Á‡ÏÍÌÛÚÓÏÛ ÍÓÌÚÛðÛ l  ð‡-
‚ÂÌ ÌÛÎ˛, ‡ ˝ÚÓ Í‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÎË¯¸ ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ-
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„‰‡ ÔÓ‰ ÁÌ‡ÍÓÏ ËÌÚÂ„ð‡Î‡ ÒÚÓËÚ ÔÓÎÌ˚È ‰ËÙÙÂðÂÌˆË‡Î ÌÂÍÓÚÓðÓÈ 
ÙÛÌÍˆËË ( , , )U x y z , Ú.Â. 

x y z

U U U
a dx a dy a dz dU dx dy dz

x y z
∂ ∂ ∂

+ + = = + +
∂ ∂ ∂

. 

éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ 
( , , )

x

U x y z
a

x
∂

=
∂

, 
( , , )

y

U x y z
a

y
∂

=
∂

, 
( , , )

z

U x y z
a

z
∂

=
∂

, 

Ú.Â. a ( , , )gradU x y z= . 

íÂÓðÂÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. 
á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 1. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl ( , , )U x y z , „ð‡‰ËÂÌÚ ÓÚ ÍÓ-

ÚÓðÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÂÏ ‚ÂÍÚÓð‡ a , Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÓÏ. í‡Í Í‡Í 

‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÂÒÎË ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚È ËÌÚÂ„ð‡Î 

x y z
K

a dx a dy a dz+ +∫  

ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÔÛÚË ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl, ÚÓ ÔÓÚÂÌˆË‡Î ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓÎfl 
ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË, ‚˚˜ËÒÎË‚ ËÌÚÂ„ð‡Î 

0 0 0

( , , )

( , , )

x y z

x y z
x y z

I a dx a dy a dz= + +∫ . 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 2. àÁ ‰ÓÍ‡Á‡ÌÌÓÈ ÚÂÓðÂÏ˚ flÒÌÓ, ˜ÚÓ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ 
ÔÓÎÂ ÏÓÊÌÓ ÓÔðÂ‰ÂÎËÚ¸ Ë ÔÓ-‰ðÛ„ÓÏÛ, ‡ ËÏÂÌÌÓ: ‰‡Ú¸ ‰ðÛ„ÓÂ ˝Í‚Ë-
‚‡ÎÂÌÚÌÓÂ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ. 

èÓÎÂ ‚ÂÍÚÓð‡ a  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï, ÂÒÎË ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚ-
Òfl ÔÓÎÂÏ „ð‡‰ËÂÌÚ‡ ÌÂÍÓÚÓðÓ„Ó ÒÍ‡Îflð‡ ( , , )U U x y z= . 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 3. ì˜ËÚ˚‚‡fl ÙËÁË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ ÍðË‚ÓÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÌ-
ÚÂ„ð‡Î‡, ÔðËıÓ‰ËÏ Í ‚˚‚Ó‰Û, ˜ÚÓ ð‡·ÓÚ‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓðÌÓ-
„Ó ÔÓÎfl ‚‰ÓÎ¸ ÌÂÍÓÚÓðÓÈ ÍðË‚ÓÈ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÙÓðÏ˚ ÍðË‚ÓÈ Ë 
ð‡‚Ì‡ ð‡ÁÌÓÒÚË ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ÔÓÎfl ‚ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ Ë ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ 
ÚÓ˜Í‡ı ËÌÚÂ„ðËðÓ‚‡ÌËfl. Ä ÚÓ„‰‡ ÏÓÊÌÓ ‰‡Ú¸ Â˘Â Ó‰ÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚ-
ÌÓÂ ‰‚ÛÏ ÔðÂ‰˚‰Û˘ËÏ ÓÔðÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓðÌÓ„Ó ÔÓ-
Îfl. 

ÇÂÍÚÓðÌÓÂ ÔÓÎÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï, ÂÒÎË ð‡·ÓÚ‡ 
‚‰ÓÎ¸ Î˛·ÓÈ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÍðË‚ÓÈ ð‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛. 
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äÄîÖÑêÄ ÇõëòÖâ åÄíÖåÄíàäà 
 

ä‡ÙÂ‰ð‡ ‚˚Ò¯ÂÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË (Çå) ·˚Î‡ Óð„‡ÌËÁÓ‚‡Ì‡ ‚ 1930 
„Ó‰Û. èÂð‚˚Ï Á‡‚Â‰Û˛˘ËÏ Í‡ÙÂ‰ðÓÈ ·˚Î ÔðÓÙÂÒÒÓð É.Ñ. ÉðÓ‰ÒÍËÈ. 
ë ÍÓÌˆ‡ 1936 „Ó‰‡ Í‡ÙÂ‰ðÓÈ Çå Á‡‚Â‰Ó‚‡Î ÔðÓÙÂÒÒÓð à.è. ç‡Ú‡Ì-
ÒÓÌ. ë 1944 ÔÓ 1973 „. Í‡ÙÂ‰ðÓÈ Á‡‚Â‰Ó‚‡Î Ç.Ä. í‡ðÚ‡ÍÓ‚ÒÍËÈ — 
‚˚‰‡˛˘ËÈÒfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ Ë Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸Ì˚È ÔÂ‰‡„Ó„. 

Ç ð‡ÁÌÓÂ ‚ðÂÏfl Ì‡ Í‡ÙÂ‰ðÂ Çå ÔðÂÔÓ‰‡‚‡ÎË ‡Í‡‰ÂÏËÍ Ç.à. 
ëÏËðÌÓ‚, ˜ÎÂÌ-ÍÓððÂÒÔÓÌ‰ÂÌÚ Äç ëëëê Ñ.ä. î‡‰‰ÂÂ‚, ÔðÓÙ. à.ë. 
ëÓÏËÌÒÍËÈ, ÔðÓÙ. î.à. ï‡ð¯ËÎ‡‰ÁÂ, ÔðÓÙ. Ä.î. ÄÌ‰ðÂÂ‚, ÔðÓÙ. 
û.Ç. ÄÎÂÌËˆ¸Ì, ÔðÓÙ. à.Ä. åÓÎÓÚÍÓ‚. 

Ç 1979 „Ó‰Û Í‡ÙÂ‰ðÛ ‚ÓÁ„Î‡‚ËÎ ‰ÓÍÚÓð ÚÂıÌË˜ÂÒÍËı Ì‡ÛÍ, ÔðÓ-
ÙÂÒÒÓð  Ç.É. ÑÂ„Úflðё‚, ÒÔÂˆË‡ÎËÒÚ ÔÓ ÚÂÓðËË ‰‚ËÊÂÌËfl ÍÓÒÏË˜Â-
ÒÍËı ‡ÔÔ‡ð‡ÚÓ‚. ë 1997 „Ó‰‡ Í‡ÙÂ‰ðÓÈ ðÛÍÓ‚Ó‰ËÚ ‰ÓÍÚÓð ÙËÁËÍÓ-
Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Ì‡ÛÍ, ÔðÓÙÂÒÒÓð à.û.èÓÔÓ‚, ‚ Ó·Î‡ÒÚ¸ Ì‡Û˜Ì˚ı 
ËÌÚÂðÂÒÓ‚ ÍÓÚÓðÓ„Ó ‚ıÓ‰flÚ ÚÂÓðËfl ð‡ÒÒÂflÌËfl, ÚÂÓðËfl ÓÔÂð‡ÚÓðÓ‚, 
ÏÓ‰ÂÎËðÓ‚‡ÌËÂ ÒÎÓÊÌ˚ı ÙËÁË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ. 

ä‡ÙÂ‰ð‡ Çå ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚ Ó·Û˜ÂÌËÂ ÒÚÛ‰ÂÌÚÓ‚ ‚ÒÂı ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓ-
ÒÚÂÈ ÛÌË‚ÂðÒËÚÂÚ‡ ÔÓ ‰ËÒˆËÔÎËÌÂ «Ç˚Ò¯‡fl Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡» Ë ˜ËÚ‡ÂÚ 
ðfl‰ ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚ı ‰ËÒˆËÔÎËÌ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ˆËÍÎ‡. ä‡ÙÂ‰ð‡ Çå 
fl‚ÎflÂÚÒfl Ò‡ÏÓÈ ÏÌÓ„Ó˜ËÒÎÂÌÌÓÈ Í‡ÙÂ‰ðÓÈ ‚ ÛÌË‚ÂðÒËÚÂÚÂ ÔÓ ˜ËÒÎÛ 
ÔðÂÔÓ‰‡‚‡ÚÂÎÂÈ. Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ ‚ðÂÏfl Ì‡ Í‡ÙÂ‰ðÂ Çå ð‡·ÓÚ‡˛Ú Ú‡ÍËÂ 
‚˚‰‡˛˘ËÂÒfl Û˜ÂÌ˚Â Í‡Í ÔðÓÙÂÒÒÓð‡ Ç.Ç. ÜÛÍ, Ä.è. ä‡˜‡ÎÓ‚, É.è. 
åËðÓ¯ÌË˜ÂÌÍÓ, Ä.É. èÂÚð‡¯ÂÌ¸, Ç.è. ëÏËðÌÓ‚, Ç.å. ìÁ‰ËÌ, Ç.û. 
íÂðÚ˚˜Ì˚È — ˜ÎÂÌ ç¸˛-âÓðÍÒÍÓÈ ‡Í‡‰ÂÏËË. 

ç‡ Í‡ÙÂ‰ðÂ Çå ÒÎÓÊËÎ‡Ò¸ Ì‡Û˜Ì‡fl ¯ÍÓÎ‡ ÔÓ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÏÛ 
ÏÓ‰ÂÎËðÓ‚‡ÌË˛ ÒÎÓÊÌ˚ı ÙËÁË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ; ‡ÍÚË‚ÌÓ ð‡Á‚Ë‚‡˛ÚÒfl 
Ì‡Ôð‡‚ÎÂÌËfl, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò Ì‡ÌÓÙËÁËÍÓÈ Ë Ì‡ÌÓÚÂıÌÓÎÓ„ËflÏË, 
Í‚‡ÌÚÓ‚˚ÏË ÍÓÏÔ¸˛ÚÂð‡ÏË Ë Í‚‡ÌÚÓ‚˚ÏË ÚÂıÌÓÎÓ„ËflÏË. ëÎÓÊË-
ÎÓÒ¸ ÚÂÒÌÓÂ ÒÓÚðÛ‰ÌË˜ÂÒÚ‚Ó Ò ÍðÛÔÌ˚ÏË Ì‡Û˜Ì˚ÏË ˆÂÌÚð‡ÏË Í‡Í ‚ 
êÓÒÒËË, Ú‡Í Ë Á‡ ðÛ·ÂÊÓÏ. 
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