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1 Ââåäåíèå

Ïðåäìåòîì ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå çàêîíîìåðíîñòåé, êîòîðûì
ïîä÷èíÿþòñÿ ïîâåäåíèå è ñâîéñòâà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì (òåë), ò.å. ñèñòåì,
ñîñòîÿùèõ èç î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà îòäåëüíûõ ÷àñòèö � àòîìîâ èëè ìîëåêóë.

Çàäà÷åé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ñâîéñòâ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ
ñèñòåì è çàêîíîìåðíîñòåé èõ ïîâåäåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ïðîöåññàõ íà îñíîâàíèè çíà-
íèÿ ñâîéñòâ ñîñòàâëÿþùèõ èõ ÷àñòèö è çàêîíîâ èõ äâèæåíèÿ. Êàê èçâåñòíî, äâè-
æåíèå ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ÷àñòèö ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ïî-
ýòîìó åñòåñòâåííî ïðè óñòàíîâëåíèè ñâîéñòâ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåë èñõîäèòü èç
êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ çàêîíîâ äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò
îæèäàòü ïîëó÷åíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé ïîâåäåíèÿ ìàêðîòåë, àäåêâàòíûõ îïûòó, îñî-
áåííî â ñîñòîÿíèÿõ, â êîòîðûõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîå îïèñàíèå ðåçêî îòëè÷àåòñÿ
îò êëàññè÷åñêîãî. Îäíàêî ñóùåñòâóþò ñèñòåìû, â êîòîðûõ äâèæåíèå ìèêðî÷àñòèö
â äîñòàòî÷íî õîðîøåì ïðèáëèæåíèè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êëàññè÷åñêîå, ò.å.
ïðîècõîäÿùåå ïî çàêîíàì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ ìå-
õàíèêà (êëàññè÷åñêàÿ èëè êâàíòîâàÿ) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ìèê-
ðî÷àñòèö ñèñòåìû, ðàçëè÷àþò êëàññè÷åñêóþ èëè êâàíòîâóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ
ôèçèêó (êëàññè÷åñêóþ èëè êâàíòîâóþ ñòàòèñòèêó).

2 Îñíîâû êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè

2.1 Âíåøíèå è âíóòðåííèå ïàðàìåòðû ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû.
Òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå

Ïðè ìàêðîñêîïè÷åñêîì îïèñàíèè ñèñòåìû, ò.å. ïðè îïèñàíèè, â êîòîðîì èãíî-
ðèðóåòñÿ ìèêðîñêîïè÷åñêîå ñòðîåíèå ñèñòåìû, äëÿ çàäàíèÿ åå ñîñòîÿíèé èñïîëüçó-
åòñÿ íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ýòè ïàðàìåòðû
ïî ñâîåìó õàðàêòåðó ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû íà äâå ãðóïïû: âíåøíèå è âíóòðåííèå.
Âûäåëåííàÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñèñòåìà âçàèìîäåéñòâóåò ñ âíåøíèìè (íå âîøåäøèìè
â ñèñòåìó) òåëàìè. Ìàêðîñêîïè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âíåøíèõ òåë, îò êîòîðûõ çà-
âèñèò ñîñòîÿíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, íàçûâàþòñÿ âíåøíèìè ïàðàìåòðà-
ìè. Èìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, êîîðäèíàòû, çàäàþùèå ïîëîæåíèå òåë�èñòî÷íèêîâ
ïîëåé (ýëåêòðè÷åñêèõ, ìàãíèòíûõ, ãðàâèòàöèîííûõ). ×àùå â êà÷åñòâå òàêèõ ïà-
ðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñàìè íàïðÿæåííîñòè ïîëåé, ÿâëÿþùèåñÿ ôóíêöèÿìè
êîîðäèíàò òåë�èñòî÷íèêîâ. Â ñëó÷àå ãàçà â íåêîòîðîì ñîñóäå ìîæíî åãî ñòåíêè
îïèñàòü êàê íåêîòîðîå ñèëîâîå ïîëå, ïðåïÿòñòâóþùåå âûõîäó ìîëåêóë ãàçà çà ïðå-
äåëû îáúåìà ñîñóäà. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî ýòî
ñèëîâîå âîçäåéñòâèå íà ãàç, âûáèðàåòñÿ îáúåì ñîñóäà.

Èìååòñÿ òàêæå ñïåöèôè÷åñêîå ìîëåêóëÿðíîå âîçäåéñòâèå âíåøíèõ òåë íà ñèñòå-
ìó. Èíòåíñèâíîñòü ìîëåêóëÿðíîãî äâèæåíèÿ, êîòîðîå â òåðìîäèíàìèêå õàðàêòåðè-
çóåòñÿ òåìïåðàòóðîé, âëèÿåò íà ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó. Ïîýòîìó òåìïåðàòóðà
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T îêðóæàþùèõ òåë ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ âíåøíèì ïàðàìåòðîì. Åñëè òàêîå âîçäåéñòâèå
îòñóòñòâóåò èëè âëèÿíèåì òàêîãî âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òî ãî-
âîðÿò îá àäèàáàòè÷åñêîé èçîëÿöèè ñèñòåìû (ñèñòåìà îêðóæåíà àäèàáàòè÷åñêîé
îáîëî÷êîé). Â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû îêðóæà-
þùèõ òåë.

Ìàêðîñêîïè÷åñêèå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ñâîéñòâà ñàìîé ñèñòåìû, íàçû-
âàþòñÿ âíóòðåííèìè ïàðàìåòðàìè. Íàïðèìåð, äàâëåíèå p, ïîëÿðèçàöèÿ äè-
ýëåêòðèêà P, íàìàãíè÷åííîñòü ìàãíåòèêà M è ò.ä. Ñ ìèêðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ âíóòðåííèå ïàðàìåòðû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê óñðåäíåííûå ïî ñèñòåìå
ôóíêöèè êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ÷àñòèö, ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìó. Ýòîò ñïîñîá èõ
ïîëó÷åíèÿ íàñ è áóäåò èíòåðåñîâàòü ïðåæäå âñåãî. Ñòåïåíü ìîëåêóëÿðíîãî äâèæå-
íèÿ â ñèñòåìå ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà òàêæå òåìïåðàòóðîé. Ïîýòîìó òåìïå-
ðàòóðó ñèñòåìû ìîæíî ñ÷èòàòü òàêæå âíóòðåííèì ïàðàìåòðîì.

Êàê ïîêàçûâàåò îïûò çàìêíóòàÿ ñèñòåìà èëè ñèñòåìà, íàõîäÿùàÿñÿ â îïðåäå-
ëåííûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðèõîäèò â íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå,
êîòîðîå çàòåì óæå áîëåå íå èçìåíÿåòcÿ. Åñëè â ýòîì ñîñòîÿíèè îòñóòñòâóåò ðå-
çóëüòèðóþùèé îáìåí ýíåðãèåé ìåæäó ñèñòåìîé è îêðóæàþùèìè òåëàìè è ìåæäó
îòäåëüíûìè ÷àñòÿìè ñàìîé ñèñòåìû, òî òàêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ðàâ-
íîâåñíûì (èëè ñîñòîÿíèåì òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ). Â ðàâíîâåñ-
íîì ñîñòîÿíèè âíóòðåííèå ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âíåøíèõ.

Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ñèñòåìó, äåëÿòñÿ íà ýêñòåíñèâíûå
(ïðîïîðöèîíàëüíûå ÷èñëó ÷àñòèö â ñèñòåìå, íàïðèìåð òàêèå êàê âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ E, îáúåì V , ìàññà m è ò.ä.) è èíòåíñèâíûå, òàêèå êàê òåìïåðàòóðà
T , äàâëåíèå p, õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ, êîòîðûå ïðèíèìàþò â ðàâíîâåñíîì
ñîñòîÿíèè îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ ÷àñòåé ñèñòåìû (ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ
ïîëåé).

Ìåòîäîì ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òàêæå è êâàçèñòàòè-
÷åñêèå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, ÷òî ïîçâîëÿåò â êàæäûé
äàííûé ìîìåíò ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó êàê íàõîäÿùóþñÿ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿ-
íèè, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåìîì âíåøíèìè óñëîâèÿìè â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè.
Âåñü ïðîöåññ òîãäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿ-
íèé. Åñëè çàñòàâèòü âíåøíèå ïàðàìåòðû ïðèíèìàòü òå æå çíà÷åíèÿ, íî â îáðàòíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ïðè êâàçèñòàòè÷åñêîì ïðîöåñ-
ñå áóäåò ïðîõîäèòü òó æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâîèõ ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé, íî
âûñòðîåííóþ â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ïîýòîìó êâàçèñòàòè÷åñêèå ïðîöåññû íàçûâàþò
îáðàòèìûìè.

Âðåìÿ, â òå÷åíèè êîòîðîãî ñèñòåìà ïðè çàäàííûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ ïåðåõîäèò
îò íåðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ê ðàâíîâåñíîìó, íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì ðåëàêñàöèè
τ .
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2.2 Êëàññè÷åñêèé ñïîñîá îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ôàçîâîå
ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü ñèñòåìà (ìàêðîñêîïè÷åñêîå òåëî) ñîñòîèò èõ N ÷àñòèö. Òàê êàê êàæäàÿ ÷à-
ñòèöà èìååò òðè ñòåïåíè ñâîáîäû, òî îáùåå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû ðàâíî
s = 3N . Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì
6N = 2s ïåðåìåííûõ: êîîðäèíàò ri è èìïóëüñîâ pi = m
ri = mvi (m � ìàññà ÷àñòè-
öû, i = 1, 2, ..., N). Â äàëüíåéøåì äëÿ êîîðäèíàò áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå
qi, à äëÿ èìïóëüñîâ � pj (j = 1, 2, ..., 3N). Âñþ ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàò qj áóäåì
îáîçíà÷àòü îäíîé áóêâîé q. Àíàëîãè÷íî äëÿ ñîâîêóïíîñòè èìïóëüñîâ pj � p.

Íàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà H êàê ôóíêöèè êîîðäèíàò
è èìïóëüñîâ (èìååò ñìûñë ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû)

H(q, p) =
3N∑
j=1

p2
j

2m
+ U(q), (1)

U(q) � ñóììà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ñèñòåìû è ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè ÷àñòèö âî âíåøíèõ ïîëÿõ. Êàíîíè÷åñêèå (ãàìèëüòîíîâû)
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä:


qj =
∂H

∂pj
, 
pj = −∂H

∂qj
. (2)

Îíè ýêâèâàëåíòíû îáû÷íûì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ Íüþòîíà. Äåéñòâèòåëüíî,
íàïðèìåð, äëÿ x1 = q1


x1 = 
q1 =
p1

m
; 
p1 =

∂U

∂x1
= F1x;

p1 = m
x1; m�x1 = F1x è ò.ä.

Ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû ïåðåìåííûå q è p ñóòü ôóíêöèè âðåìåíè: q(t), p(t).
Ðåøåíèå ìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

qj(0) = q
(0)
j pj(0) = p

(0)
j .

ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è � ýòî ïðàêòè÷åñêè íåîñóùåñòâèìîå äåëî ïðè áîëüøèõ N . Â
ìàêðîñêîïè÷åñêîì òåëå N ≈ 1023.

Ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ìàêðîòåëà íå òðåáóåò ñòîëü áîëüøîãî ÷èñëà ïà-
ðàìåòðîâ äëÿ ñâîåãî îïèñàíèÿ. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñîñòîÿíèÿìè, êîòîðûå
îáû÷íî íàçûâàþòñÿ ðàâíîâåñíûìè. Ê ïðèìåðó, ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ãàçà
âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì òðåõ ïàðàìåòðîâ: òåìïåðàòóðû T , îáúåìà V è ÷èñ-
ëà ÷àñòèö N . Ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ìîæåò íå èçìåíÿòüñÿ, õîòÿ ÷àñòèöû,
ñîñòàâëÿþùèå òåëî, íàõîäÿòñÿ â ïîñòîÿííîì äâèæåíèè, è ïðîèñõîäèò ïîñòîÿííàÿ
ñìåíà ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé. Ìíîæåñòâî ìèêðîñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâóþò îä-
íîìó è òîìó æå ìàêðîñîñòîÿíèþ. Â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå âû÷èñëåíèå ïàðàìåò-
ðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ìàêðîñèñòåìó, íå òðåáóåò òî÷íîãî ðåøåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé
çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ïîäõîä, èñïîëüçóåìûé â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå.
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2.3 Ôóíêöèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëèì ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû N ÷àñòèö êàê ïðîñòðàíñòâî 6N
èçìåðåíèé, â êîòîðîì ïî âçàèìíî îðòîãîíàëüíûì îñÿì îòêëàäûâàþòñÿ êîîðäè-
íàòû qj è èìïóëüñû pj ÷àñòèö ñèñòåìû.

Ðèñ. 1: Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà (q, p) è ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ.

Ñîñòîÿíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû (q, p) èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Óñëîâíî èçîáðàçèì ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî â âèäå äâóìåðíîãî ñ îñÿìè (q)
è (p), êîòîðûå ñèìâîëèçèðóþò 3N -ìåðíûå êîîðäèíàòíîå è èìïóëüñíîå ïðîñòðàí-
ñòâà ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 1). Èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû âî âðåìåíè ñîãëàñíî
óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (2) âûçûâàåò èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Âû÷åð÷èâàåìàÿ åþ êðèâàÿ íîñèò íàçâàíèå ôàçîâîé òðà-
åêòîðèè.

Áóäåì íàáëþäàòü çà ñèñòåìîé î÷åíü áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Ôàçîâàÿ
òðàåêòîðèÿ çà÷åðòèò â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðûé îáúåì. Ñèñòåìà çà î÷åíü
áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ïîáûâàåò, åñëè íå âî âñåõ âîçìîæíûõ äëÿ íåå ìèê-
ðîñêîïè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ, òî, ïî êðàéíåé ìåðå, áëèçêèõ êî âñåì âîçìîæíûì ñâîèì
ñîñòîÿíèÿì. Âûäåëèì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìàëûé îáúåì dq dp =

∏3N
j=1 dqjdpj.

Ïóñòü çà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ τ ñèñòåìà ïðîâåëà â îáúåìå dqdp âðåìÿ dt. Îòíîøåíèå
dt/τ , î÷åâèäíî, áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü äâèæåíèå ñèñòåìû è ïðè áîëüøèõ τ äàâàòü
âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ñèñòåìó â îáúåìå dqdp. Ýòà âåðîÿòíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà
îáúåìó dqdp. Ââåäåìôóíêöèþ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ρ, çàâèñÿùóþ
îò q è p òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü dw îáíàðóæèòü ñèñòåìó â ýëåìåíòå
dq dp ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà áûëà ðàâíà

dt

τ
−→
τ →∞

dw = ρ(q, p) dq dp . (3)

Òàê êàê âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ñèñòåìó â êàêîì-ëèáî èç åå ñîñòîÿíèé ðàâíà
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1, òî ∫
ρ(q, p)dq dp = 1 . (4)

Ôóíêöèþ ρ(q, p) äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàþò ïðîñòî ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî
ñìûñëó � ýòî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ñèñòåìó â ñîñòîÿíèÿõ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ òî÷êàì â ýëåìåíòå dq dp ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (âåðîÿòíîñòü, îòíåñåí-
íàÿ ê åäèíèöå îáúåìà ïðîñòðàíñòâà).

2.4 Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí

Ìíîãèå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåí-
íûõ q è p : A = A(q, p). Íàïðèìåð, ñóììàðíûé èìïóëüñ ñèñòåìû P(p) =

∑N
i=1 pi,

ñóììàðíûé ìîìåíò èìïóëüñà M(q, p) =
∑N

i=1 ri × pi, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, äà-
âàåìàÿ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà (1) è ò.ä. Ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû èçìåíÿþòñÿ q(t) è
p(t), ìåíÿþòñÿ è çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû A(q(t), p(t)).

Âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå A ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû A çà áîëüøîé ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè íàáëþäåíèÿ (ñðåäíåå ïî âðåìåíè) τ

A =
1

τ

∫ τ

0
A(q(t), p(t))dt −→

τ →∞

∫
A(q, p)dw =

∫
A(q, p)ρ(q, p) dq dp .

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå (åãî êðàòíîñòü ðàâíà 6N) èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî
âñåìó ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó. Âåëè÷èíó A íàçûâàþò ñòàòèñòè÷åñêèì ñðåäíèì
çíà÷åíèåì ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû A.

Ïðè èçìåðåíèè ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà A ïðîÿâëÿåò ñåáÿ êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
ò.å. êàê âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ "ñëó÷àéíûì îáðàçîì" ðàçíûå çíà÷åíèÿ â ðàçíûå
ìîìåíòû âðåìåíè. Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû
îíà ïðèíèìàåò ñ áîëüøèìè âåðîÿòíîñòÿìè çíà÷åíèÿ, áëèçêèå ê åå ñðåäíåìó ñòà-
òèñòè÷åñêîìó A. Âåðîÿòíîñòè íàáëþäàòü çíà÷åíèÿ, ñèëüíî îòëè÷àþùèåñÿ îò A,
÷ðåçâû÷àéíî ìàëû.

Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ,
åñëè ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, ñ áîëü-
øîé âåðîÿòíîñòüþ ðàâíû èõ ñòàòèñòè÷åñêèì ñðåäíèì. Ïðè÷åì ýòî âåðíî êàê äëÿ
ñèñòåìû â öåëîì, òàê è äëÿ ëþáîé åå ìàêðîñêîïè÷åñêîé ÷àñòè.

Â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ñîñòîÿíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî
ðàâíîâåñèÿ ñîâïàäàåò ñ ñîñòîÿíèåì òåðìîäèíàìè÷åñêîãî (èëè òåïëîâîãî) ðàâ-
íîâåñèÿ.

2.5 Ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü ñèñòåì

Ïóñòü ñèñòåìà â íà÷àëüíîé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè, äàëåêîì îò
ðàâíîâåñíîãî. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îíà ïåðåéäåò ê ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ è äà-
ëåå áóäåò îñòàâàòüñÿ â ýòîì ñîñòîÿíèè ñêîëü óãîäíî äîëãî. Ôèêñèðóåì â ôàçîâîì
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ïðîñòðàíñòâå ìèêðîñêîïè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ìîìåíòû âðåìåíè

tn = δt · n (n = 0, 1, 2, ...,M − 1).

Ïóñòü îáùåå ÷èñëî èçîáðàæàþùèõ òî÷åê M � î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî. ×èñëî èçîá-
ðàæàþùèõ òî÷åê â îáúåìå dqdp ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíî Mρdqdp. Äåéñòâè-
òåëüíî, îòíîøåíèå ýòîãî ÷èñëà ê îáùåìó ÷èñëó èçîáðàæàþùèõ òî÷åê M

Mρdqdp

M
= ρdqdp = dw

äàåò âåðîÿòíîñòü íàéòè ñèñòåìó â ñîñòîÿíèÿõ âûäåëåííîãî îáúåìà ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà dqdp. Òàêèì îáðàçîì, èçîáðàæàþùèå òî÷êè ðàñïðåäåëåíû â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñ ïëîòíîñòüþMρ, ïðîïîðöèîíàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ. Âìå-
ñòî òîãî, ÷òîáû ãîâîðèòü î äâèæåíèè îäíîé ñèñòåìû âî âðåìåíè è îá åå èçîáðà-
æàþùèõ òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ åå ñîñòîÿíèÿì â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè,
â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå ïîëüçóþòñÿ òàêæå ïîíÿòèåì ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ
ñèñòåì.
Ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü � ýòî ñîâîêóïíîñòü î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëàM îäè-

íàêîâî óñòðîåííûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì (îäèíàêîâûå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà), íî íà-
õîäÿùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ ìèêðîñîñòîÿíèÿõ. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü ìîæåò áûòü
îõàðàêòåðèçîâàí ôóíêöèåé ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(q, p).

Äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû A ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó àíñàìáëþ
èìååì ∫

A(q, p)Mρ(q, p)dqdp∫
Mρ(q, p)dqdp

=

∫
A(q, p)ρ(q, p)dqdp = A .

Ïîýòîìó A íàçûâàþò åùå ñðåäíèì ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó àíñàìáëþ.

2.6 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåì

Åñëè ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîäñèñòåì, òî ñîñòîÿíèÿ îäíîé
èç íèõ íèêàê íå çàâèñèò îò òîãî, â êàêèõ ñîñòîÿíèÿõ íàõîäèòñÿ äðóãàÿ. Òàêèå
ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ âñåé ñèñòåìû ρ(q, p) ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîäñèñòåì ρ1(q

(1), p(1)) è ρ2(q
(2), p(2)):

ρ(q, p) = ρ1(q
(1), p(1)) · ρ2(q

(2), p(2)) (5)

Äåéñòâèòåëüíî, âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü, íàïðèìåð, ïåðâóþ ïîäñèñòåìó â ýëåìåíòå
dq(1) dp(1) åå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà

dw1 =

∫
(q,p)2

ρ(q, p) dq dp = ρ1(q
(1), p(1)) dq(1) dp(1)

∫
(q,p)2

ρ2(q
(2), p(2)) dq(2) dp(2) =

= ρ1(q
(1), p(1)) dq(1) dp(2),
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ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó (q, p)2 âòîðîé ïîäñèñòåìû.
Âûðàæåíèå (5) ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì ñòàòèñòè÷åñêîé íåçàâèñè-
ìîñòè ïîäñèñòåì. Åãî ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà á�îëüøåå ÷èñëî ïîäñèñòåì.

ρ(q, p) =
∏

`

ρ`(q
(`), p(`)) (6)

Ðàçîáüåì ìàêðîñêîïè÷åñêóþ ñèñòåìó íà äâå ïîäñèñòåìû òàêèå, ÷òî êàæäóþ åùå
ìîæíî ñ÷èòàòü ìàêðîñêîïè÷åñêîé, ò.å. ñîñòîÿùåé èç î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö.
Ìåæ-ìîëåêóëÿðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ èìåþò ìàëûé ðàäèóñ, ïîýòîìó âçàèìîäåéñòâèå
ïîäñèñòåì áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ òîëüêî ÷àñòèöàìè, íàõîäÿùèìèñÿ âáëèçè ïîâåðõ-
íîñòè ðàçäåëà ïîäñèñòåì. Íî òàêèõ ÷àñòèö ìíîãî ìåíüøå, ÷åì îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö
â ïîäñèñòåìàõ. Ïîýòîìó âçàèìîäåéñòâèå ïîäñèñòåì ìîæíî ñ÷èòàòü ñëàáûì. Ñîñòî-
ÿíèå îäíîé ïîäñèñòåìû î÷åíü ñëàáî çàâèñèò (ïî÷òè íå çàâèñèò, ïî êðàéíåé ìåðå
â òå÷åíèå íåêîòîðîãî, íå î÷åíü áîëüøîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè) îò ñîñòîÿíèé äðó-
ãîé ïîäñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäñèñòåìû íàçûâàþò êâàçèçàìêíóòûìè , è îíè
ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè êâàçèíåçàâèñèìûìè. Äëÿ íèõ ñîîòíîøåíèå (5) èìååò
ïðèáëèæåííûé õàðàêòåð, íî îíî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òåì ëó÷øå, ÷åì áîëåå âûðà-
æåííûì áóäåò ìàêðîñêîïè÷íîñòü ïîäñèñòåì (÷åì áîëüøå â íèõ áóäåò ÷àñòèö).

Ïóñòü ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà A(q, p) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ôèçè÷åñêèõ âåëè-
÷èí, îòíîñÿùèõñÿ ê äâóì ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûì ïîäñèñòåìàì:

A(q, p) = A1(q
(1), p(1)) · A2(q

(2), p(2)).

Âû÷èñëèì ñòàòèñòè÷åñêîå ñðåäíåå âåëè÷èíû A(q, p)

A =

∫
ρ(q, p)A(q, p) dq dp =

∫
ρ1(q

(1), p(1))A1(q
(1), p(1)) dq(1) dp(2)×

×
∫
ρ2(q

(2), p(2))A2(q
(2), p(2)) dq(2) dp(2) = A1 · A2,

ò.å. ñòàòèñòè÷åñêîå ñðåäíåå îò ïðîèçâåäåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, îòíîñÿùèõñÿ
ê ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûì ïîäñèñòåìàì, ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ñòàòèñòè÷åñêèõ
ñðåäíèõ çíà÷åíèé êàæäîé èç âåëè÷èí â îòäåëüíîñòè.

2.7 Äèñïåðñèÿ, ñðåäíå êâàäðàòè÷íàÿ è îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèè ôè-
çè÷åñêèõ âåëè÷èí

Ïóñòü A(q, p) � íåêîòîðàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ â ñòàòèñòè÷åñêîì
àíñàìáëå, õàðàêòåðèçóåìîì ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(q, p) ðàçíûå çíà÷åíèÿ (ïðè
ðàçíûõ q è p). Ìîæíî âû÷èñëèòü åå ñðåäíåå çíà÷åíèå A ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó àí-
ñàìáëþ.
Ôëóêòóàöèåé (îòêëîíåíèåì) íàçûâàåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà

∆A(q, p) = A(q, p)− A.
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Äèñïåðñèåé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû A(q, p) íàçûâàåòñÿ ñðåäíåå îò êâàäðàòà åå
ôëóêòóàöèè:

DA = (∆A)2 = A2 − 2A · A+ A2 = A2 − A
2
.

Êîðåíü êâàäðàòíûé èç äèñïåðñèè σA =
√
DA íàçûâàåòñÿ ñðåäíå êâàäðàòè÷-

íîé ôëóêòóàöèåé (îòêëîíåíèåì).
Îòíîøåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ôëóêòóàöèè ê ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ôèçè÷åñêîé

âåëè÷èíû íàçûâàþò îòíîñèòåëüíîé ôëóêòóàöèåé:

δa =
σA

A
.

Ðàçîáüåì ìàêðîñêîïè÷åñêóþ ñèñòåìó íà áîëüøîå ÷èñëî n îäèíàêîâûõ ìàêðîñêî-
ïè÷åñêèõ ïîäñèñòåì è ïðîíóìåðóåì èõ èíäåêñîì ` (` = 1, 2, ..., n). Îíè ÿâëÿþòñÿ
êâàçèçàìêíóòûìè è ñòàòèñòè÷åñêè êâàçèíåçàâèñèìûìè. Ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà íà-
çûâàåòñÿ àääèòèâíîé, åñëè

A(q, p) =
n∑

`=1

A`(q`, p`), (7)

ãäåA`(q`, p`)� ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà äëÿ `�òîé ïîäñèñòåìû. Ìíî-
ãèå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè, íàïðèìåð, ýíåðãèÿ (åñëè ïðå-
íåáðå÷ü ýíåðãèåé âçàèìîäåéñòâèÿ ïîäñèñòåì, êîòîðàÿ ìàëà), èìïóëüñ, ìîìåíò èì-
ïóëüñà è ò.ä.

Âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå

A =
n∑

`=1

A` = n · a,

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî âñå ïîäñèñòåìû îäèíàêîâûå è A` = a.
Âû÷èñëèì òàêæå äèñïåðñèþ

DA = (A− A)2 = (
∑̀

(A` − a))2 =

=
∑̀̀

′
(A` − a)(A`′ − a) =

∑̀
(A` − a)2 = nb2 .

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ïðè `′ 6= `

(A` − a)(A`′ − a) = (A` − a)(A` − a) = (a− a)(a− a) = 0,

è îáîçíà÷èëè (A` − a)2 = b2, òàê êàê âñå ïîäñèñòåìû îäèíàêîâûå. Äëÿ îòíîñèòåëü-
íîé ôëóêòóàöèè èìååì

δA =

√
nb2

na
=
b

a
· 1√

n
=
b
√
No

a
· 1√

N
, δA ∼

1√
N
, (8)

ãäå No = N/n � ÷èñëî ÷àñòèö â ïîäñèñòåìå.

12



Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû N ∼ 1022 è δA ∼ 10−11.
Îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ âñÿêîé àääèòèâíîé âåëè÷èíû óáûâàåò îáðàòíî ïðî-

ïîðöèîíàëüíî êîðíþ êâàäðàòíîìó èç ÷èñëà ÷àñòèö â ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìå.
Ïîýòîìó ýòà âåëè÷èíà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîé âî âðåìåíè è ðàâ-
íîé ñâîåìó ñðåäíåìó çíà÷åíèþ (ñðåäíåìó ïî âðåìåíè èëè ñðåäíåìó ïî ñòàòèñòè÷å-
ñêîìó àíñàìáëþ).

2.8 Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ñèñòåìó èç N ÷àñòèö ò.å. ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, íå âçàèìî-
äåéñòâóþùóþ ñ âíåøíèìè òåëàìè. Ñ ìåõàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îíà îïðåäåëÿåòñÿ
çàäàíèåì ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà (1), êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ñè-
ñòåìû (2). Ðàññìîòðèì òàêæå ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü, ñîñòîÿùèé èçM (áîëüøîå
÷èñëî) ñèñòåì è õàðàêòåðèçóåìûé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(q, p). Èçîáðàæàþ-
ùèå òî÷êè ñèñòåì àíñàìáëÿ ðàñïðåäåëÿòñÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå 6N èçìåðåíèé
ñ ïëîòíîñòüþMρ(q, p). Ïóñòü òåïåðü êàæäàÿ ñèñòåìà àíñàìáëÿ ðàçâèâàåòñÿ âî âðå-
ìåíè ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (êàíîíè÷åñêèì). Èçîáðàæàþùèå òî÷êè áóäóò
äâèãàòüñÿ ïî ñâîèì ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè ìîãóò ëèáî ñîâïà-
äàòü, ëèáî íå ïåðåñåêàòüñÿ íè â îäíîé òî÷êå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïåðåñå÷åíèå
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé îçíà÷àëî áû, ÷òî èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî
òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ, ñèñòåìà ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ âî âðåìåíè äâóìÿ ïóòÿìè, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì
óñëîâèè.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè êàê íåïîñðåäñòâåííî, òàê è
÷åðåç ïîñðåäñòâî êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ

ρ = ρ(t, q(t), p(t)).

Òîò ôàêò, ÷òî ôàçîâûå òðàåêòîðèè íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, ñëèâàòüñÿ â îäíó èëè
ðàçäâàèâàòüñÿ, ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ÷èñëî èçîáðàæàþùèõ òî÷åê íå áóäåò
ìåíÿòüñÿ âî âðåìÿ äâèæåíèÿ. Âûäåëèì íåêîòîðûé îáúåì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Èçìåíåíèå ÷èñëà ÷àñòèö â âûäåëåííîì îáúåìå ìîæåò ïðîèñõîäèòü ëèøü çà ñ÷åò
ïðèòîêà òî÷åê â âûäåëåííûé îáúåì èëè èõ îòòîêà èç íåãî. Ñîõðàíåíèå êîëè÷åñòâà
èçîáðàæàþùèõ òî÷åê ñèñòåìû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
íåïðåðûâíîñòè.
Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè â 3-õ ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, âûðàæàþùåå ñîõðà-

íåíèå êîëè÷åñòâà âåùåñòâà, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0,

ãäå ρ(r(t), t) � ïëîòíîñòü ãàçà, à v(r(t), t) � ñêîðîñòü ÷àñòèö ãàçà, èìåþùèõ â
ìîìåíò âðåìåíè t ðàäèóñ�âåêòîð r(t).
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Ãàç èçîáðàæàþùèõ òî÷åê, èìåþùèé ïëîòíîñòü M · ρ(q, p), äîëæåí ïîä÷èíÿòüñÿ
óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå 6N èçìåðåíèé, â êîòî-
ðîì ðîëü êîîðäèíàò èãðàþò 6N ïåðåìåííûõ qj, pj, à ñêîðîñòåé � 6N ïðîèçâîäíûõ

qj, 
pj:

∂(Mρ)

∂t
+

3N∑
j=1

(
∂

∂qj
(Mρ · 
qj) +

∂

∂pj
(Mρ · 
pj)

)
= 0

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà M è ïðîâåäåíèÿ îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì

∂ρ

∂t
+

3N∑
j=1

(
∂ρ

∂qj

qj +

∂ρ

∂pj

pj

)
+

3N∑
j=1

ρ

(
∂ 
qj

∂qj
+
∂ 
pj

∂pj

)
= 0.

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà ðàâíà íóëþ, òàê êàê

∂ 
qj

∂qj
+
∂ 
pj

∂pj
=

∂2H

∂qj∂pj
− ∂2H

∂pj∂qj
= 0

â ñèëó êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (2). Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ïðèîáðå-
òàåò âèä

∂ρ

∂t
+

3N∑
j=1

(
∂ρ

∂qj

qj +

∂ρ

∂pj

pj

)
=
dρ

dt
= 0

èëè, çàìåíÿÿ 
qj è 
pj ïî (2),
∂ρ

∂t
+ [ρ,H] = 0,

ãäå

[ρ,H] =
3N∑
j=1

(
∂ρ

∂qj

∂H

∂pj
− ∂ρ

∂pj

∂H

∂qj

)
� òàê íàçûâàåìûå êëàññè÷åñêèå ñêîáêè Ïóàññîíà äëÿ âåëè÷èí ρ è H.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ â èçîáðàæàþùåé òî÷êå, äâèæóùåéñÿ
ïî ôàçîâîé òðàåêòîðèè, îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé (ïåðâàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû
Ëèóâèëëÿ).

Âûäåëèì îáúåì ∆q∆p ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùèé ∆M èçîáðàæàþùèõ
òî÷åê. Î÷åâèäíî

∆q∆p · (Mρ) = ∆M.

Òàê êàê ïðè äâèæåíèè ïî ôàçîâîé òðàåêòîðèè ïëîòíîñòü Mρ îñòàåòñÿ ïîñòîÿí-
íîé, òî è îáúåì ∆q∆p ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, çàíèìàåìûé ∆M èçîáðàæàþùèìè
òî÷êàìè, äâèæóùèìèñÿ ñîãëàñíî êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, îñòàåò-
ñÿ ïîñòîÿííûì (âòîðàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Ëèóâèëëÿ). Ýòî ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü èíà÷å: ãàç èçîáðàæàþùèõ òî÷åê äâèæåòñÿ ñîãëàñíî êàíîíè÷åñêèì óðàâ-
íåíèÿì êàê íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü (òðåòüÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Ëèóâèëëÿ).

Äëÿ ñòàöèîíàðíîé (íå çàâèñÿùåé ÿâíî îò âðåìåíè, ∂ρ
∂t

= 0) ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ

[ρ,H] = 0. (9)
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2.9 Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ

Ëþáàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà f åñòü ôóíêöèÿ âðåìåíè, êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ:

f = f(t, q(t), p(t)).

Ïîëíîå èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû îïðåäåëÿåòñÿ åå ïîëíîé ïðî-
èçâîäíîé

df

dt
=
∂f

∂t
+

3N∑
j=1

(
∂f

∂qj

qj +

∂f

∂pj

pj

)
=
∂f

∂t
+ [f,H] .

Åñëè âåëè÷èíà f íå èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, òî åå íàçûâàþò èíòåãðàëîì äâè-
æåíèÿ. Äëÿ èíòåãðàëà äâèæåíèÿ

df

dt
= 0 ,

à, åñëè ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò âðåìåíè ÿâíî (
∂f

∂t
= 0), òî

[f,H] = 0.

Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ = ρ(q, p) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì
äâèæåíèÿ è, çíà÷èò, çàâèñèò îò òàêèõ êîìáèíàöèé êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ, êîòîðûå
ñàìè ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ. Ó÷òåì òàêæå òî, ÷òî (ñì. (6))

ln ρ(q, p) =
∑

`

ln ρ`(q
(`), p(`))

ò.å. ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé. Ïîýòîìó ln ρ è ñàìà ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ρ ìîãóò çàâèñåòü òîëüêî îò òàêèõ êîìáèíàöèé êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ,
êîòîðûå ñàìè ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ.

Ó çàìêíóòîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû èìååòñÿ ñåìü àääèòèâíûõ èíòåãðàëîâ äâè-
æåíèÿ: ýíåðãèÿ E = H(q, p), èìïóëüñP (òðè èíòåãðàëà) è ìîìåíò èìïóëüñàM (òðè
èíòåãðàëà). Èìïóëüñ è ìîìåíò èìïóëüñà çàìêíóòîé ñèñòåìû ñâÿçàíû ñ åå ðàâíî-
ìåðíûì ïîñòóïàòåëüíûì äâèæåíèåì è âðàùåíèåì êàê öåëîãî. Åñëè îòâëå÷üñÿ îò
ýòèõ äâèæåíèé, ò.å. ðàññìàòðèâàòü ïîêîÿùèåñÿ ñèñòåìû, òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ρ ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò îäíîãî àääèòèâíîãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ, à èìåííî
îò ýíåðãèè E = H(q, p):

ρ = ρ(H(q, p)). (10)

Ëþáàÿ ôóíêöèÿ ρ(H(q, p)) óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå Ëèóâèëëÿ è ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàíà äëÿ îïèñàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû.

15



2.10 Ñòàòèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè

Îñòàâàÿñü â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ñäåëàåì òåì íå ìåíåå ïåðâûé øàã ïî
ó÷åòó êâàíòîâûõ ñâîéñòâ äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Êàê ýòî ñëåäóåò èç êâàçèêëàññè÷åñêî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, êàæäîìó ìèêðîñîñòîÿíèþ â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñëåäóåò îòâîäèòü íå òî÷êó, à "îáúåì" h3N (äëÿ ñèñòåìû ñ ÷èñëîì ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû 3N). ×èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé â îáúåìå dqdp ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

ðàâíî
dqdp

h3N
. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïåðåñòàíîâêà òîæäåñòâåí-

íûõ ÷àñòèö íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâîãî ìèêðîñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Ïîýòîìó
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû èç N òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö èìååòñÿ N ! (÷èñëî
âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê N òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö) òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíî-
ìó è òîìó æå ìèêðîñîñòîÿíèþ ñèñòåìû. Ïðè ñóììèðîâàíèè ïî ìèêðîñîñòîÿíèÿì
ñëåäóåò èíòåãðèðîâàòü íå ïî âñåìó ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó, à ïî 1/N ! åãî ÷àñòè.
Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåìó ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó ðåçóëüòàò íóæíî ïîäåëèòü
íà N !

Çàïèøåì íîðìèðîâî÷íûé èíòåãðàë äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå∫
ρ(H(q, p))dΓ = 1 , dΓ =

dqdp

h3NN !
,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåìó ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó. Ôóíêöèÿ ðàñ-

Ðèñ. 2: Ñëîé ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìåæäó äâóìÿ áëèçêèìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè.

ïðåäåëåíèÿ ρ(H(q, p)) èìååò òåïåðü ñìûñë ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ñè-
ñòåìó â ìèêðîñîñòîÿíèè, ñîîòâåòñòâóþùåì òî÷êå (q, p) ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ïóñòü Γ(E ′) � ÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé â îáúåìå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè-
÷åííîì ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ïîñòîÿííîé ýíåðãèè H(q, p) = E ′. Òîãäà

dΓ(E ′) =
∂Γ(E ′)

∂E ′
dE ′ ≡ g(E ′)dE ′

� ÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé â ñëîå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìåæäó äâóìÿ áëèçêèìè
ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè H(q, p) = E ′ è H(q, p) = E ′ + dE ′ (ñì. ðèñ. 2).
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Ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â íîðìèðîâî÷íîì èíòåãðàëå. Â êà÷åñòâå îäíîé
èç íèõ âûáåðåì E ′, à îñòàëüíûå � ïðîèçâîëüíî∫

ρ(E ′)g(E ′)dE ′ = 1, ãäå g(E ′)dE ′ =

∫
E′≤H(q,p)≤E′+dE′

dΓ

� ÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé â èíòåðâàëå ýíåðãèé dE ′. Âåëè÷èíà w(E ′) = ρ(E ′)g(E ′)

Ðèñ. 3: Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèè.

èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè ÷èñëà ñîñòîÿíèé ñ ýíåðãèåé E ′ (ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ïî ýíåðãèè). Òàê êàê ôëóêòóàöèè àääèòèâíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí (â ÷àñòíîñòè,
ôëóêòóàöèè ýíåðãèè ∼ ∆E) â ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìå ìàëû, òî ôóíêöèÿ w(E ′)
èìååò ôîðìó, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 3. Ôóíêöèÿ w(E ′) ïðàêòè÷åñêè îòëè÷íà îò
íóëÿ ëèøü â óçêîé îáëàñòè ∆E âáëèçè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè E = H(q, p).
Àïïðîêñèìèðóåì åå ôóíêöèåé, ðàâíîé íóëþ âíå èíòåðâàëà ýíåðãèé ∆E è ðàâíîé
ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ w(E) = ρ(E)g(E) âíóòðè íåãî. Òîãäà óñëîâèå íîðìèðîâêè
ïðèìåò âèä

ρ(E)g(E)∆E = 1. (11)

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ∆E (ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû îíà ñîïîñòàâèìà ñî ñðåäíå êâàäðàòè÷íîé ôëóêòóàöèåé ïîëíîé ýíåðãèè
ñèñòåìû).

Èç (11) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé ∆W , â êîòîðûõ ñ ïîäàâëÿþùåé âåðî-
ÿòíîñòüþ ìîæåò íàõîäèòüñÿ ñèñòåìà, ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç çíà÷åíèå ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ñðåäíåì çíà÷åíèè ýíåðãèè:

∆W = g(E)∆E = ρ−1(E) = ρ−1(H(q, p)) .

Îïðåäåëèì âåëè÷èíó

S = k ln ∆W = −k ln ρ(E) = −k ln ρ(H(q, p)) (12)

(k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, k = 1, 38 · 10−23 Äæ.·K−1) è íàçîâåì åå ýíòðîïè-
åé ñèñòåìû. Ñîîòíîøåíèå (12) � ýòî ñòàòèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè (ïî
Áîëüöìàíó). Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, ÷òî ñëåäñòâèåì ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåìûå â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå.
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Ïîýòîìó ìû îòîæäåñòâëÿåì "ñòàòèñòè÷åñêóþ" ýíòðîïèþ S ñ òåðìîäèíàìè÷å-
ñêîé ýíòðîïèåé.

Èç (12) ñëåäóåò, ÷òî ýíòðîïèÿ îïðåäåëÿåò ÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé, äîñòóïíûõ
ñèñòåìå â äàííîì ìàêðîñêîïè÷åñêîì ñîñòîÿíèè

∆W = exp

(
S

k

)
. (13)

Èç îïðåäåëåíèÿ (12) ñëåäóåò, ÷òî S � ýêñòåíñèâíàÿ âåëè÷èíà (êàê è äîëæíî
áûòü). Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìó êàê ñîñòîÿùóþ èç íåñêîëüêèõ ñòà-
òèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì è èñïîëüçóÿ (6), ïîëó÷àåì, ÷òî ýíòðîïèÿ âñåé
ñèñòåìû

S = −k ln ρ(E) = −k ln
∏

`

ρ`(E`) = −k
∑

`

ln ρ`(E`) =
∑

`

S` .

2.11 Ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäëåëåíèå

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ñèñòåìó. Åå ðàâíîâåñíîå ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñîñòîÿíèå îïðå-
äåëÿåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè: âíóòðåííåé ýíåðãèåé E, îáúåìîì V ,
÷èñëîì ÷àñòèö N è, âîçìîæíî, ðÿäîì äðóãèõ ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð, íàïðÿæåí-
íîñòÿìè âíåøíèõ ïîëåé, åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ). Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H òàêîé
ñèñòåìû èìååò ñìûñë ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè E è çàâèñèò íå òîëüêî îò êî-
îðäèíàò q è èìïóëüñîâ p ÷àñòèö, íî è ñîâîêóïíîñòè ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ åå
ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñîñòîÿíèå (H(q, p, V,N) = E; äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî âíåø-
íèå ïîëÿ îòñóòñòâóþò).
Ìèêðîêàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü ñîñòîèò èç î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà îäèíàêîâî

óñòðîåííûõ çàìêíóòûõ ñèñòåì (îäèíàêîâûå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà), íàõîäÿùèõñÿ
â îäíîì è òîì æå ìàêðîñêîïè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, õàðàêòåðèçóåìîì ìàêðîñêîïè÷å-
ñêèìè ïàðàìåòðàìè E, V,N . Ñèñòåìû àíñàìáëÿ ðàçëè÷àþòñÿ ìèêðîñîñòîÿíèÿìè,
ò.å. çíà÷åíèÿìè q è p. Ðàñïðåäåëåíèå ñèñòåì àíñàìáëÿ ïî ìèêðîñîñòîÿíèÿì îïè-
ñûâàåòñÿ ìèêðîêàíîíè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ρmc(H(q, p, V,N)), â
êà÷åñòâå êîòîðîé âûáåðåì ôóíêöèþ, ïîñòîÿííóþ ïðè âñåõ q è p, ëåæàùèõ â ôà-
çîâîì ïðîñòðàíñòâå íà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè H(q, p, V,N) = E è ðàâíóþ
íóëþ âî âñåõ òî÷êàõ âíå åå. Âûáîð òàêîé ôóíêöèè îçíà÷àåò äîïóùåíèå (ãèïîòåçó)
î ðàâíîé âåðîÿòíîñòè âñåõ ìèêðîñîñòîÿíèé ñ çàäàííîé ýíåðãèåé E. Â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå 6N èçìåðåíèé ãèïåðïîâåðõíîñòü H(q, p, V,N) = E ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìíîãîîáðàçèå ñ ÷èñëîì èçìåðåíèé 6N − 1. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ëåæèò â
ýòîì ìíîãîîáðàçèè. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ íå ìîæåò ïðîéòè ÷åðåç âñå òî÷êè ýòîãî
ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîýòîìó ãèïîòåçà (îíà íàçûâàåòñÿ êâàçèýðãîäè÷åñêîé) çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ïðè åå äâèæåíèè ïðîéäåò
ñêîëü óãîäíî áëèçêî îò ëþáîé òî÷êè íà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ñè-
ñòåìû, ïîä÷èíÿþùèåñÿ ýòîìó óñëîâèþ, íàçûâàþòñÿ êâàçèýðãîäè÷åñêèìè.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàïèñü äëÿ ôóíêöèè ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ρmcH(q, p, V,N) èìååò âèä

ρmc(H(q, p, V,N)) =
1

c
δ(E −H(q, p, V,N)). (14)

1

c
- íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü, à δ(x) � äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà:

δ(x) =

{
∞, åñëè x = 0,
0, åñëè x 6= 0;

∫ ∞

−∞
δ(x)dx = 1.

Âåëè÷èíà c îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

1

c

∫
δ(E −H(q, p))dΓ = 1,

èëè

1

c

∫ ∞

−∞
δ(E − E ′)g(E ′, V,N)dE ′ =

1

c
g(E, V,N) = 1, c = g(E, V,N).

Åñëè âñïîìíèòü, ÷òî êàæäîìó ìèêðîñîñòîÿíèþ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñëåäóåò
îòâåñòè îáúåì h3N , òî âìåñòî ãèïåðïîâåðõíîñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñëåäóåò
ãîâîðèòü î òîíêîì ñëîå ∆E, ñîäåðæàùåì åå. ×èñëî ñîñòîÿíèé â ýòîì ñëîå

∆W (E, V,N) = g(E, V,N)∆E. (15)

Ñîãëàñíî ñòàòèñòè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ ýíòðîïèè (ôîðìóëà Áîëüöìàíà):

S(E, V,N) = k · ln ∆W (E, V,N) = k · ln(g(E, V,N)∆E), (16)

èëè

g(E, V,N) =
1

∆E
exp(

S(E, V,N)

k
). (17)

Èç ïåðâîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè (çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè)

dE = TdS − pdV + µdN

ñëåäóåò

dS =
1

T
dE +

p

T
dV − µ

T
dN. (18)

Ïîýòîìó(
∂S

∂E

)
V,N

=
1

T
,

(
∂S

∂V

)
E,N

=
p

T
,

(
∂S

∂N

)
E,V

= −µ
T
, F = E−TS è ò.ä. (19)
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Ïî ýòèì ôîðìóëàì âû÷èñëÿþòñÿ òåìïåðàòóðà T , äàâëåíèå p, õèìè÷åñêèé ïî-
òåíöèàë µ, ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ F , à çàòåì è äðóãèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòå-
ðèñòèêè ñèñòåìû. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ íàõîäèòñÿ ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ
ïàðàìåòðà E èç äâóõ óðàâíåíèé T = T (E, V,N) è p = p(T, V,N) â (19).

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàêðîñêî-
ïè÷åñêîé ñèñòåìû ìåòîäîì ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñëåäóåò:

1. Ñîñòàâèòü ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà H(q, p, V,N) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè-
÷åñêîé ñèñòåìû;

2. Îïðåäåëèòü ïëîòíîñòü ÷èñëà ñîñòîÿíèé g(E, V,N) ïðè çàäàííîé ýíåðãèè E
ñèñòåìû è ÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé ∆W (E, V,N) (15), â êîòîðûõ ñ çàìåòíîé âåðîÿò-
íîñòüþ ìîæåò íàõîäèòüñÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà;

3. Ïî ôîðìóëå Áîëüöìàíà (16) íàéòè ýíòðîïèþ S ñèñòåìû, êàê ôóíêöèþ ïàðà-
ìåòðîâ (E, V,N);

4. Âû÷èñëèòü T, p, µ ïî ôîðìóëàì (19), à çàòåì è âñå îñòàëüíûå òåðìîäèíàìè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû.

Ïðèìåð.
Îïðåäåëèòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî

ãàçà ìåòîäîì ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà èìååò âèä:

H(q, p) =
N∑

i=1

Hi(ri,pi), (20)

ãäå îäíî÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà Hi(ri,pi) ðàâíà

Hi(ri,pi) = p2
i/2m+W (ri), (21)

à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿW (ri) ìîäåëèðóåò íàëè÷èå ñòåíîê ñîñóäà îáúåìà V (ñîñóä
â ôîðìå êóáà ñ ðåáðîì L, L3 = V ):

W (ri) =

{
∞, åñëè ri /∈ V ,
0, åñëè ri ∈ V .

(22)

Èäåàëüíîñòü ãàçà ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæàåòñÿ â îòñóòñòâèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ è â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ãàçà ðàâíà ñóììå
ôóíêöèé Ãàìèëüòîíà îòäåëüíûõ àòîìîâ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîòíîñòè ÷èñëà ñîñòîÿíèé g(E, V,N) è ÷èñëà ìèêðîñîñòîÿíèé
∆W (E, V,N) âû÷èñëèì Γ(E, V,N) � ÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé âíóòðè ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè ïîñòîÿííîé ýíåðãèè H(q, p, V,N) = E

Γ(E, V,N) =

∫
H(q,p,V,N)≤E

dΓ. (23)
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Â ñëó÷àå èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé ýíåðãèè â ôà-
çîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé "êðóãîâîé öèëèíäð". Â èìïóëüñíîì ïîä-
ïðîñòðàíñòâå � ýòî "ñôåðà" ðàäèóñà

√
2mE

3N∑
j=1

p2
j = 2mE,

à â êîîðäèíàòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå � ãèïåð-êóá ñ ðåáðîì L. Èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî
â äàííîì ñëó÷àå ïðîâîäèòü íåçàâèñèìî â êîîðäèíàòíîì è èìïóëüñíîì ïîäïðîñòðàí-
ñòâàõ:

Γ(E, V,N) =
1

h3NN !

∫
∑3N

j=1 p2
j≤2mE

dp

∫
0≤qj≤L

dq =

=
1

h3NN !
× π3N/2 (2mE)3N/2

Γ(3N/2 + 1)
× L3N = E3N/2V N (2mπ)3N/2

h3NN !Γ(3N/2 + 1)
.

(Îáúåì n-ìåðíîé ñôåðû ðàäèóñà R ðàâåí Vn =
πn/2

Γ(n/2 + 1)
Rn).

Ïî ôîðìóëå Áîëüöìàíà íàõîäèì ýíòðîïèþ

S(E, V,N) = kN ·
[
ln
E3/2V

N 5/2 +
3

2
ln

(
4πm

3h2

)
+

5

2

]
. (24)

Ïðè ýòîì ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ïðè áîëüøèõ x è N

ln Γ(x) ≈ x lnx− x, è lnN ! ≈ N lnN −N.

Äàëåå ïî ôîðìóëàì (19) íàõîäèì

1

T
=

3

2

kN

E
,

p

T
=
kN

V
,

µ

T
= − S

N
+

5

2
k

ò.å. èçâåñòíûå äëÿ èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà âûðàæåíèÿ äëÿ âíóòðåííåé
ýíåðãèè , óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà

E =
3

2
NkT, pV = NkT, µ = −kT ·

[
ln
E3/2V

N 5/2 +
3

2
ln

(
4πm

3h2

)]
. (25)

2.12 Êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Êàíîíè÷åñêèì íàçûâàþò àíñàìáëü ñèñòåì, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â îäíîì è òîì æå
ìàêðîñêîïè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, õàðàêòåðèçóåìîì òåìïåðàòóðîé T (ãîâîðÿò, ÷òî ñè-
ñòåìû àíñàìáëÿ íàõîäÿòñÿ â êîíòàêòå ñ òåðìîñòàòîì ïðè òåìïåðàòóðå T ), îáúåìîì
V , ÷èñëîì ÷àñòèö N è äðóãèìè ìàêðîñêîïè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè (åñëè òàêîâûå
èìåþòñÿ).
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×òîáû îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîãî àíñàìáëÿ, ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âûäåëèì â áîëüøîé çàìêíóòîé ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìå ìàëóþ òîæå ìàêðîñêîïè÷åñêóþ ïîä-
ñèñòåìó 1, êîòîðàÿ ìîæåò îáìåíèâàòüñÿ ýíåðãèåé ñ îñòàëüíîé ïîäñèñòåìîé 2. Çàïèøåì ôóíêöèþ
Ãàìèëüòîíà âñåé ñèñòåìû â âèäå:

H(q, p, V,N) = H1(q1, p1, V1, N1) +H2(q2, p2, V2, N2), (26)
E = E1 + E2, E1 << E2 ≈ E, N = N1 +N2, V = V1 + V2, ,

ñ÷èòàÿ ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ïîäñèñòåì ïðåíåáðåæèìî ìàëîé. Áîëüøàÿ ïîäñèñòåìà 2 èãðà-
åò ðîëü òåðìîñòàòà äëÿ âûäåëåííîé ìàëîé ïîäñèñòåìû 1. Äåéñòâèòåëüíî, ìàëûå èçìåíåíèÿ åå
ýíåðãèè ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïîäñèñòåìîé 1 íå ìîãóò çàìåòíûì îáðàçîì èçìåíèòü åå òåìïå-
ðàòóðó â ñèëó áîëüøîé åå òåïëîåìêîñòè. Äëÿ ñèñòåìû â öåëîì ïðèìåíèìî ìèêðîêàíîíè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå (14), ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî òåïåðü çàïèøåì â âèäå:

ρmc(q, p, V,N) =
1

C
δ(H1(q1, p1, V1, N1) +H2(q2, p2, V2, N2)− E).

Ïóòåì åå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âñåì êîîðäèíàòàì è èìïóëüñàì âòîðîé ïîäñèñòåìû ïîëó÷àåòñÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïåðâîé ïîäñèñòåìû:

ρ1(q1, p1, V1, N1) =

∫
ρmc(q, p, V,N)dΓ2.

Ýòî 6N2-êðàòíîå (N2 � ÷èñëî ÷àñòèö âî âòîðîé ïîäñèñòåìå) èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî ñâåñòè ê
îäíîêðàòíîìó èíòåãðèðîâàíèþ ïî ýíåðãèè (ñì. ðàçäåë 2.10):

ρ1(q1, p1, V1, N1) =
1

C

∫
δ(H1(q1, p1, V1, N1) + E2 − E)g2(E2)dE2 =

=
1

C
g(E −H1(q1, p1, V1, N1)) =

1

C∆E2

exp(
S2(E −H1(q1, p1, V1, N1))

k
).

Òàê êàê ýíåðãèÿ ïåðâîé ïîäñèñòåìû ìíîãî ìåíüøå ýíåðãèè âñåé ñèñòåìû â öåëîì (H1 << E), òî

S2(E −H1) = S2(E)− ∂S2

∂E
H1(q1, p1, V1, N1) + · · · , ∂S2

∂E
=

1

T
.

Òîãäà äëÿ ρ1 ïîëó÷àåì:

ρ1 =
1

C∆E2

exp

(
S2(E)

k

)
· exp

(
−H1(q1, p1, V1, N1)

kT

)
=

1

Z
exp

(
−H1(q1, p1, V1, N1)

kT

)
,

ãäå ìíîæèòåëü 1

C∆E2

exp

(
S2(E)

k

)
îáîçíà÷åí ÷åðåç 1

Z
è èãðàåò ðîëü íîðìèðîâî÷íîãî äëÿ ïî-

ëó÷åííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ìèêðîñîñòîÿíèÿì äëÿ ìàëîé ïåðâîé ïîäñèñòåìû, ìàêðîñîñòîÿíèå
êîòîðîé õàðàêòåðèçóåòñÿ òåìïåðàòóðîé T , îáúåìîì V1 è ÷èñëîì ÷àñòèö N1.

Ýòî è åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ñèñòåì.
Îïóñêàÿ èíäåêñ 1, êîòîðûé áûë íåîáõîäèì â ïðîöåññå âûâîäà âèäà ýòîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ, çàïèøåì åå â âèäå:

ρc(q, p, T, V,N) =
1

Z
exp

(
−H(q, p, V,N)

kT

)
.

Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íàõîäèì âåëè÷èíó Z = Z(T, V,N)
� òàê íàçûâàåìûé ñòàòèñòè÷åñêèé èíòåãðàë (ñòàòèíòåãðàë):

Z(T, V,N) =

∫
exp

(
−H(q, p, V,N)

kT

)
dΓ. (27)
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Çàïèøåì íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü ôóíêöèè êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â âè-
äå:

1

Z(T, V,N)
= exp

(
F (T, V,N)

kT

)
, èëè F (T, V,N) = −kT ln(Z(T, V,N)), (28)

è óñòàíîâèì òåðìîäèíàìè÷åñêèé ñìûñë ââåäåííîé ôóíêöèè F (T, V,N). Òàê êàê

ρc(q, p, T, V,N) = exp

(
F −H(q, p, V,N)

kT

)
, ln ρc(H(q, p, V,N)) =

F − E

kT
,

òî ñîãëàñíî (12)

S = −F − E

T
, èëè F = E − TS, (29)

ò.å. F = F (T, V,N) � òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ ñâîáîäíîé ýíåð-
ãèåé (Ãåëüìãîëüöà) ñèñòåìû. Åå äèôôåðåíöèàë

dF (T, V,N) = TdS − pdV + µdN − TdS − SdT = −SdT − pdV + µdN (30)

è

S = −∂F
∂T

= k lnZ + kT
∂ lnZ

∂T
, p = −∂F

∂V
= kT

∂ lnZ

∂V
, µ =

∂F

∂N
= −kT ∂ lnZ

∂N
. (31)

Âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ìîæíî âû÷èñëèòü êàê E = F + TS (ñì. (29)) èëè íåïîñðåä-
ñòâåííî ÷åðåç ñòàòèñòè÷åñêèé èíòåãðàë.

E = −kT lnZ + T · k lnZ + kT 2∂ lnZ

∂T
= kT 2∂ lnZ

∂T
. (32)

Âòîðîå èç ðàâåíñòâ (31) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû p = p(T, V,N).
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû

ìåòîäîì êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íóæíî
1. Ñîñòàâèòü ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû H = H(q, p, V,N);
2. Âû÷èñëèòü ñòàòèñòè÷åñêèé èíòåãðàë Z = Z(T, V,N) (27);
3. Îïðåäåëèòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ F = F (T, V,N) (28);
4. Îïðåäåëèòü ýíòðîïèþ S, äàâëåíèå p, õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ ïî (31), à çàòåì

è äðóãèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû ïî èõ îïðåäåëåíèÿì.
Ïðèìåð
Îïðåäåëèòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà

ìåòîäîì êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà íàì óæå èçâåñòíà (20,21,22). Âû÷èñëèì òåïåðü ñòàòèñòè-

÷åñêèé èíòåãðàë:

Z(T, V,N) =

∫
exp

(
−H(q, p, V,N)

kT

)
dΓ =

=
1

h3NN !

∏
i

∫
exp

(
− p2

i

2mkT

)
dpi

∫
exp

(
−W (ri)

kT

)
dri.
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Èíòåãðàë ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ri ðàâåí îáúåìó ñîñóäà V , ò.ê. ïîäûí-
òåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà 1 â îáúåìå ñîñóäà è ðàâíà 0 âíå åãî. Èíòåãðàë ïî èì-
ïóëüñàì ðàçáèâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå îäèíàêîâûõ èíòåãðàëîâ ïî ñîñòàâëÿþùèì èì-
ïóëüñîâ, è êàæäûé èç íèõ ðàâåí (2πmkT )1/2. Ïðè ýòîì ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì,
÷òî ∫ ∞

−∞
exp(−αx2)dx = (π/α)1/2.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

Z(T, V,N) =
1

h3NN !
(2πmkT )3N/2V N =

[
(2πmkT )3/2

h3

eV

N

]N

. (33)

Òîãäà äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè èìååì:

F = −NkT

[
ln
T 3/2V

N
+ ln

(
2πmk

h2

)3/2

+ 1

]
Äàëåå ïî ôîðìóëàì (31) íàõîäèì ýíòðîïèþ, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, õèìè÷å-
ñêèé ïîòåíöèàë:

S = −F
T

+
3

2
kN, p =

NkT

V
, µ =

F

N
+ kT,

èëè

S = Nk

[
ln
T 3/2V

N
+ ln

(
2πmk

h2

)3/2

+
5

2

]
, (34)

pV = NkT, (35)

µ = −kT

[
ln
T 3/2V

N
+ ln

(
2πmk

h2

)3/2
]
. (36)

Äàëåå äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè (32) è òåïëîåìêîñòè ïîëó÷àåì

E =
3

2
NkT, C =

3

2
Nk.

Åñëè èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âûðàçèòü T =
2E

3Nk
è ïîäñòàâèòü â ôîðìóëû äëÿ

S (34) è µ (36), òî ïîëó÷èì â òî÷íîñòè S â (24) è µ â (25). Òàêèì îáðàçîì îáà ïîä-
õîäà (ìåòîäû ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî è êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëåé) äàþò ñîâåðøåííî
îäèíàêîâîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå îïèñàíèå èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà.

2.13 Áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Áîëüøîé êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü � ýòî ñîâîêóïíîñòü áîëüøîãî ÷èñëà îäè-
íàêîâî óñòðîåííûõ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ â îäèíàêîâûõ ìàêðîñîñòîÿíèÿõ, õàðàêòå-
ðèçóþùèõñÿ òåìïåðàòóðîé T , îáúåìîì V , õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì µ è äðóãèìè
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ìàêðîïàðàìåòðàìè (ïðè íàëè÷èè âíåøíèõ ïîëåé). Ãîâîðÿò, ÷òî îíè íàõîäÿòñÿ â
êîíòàêòå ñ òåðìîñòàòîì ïðè òåìïåðàòóðå T è ðåçåðâóàðîì ÷àñòèö ñ õèìè÷åñêèì
ïîòåíöèàëîì µ. Ñèñòåìû áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ðàçëè÷àþòñÿ ÷èñëîì
÷àñòèö è ìèêðîñîñòîÿíèÿìè (çíà÷åíèÿìè q è p).

×òîáû íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåì àíñàìáëÿ ïî ÷èñëó ÷àñòèö è ïî ìèêðîñîñòîÿíè-
ÿì, ïîñòóïèì àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè ðàññìîòðåíèè êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ.
Â áîëüøîé çàìêíóòîé ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìå âûäåëèì ìàëóþ, òîæå ìàêðîñêîïè÷åñêóþ, ïîä-
ñèñòåìó 1, êîòîðàÿ ìîæåò îáìåíèâàòüñÿ ñ îñòàëüíîé ïîäñèñòåìîé 2 íå òîëüêî ýíåðãèåé, íî è
÷àñòèöàìè.

E = E1 + E2, E1 << E2 ≈ E; N = Ñ1 + Ñ2, Ñ1 << Ñ2 ≈ N, V = V1 + V2.

Ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà ñèñòåìû çàïèøåì â âèäå (26). Áîëüøàÿ ïîäñèñòåìà 2 èãðàåò äëÿ âûäåëåí-
íîé ìàëîé ïîäñèñòåìû 1 ðîëü òåðìîñòàòà ñ òåìïåðàòóðîé T è ðåçåðâóàðà ÷àñòèö ñ õèìè÷åñêèì
ïîòåíöèàëîì µ. Äåéñòâèòåëüíî, ìàëûå èçìåíåíèÿ åå ýíåðãèè è ÷èñëà ÷àñòèö ïðè âçàèìîäåéñòâèè
ñ ïîäñèñòåìîé 1 íå ìîãóò çàìåòíûì îáðàçîì èçìåíèòü åå òåìïåðàòóðó è õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë
â ñèëó áîëüøîé åå òåïëîåìêîñòè è áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö â íåé. Äëÿ ñèñòåìû â öåëîì ïðèìåíè-
ìî ìèêðî-êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå (14), ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî òåïåðü çàïèøåì
â âèäå:

ρE(q, p, V,N) =
1

C
δ(H1(q1, p1, V1, Ñ1) +H2(q2, p2, V2, Ñ2)− E)δÑ1+Ñ2,N

Ïóòåì åå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âñåì êîîðäèíàòàì è èìïóëüñàì âòîðîé ïîäñèñòåìû è ñóììèðîâà-
íèÿ ïî âñåì âîçìîæíûì ÷èñëàì ÷àñòèö â íåé ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïåðâîé
ïîäñèñòåìû:

ρ1 =
∑
Ñ2

∫
ρE(q, p, V,N)dΓ2 =

=
∑
Ñ2

δÑ1+Ñ2,N

∫
1

C
δ(H1(q1, p1, V1, Ñ1) + E2 − E)g2(E2, Ñ2)dE2 =

=
1

C
g2(E −H1, N − Ñ1) =

1

C∆E2

exp

(
S2(E −H1, N − Ñ1)

k

)
.

Òàê êàê H1 � E, Ñ1 � N òî

S2(E −H1, N − Ñ1) = S2(E,N)−
(
∂S2(E,N)

∂E

)
H1 −

(
∂S2(E,N)

∂N

)
Ñ1 + · · · ≈

≈ S2(E,N)− 1

T
H1 +

µ

T
Ñ1.

(ñì. (19)). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â ôîðìóëó äëÿ ρ1(q1, p1) è îáîçíà÷àÿ

Z−1
gc =

1

C∆E2

exp

(
S2(E,N)

k

)
,

ïîëó÷àåì

ρ1(q1, p1, Ñ1, T, V1 < µ) = Z−1
gc exp

(
µÑ1 −H1(q1, p1, V1, Ñ1)

kT

)
.
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Îïóñêàÿ èíäåêñ 1 (èíäåêñ ïîäñèñòåìû), ïîëó÷àåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ:

ρgc(qÑ , pÑ , Ñ , T, V, µ) = Z−1
gc exp

(
µÑ −H(qÑ , pÑ , V, Ñ)

kT

)
.

Ýòà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïèñûâàåò ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ â ìàêðîñêîïè÷åñêîì
ñîñòîÿíèè ñ ïàðàìåòðàìè T , V , µ. Îíà èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè òîãî,
÷òî ñèñòåìà àíñàìáëÿ ñîäåðæèò Ñ ÷àñòèö è íàõîäèòñÿ â ìèêðîñîñòîÿíèè ñ êîîð-
äèíàòàìè qÑ è èìïóëüñàìè pÑ .
Óñëîâèå íîðìèðîâêè äëÿ ôóíêöèè èìååò âèä

∞∑
Ñ=0

∫
ρgc(qÑ , pÑ , Ñ , T, V, µ)dΓÑ = 1.

Âûðàæåíèå äëÿ íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ Zgc = Zgc(T, V, µ)

Zgc(T, V, µ) =
∞∑

Ñ=0

exp

(
µÑ

kT

)∫
exp

(
−
H(qÑ , pÑ , V, Ñ)

kT

)
dΓÑ (37)

íàçûâàåòñÿ áîëüøèì ñòàòèñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì. Çàïèøåì åãî â âèäå

Zgc(T, V, µ) = exp

(
−Ω(T, V, µ)

kT

)
, Ω(T, V, µ) = −kT ln(Zgc(T, V, µ)). (38)

Òîãäà ôóíêöèÿ áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå

ρgc(qÑ , pÑ , Ñ , T, V, µ) = exp

(
Ω + µÑ −H(qÑ , pÑ , V, Ñ)

kT

)
.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ôóíêöèè Ω(T, V, µ) âîñïîëüçóåìñÿ ñòàòèñòè-
÷åñêèì îïðåäåëåíèåì ýíòðîïèè (12)

S = −kln(ρgc) = −k
(

Ω + µN − E

kT

)
,

ãäå N = Ñ � ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå, à E = H � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñèñòå-
ìû. Ââåäåííàÿ ôóíêöèÿ Ω(T, V, µ) ñëåäóþùèì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðóãèå
òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû

Ω = E − TS − µN = F − µN.

Â òåðìîäèíàìèêå ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì
Ω. Äëÿ äèôôåðåíöèàëà Ω-ïîòåíöèàëà èìååì

dΩ = dF − µdN −Ndµ = −SdT − pdV −Ndµ. (39)
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Îòñþäà

S = −∂Ω

∂T
, p = −∂Ω

∂V
, N = −∂Ω

∂µ
. (40)

è äðóãèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû (íàïðèìåð, âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ E = Ω + TS + µN , ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ F = Ω + µN è äðóãèå ñîãëàñ-
íî èõ îïðåäåëåíèÿì). Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
äàåò âûðàæåíèå äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Ω ÷åðåç åãî åñòåñòâåííûå ïå-
ðåìåííûå T, V, µ.

×òîáû âû÷èñëèòü ìàêðîñêîïè÷åñêèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû
ìåòîäîì áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íóæíî:

1. Ñîñòàâèòü ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà ñèñòåìû H = H(qÑ , pÑ , V, Ñ);
2. Âû÷èñëèòü áîëüøîé ñòàòèñòè÷åñêèé èíòåãðàë Zgc (37);
3. Îïðåäåëèòü Ω-ïîòåíöèàë (38);
4. Ïî íàéäåííîìó âûðàæåíèþ äëÿ Ω�ïîòåíöèàëà íàéòè ýíòðîïèþ S, äàâëå-

íèå p, ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö N (40) â ñèñòåìå è äðóãèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû ñîãëàñíî èõ îïðåäåëåíèÿì.

Ïðèìåð
Îïðåäåëèòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà

ìåòîäîì áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà íàì óæå èçâåñòíà (20,21,22). Âû÷èñëèì òåïåðü áîëüøîé

ñòàòèñòè÷åñêèé èíòåãðàë. Èíòåãðàë â (37) äëÿ íàøåé ñèñòåìû óæå áûë íàéäåí
ðàíåå (ñì. (33)). Ïîýòîìó

Zgc(T, V, µ) =
∞∑

Ñ=0

exp

(
µÑ

kT

)
1

h3ÑÑ !
(2πmkT )3Ñ/2V Ñ =

=
∞∑

Ñ=0

1

Ñ !

((
2πmkT

h2

)3/2

V exp
( µ

kT

))Ñ

= exp

[(
2πmkT

h2

)3/2

V exp
( µ

kT

)]
.

Òîãäà äëÿ Ω�ïîòåíöèàëà èìååì:

Ω = −kT
(

2πmkT

h2

)3/2

V exp
( µ

kT

)
.

Äàëåå ïî ôîðìóëàì (40) íàõîäèì ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö, óðàâíåíèå ñîñòîÿ-
íèÿ, ýíòðîïèþ:

N = −∂Ω

∂µ
= − Ω

kT
, Ω = −NkT ; (41)

p = −∂Ω

∂V
= −Ω

V
, pV = NkT ; (42)
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S = −∂Ω

∂T
=

Ω

T

(
−5

2
+

µ

kT

)
, S = kN

(
5

2
− µ

kT

)
.

Äàëåå

E = Ω + TS + µN = −NkT −NkT

(
−5

2
+

µ

kT

)
+ µN =

3

2
NkT.

Òàêèì îáðàçîì è áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äàåò ñîâåðøåííî òàêèå æå
òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà, ÷òî è ðàññìîò-
ðåííûå ðàíåå ìèêðîêàíîíè÷åñêîå è êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèÿ.

2.14 Ñëàáî íåèäåàëüíûé îäíîàòîìíûé ãàç

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü ýíåðãèåé âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ â ãàçå, âû-
÷èñëåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûìè. Ïîïûòàåìñÿ ïðîâåñòè èõ â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ìàëà. Âîñïîëüçóåìñÿ êëàññè÷åñêèì
êàíîíè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà äëÿ ãàçà èç N âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ àòîìîâ èìååò âèä

H =
N∑

i−1

p2
i

2m
+
∑
i<j

Uij, Uij ≡ U(rij), rij = |ri − rj|.

Êà÷åñòâåííûé õîä ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U(r) âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ àòîìîâ
ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4a.

Ðèñ. 4: a) Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ; b) Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-
ãèÿ ìîäåëè ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ òâåðäûõ øàðîâ äèàìåòðà d.

Ýíåðãèÿ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö ïîëîæèòåëüíà. Åñëè ñ÷èòàòü ñòîëêíîâåíèå
óïðóãèì, òî ïðè ñáëèæåíèè îíè íå ìîãóò îáðàçîâàòü ìîëåêóëó. Ýòî ìîãëî áû ñëó-
÷èòüñÿ, åñëè ÷àñòü ñâîåé ýíåðãèè ïðè ñòîëêíîâåíèè îíè èçëó÷èëè èëè îòäàëè äðó-
ãèì ÷àñòèöàì (òðîéíûå, ÷åòâåðíûå è ò.ä. ñòîëêíîâåíèÿ). Ìû áóäåì ïðåíåáðåãàòü
ýòèìè ïðîöåññàìè. Ñòàòèíòåãðàë

Z =

∫
exp

(
− H

kT

)
dΓ =

(2πmkT )3/2

N !h3N

∫
exp

(
−
∑

i<j Uij

kT

)
dq.
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Äëÿ èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà ìû èìåëè Zid =
(2πmkT )3N/2V N

h3NN !
(ñì.(33)).

Çàïèøåì ñòàòèíòåãðàë Z â âèäå

Z = Zid ·QN ,

ãäå âûðàæåíèå

QN =
1

V N

∫
exp

(
−
∑

i<j Uij

kT

)
dq (dq = dr1dr2 · · · drN)

íîñèò íàçâàíèå êîíôèãóðàöèîííîãî èíòåãðàëà (êðàòíîñòü 3N). Äëÿ èäåàëüíî-
ãî îäíîàòîìíîãî ãàçà QN = 1. Óïîðÿäî÷èì ñëàãàåìûå â ñóììå ñëåäóþùèì îáðàçîì∑

i<j

Uij = U12 + (U13 + U23) + (U14 + U24 + U34) + · · ·

è ïðåäñòàâèì QN â âèäå

QN =
1

V N

∫
dr1

∫
exp

(
−U12

kT

)
dr2

∫
exp

(
−U13 + U23

kT

)
dr3 · · ·

· · ·
∫

exp

(
−U1N · · ·+ UN−1N

kT

)
drN .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîâóþ ôóíêöèþ

ηij = exp

(
−Uij

kT

)
− 1, exp

(
−Uij

kT

)
= 1 + ηij.

Ðàññìîòðèì â QN èíòåãðàë ïî rj

Jj(r1, r2, · · · , rj−1) =

∫
drj(1 + η1j)(1 + η2j) · · · (1 + ηj−1j) =

=

∫
drj

(
1 +

j−1∑
i=1

ηij +
∑

il

ηijηlj + · · ·

)
.

ηij ≈ 0, åñëè ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ äàëåêî äðóã îò äðóãà. Åñëè â ñóììå ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà ñîõðàíèòü òîëüêî ïåðâûå äâà ÷ëåíà, òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ó÷èòû-
âàþòñÿ òîëüêî ïàðíûå ñòîëêíîâåíèÿ è èãíîðèðóþòñÿ òðîéíûå, ÷åòâåðíûå è ò.ä.
ñòîëêíîâåíèÿ. Ýòî ïðèáëèæåíèå îïðàâäàíî, åñëè ãàç äîñòàòî÷íî ðàçðåæåí.

Jj ≈
∫

V

(1 +

j−1∑
i=1

ηij)drj = V + 4π(j − 1)

∞∫
0

η(r)r2dr.

Ìíîæèòåëü 4π ïîëó÷àåòñÿ îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî óãëàì â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì

ω(T ) = −4π

∞∫
0

(
1− exp

(
− U

kT

))
r2dr.
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Òîãäà

Jj = V
(
1− (j − 1)

ω

V

)
, j = 1, 2, ..., N.

Â ýòîì ïðèáëèæåíèè

QN =
N∏

j=1

(
1− (j − 1)

ω

V

)
, Z = Zèä

N∏
j=1

(
1− (j − 1)

ω

V

)
.

Âû÷èñëèì ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ

F = −kT lnZ = Fèä − kT lnQN .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
Nω

V
� 1. Êàê óâèäèì äàëåå, ýòî îïðàâäàíî â äîñòàòî÷íî ðàç-

ðåæåííûõ ãàçàõ.

lnQN =
N∑

j=1

ln
(
1− (j − 1)

ω

V

)
≈ −

N∑
j=1

(j − 1)
ω

V
= −ω

V

N(N − 1)

2
.

Òàêèì îáðàçîì,

F = Fèä +
N(N − 1)kT

2V
ω(T )

è äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè íàõîäèì

E = Eèä −
N(N − 1)kT 2

2V

∂ω(T )

∂T
=

3

2
NkT

(
1− n− 1

3V
T
∂ω(T )

∂T

)
. (43)

Äëÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñëàáî íåèäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà ïîëó÷àåì

p = −∂F
∂V

= pèä +
N(N − 1)kT

2V 2 ω(T ) =
NkT

V

(
1 +

(N − 1)ω

2V

)
. (44)

Ñìîäåëèðóåì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì (ìîäåëü ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ òâåðäûõ øàðîâ äèàìåòðà d, ñì. ðèñ. 4b)

U(r) =

{
∞, åñëè r < d,
Ur>d(r) � kT , åñëè r > d.

(45)

Äëÿ ýòîé ìîäåëè

ω(T ) = 4π

∫ d

0
r2dr + 4π

∫ ∞

d

(1− exp

(
−u(r)
kT

)
)r2dr = 8v +

V

kT
w,

ãäå v � îáúåì îäíîãî øàðà, à

w =
4π

V

∫ ∞

d

U(r)r2dr
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� ñðåäíÿÿ ïî îáúåìó ýíåðãèÿ ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå
äëÿ ω â óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ (44)

p =
NkT

V

(
1 +

4v(N − 1)

V
+
N − 1

kT
w

)
è ñðàâíèì ñ óðàâíåíèåì Âàí-äåð-Âààëüñà(

p+
a

V 2

)
(V − b) = NkT,

çàïèñàííîå â âèäå ðàçëîæåíèÿ p ïî ñòåïåíÿì 1/V

p =
NkT

V

1 +
b− a

NkT
V

+
b2

V 2 + · · ·

 .

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, ñïðàâåäëèâîå â áîëüøîì äèàïàçîíå äàâëåíèé äëÿ ãàçà,
îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå

p =
NkT

V

(
1 +

B(T )

V
+
C(T )

V 2 + · · ·
)
.

B(T ), C(T ) è ò.ä. íîñÿò íàçâàíèå âèðèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (ïåðâîãî, âòî-

ðîãî è ò.ä.). Â óðàâíåíèè Âàí-äåð-Âààëüñà B(T ) = b− a

NkT
, C(T ) = b2. Ñðàâíèâàÿ

ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷àåì

b = 4(N − 1)v ≈ 4Nv,
a

V
= −N(N − 1)

2
w.

Òàêèì îáðàçîì, b èìååò ñìûñë ó÷åòâåðåííîãî îáúåìà âñåõ àòîìîâ ãàçà, à a/V èìååò
ñìûñë ñðåäíåé ïî îáúåìó ýíåðãèè ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âñåõ àòîìîâ (â ãàçå èç

N àòîìîâ èìååòñÿ
N(N − 1)

2
ïàð).

Â âûðàæåíèè äëÿ ýíåðãèè (43)

∂ω

∂T
= − V

kT 2w, E =
3

2
NkT +

N(N − 1)

2
w (w < 0),

ò.å. ê ýíåðãèè èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà äîáàâëÿåòñÿ ýíåðãèÿ ïàðíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ àòîìîâ.

3 Ýëåìåíòû êâàíòîâîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè

Ïðè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîì îïèñàíèè ñèñòåìû íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷åñêèì
ïîíÿòèåì ñîñòîÿíèÿ. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíê-
öèåé. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îòñóòñòâóåò ïîíÿòèå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.
Ïî ñîîòíîøåíèþ íåîïðåäåëåííîñòåé

∆q∆p ≥ ~
2
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(~ =
h

2π
, ãäå h � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà; ~ = 1.05×10−34 Äæ·ñ) ÷àñòèöà â êâàíòîâî-

ìåõàíè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ äâèæåíèÿ íå ìîæåò èìåòü îäíîâðåìåííî âïîëíå îïðåäå-
ëåííûõ çíà÷åíèé êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ. Âîîáùå â êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ñîñòîÿ-
íèÿõ ñèñòåìà ìîæåò èìåòü, à ìîæåò è íå èìåòü îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé ôèçè÷åñêèõ
âåëè÷èí.

Ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííîé ýíåðãèåé íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè. Ñàìà ýíåð-
ãèÿ ñèñòåìû ìîæåò ïðèíèìàòü ëèáî äèñêðåòíûé, ëèáî íåïðåðûâíûé íàáîð çíà÷å-
íèé (ýòî çàâèñèò îò óñòðîéñòâà ñàìîé ñèñòåìû, îò õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿ åå
÷àñòåé).

Âåëè÷èíû, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ýíåðãèÿ, íîñÿò íàçâàíèå óðîâíåé ýíåð-
ãèè. Ãîâîðÿò, ÷òî óðîâåíü ýíåðãèè ñèñòåìû âûðîæäåí, åñëè èìååòñÿ áîëåå îäíîãî
ìèêðîñîñòîÿíèÿ ñ äàííîé ýíåðãèåé, à ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ìèêðîñîñòîÿíèé ñ äàííîé
ýíåðãèåé íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ âûðîæäåíèÿ óðîâíÿ. Ñàìè ìèêðîñîñòîÿíèÿ ñ
äàííîé ýíåðãèåé ðàçëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òåì, ÷òî äðóãèå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû
ïðèíèìàþò â íèõ ðàçíûå çíà÷åíèÿ. Ïðè êâàíòîâîì ðàññìîòðåíèè ñèñòåìû òàêæå
ìîæíî âûäåëèòü ñîâîêóïíîñòü ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëà-
ìè äâèæåíèÿ (ñîõðàíÿþòñÿ). Îíè, òàê æå êàê ýíåðãèÿ, ìîãóò èìåòü â ñòàöèîíàðíûõ
ñîñòîÿíèÿõ îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îäíîìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿ-
òîð � ÷àñòèöó ìàññû m, äâèæóùóþñÿ ïîä äåéñòâèåì óïðóãîé ñèëû. Ôóíêöèÿ
Ãàìèëüòîíà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

E = H =
p2

2m
+
mω2

2
q2. (46)

Ïðè êëàññè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè ýíåðãèÿ ìîæåò áûòü êàêîé óãîäíî ïîëîæèòåëüíîé
E ≥ 0. À ïðè ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèè îñöèëëÿòîð ïðè ñâîåì äâèæåíèè ïðîõîäèò ÷å-
ðåç ìíîæåñòâî êëàññè÷åñêèõ ìèêðîñîñòîÿíèé, çàäàâàåìûõ çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò
q(t) è èìïóëüñîâ p(t). Â êâàíòîâîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà ìîæåò ïðèíè-
ìàòü òîëüêî äèñêðåòíûé ðÿä çíà÷åíèé

En = ~ω(n+ 1/2), n = 0, 1, 2, ... (47)

Êàæäîìó óðîâíþ ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò ëèøü îäíî ìèêðîñîñòîÿíèå, ò.å. óðîâíè
ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè.

Äðóãîé ïðèìåð: ïëîñêèé ðîòàòîð � ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m, êîòîðàÿ
ìîæåò äâèãàòüñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r(åå ìîìåíò èíåðöèè I = mr2). Ýòî ñè-
ñòåìà ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Â êà÷åñòâå îáîáùåííîé êîîðäèíàòû âûáåðåì óãîë
ϕ, îïðåäåëÿþùèé ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà îêðóæíîñòè. Êëàññè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ïëîñêîãî ðîòàòîðà (ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà)

E = H =
Iϕ̇2

2
=
p2

ϕ

2I
, pϕ = Iϕ̇. (48)
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ãäå pϕ � îáîáùåííûé èìïóëüñ, ñîïðÿæåííûé êîîðäèíàòå ϕ è èìåþùèé ñìûñë ìî-
ìåíòà èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî öåíòðà âðàùåíèÿ. Êëàññè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðîòàòîðà
ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå íåîòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå. Êâàíòîâûå ìèêðîñîñòîÿíèÿ
ïëîñêîãî ðîòàòîðà ìîæíî íóìåðîâàòü êâàíòîâûì ÷èñëîì m, êîòîðîå ìîæåò ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèÿ m = 0,±1,±2, ..., à ýíåðãèÿ â ýòèõ ìèêðîñîñòîÿíèÿõ ðàâíà

Em =
~2m2

2I
, m = 0,±1,±2, ... (49)

ò.å. âñå óðîâíè ýíåðãèè êâàíòîâîãî ïëîñêîãî ðîòàòîðà äâóêðàòíî âûðîæäåíû çà
èñêëþ÷åíèåì îñíîâíîãî, ñàìîãî íèæíåãî (ñ m = 0).

Åùå îäèí ïðèìåð: ïðîñòðàíñòâåííûé ðîòàòîð � ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû
m, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðàäèóñà r(ìîìåíò èíåðöèè
îòíîñèòåëüíî öåíòðà âðàùåíèÿ òîæå I = mr2). Ýòî ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû: ïîëîæåíèå òî÷êè íà ñôåðå ìîæíî çàäàòü äâóìÿ ñôåðè÷åñêèìè óãëàìè θ
è ϕ. Êëàññè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðîòàòîðà (ôóíêöèÿ
Ãàìèëüòîíà):

E = H =
p2

θ

2I
+

p2
ϕ

2I sin2 θ
, pθ = Iθ̇, pϕ = I sin2 θϕ̇.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïðîñòðàíñòâåííûé ðîòàòîð ìîæåò èìåòü ëþáóþ íåîòðè-
öàòåëüíóþ ýíåðãèþ. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïðîñòðàíñòâåííûé ðîòàòîð èìååò äèñ-
êðåòíûé íàáîð óðîâíåé

El =
~2l(l + 1)

2I
, l = 0, 1, 2, ...

Êàæäûé óðîâåíü 2l+ 1 ðàç âûðîæäåí. Ñîñòîÿíèÿ ñ çàäàííîé ýíåðãèåé ðàçëè÷à-
þòñÿ ïðîåêöèÿìè ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ íà âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå (íà-
ïðèìåð, íà îñü Z, Mz), êîòîðûå òîæå ïðèíèìàþò äèñêðåòíûé íàáîð çíà÷åíèé

Mz = ~m, m = 0,±1,±2, ..., l.

Íî åñòü ïîãðàíè÷íûé ñëó÷àé äâèæåíèÿ, êîãäà âîçìîæíî êàê êâàíòîâî-ìåõà-
íè÷åñêîå, òàê è êëàññè÷åñêîå îïèñàíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî óñòàíîâèòü ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó îáúåìîì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò êëàññè÷å-
ñêîå äâèæåíèå è ÷èñëîì êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ìèêðîñîñòîÿíèé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
îäíîìó êâàíòîâîìó ìèêðîñîñòîÿíèþ ñîîòâåòñòâóåò îáúåì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
ðàâíûé h3N (äëÿ ñèñòåì ñ 3N ñòåïåíÿìè ñâîáîäû). Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå
ïî ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó ñîîòâåòñòâóåò ñóììèðîâàíèå ïî êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿì.
Êðîìå òîãî ñîãëàñíî êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïåðåñòàíîâêà ÷àñòèö â ñèñòåìå òîæäå-
ñòâåííûõ ÷àñòèö íå îçíà÷àåò ïîÿâëåíèå íîâîãî ìèêðîñîñòîÿíèÿ. Ïîýòîìó â ôàçî-
âîì ïðîñòðàíñòâå N ! îáúåì÷èêîâ h3N (ïî ÷èñëó âñåõ ïåðåñòàíîâîê â ñèñòåìå èç
N ÷àñòèö), ðàçáðîñàííûõ ïî ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó ïåðåñòàíîâêàìè, ñîîòâåòñòâó-
þò îäíîìó ìèêðîñîñòîÿíèþ, ò.å. îäíîìó ìèêðîñîñòîÿíèþ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

33



ñîîòâåòñòâóåò îáúåì h3NN !, à âûäåëåííîìó îáúåìó dqdp â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

ñîîòâåòñòâóåò dΓ =
dqdp

h3NN !
ìèêðîñîñòîÿíèé. Ïîýòîìó èíòåãðèðîâàíèå ïî ôàçîâîìó

ïðîñòðàíñòâó â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå ñ ó÷åòîì ìíîæèòåëÿ
1

h3NN !
ýêâèâàëåíòíî ñóììèðîâàíèþ ïî ìèêðîñîñòîÿíèÿì.

Ïðè êâàíòîâîì îïèñàíèè ìèêðîäâèæåíèé ñ ñàìîãî íà÷àëà ïîëüçóþòñÿ ïîíÿòè-
åì ìèêðîñîñòîÿíèÿ â êâàíòîâîì ïîíèìàíèè. Äëÿ ñèñòåì, çàíèìàþùèõ êîíå÷íûé
îáúåì, ýòè ìèêðîñîñòîÿíèÿ äèñêðåòíû. Â êâàíòîâîé ñòàòèñòèêå ââîäÿò ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ìèêðîñîñòîÿíèÿì. Ìû åå áóäåì îáîçíà÷àòü ρ(Eα) , ãäå α ≡ (i, n)
� èíäåêñ ìèêðîñîñòîÿíèÿ (i íóìåðóåò óðîâíè ýíåðãèè, à n ðàçëè÷àåò ìèêðîñî-
ñòîÿíèÿ ñ çàäàííîé ýíåðãèåé, åñëè ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü âûðîæäåí). Óñëîâèå
íîðìèðîâêè äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå∑

α

ρ(Eα) =
∑
i,n

ρ(Ei) =
∑

i

giρ(Ei) = 1,

ãäå gi � êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ óðîâíÿ ýíåðãèè Ei.
Åñëè óðîâíè ýíåðãèè ðàñïîëàãàþòñÿ î÷åíü áëèçêî äðóã ê äðóãó (ñïåêòð ýíåð-

ãèè ïî÷òè íåïðåðûâíûé èëè íåïðåðûâíûé), òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåïðåðûâíîå
ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèè. Óñëîâèå íîðìèðîâêè òîãäà çàïèøåòñÿ â âèäå∫

ρ(E)g(E)dE = 1,

ãäå g(E)dE � ÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé, ïðèõîäÿùèõñÿ íà èíòåðâàë ýíåðãèé dE.
Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå êâàíòîâûõ àíàëîãîâ ðàññìîòðåííûõ ðàíåå êëàññè÷å-

ñêèõ ðàñïðåäåëåíèé. Àíñàìáëè (ìèêðîêàíîíè÷åñêèé, êàíîíè÷åñêèé, áîëüøîé êà-
íîíè÷åñêèé) â êâàíòîâîé ñòàòèñòèêå îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â êëàññè÷åñêîé
ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî òåïåðü ðå÷ü èäåò î ðàñïðåäåëåíèè ñèñòåì àíñàìáëåé ïî
êâàíòîâûì ìèêðîñîñòîÿíèÿì, ò.å. òåïåðü äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèé ìèêðî÷àñòèö èñ-
ïîëüçóþòñÿ çàêîíû êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

3.1 Êâàíòîâîå ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Ýíåðãèÿ ñèñòåì àíñàìáëÿ ôèêñèðîâàíà, à âñå ìèêðîñîñòîÿíèÿ ñ çàäàííîé ýíåðãèåé
ðàâíîâåðîÿòíû

ρqmc(α,E, V,N) =
1

g(E, V,N)
δE,Eα

, ρqmc(α,E, V,N) =
1

g(E, V,N)
δ(E − Eα)

äëÿ ñëó÷àåâ äèñêðåòíîãî è íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ýíåðãèé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì ñïåêòð ýíåðãèé ìîæíî ñ÷èòàòü íåïðåðûâíûì. ×èñëî
ìèêðîñîñòîÿíèé ðàâíî ∆W = g(E, V,N)∆E , è ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ
ýíòðîïèè (12)

S(E, V,N) = k ln g(E, V,N)∆E.

Îñòàëüíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âû÷èñëÿþòñÿ òàê æå, êàê â ñëó-
÷àå êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêè (ñì. ðàçäåë 2.11).
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3.2 Êâàíòîâîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Ôóíêöèþ êâàíòîâîãî êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî âûâåñòè èç
êâàíòîâîãî ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî ñîâåðøåííî òàê æå, êàê â ðàçäåëå 2.12:

ρqc(α, T, V,N) =
1

Z
exp

(
−Eα(V,N)

kT

)
.

Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

Z(T, V,N) =
∑

α

exp

(
−Eα(V,N)

kT

)
=
∑

i

g(Ei, V,N) exp

(
−Ei(V,N)

kT

)
.

Z íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììîé (ñòàòñóììîé). Âñå ýòàïû âû÷èñëåíèÿ òåð-
ìîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê â êâàíòîâîé ñòàòèñòèêå òàêèå æå, êàê â êëàññè-
÷åñêîé, íî âìåñòî ñòàòèñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà íóæíî âû÷èñëÿòü ñòàòèñòè÷åñêóþ
ñóììó.

3.3 Êâàíòîâîå áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ êâàíòîâîãî áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûâîäèòñÿ
èç êâàíòîâîãî ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâåðøåííî òàê æå, êàê â êëàñ-
ñè÷åñêîé ñòàòèñòèêå(ñì. ðàçäåë 2.13):

ρqgc(α, Ñ , T, V, µ) =
1

Zqgc
exp

(
µÑ − Eα(V, Ñ)

kT

)
.

Zqgc = Zqgc(T, V, µ) íàçûâàåòñÿ áîëüøîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììîé è âû÷èñëÿåò-
ñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

Zqgc(T, V, µ) =
∞∑

Ñ=0

e

µÑ

kT
∑

α

e
−Eα(V, Ñ)

kT =
∞∑

Ñ=0

e

µÑ

kT
∑

i

g(Ei, V, Ñ)e
−Ei(V, Ñ)

kT .

Äàëåå òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë è äðóãèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
ñèñòåìû âû÷èñëÿþòñÿ òàê æå, êàê â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ìîäåëüíûå ñèñòåìû ìåòîäàìè êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé
ñòàòèñòèê è ñðàâíèì èõ ðåçóëüòàòû.

3.4 Èäåàëüíûé ãàç ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ

à) Êëàññè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå.
Äëÿ ñèñòåìû êëàññè÷åñêèõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ îäíîìåðíûõ îñöèëëÿòîðîâ

(èäåàëüíûé ãàç îñöèëëÿòîðîâ) ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì

H =
N∑

j=1

H(qj, pj); H(qj, pj) =
p2

j

2m
+
mω2

2
q2
j .
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Ñòàòèñòè÷åñêèé èíòåãðàë îáû÷íûì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë ïî ôà-
çîâîìó ïðîñòðàíñòâó îäíîãî îñöèëëÿòîðà

Z = ZN
o ; Zo =

e

Nh3

∫ ∞

−∞
exp

(
−

p2
j

2mkT

)
dpj

∫ ∞

−∞
exp

(
−mω

2

2kT
q2
j

)
dqj =

=
e

Nh3 (2πmkT )1/2
(

2πkT

mω2

)1/2

=
2πe

Nh3

kT

ω
. (50)

Äàëåå âû÷èñëÿåì âíóòðåííþþ ýíåðãèþ (32)

E = kT 2∂ lnZ

∂T
= NkT

è òåïëîåìêîñòü

C =
∂E

∂T
= Nk.

Îòìåòèì, ÷òî Zo â (50) èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæèòåëåé, ïðîïîðöèîíàëüíûõ
T 1/2 è îòíîñÿùèõñÿ ê êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà. Ñîîò-
âåòñòâåííî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ è òåïëîåìêîñòü ïðèíèìàþò òàêóþ ôîðìó, ÷òî ìîæ-
íî ãîâîðèòü î âêëàäå â íèõ, ñâÿçàííîì ñ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé
äâèæåíèÿ îòäåëüíî.

E = Ec + Epot =
1

2
NkT +

1

2
NkT ; C = Cc + Cpot =

1

2
Nk +

1

2
Nk.

á) Êâàíòîâîå ðàññìîòðåíèå.
Òàê êàê îñöèëëÿòîðû íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì, òî ìèêðîñîñòîÿíèå

α ñèñòåìû â öåëîì îïðåäåëÿåòñÿ ìèêðîñîñòîÿíèÿìè îòäåëüíûõ îñöèëëÿòîðîâ nj

(α ≡ (n1, n2, ..., nN) ≡ [nj]) , à ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà ñóììå ýíåðãèé îòäåëüíûõ
îñöèëëÿòîðîâ (E[nj ] =

∑N
j=1 ~ω(nj + 1/2)). Ñóììèðîâàíèå ïî ìèêðîñîñòîÿíèÿì â

ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììå ñâîäèòñÿ ê íåçàâèñèìîìó ñóììèðîâàíèþ ïî nj äëÿ êàæäî-
ãî îñöèëëÿòîðà. Îäíàêî ïðè ýòîì êàæäîå ìèêðîñîñòîÿíèå áóäåò ó÷òåíî N ! ðàç, ò.ê.
ïåðåñòàíîâêà òîæäåñòâåííûõ îñöèëëÿòîðîâ (ïåðåñòàíîâêà ÷ëåíîâ â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (n1, n2, ..., nN)) íå ïðèâîäèò ê íîâîìó ìèêðîñîñòîÿíèþ. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò

ñóììèðîâàíèÿ ñëåäóåò ðàçäåëèòü íà N ! ≈
(
N

e

)N

.

Z =
( e
N

)N ∑
[nj ]

exp

(
E[nj ]

kT

)
=

N∏
j=1

∞∑
nj=1

( e
N

)
exp

(
−~ω
kT

(nj +
1

2
)

)
= ZN

o ;

Zo =
( e
N

) ∞∑
nj=0

exp

(
−~ω
kT

(nj +
1

2
)

)
=
( e
N

) exp

(
− ~ω

2kT

)
1− exp

(
−~ω
kT

) =
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=
( e
N

) exp

(
− To

2T

)
1− exp

(
−To

T

) =
( e
N

) exp

(
− 1

2τ

)
1− exp

(
−1

τ

) ,
ãäå ââåäåíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ êîëåáàòåëüíàÿ òåìïåðàòóðà To =

~ω
k

è áåç-

ðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà τ =
T

To
. Äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè èäåàëüíîãî ãàçà

îäíîìåðíûõ îñöèëëÿòîðîâ ïîëó÷àåì

E = N~ω

1

2
+

1

exp

(
To

T

)
− 1

 = N~ω

1

2
+

1

exp

(
1

τ

)
− 1

 (51)

è äëÿ åãî òåïëîåìêîñòè

C = Nk

(
To

T

)2 exp

(
To

T

)
(

exp

(
To

T

)
− 1

)2 = Nk

(
1

τ

)2 exp

(
1

τ

)
(

exp

(
1

τ

)
− 1

)2 (52)

Îáùèé õîä òåïëîåìêîñòè (52) êàê ôóíêöèè áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðû τ ïðèâåäåí
íà ðèñ. 5.

Ðèñ. 5: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè (52) òåïëîåìêîñòè C îò áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðû τ .

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûå ñëó÷àè.
à) Íèçêèå òåìïåðàòóðû: T � To èëè τ � 1,

E = N~ω
(

1

2
+ exp

(
−To

T

))
, C = Nk

(
To

T

)2

exp

(
−To

T

)
;
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á) Âûñîêèå òåìïåðàòóðû: T � To èëè τ � 1,

E = NkTo

(
1

2
+
T

To

)
≈ NkT, C = Nk.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîãî è êâàíòîâîãî ðàññìîòðåíèÿ íàãëÿäíî ïî-
êàçûâàåò ñóùåñòâåííóþ ðàçíèöó â ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ êëàññè÷åñêîé è
êâàíòîâîé ñèñòåì. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå âûñîêèõ òåìïåðàòóð ðåçóëüòàòû êâàíòî-
âîãî ðàññìîòðåíèÿ ïåðåõîäÿò â ðåçóëüòàòû êëàññè÷åñêîãî. Òåìïåðàòóðà To, ðàçäå-
ëÿþùàÿ îáëàñòè íèçêèõ è âûñîêèõ òåìïåðàòóð, îïðåäåëÿåòñÿ â ñëó÷àå îñöèëëÿòîðà
åãî ÷àñòîòîé. Õàðàêòåðíûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé àòîìîâ â ìîëåêóëàõ ω ∼ 1013÷1014;
To ∼ 103K.

Íàïðèìåð, äëÿ äâóõàòîìíûõ ãàçîâ çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóð To ïðèâåäåíû â òàáëè-
öå 1.

Òàáëèöà 1: Òåìïåðàòóðû To äëÿ íåêîòîðûõ äâóõàòîìíûõ ãàçîâ

Ãàçû N2 O2 H2 HCl HBr
To K 3340 2230 5800 4140 3700

Êîìíàòíûå òåìïåðàòóðû íåëüçÿ ñ÷èòàòü âûñîêèìè è ó÷åò êâàíòîâîãî õàðàêòåðà
êîëåáàíèé â ìîëåêóëàõ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ïðè âû÷èñëåíèÿõ òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ ìíîãîàòîìíûõ ãàçîâ.

3.5 Èäåàëüíûé ãàç ïëîñêèõ ðîòàòîðîâ

phantom ( à) Êëàññè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå
Äëÿ ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ðîòàòîðîâ (èäåàëüíûé ãàç ðîòàòîðîâ)

ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà (ñì. ðàçäåë 3 ):

H =
N∑

j=1

p2
ϕj

2I
.

Âû÷èñëèì ñòàòèñòè÷åñêèé èíòåãðàë

Z = ZN
o ; Zo =

e

hN

∫ 2π

0
dϕ

∫ ∞

−∞
e
−
p2

ϕ

2IkT dpϕ =
2πe

hN
(2πIkT )1/2,

âíóòðåííþþ ýíåðãèþ

E = kT 2∂ lnZ

∂T
=

1

2
NkT,

è òåïëîåìêîñòü

C =
1

2
Nk.
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Íà îäèí ðîòàòîð ïðèõîäèòñÿ ýíåðãèÿ
1

2
kT , âêëàä â òåïëîåìêîñòü (íà îäèí ðîòàòîð)

�
1

2
k íå çàâèñèò îò âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ðîòàòîð (ìîìåíò èíåðöèè I).

á) Êâàíòîâîå ðàññìîòðåíèå
Êâàíòîâîå ìèêðîñîñòîÿíèå ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ðîòàòîðîâ îïðåäå-

ëÿåòñÿ çàäàíèåì ñîñòîÿíèé îòäåëüíûõ ðîòàòîðîâ: α ≡ (m1,m2, ...,mN) ≡ {mj}, à
ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðîòàòîðîâ ðàâíà ñóììå ýíåðãèé îòäåëüíûõ ðîòàòîðîâ:

E{mj} =
N∑

j=1

~2m2
j

2I
.

Êàê è â ñëó÷àå îñöèëëÿòîðîâ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ñèñòåìû â öåëîì âûðàæà-
åòñÿ ÷åðåç ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó îäíîãî ðîòàòîðà:

Z = ZN
o ; Zo =

e

N

∞∑
m=−∞

e
−

~2m2

2IkT =
e

N

∞∑
m=−∞

e
−
Tr

T
m2

=
e

N

∞∑
m=−∞

e
−
1

τ
m2

. (53)

ãäå ââåäåíà âðàùàòåëüíàÿ Tr ≡
~2

2Ik
è áåçðàçìåðíàÿ τ ≡ T

Tr
òåìïåðàòóðû.

Èñïîëüçóÿ áåçðàçìåðíóþ òåìïåðàòóðó, ìîæíî íàïèñàòü â îáùåì ñëó÷àå äëÿ òåï-
ëîåìêîñòè èäåàëüíîãî ãàçà ðîòàòîðîâ

C = kN
∂

∂τ

(
τ 2∂ lnZo(τ)

∂τ

)
. (54)

Îáùèé õîä òåïëîåìêîñòè (54) èäåàëüíîãî ãàçà ïëîñêèõ ðîòàòîðîâ êàê ôóíêöèè
áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðû τ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 6.

Ðèñ. 6: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè (54) òåïëîåìêîñòè C îò áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðû τ .
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Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ (T � Tr, τ � 1) ñóììà (53) äëÿ Zo ìîæåò áûòü
ïðèáëèæåííî çàìåíåíà èíòåãðàëîì (ñì. ðèñ.7 ),

Zo =
e

N

∞∑
m=−∞

e
−
m2

τ =
e

N

∫ ∞

m=−∞
e
−
m2

τ dm =
e

N
(πτ)1/2 =

2πe

hN
(2πIkT )1/2, (55)

÷òî äàåò ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè è òåïëîåìêîñòè

Ðèñ. 7: Ê çàìåíå ñòàòñóììû (53) èíòåãðàëîì ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ.

E = kT 2N
∂ lnZo

∂T
≈ 1

2
NkT, C =

1

2
Nk,

ò.å. â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò äëÿ Zo, E è C.
Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ (T � Tr, τ � 1)

Zo ≈
e

hN
(1 + 2e

−
1

τ ),

è âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ è òåïëîåìêîñòü ðàâíû

E = kT 2N
∂ lnZo

∂T
≈ 2NkTre

−
Tr

T = 2NkTre
−
1

τ ,

C =
∂E

∂T
= 2Nk

(
Tr

T

)2

e
−
Tr

T = 2Nkτ−2e
−
1

τ ,

ò.å. ïîëó÷àåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëàÿ òåïëîåìêîñòü èäåàëüíîãî ãàçà ïëîñêèõ ðî-
òàòîðîâ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ.

Äëÿ íåêîòîðûõ äâóõàòîìíûõ ãàçîâ çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóð Tr ïðèâåäåíû â òàáëè-
öå 2.
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Òàáëèöà 2: Òåìïåðàòóðû Tr äëÿ íåêîòîðûõ äâóõàòîìíûõ ãàçîâ

Ãàçû N2 O2 H2 HCl HBr
Tr K 2.86 2.07 85.4 15.2 12.1

3.6 Èäåàëüíûé îäíîàòîìíûé ãàç (ìåòîä êâàíòîâîãî êàíîíè÷åñêîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãàç íàõîäèòñÿ â ñîñóäå, èìåþùåì ôîðìó êóáà ñî ñòîðîíîé L.
Òàê êàê ãàç èäåàëüíûé (âçàèìîäåéñòâèåì àòîìîâ ïðåíåáðåãàåì), òî ýíåðãèÿ âñåé
ñèñòåìû ðàâíà ñóììå ýíåðãèé îòäåëüíûõ àòîìîâ. Ñîãëàñíî êâàíòîâîé ìåõàíèêå
óðîâíè ýíåðãèè ÷àñòèöû ñ ìàññîé m â ñîñóäå ñ îáúåìîì V = L3

En = En1,n2,n3
=

π2~2

2mL2 (n
2
1 + n2

2 + n2
3), (n = (n1, n2, n3), n1, n2, n3 = 1, 2, ...).

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà Z ðàâíà

Z = zN
o , zo =

e

N

[ ∞∑
n1=1

exp

(
−Ttr

T
n2

1

)]3

=
e

N

[ ∞∑
n=1

exp

(
−n

2

τ

)]3

,

ãäå ââåäåíû ïîñòóïàòåëüíàÿ Ttr =
π2~2

2mL2k
è áåçðàçìåðíàÿ τ =

T

Ttr
òåìïåðàòó-

ðû. Ïðè L = 1 ì è äëÿ îáû÷íûõ ãàçîâ Ttr . 10−15 K. Ïîýòîìó âñå ïðàêòè÷åñêè
äîñòèæèìûå òåìïåðàòóðû ÿâëÿþòñÿ âûñîêèìè (T � Ttr, τ � 1). Â ýòîì ñëó÷àå
(ñì. (55))

∞∑
n=1

exp

(
−n

2

τ

)
≈
∫ ∞

0
exp

(
−n

2

τ

)
dn =

1

2
(πτ)1/2

è äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ïðèáëèæåííî ïîëó÷àåì

Z ≈
[
(2πmkT )3/2

h3

eV

N

]N

� ðåçóëüòàò, ñîâïàäàþùèé ñ ðåçóëüòàòîì êëàññè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ (33). Òàêèì
îáðàçîì èäåàëüíûé îäíîàòîìíûé ãàç ïðè âñåõ òåìïåðàòóðàõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
ìåòîäàìè êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè.

3.7 Òåïëîåìêîñòü ìíîãîàòîìíûõ ãàçîâ

Ìû ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåì, ÷òî ìîëåêóëû ãàçà íå âçàèìîäåéñòâóþò (âåðíåå, ÷òî
âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó íèìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü). Òîãäà ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà
ìíîãîàòîìíîãî ãàçà çàïèøåòñÿ â âèäå

H =
N∑

i=1

Hi,
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ãäå Hi � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà i-òîé ìîëåêóëû. Â ñèëó èäåàëüíîñòè ãàçà ñòàòèí-
òåãðàë Z = ZN

o , ãäå Zo � ñòàòèñòè÷åñêèé èíòåãðàë (êðàòíîñòè 3n, n � ÷èñëî
àòîìîâ â îäíîé ìîëåêóëå) ïî ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó îäíîé ìîëåêóëû. Ìîëåêóëà
èç n àòîìîâ èìååò 3n ñòåïåíåé ñâîáîäû. Â êà÷åñòâå åå êîîðäèíàò âûáåðåì

1. òðè êîîðäèíàòû (ïîñòóïàòåëüíûå) åå öåíòðà òÿæåñòè: q1 = X, q2 = Y ,
q3 = Z.

2. òðè âðàùàòåëüíûõ êîîðäèíàòû : q4 = ϕ, q5 = θ, q6 = ψ (äëÿ íîðìàëüíûõ,
ò.å. íåëèíåéíûõ, ìîëåêóë); Äëÿ ëèíåéíûõ ìîëåêóë âðàùàòåëüíûõ êîîðäèíàò áóäåò
äâå (q4, q5), òàê êàê áåññìûñëåííî ãîâîðèòü î âðàùåíèè ëèíåéíîé ìîëåêóëû âîêðóã
îñè, ñîâïàäàþùåé ñ ëèíèåé, ïî êîòîðîé ðàñïîëàãàþòñÿ åå àòîìû, ñ÷èòàþùèåñÿ òî-
÷å÷íûìè.

3. îñòàëüíûå 3n− 6 (3n− 5 äëÿ ëèíåéíûõ ìîëåêóë) êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ êîëå-
áàòåëüíûìè.

Â îòñóòñòâèè âíåøíèõ ïîëåé ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ íå çàâèñèò îò ïîñòóïàòåëü-
íûõ è âðàùàòåëüíûõ êîîðäèíàò, êîëåáàòåëüíûå æå êîîðäèíàòû ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òî

U(q) =
3n∑

j=7(6)

cjq
2
j .

Èçâåñòíî, ÷òî èìååòñÿ ñâÿçü êîëåáàíèé ñ âðàùåíèÿìè. Ïîýòîìó â ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè ïðèñóòñòâóþò ÷ëåíû, çàâèñÿùèå îò âðàùàòåëüíûõ è êîëåáàòåëüíûõ êî-
îðäèíàò îäíîâðåìåííî. Îäíàêî ïðè ìàëûõ êîëåáàíèÿõ ýòè ÷ëåíû ìàëû, è èìè
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â ïðèáëèæåííîé òåîðèè òåïëîåìêîñòè. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò òîëüêî îò êîëåáàòåëüíûõ êîîðäèíàò, à ôóíêöèÿ
Ãàìèëüòîíà ìîëåêóëû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñëàãàåìûõ, îòíîñÿùèõñÿ ê
îòäåëüíûì âèäàì äâèæåíèé: ïîñòóïàòåëüíîìó, âðàùàòåëüíîìó è êîëåáàòåëüíîìó.
Ïðè÷åì ïîñòóïàòåëüíîå è âðàùàòåëüíîå äâèæåíèÿ àññîöèèðóþòñÿ òîëüêî ñ êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèåé. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñòåíîê ñîñóäà, êîòîðûå îãðàíè÷èâàþò äâè-
æåíèå ìîëåêóëû êàê öåëîãî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ (22) êàê
ôóíêöèþ ïîñòóïàòåëüíûõ êîîðäèíàò ìîëåêóëû. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîàòîìíûé
èäåàëüíûé ãàç ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñóïåðïîçèöèþ íåñêîëüêèõ èäåàëüíûõ
ãàçîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ óæå áûë ðàññìîòðåí ðàíåå â ïðèìåðàõ (ñì. ïðèìåðû â
ðàçäåëàõ 2.11, 2.12, 2.13): èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî (ïîñòóïàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáî-
äû), èäåàëüíîãî ãàçà ðîòàòîðîâ (âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû), èäåàëüíûõ ãàçîâ
îñöèëëÿòîðîâ (êîëåáàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû).

Òàêèì îáðàçîì ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðèè âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ èäåàëü-
íîãî ìíîãîàòîìíîãî ãàçà âíîñÿò âêëàä:

1. êàæäàÿ ïîñòóïàòåëüíàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû � 1
2kT (1

2k â òåïëîåìêîñòü);
2. êàæäàÿ âðàùàòåëüíàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû � 1

2kT (1
2k â òåïëîåìêîñòü);

3. êàæäàÿ êîëåáàòåëüíàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû � kT (k â òåïëîåìêîñòü), ïðè÷åì
êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè äàþò îäèíàêîâûå âêëàäû � ïî 1

2kT .
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Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû î ðàñïðåäåëåíèè ýíåðãèè
ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû . Åñëè ïî ðàññìàòðèâàåìîé ñòåïåíè ñâîáîäû ìîëåêóëà îá-
ëàäàåò òîëüêî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé, òî âêëàä ýòîé ñòåïåíè ñâîáîäû â ýíåðãèþ

ðàâåí
1

2
kT (

1

2
k â òåïëîåìêîñòü). Åñëè êðîìå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ðàññìàòðè-

âàåìîé ñòåïåíè ñâîáîäû ñîîòâåòñòâóåò òàêæå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ (êâàä-
ðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò), òî âêëàä ýòîé ñòåïåíè ñâîáîäû â ýíåðãèþ ðàâåí
kT (k â òåïëîåìêîñòü).

Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå âêëàäû, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: ñðåäíÿÿ ýíåð-
ãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà îäíó ìîëåêóëó èäåàëüíîãî n-àòîìíîãî ãàçà, ðàâíà (3n−3)kT

(òåïëîåìêîñòü � (3n− 3)k) äëÿ íîðìàëüíûõ ìîëåêóë è (3n− 5

2
)kT (òåïëîåìêîñòü

� (3n − 5

2
)k) äëÿ ëèíåéíûõ ìîëåêóë. Äëÿ îäíîàòîìíîãî ãàçà C =

3

2
, äëÿ äâóõ-

àòîìíîãî C =
7

2
k. Îïûò äàåò ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå äëÿ òåïëîåìêîñòè îäíî-

àòîìíîãî ãàçà äåéñòâèòåëüíî çíà÷åíèÿ, áëèçêèå ê
3

2
k, äëÿ äâóõàòîìíûõ ãàçîâ îïûò

äàåò çíà÷åíèÿ, áëèçêèå ê
5

2
k (âìåñòî

7

2
k). Åùå á�îëüøèå ðàçëè÷èÿ ìåæäó òåîðèåé

è ýêñïåðèìåíòîì äëÿ ãàçîâ ñ á�îëüøèì ÷èñëîì àòîìîâ.
Ïðè÷èíà ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà â òîì, ÷òî íåëüçÿ äâèæåíèÿ àòîìîâ â ìîëåêó-

ëå ðàññìàòðèâàòü êëàññè÷åñêè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò
ïîëüçîâàòüñÿ êâàíòîâîé ñòàòèñòèêîé.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, íåò ñîãëàñèÿ ñ îïûòîì è äëÿ îäíîàòîìíîãî ãàçà. Ñëåäîâàëî áû
ó÷èòûâàòü íàëè÷èå ýëåêòðîíîâ â àòîìå, êîòîðûå ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè òàê æå
äîëæíû áûëè áû âíîñèòü ñâîé âêëàä â ýíåðãèþ è òåïëîåìêîñòü ïî çàêîíó î ðàñ-
ïðåäåëåíèè ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Âñå ýòè òðóäíîñòè ðàçðåøàåò êâàíòîâàÿ
òåîðèÿ òåïëîåìêîñòè ãàçîâ.

Åñëè ïðåíåáðåãàòü ñâÿçüþ ìåæäó ðàçëè÷íûìè âèäàìè äâèæåíèé, òî è â êâàíòî-
âîé ìåõàíèêå ìèêðîñîñòîÿíèå èäåàëüíîãî ìíîãîàòîìíîãî ãàçà îïðåäåëÿåòñÿ ìèêðî-
ñîñòîÿíèÿìè îòäåëüíûõ âèäîâ äâèæåíèÿ, è ýíåðãèÿ ìèêðîñîñòîÿíèé âñåé ñèñòåìû
â öåëîì ðàâíà ñóììå ýíåðãèé ìèêðîñîñòîÿíèé îòäåëüíûõ âèäîâ äâèæåíèÿ. Ñòà-
òèñòè÷åñêàÿ ñóììà äëÿ îäíîé ìîëåêóëû ïðèìåò âèä ïðîèçâåäåíèÿ ñòàòñóìì äëÿ
îòäåëüíûõ âèäîâ äâèæåíèÿ, à âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ � ñóììû âêëàäîâ îòäåëüíûõ
âèäîâ äâèæåíèé. Íî ýòè âêëàäû íóæíî òåïåðü îöåíèâàòü, èñïîëüçóÿ êâàíòîâóþ
ñòàòèñòèêó. Îäíàêî, åñëè ðå÷ü èäåò î êîìíàòíûõ òåìïåðàòóðàõ, âêëàäû ïîñòó-
ïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèé, ðàññ÷èòàííûå ïî êâàíòîâîé ñòàòèñòèêå,
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïî êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêå
(ñì. ïðèìåðû â ðàçäåëàõ 3.6 è 3.5). Äëÿ êîëåáàíèé æå T < To (ñì. òàáëèöó 1), è èõ
âêëàä âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ è òåïëîåìêîñòü ñëåäóåò ðàññ÷èòûâàòü ïî êâàíòîâîé
ñòàòèñòèêå, ò.å. ïî ôîðìóëàì (51) è (52), è ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ìàëûì ïðè êîìíàòíûõ
òåìïåðàòóðàõ.

Åùå ìåíüøèé âêëàä â òåïëîåìêîñòü èäåàëüíîãî ìíîãîàòîìíîãî ãàçà âíîñÿò ýëåê-
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òðîíû. Êàê ïðàâèëî îäíîýëåêòðîííûå óðîâíè ýíåðãèè ìîëåêóëû E
(el)
i ðàñïîëàãà-

þòñÿ î÷åíü äàëåêî äðóã îò äðóãà. Îáû÷íî ∆E(el) = E
(el)
1 −E(el)

0 � kT , ò.å. T � Tel

(Tel ≡
∆E(el)

k
� ýëåêòðîííàÿ òåìïåðàòóðà) . Íî áûâàþò ñëó÷àè, êîãäà ïåðâûé

âîçáóæäåííûé óðîâåíü E
(el)
1 íàõîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíî áëèçêî ê îñíîâíîìó ýëåêòðîí-

íîìó óðîâíþ E
(el)
0 (Tel ∼ 200 K). Òîãäà ýòî ìîæíî çàìåòèòü ïî çàâèñèìîñòè òåï-

ëîåìêîñòè îò òåìïåðàòóðû.
Åñëè ∆E1 � ∆E2 = E

(el)
2 − E

(el)
1 , òî â ñòàòñóììå ïî ýëåêòðîííûì ñîñòîÿíèÿì

ìîæíî îñòàâèòü ëèøü äâà ÷ëåíà

Z(el)
o = g0e

−
E

(el)
0

kT + g1e
−
E

(el)
1

kT = g0e
−
E

(el)
0 Tel

∆E1T

1 +
g1

g0
e
−
Tel

T

 , (56)

ãäå g0 è g1 � êðàòíîñòè âûðîæäåíèÿ îñíîâíîãî è ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî óðîâíåé.
Îòñþäà ïîëó÷àåì äëÿ âêëàäà âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé

E

N
= kT 2∂ lnZ

(el)
0

∂T
= kTel

E
(el)
0

∆E1
+
g1

g0
kTel

e
−
Tel

T

1 +
g1

g0
e
−
Tel

T

(57)

è äëÿ âêëàäà â òåïëîåìêîñòü

C

N
=

1

N

∂E

∂T
= k

g1

g0

(
Tel

T

)2
e
−
Tel

T1 +
g1

g0
e
−
Tel

T

2 = k
g0

g1

(
Tel

T

)2
e

Tel

Tg0

g1
e

Tel

T + 1

2 . (58)

Ýòà çàâèñèìîñòü ïðèâåäåíà íà ðèñ. 8. Íàëè÷èå â ìîëåêóëå íèçêî ëåæàøåãî âîç-
áóæäåííîãî ýëåêòðîííîãî óðîâíÿ ìîæíî îïðåäåëèòü ïî òåìïåðàòóðíîìó õîäó òåï-
ëîåìêîñòè. Ïèê íà ðèñ. 8 îò ýëåêòðîííîãî âêëàäà â òåïëîåìêîñòü ïðîÿâëÿåò ñåáÿ
è íà îáùåì õîäå òåïëîåìêîñòè ìíîãîàòîìíîãî ãàçà.

3.8 Èäåàëüíûå êâàíòîâûå ãàçû òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â öåëîì ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü, çà-
äàâàÿ ñîñòîÿíèÿ îòäåëüíûõ ÷àñòèö, íå çàâèñèìî îò òîãî, âçàèìîäåéñòâóþò îíè èëè
íåò. Ïîëîæåíèå ñîâåðøåííî äðóãîå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Åñëè ÷àñòèöû âçàèìî-
äåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì, òî íåëüçÿ ãîâîðèòü î ñîñòîÿíèÿõ îòäåëüíûõ ÷àñòèö. Âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò êîîðäèíàò âñåõ ÷àñòèö, îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ñè-
ñòåìû â öåëîì. Îäíàêî, åñëè ÷àñòèöû íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì, òî ìîæíî
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Ðèñ. 8: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè (58) òåïëîåìêîñòè C/N îò áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðû

τ =
T

Tel
.

ãîâîðèòü è î ñîñòîÿíèÿõ îòäåëüíûõ ÷àñòèö. Â ýòîì ñëó÷àå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îäíî÷àñòè÷íûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ çàâèñèò îò êîîðäèíàò òîëüêî îäíîé ÷àñòèöû. Ýíåðãèÿ ñèñòåìû â ýòîì
ñëó÷àå ïðîñòî ðàâíà ñóììå îäíî÷àñòè÷íûõ ýíåðãèé

ε{li} = εl1 + εl2 + · · ·+ εlN .

εli � îäíî÷àñòè÷íàÿ ýíåðãèÿ, à li � èíäåêñ îäíî÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ i-òîé ÷àñòè-
öû. Îäíàêî òîæäåñòâåííîñòü ÷àñòèö â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èìååò ãîðàçäî áîëåå
ñåðüåçíûå ïîñëåäñòâèÿ, ÷åì â êëàññè÷åñêîé. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, äàæå åñëè
÷àñòèöû òîæäåñòâåííû (èìåþò îäèíàêîâûå ìàññû, çàðÿäû è äðóãèå õàðàêòåðèñòè-
êè), ñîñòîÿíèå êàæäîé ìîæåò áûòü ïðîñëåæåíî âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ. Â êâàí-
òîâîé ìåõàíèêå ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ. Îòñóòñòâóåò ïîíÿòèå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ.
Äàæå åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû íàõîäèëèñü â ðàçíûõ îáëàñòÿõ
ïðîñòðàíñòâà, òî, åñëè â ïðîöåññå äâèæåíèÿ êàêîå-òî âðåìÿ îíè íàõîäèëèñü â îäíîé
îáëàñòè (äîïóñòèì, ÷òî ðå÷ü èäåò î ñòîëêíîâåíèè), òî çàòåì íåëüçÿ îïðåäåëèòü,
êàêàÿ èç ýòèõ äâóõ ÷àñòèö ãäå íàõîäèòñÿ. Ìîæíî ëèøü ãîâîðèòü â âåðîÿòíîñòè
îáíàðóæèòü ÷àñòèöó (îäíó èç äâóõ, íåèçâåñòíî êàêóþ) â òîì èëè èíîì ýëåìåíòå
îáúåìà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷èòñÿ, åñëè â íåé ïî-
ìåíÿòü ìåñòàìè êîîðäèíàòû (âêëþ÷àÿ ñïèíîâûå) äâóõ ëþáûõ òîæäåñòâåííûõ
÷àñòèö, îïèñûâàåò òî æå ñàìîå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, ÷òî è èñõîäíàÿ
ôóíêöèÿ. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ âîîáùå îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ λ = exp(iα)

ψ(q2, q1, q3, ..., qN) = λψ(q1, q2, q3, ..., qN)
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Ïðîèçâåäåì ïåðåñòàíîâêó åùå ðàç

ψ(q1, q2, q3, ..., qN) = λψ(q2, q1, q3, ..., qN) = λ2ψ(q1, q2, q3, ..., qN),

ò.å. λ2 = 1 è λ = ±1.
Áûëî âûÿñíåíî, ÷òî â ïðèðîäå âñå ÷àñòèöû ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû íà äâà êëàññà.
1. Âîëíîâûå ôóíêöèè ñèñòåìû òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö àíòèñèììåòðè÷íû îòíî-

ñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ëþáîé ïàðû ÷àñòèö (λ = −1). Òàêèå ÷àñòèöû áûëè íàçâàíû
Ôåðìè-÷àñòèöàìè, èëè ôåðìèîíàìè. Ôåðìèîíàìè ÿâëÿþòñÿ ýëåêòðîíû, ïðî-
òîíû, íåéòðîíû.

1. Âîëíîâûå ôóíêöèè ñèñòåìû òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëü-
íî ïåðåñòàíîâêè ëþáîé ïàðû ÷àñòèö (λ = 1). Ýòî Áîçå�÷àñòèöû, èëè áîçîíû
(íàïðèìåð, ôîòîíû).

Âûÿñíèëîñü òàêæå, ÷òî ôåðìèîíàìè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòèöû ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì, à
áîçîíàìè � ñ öåëî÷èñëåííûì ñïèíîì.

Â ñëó÷àå ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé òàê êàê îíà íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì ñèììåò-
ðèè â îòíîøåíèè ïåðåñòàíîâîê ïàð òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.Ïðàâèëüíûìè ôóíê-
öèÿìè â ýòîì ñëó÷àå áóäóò äëÿ ôåðìèîíîâ �

ψ(A) =
∑

p

εpP̂ψl1(q1)ψl2(q2)...ψlN (qN)

(ñóììà ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì p, P̂ � îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè p, à εp = ±1 â çàâè-
ñèìîñòè îò ÷åòíîñòè ïåðåñòàíîâêè p), à äëÿ áîçîíîâ �

ψ(S) =
∑

p

P̂ψl1(q1)ψl2(q2)...ψlN (qN).

Âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ(A) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ψl1(q1) ψl1(q2) . . . ψl1(qN)
ψl2(q1) ψl2(q2) . . . ψl2(qN)
· · · · · · · · · · · ·

ψlN (q1) ψlN (q2) . . . ψlN (qN)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ýòà ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè õîòÿ áû äâå êàêèå-ëèáî îäíî÷àñòè÷íûå ôóíê-
öèè ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè. Íàïðèìåð, åñëè ψl1 = ψl2 (l1 = l2), òî äâå ñòðîêè â
îïðåäåëèòåëå ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè è ψ(A) ≡ 0. Ýòîò ðåçóëüòàò ÷àñòî ôîðìóëèðó-
þò â âèäå ïðèíöèïà Ïàóëè: â îäíîì è òîì æå îäíî÷àñòè÷íîì ñîñòîÿíèè íå ìîãóò
íàõîäèòüñÿ äâå èëè áîëåå òîæäåñòâåííûõ Ôåðìè-÷àñòèö. Â ñëó÷àå Áîçå-÷àñòèö òà-
êîãî çàïðåòà íåò. Â ëþáîì îäíî÷àñòè÷íîì ñîñòîÿíèè ìîãóò íàõîäèòüñÿ îäíà, äâå
èëè áîëåå òîæäåñòâåííûõ Áîçå-÷àñòèö. Íàïðèìåð, åñëè l1 = l2 = l3, òî ψ

(S) 6= 0, è
òàêîå ñîñòîÿíèå ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ â ïðèðîäå.

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñòåìû êâàíòîâûõ òîæäåñòâåííûõ
÷àñòèö ïðèìåíèì êâàíòîâîå áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïóñòü èíäåêñ
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l íóìåðóåò îäíî÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ, εl � ýíåðãèÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ, à nl � ÷èñëî
÷àñòèö â ýòîì ñîñòîÿíèè. Òîãäà

ρ = exp

(
Ω + µN − E{li},N

kT

)
;

N =
∑

l

nl, E{li},N =
∑

l

εlnl; Ω =
∑

l

Ωl,

ò.å.

ρ = exp

(∑
l Ωl + (µ− εl)nl

kT

)
=
∏

l

ρl,nl
.

Ôóíêöèÿ

ρl,nl
= exp

(
Ωl + (µ− εl)nl

kT

)
èìååò ñìûñë âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â îäíî÷àñòè÷íîì ñîñòîÿíèè l íàõîäèòñÿ nl

÷àñòèö. Òàê êàê ρ èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ ρl,nl
, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñþ ñèñòå-

ìó òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîñòîÿùóþ èç ñòàòèñòè÷åñêè
íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì l. Ïîäñèñòåìà l ñîñòîèò èç ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â l-òîì îä-
íî÷àñòè÷íîì ñîñòîÿíèè. ×èñëî ÷àñòèö â ýòîé ïîäñèñòåìå ìîæåò ìåíÿòüñÿ (îáìåí
÷àñòèöàìè ñ äðóãèìè ïîäñèñòåìàìè èëè èñòî÷íèêîì ÷àñòèö), òàê æå êàê è ýíåðãèÿ
� nlεl. Èç ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî ê êàæäîé ïîäñèñòåìå ìîæíî ïðè-
ìåíÿòü áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Äî ñèõ ïîð ìû ïðèìåíÿëè áîëüøîå
êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ê ìàêðîñèñòåìàì, ò.å. ê ñèñòåìàì ñ áîëüøèì ÷èñëîì
÷àñòèö. Íî ïðè âûâîäå åãî ìû ôàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñè-
ñòåìû

à) åå ýíåðãèÿ äîëæíà áûòü ìíîãî ìåíüøå ýíåðãèè îñòàëüíîé ÷àñòè ñèñòåìû
(âûñòóïàâøåé â êà÷åñòâå òåðìîñòàòà è èñòî÷íèêà ÷àñòèö).

á) ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ âûäåëåííîé ïîäñèñòåìû ñ îñòàëüíîé ÷àñòüþ ñèñòå-
ìû ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèåé ñàìîé ïîäñèñòåìû (èìåííî â ýòîì
ïóíêòå ìû ïîëüçîâàëèñü ìàêðîñêîïè÷íîñòüþ ïîäñèñòåìû) äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäñòà-
âèòü ýíåðãèþ âñåé ñèñòåìû êàê ñóììó ýíåðãèé âûäåëåííîé ïîäñèñòåìû è îñòàëüíîé
÷àñòè ñèñòåìû.

Îáîèì ýòèì òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿåò ñîâîêóïíîñòü ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â
l-îì îäíî÷àñòè÷íîì ñîñòîÿíèè. Â ÷àñòíîñòè, ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ èõ ñ îñòàëü-
íûìè â òî÷íîñòè ðàâíà íóëþ â ñèëó ïðåäïîëàãàåìîé èäåàëüíîñòè ãàçà. Òàê êàê
ñèñòåìà ôèêñèðîâàíà çàäàíèåì îäíî÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ, òî â óñëîâèè íîðìè-
ðîâêè äîëæíî îòñóòñòâîâàòü ñóììèðîâàíèå ïî ñîñòîÿíèÿì∑

nl

ρl,nl
= 1, exp

(
Ωl

kT

)∑
nl

exp

(
µ− εl
kT

nl

)
= 1,

Ωl = −kT ln
∑
nl

exp

(
µ− εl
kT

nl

)
.
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Ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ñîñòîÿíèè l ðàâíî

nl = −∂Ωl

∂µ
=
∑
nl

nl exp

(
Ωl + (µ− εl)nl

kT

)
.

Äëÿ Ω�ïîòåíöèàëà âñåé ñèñòåìû òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ïîëó÷àåì

Ω =
∑

l

Ωl = −kT
∑

l

ln
∑
nl

exp

(
µ− εl

kT
nl

)
.

Åãî äèôôåðåíöèàë êàê ôóíêöèè ïåðåìåííûõ T, V, µ èìååò îáû÷íûé âèä (39). Ðàñ-
ñìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àè èäåàëüíûõ ãàçîâ òîæäåñòâåííûõ ôåðìèîíîâ è áîçîíîâ.

3.9 Ñòàòèñòèêà Ôåðìè-÷àñòèö. Ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè�Äèðàêà

Â ñèëó ïðèíöèïà Ïàóëè â êàæäîì îäíî÷àñòè÷íîì ñîñòîÿíèè ìîæåò áûòü ëèáî îäíà
÷àñòèöà, ëèáî íè îäíîé (nl = 0, 1). Ïîýòîìó

1∑
nl=0

e

(
µ− εl

kT
nl

)
= 1 + e

(
µ− εl

kT

)
, Ω = −kT

∑
l

ln

1 + e

(
µ− εl

kT

) .

Ôóíêöèþ

f
(F−D)
l = −∂Ωl

∂µ
=

e
(
µ− εl

kT

)
+ 1


−1

= nl (59)

íàçûâàþò ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè�Äèðàêà. Îíà èìååò ñìûñë ñðåä-
íåãî ÷èñëà ÷àñòèö â l�òîì îäíî÷àñòè÷íîì ñîñòîÿíèè. Ñîîòíîøåíèå

−∂Ω

∂µ
=
∑

l

e
(
µ− εl

kT

)
+ 1


−1

=
∑

i

gi

e
(
µ− εi

kT

)
+ 1


−1

= N

íàçûâàþò óñëîâèåì íîðìèðîâêè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè�Äèðàêà. Èç íåãî
ìîæíî îïðåäåëèòü µ = µ(T, V,N), ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò ïåðåìåííûõ T, V, µ
ê ïåðåìåííûì T, V,N â îïèñàíèè ìàêðîñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Ìàêðîñêîïè÷åñêèå õà-
ðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû âû÷èñëÿþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì (ñì. ðàçäåë 2.13). Â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè ïîëó÷àåì

E = Ω + TS + µN =
∑

l

f
(F−D)
l εl,

÷òî ìîæíî áûëî áû íàïèñàòü è ñðàçó, èñõîäÿ èç ñìûñëà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
Ôåðìè�Äèðàêà f

(F−D)
l = nl. Ïðè T = 0 îíà èìååò âèä ñòóïåíüêè ïðè ýíåðãèè

ε = εF = µ, íàçûâàåìîé ýíåðãèåé Ôåðìè. Íà ðèñ. 9 ïðåäñòàâëåí õîä ôóíêöèè
f

(F−D)
l (εl) ïðè ðàçíûõ òåìïåðàòóðàõ è ïðè ôèêñèðîâàííîì µ.
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Ðèñ. 9: Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè�Äèðàêà f (F−D)
l = nl (59) ïðè ðàçíûõ òåìïå-

ðàòóðàõ.

3.10 Ñòàòèñòèêà Áîçå-÷àñòèö. Ðàñïðåäåëåíèå Áîçå�Ýéíøòåéíà

Äëÿ áîçîíîâ nl = 0, 1, 2, .... Ïîýòîìó

∞∑
nl=0

e

µ− εl

kT
nl

=

1− e

µ− εl

kT

−1

, Ω = kT
∑

l

ln

1− e

µ− εl

kT

 .

Ôóíêöèþ

f
(B−E)
l = −∂Ωl

∂µ
=

(
exp

(
εl − µ

kT

)
− 1

)−1

= nl (60)

íàçûâàþò ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Áîçå�Ýéíøòåéíà. Îíà èìååò ñìûñë
ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö â l�òîì îäíî÷àñòè÷íîì ñîñòîÿíèè. Ò.ê. nl ≥ 0 ïðè âñåõ
òåìïåðàòóðàõ, òî exp

(
εl−µ
kT

)
≥ 1 è µ ≤ εl, ò.å. µ íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü äàæå ñàìûé

íèæíèé îäíî÷àñòè÷íûé óðîâåíü (µ ≤ ε0). Ñîîòíîøåíèå

−∂Ω

∂µ
=
∑

l

(
exp

(
εl − µ

kT

)
− 1

)−1

=
∑

i

gi

(
exp

(
εi − µ

kT

)
− 1

)−1

= N

íàçûâàþò óñëîâèåì íîðìèðîâêè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Áîçå�Ýéíøòåéíà. Èç íåãî
ìîæíî îïðåäåëèòü µ = µ(T, V,N), ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò ïåðåìåííûõ T, V, µ
ê ïåðåìåííûì T, V,N â îïèñàíèè ìàêðîñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Ìàêðîñêîïè÷åñêèå õà-
ðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû âû÷èñëÿþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì (ñì. ðàçäåë 2.13). Â ÷àñò-
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íîñòè, äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè ïîëó÷àåì

E = Ω + TS + µN =
∑

l

f
(B−E)
l εl,

÷òî ìîæíî áûëî áû íàïèñàòü è ñðàçó, èñõîäÿ èç ñìûñëà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
Áîçå�Ýéíøòåéíà f

(B−E)
l = nl. Íà ðèñ. 10 ïðåäñòàâëåí õîä ôóíêöèè f

(B−E)
l (εl) ïðè

ðàçíûõ òåìïåðàòóðàõ è ïðè ôèêñèðîâàííîì µ .

Ðèñ. 10: Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Áîçå�Ýéíøòåéíà f (B−E)
l = nl (60) ïðè ðàçíûõ òåì-

ïåðàòóðàõ.

Ïðè T = 0 âñå áîçîíû íàõîäÿòñÿ â ñàìîì íèæíåì ïî ýíåðãèè îäíî÷àñòè÷íîì
ñîñòîÿíèè. Ýòî ÿâëåíèå íîñèò íàçâàíèå áîçå�ýéíøòåéíîâñêîé êîíäåíñàöèè.

3.11 Ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà

Ïóñòü exp

(
εl − µ

kT

)
� 1 ,ò.å. µ� ε0 − kT . Òîãäà nl � 1 è

f
(B−E)
l ≈ f

(F−D)
l ≈ exp

(
µ− εl

kT

)
= A exp

(
− εl

kT

)
≡ f

(M−B)
l .

Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèåì Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà (èëè
ïðîñòî Áîëüöìàíà). Â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå êâàíòîâûå ñâîéñòâà, ñâÿçàííûå ñ
òîæäåñòâåííîñòüþ ÷àñòèö, ïåðåñòàþò ñåáÿ ïðîÿâëÿòü, è èäåàëüíûå ãàçû ôåðìèîíîâ
è áîçîíîâ âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî.

Îöåíèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñòàòèñòèêîé Áîëüöìàíà. Äëÿ
ïðèìåðà ðàññìîòðèì èäåàëüíûé îäíî÷àñòè÷íûé ãàç. Ïðè ýòîì

l ∼ p, εp =
p2

2m
,

∑
l

∼
∫

V

h3dp.
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Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè íàõîäèì

A
V

h3

∫
exp

(
− p2

2mkT

)
dp = N, A =

h3n

(2πmkT )3/2 , n =
N

V
. (61)

Ãàç, ïðîÿâëÿþùèé êâàíòîâûå ñâîéñòâà, íàçûâàþò âûðîæäåííûì. Êðèòåðè-
åì ñèëüíîãî âûðîæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ A ≥ 1, êðèòåðèåì ñëàáîãî âûðîæäåíèÿ (îò-
ñóòñòâèÿ âûðîæäåíèÿ) � A� 1. Êàê âèäíî èç (61), áîëüøèå ïëîòíîñòè n, íèçêèå
òåìïåðàòóðû T è ìàëàÿ ìàññà m ÷àñòèö ñïîñîáñòâóþò âûïîëíåíèþ êðèòåðèÿ ñèëü-
íîãî âûðîæäåíèÿ.

Ïóñòü n ≈ 1028, T = 300 K (h = 6.63 × 10−34 Äæ·ñ, k = 1.38 × 10−23 Äæ/K),
òîãäà äëÿ îäíîàòîìíûõ ãàçîâ (m ≈ 10−26 êã) A ≈ 10−5, ò.å. èõ ïðè êîìíàòíûõ
òåìïåðàòóðàõ ìîæíî ñ÷èòàòü íåâûðîæäåííûìè.

Äëÿ ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëàõ (m ≈−30 êã) ïîëó÷àåì A ≈ 10, ò.å. îíè ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé äàæå ïðè êîìíàòíûõ òåìïåðàòóðàõ ñèëüíî âûðîæäåííûé ãàç.

3.12 Ñòàòèñòèêà ôîòîííîãî ãàçà

Ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå, íàõîäÿùååñÿ â ñîñòîÿíèè òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ (èç-
ëó÷åíèå â ïîëîñòè îáúåìà V ñî ñòåíêàìè ïðè òåìïåðàòóðå T ), íàçûâàþò ÷åðíûì
(èëè òåïëîâûì) èçëó÷åíèåì. Ïî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì åãî ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê èäåàëüíûé ãàç ôîòîíîâ� ÷àñòèö ñî ñïèíîì, ðàâíûì åäèíèöå. Ïîýòî-
ìó äëÿ èçó÷åíèÿ åãî òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñòàòèñòèêó
Áîçå�Ýéíøòåéíà. Óñòàíîâëåíèå òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ â ýòîì ãàçå ïðîèñõîäèò áëà-
ãîäàðÿ ïðîöåññàì èçëó÷åíèÿ è ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ ñòåíêàìè ñîñóäà. ×èñëî ôî-
òîíîâ â ñèñòåìå íå ôèêñèðîâàíî, à ñàìî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè ðàâíîâåñèÿ: ïðè
çàäàííûõ òåìïåðàòóðå è îáúåìå � ìèíèìóìîì ñâîáîäíîé ýíåðãèè êàê ôóíêöèè
÷èñëà ÷àñòèö. (

∂F

∂N

)
T,V

(= µ) = 0,

ò.å. äëÿ ãàçà ôîòîíîâ µ = 0. Ôîòîíû èìåþò ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè: êðó-
ãîâàÿ ÷àñòîòà ω, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ c (ñêîðîñòü ñâåòà c=299792458 ì/ñ),
âîëíîâîé âåêòîð k (k = ω/c = 2πν/c = 2π/λ), èìïóëüñ p = ~k = n · ~ω/c (n �
åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü k), ýíåðãèÿ ε = ~ω = pc.
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ãàçà ôîòîíîâ

ni =

(
exp

(
~ωi

kT

)
− 1

)−1

,

ãäå ωi � ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â äàííîì îáúåìå. Åñëè
îáúåì ìàêðîñêîïè÷åñêèé (áîëüøîé), òî ìîæíî ïåðåéòè ê íåïðåðûâíîìó ðàñïðåäå-
ëåíèþ ïî ÷àñòîòàì. Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ âîëíó â êóáå ñ ðåáðîì L. Íàëîæèì óñëî-
âèå ïåðèîäè÷íîñòè è îïðåäåëèì òå ïëîñêèå âîëíû, êîòîðûå ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå
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çíà÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíÿõ êóáà.

exp(iki(i+ L)) = exp(ikii), i = x, y, z, exp(ikiL) = 1.

Îòñþäà

ki =
2π

L
ni, ∆ki = dk =

2π

L
, ni = 0,±1, ...,

[
±L

2

]
,

è ñóììèðîâàíèå ïî ki ìîæíî çàìåíèòü íà èíòåãðèðîâàíèå∑
ki

→
(
L

2π

)3 ∫
dk.

Êàæäîé òðîéêå ÷èñåë nx, ny, nz ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêàÿ âîëíà exp(i(kxx+kyy+kzz))
è äâà ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè. Â øàðîâîì ñëîå òîëùèíû dk ÷èñëî ñîñòîÿíèé áóäåò

2

(
L

2π

)3

4πk2dk =
V

π2c3
ω2dω = g(ω)dω,

ò.ê. ω = kc. ×èñëî ôîòîíîâ ñ ÷àñòîòàìè îò ω äî ω+ dω â ðàññìàòðèâàåìîì îáúåìå
V ðàâíî

dNω = nωg(ω)dω =
V

π2c3
ω2dω

exp
(~ωi

kT

)
− 1

.

Äëÿ ïîëíîãî ÷èñëà ôîòîíîâ â îáúåìå V ïðè òåìïåðàòóðå T ïîëó÷àåì

N =
V

π2c3

∫ ∞

0

ω2dω

exp
(~ω

kT

)
− 1

=
V

π2c3

(
kT

~

)3 ∫ ∞

0

x2dx

exp(x)− 1

èëè

N ≈ 2.4

π2 V

(
kT

~c

)3

≈ 20V T 3. (62)

Ïðè T = 300 K n = N/V = 5.4 · 1014 ì−3. Ìîæíî ñðàâíèòü ñ 2.6 · 1025 ìîëåêóë â
êóáè÷åñêîì ìåòðå âîçäóõà ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ.

Óìíîæèâ dNω íà ~ω, ïîëó÷èì ýíåðãèþ ôîòîíîâ ñ ÷àñòîòàìè îò ω äî ω + dω

dEω =
V ~
π2c3

ω3dω

exp
(~ω

kT

)
− 1

.

Äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ ïîëó÷àåì

ρω =
1

V

dEω

dω
=

~
π2c3

ω3

exp
(~ω

kT

)
− 1

. (63)

Ýòà ôîðìóëà, äàþùàÿ ýíåðãèþ â åäèíèöå îáúåìà ðàâíîâåñíîãî èçëó÷åíèÿ, îòíå-
ñåííóþ ê åäèíè÷íîìó èíòåðâàëó ÷àñòîò, íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû Ïëàíêà (1900
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ã.). Äëÿ ~ω � kT îíà ïåðåõîäèò â ôîðìóëó Ðýëåÿ�Äæèíñà � ñïåêòðàëüíóþ
ïëîòíîñòü â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå

ρω = ω2 kT

π2c3
. (64)

Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå (64) ÿâëÿåòñÿ îäíîé
èç ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé êëàññè÷åñêîé òåîðèè, ò.ê. ïðèâîäèò ê áåñêîíå÷-
íîé âíóòðåííåé ýíåðãèè ðàâíîâåñíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ (èíòåãðàë∫∞

0 ρ(ω)dω ðàñõîäèòñÿ).
Äëÿ ïîëíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè ïîëó÷àåì

E =
V ~
π2c3

∫ ∞

0

ω3dω

exp
(~ω

kT

)
− 1

=
V ~
π2c3

(
kT

~

)4 ∫ ∞

0

x3dx

exp(x)− 1
=
π2

15
V

(kT )4

(c~)3 ∼ T 4. (65)

Íà îäèí ôîòîí ïðèõîäèòñÿ ýíåðãèÿ

E/N ≈ π4

36
kT ≈ 2.7 kT,

÷òî ïðåâîñõîäèò ýíåðãèþ 1.5 kT íà îäèí àòîì â èäåàëüíîì îäíîàòîìíîì ãàçå ïðè
òîé æå òåìïåðàòóðå. Òåïëîåìêîñòü ãàçà ôîòîíîâ

CV =
4π2

15
V k

(
kT

c~

)3

=
π4

9
kN. (66)

Âû÷èñëèì Ω-ïîòåíöèàë ðàâíîâåñíîãî èçëó÷åíèÿ

Ω = kT
∑

i

ln(1− exp

(
−~ωi

kT

)
) =

V

π2c3
kT

∫ ∞

0
ln(1− exp

(
−~ω
kT

)
)ω2dω =

=
V ~
π2c3

(
kT

~

)4 ∫ ∞

0
ln(1− exp(−x))x2dx = −π

2

45
V

(kT )4

(c~)3 = F, (67)

ò.ê. â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì∫ ∞

0
ln(1− exp(−x))x2dx =

1

3
x3 ln(1− exp(−x))∞0 −

1

3

∫ ∞

0

x3dx

exp(x)− 1
= −π

4

45
.

Èç (67) ïîëó÷àåì äëÿ ýíòðîïèè

S = −∂Ω

∂T
=

4π2

45
V k

(
kT

c~

)3

è äàâëåíèÿ

p = −∂Ω

∂V
=
π2

45

(kT )4

(c~)3 .

Äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè E = Ω + TS ïîëó÷àåòñÿ òîò æå ðåçóëüòàò (65). Òåï-
ëîåìêîñòü íà îäèí ôîòîí CV /N ≈ 11k.
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Ïðè T = 300 K E/V = 6.13 × 10−6 Äæ·ì−3, CV /V = 0.817 · 10−7

Äæ·K−1·ì−3, p = 2.04× 10−6 í·ì−2, N/V = 0.548× 1015 ì−3.
Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ, òåïëîåìêîñòü, äàâëåíèå è ÷èñëî ÷àñòèö â åäèíèöå îáú-

åìà â ðàâíîâåñíîì ôîòîííîì ãàçå íè÷òîæíî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè âåëè÷èíàìè àòîìíûõ èëè ìîëåêóëÿðíûõ ãàçîâ. Îäíàêî ïðè êàæäîé òåì-
ïåðàòóðå â ðàñ÷åòå íà îäíó ÷àñòèöó êàê òåïëîåìêîñòü, òàê è âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ
äàæå ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû äëÿ àòîìíûõ è ìîëåêóëÿðíûõ ãàçîâ.
Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö â ôîòîííîì ãàçå íå ÿâëÿåòñÿ çàäàííûì è ìåíÿåòñÿ ñ
òåìïåðàòóðîé.

3.13 Çàêîíû òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ

Â ñîñòîÿíèè òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ âåëè÷èíà

dw =
E

V
c
dΩ

4π

äàåò ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ â òåëåñíûé óãîë dΩ. Ðàññìîòðèì ïëîñ-
êóþ ïîâåðõíîñòü àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà ïðè òåìïåðàòóðå T . Êàæäàÿ åäèíèöà
ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè èçëó÷àåò ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, íî íåîäèíàêîâî, òàê êàê
ýôôåêòèâíàÿ ïëîùàäü èçëó÷åíèÿ óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì óãëà θ. Ïðåäïîëà-
ãàåì, ÷òî ïîòîê ñ ïîâåðõíîñòè â òåëåñíûé óãîë dΩ â íàïðàâëåíèè, ñîñòàâëÿþùèì
óãîë θ ñ íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè, çàâèñèò ïî çàêîíó êîñèíóñà (∼ cos θ) îò ýòîãî
óãëà (êîñèíóñíûé èçëó÷àòåëü (ñì. ðèñ. 11)).

Ðèñ. 11: Ê èçëó÷åíèþ ïîâåðõíîñòüþ àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, èçëó÷åííàÿ â åäèíèöó âðåìåíè (ìîùíîñòü) ñ åäèíèöû ïëîùàäè,
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òîãäà áóäåò

W

S
=

∫ ∫
cos θdw =

Ec

4πV

∫ π/2

0
cos θ sin θdθ

∫ 2π

0
dϕ =

Ec

4V
= σT 4,

ãäå σ =
π2k4

60~3c2
� ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà�Áîëüöìàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ W = σST 4, èçëó÷àåìàÿ àáñîëþòíî ÷åðíûì òå-
ëîì ñ ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè S â åäèíèöó âðåìåíè (ìîùíîñòü), ïðîïîðöèîíàëüíà
÷åòâåðòîé ñòåïåíè àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðû (çàêîí Ñòåôàíà�Áîëüöìàíà).

Âûðàçèì òåïåðü ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü (63) èçëó÷åíèÿ ÷åðåç äëèíó âîëíû
(ñì. ðèñ. 12):

ω = 2πc/λ; |ρ(ω)dω| = |ρ(λ)dλ|; ρ(λ) =

∣∣∣∣dωdλ
∣∣∣∣ ρ(ω);

ρ(λ) =
16π2~c
λ5

1

exp

(
2π~c
λkT

)
− 1

. (68)

Ðèñ. 12: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè (68) ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè îò äëèíû âîëíû λ.

Íàéäåì äëèíó âîëíû, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàêñèìóìó ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè èç-
ëó÷åíèÿ. Òàê êàê

d ln ρ

dλ
=

1

ρ

dρ

dλ
,

òî
dρ

dλ
= 0 ðàâíîçíà÷íî ñ

d ln ρ

dλ
= 0. Îáîçíà÷èâ a =

2π~c
kT

, ïîëó÷àåì

ln ρ = −5 lnλ− ln(ea/λ − 1) + ln(16π2~c);
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−5

λ
+

1

1− exp(−a/λ)

a

λ2 = 0; x = a/λ; 1− exp(−x) = x/5; x = 4.965.

Ìàêñèìóìó ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâóåò äëèíà âîëíû

λmax =
a

4.965
=

2π~c
4.965 · k

· 1

T
.

Ñ ïîâûøåíèåì òåìïåðàòóðû ìàêñèìóì ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñäâèãàåòñÿ â
ñòîðîíó áîëåå êîðîòêèõ äëèí âîëí îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî àáñîëþòíîé òåìïåðà-
òóðå (çàêîí ñìåùåíèÿ Âèíà).

3.14 Èäåàëüíûé ãàç òîæäåñòâåííûõ ôåðìèîíîâ â ñëó÷àå ñèëüíîãî âû-
ðîæäåíèÿ

Ðàññìîòðèì èäåàëüíûé ãàç òîæäåñòâåííûõ ôåðìèîíîâ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ.
Îäíî÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèö õàðàêòåðèçóþòñÿ çíà÷åíèÿìè èìïóëüñà p, à èõ
ýíåðãèÿ

εp =
p2

2m
.

Â ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìå áîëüøèíñòâî ÷àñòèö íàõîäèòñÿ â îäíî÷àñòè÷íûõ ñî-
ñòîÿíèÿõ ñ áîëüøèìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè è èõ äâèæåíèå êâàçèêëàññè÷íî. Â ýòèõ
óñëîâèÿõ íà îäíî êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ïðèõîäèòñÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îáúåì
h3. ×èñëî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ èìïóëüñàì â ýëåìåíòå dp è â
îáúåìå V , çàíèìàåìîì ñèñòåìîé, ðàâíî

2
V dp

h3 .

Ìíîæèòåëü 2 ó÷èòûâàåò äâå âîçìîæíûå îðèåíòàöèè ñïèíà (ðàññìàòðèâàåì ÷àñòè-
öû ñî ñïèíîì 1/2). Òàê êàê p ìåíÿåòñÿ ïî÷òè íåïðåðûâíî, ìîæíî îò ñóììèðîâàíèÿ
ïî êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿì ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî p∑

p

→ 2V

h3

∫
dp.

Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ýíåðãèè, òî ìîæíî ïåðåéòè ê
èíòåãðèðîâàíèþ ïî ýíåðãèè

dp = 4πp2dp, pdp = mdε, p =
√

2mε, dp = 4
√

2πm3/2ε1/2dε,∑
p

→ 2V

h3

∫
dp =

∫
g(ε)dε, g(ε) =

V

2π2

(
2m

~2

)3/2√
ε ≡ aV

√
ε.

Äëÿ Ω�ïîòåíöèàëà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååì

Ω = −kT
∑
p

ln

1 + e

(
µ− εp
kT

) = −aV kT
∫ ∞

0

√
ε ln

1 + e

(
µ− ε

kT

) dε.
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Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ïðîñòåéøèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé
ýòî âûðàæåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Ω = −2

3
aV

∫ ∞

0

ε3/2

e

(
ε− µ

kT

)
+ 1

dε = −2

3

∫ ∞

0
εg(ε)f(ε)dε = −2

3
E. (69)

Ïåðåéäåì ê íîâîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x =
ε

kT
è ââåäåì îáîçíà÷åíèå

µ

kT
= z. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü z � 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ñèëüíîãî

âûðîæäåíèÿ (íèçêèå òåìïåðàòóðû).

Ω = −2

3
aV (kT )5/2

∫ ∞

0

x3/2

e(x−z) + 1
dx.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë áîëåå îáùåãî âèäà

I =

∫ ∞

0

φ̃(x)dx

e(x−z) + 1
,

ãäå φ̃(x)dx = dϕ(x). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ïåðåõîäÿ ê íîâîé ïåðåìåííîé èíòå-
ãðèðîâàíèÿ y = x− z, ïîëó÷àåì

I =

∞∫
0

dϕ(x)

e(x−z) + 1
=

ϕ(x)

e(x−z) + 1

∣∣∣∣∞
0

+

∞∫
0

ϕ(x)
e(x−z)

(e(x−z) + 1)2dx =

= −ϕ(0) +

∞∫
−z

ϕ(z + y)
ey

(ey + 1)2dy ≈ −ϕ(0) +

∞∫
−∞

ϕ(z + y)
ey

(ey + 1)2dy,

ãäå ìû â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå çàìåíèëè íèæíèé ïðåäåë −z íà −∞, òàê êàê ôóíê-

öèÿ f(y) =
ey

(ey + 1)2 , áóäó÷è ÷åòíîé f(−y) = f(y), áûñòðî óáûâàåò äî íóëÿ ïðè

y → ±∞ è ôàêòè÷åñêè îãðàíè÷èâàåò èíòåãðèðîâàíèå ïðîìåæóòêîì ∼ 1. Â ýòîé
îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèþ ϕ(z + y) ìîæíî ðàçëîæèòü â ñòåïåííîé ðÿä ïî
y (|y| � z)

ϕ(z + y) = ϕ(z) + ϕ′(z)y +
1

2
ϕ′′(z)y2 + · · · .

Èíòåãðàëû, ñîäåðæàùèå íå÷åòíûå ñòåïåíè y, ðàâíû íóëþ, à∫ ∞

−∞

exp(y)

(exp(y) + 1)2dy = 1,

∫ ∞

−∞

y2 exp(y)

(exp(y) + 1)2dy =
π2

3
, · · · ,

÷òî äàåò äëÿ èíòåãðàëà I ðàçëîæåíèå â ðÿä

I = −ϕ(0) + ϕ(z) +
π2

6
ϕ′′(z) + · · · .
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êîòîðûé â íàøåì ñëó÷àå, êîãäà

ϕ(x) =
2

5
x5/2, ϕ(0) = 0, ϕ(z) =

2

5
z5/2, ϕ′′(z) =

3

2
z1/2, · · · ,

ïðèâîäèò äëÿ Ω ê ðÿäó ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó z−1 =
kT

µ
:

Ω = − 4

15
aV µ5/2

[
1 +

5

8
π2
(
kT

µ

)2

+ · · ·

]
. (70)

Ñîãëàñíî (69) ýòî äàåò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè:

E(T, V, µ) =
2

5
aV µ5/2

[
1 +

5

8
π2
(
kT

µ

)2

+ · · ·

]
. (71)

×òîáû íàéòè òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå (è ïîñòîÿííîì ÷èñëå ÷àñòèö)

CV,N =

(
∂E

∂T

)
V,N

, íóæíî ñíà÷àëà èç (70) íàéòè N = N(T, V, µ), èç ýòîãî ñîîòíî-

øåíèÿ îïðåäåëèòü µ = µ(T, V,N), ïîäñòàâèòü â (71), è òîëüêî ïîñëå ýòîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì íàõîäèòü òåïëîåìêîñòü CV,N (ñì. ðàçäåë 3.9).

N(T, V, µ) = −
(
∂Ω

∂µ

)
T,V

=
2

3
aV µ3/2

[
1 +

π2

8

(
kT

µ

)2

+ · · ·

]
. (72)

µ = µ(T, V,N) òàê æå ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî
ïàðàìåòðà.

µ = µ0

[
1 +

π2

8

(
kT

µ

)2

+ · · ·

]−2/3

, (73)

ãäå

µ0 ≡ µ(0, V,N) =

(
3N

2aV

)2/3

=
~2

2m
(3π2n)2/3, (n = N/V ).

Åñëè îãðàíè÷èâàòüñÿ òîëüêî êâàäðàòè÷íûìè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó
kT

µ0
÷ëåíàìè â

ðàçëîæåíèè µ = µ(T, V,N), òî ïîëó÷àåì èç (73)

µ(T, V,N) = µ0

[
1− π2

12

(
kT

µ0

)2

+ · · ·

]
.

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå äëÿ µ(T, V,N) â ôîðìóëó (71) äëÿ ýíåðãèè E è îãðàíè-

÷èìñÿ â ðàçëîæåíèè ïî
kT

µ0
÷ëåíàìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè:

E =
3

5
Nµ0

[
1 +

5π2

12

(
kT

µ0

)2

+ · · ·

]
.
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Äëÿ òåïëîåìêîñòè ïîëó÷àåì

C
(êâ.)
V,N =

π2

2
Nk

kT

µ0
+ · · · ∼ T.

Ïî êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêå

C
(êë.)
V,N =

3

2
Nk.

Îòñþäà

C
(êâ.)
V,N

C
(êë.)
V,N

=
π2

3

kT

µ0
� 1,

ò.å. âêëàä ýëåêòðîíîâ â òåïëîåìêîñòü ìåòàëëîâ ñîãëàñíî êâàíòîâîé ñòàòèñòèêå ïðî-
ïîðöèîíàëåí àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðå è çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âêëàäà ïî êëàññè÷å-
ñêîé òåîðèè.

3.15 Òåïëîåìêîñòü êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè

Êðèñòàëëè÷åñêèå òâåðäûå òåëà ñ ìèêðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé óïîðÿäî÷åííóþ ñèñòåìó àòîìîâ (èëè èîíîâ), íàçûâàåìóþ êðèñòàëëè÷åñêîé
ðåøåòêîé. Õàðàêòåðíîé ÷åðòîé ýòîé óïîðÿäî÷åííîñòè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå òàê íàçû-
âàåìîé òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè: âåñü êðèñòàëë ìîæíî ïîëó÷èòü ïîâòîðå-
íèåì ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé ãðóïïû àòîìîâ â òðåõ íåçàâèñèìûõ íàïðàâëåíèÿõ
â ïðîñòðàíñòâå. Ãîâîðÿò, ÷òî ýòà ãðóïïà àòîìîâ îáðàçóåò ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åé-
êó êðèñòàëëà. Ïóñòü ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ñîñòîèò èç σ àòîìîâ. Âåñü æå êðèñòàëë
ïðåäñòàâèì ñåáå â âèäå ïàðàëëåëåïèïåäà, âäîëü êàæäîãî ðåáðà êîòîðîãî ýëåìåíòàð-
íàÿ ÿ÷åéêà ïîâòîðåíà ñîîòâåòñòâåííî N1, N2, N3 ðàç. Òàêèì îáðàçîì, â êðèñòàëëå
N = N1N2N3 ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê è Nσ àòîìîâ.

Áëàãîäàðÿ ñèëàì âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ êðèñòàëë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïðóãóþ
ñèñòåìó, â êîòîðîé ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âîëíû � âîëíû ñìåùåíèé àòîìîâ èç èõ
ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ñðåäè êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé êðèñòàëëà ñóùåñòâóþò
òàêèå, ïðè êîòîðûõ âñå àòîìû ñîâåðøàþò êîëåáàíèÿ ñ îäíîé è òîé æå ÷àñòîòîé.
Òàêèå êîëåáàíèÿ íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè. Ïîëîæåíèå ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè â
ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî çàäàíèåì âåêòîðà ðåøåòêè

an = n1a1 + n2a2 + n3a3,

ãäå n (n1, n2, n3) � öåëûå ÷èñëà, à âåêòîðû ai íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè îñíîâ-
íûõ òðàíñëÿöèé. Êîíöû âåêòîðîâ ðåøåòêè, îòëîæåííûå îò îäíîé òî÷êè (íà÷à-
ëà êîîðäèíàò), îáðàçóþò ðåøåòêó Áðàâå êðèñòàëëà. Áóäåì íàçûâàòü n íîìåðîì
ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Òîãäà äëÿ íóìåðàöèè àòîìîâ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ äâóìÿ èí-
äåêñàìè: íîìåðîì ÿ÷åéêè n è íîìåðîì α = 1, 2, ..., σ àòîìà â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå.
Îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè Ωa = a1 · a2 × a3.
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Ïðè íîðìàëüíûõ êîëåáàíèÿõ ñìåùåíèå àòîìà (n, α) èìååò âèä

qn,α = Uα exp(i(kan − ωt)),

ãäå ω � îäèíàêîâàÿ äëÿ âñåõ àòîìîâ óãëîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé, t � âðåìÿ.
Ôàçû òðàíñëÿöèîííî-ýêâèâàëåíòíûõ àòîìîâ (ñ îäíèì è òåì æå α) îïðåäåëÿþò-
ñÿ âåêòîðîì k, êîòîðûé íîñèò íàçâàíèå âîëíîâîãî âåêòîðà. Àìïëèòóäû Uα

òðàíñëÿöèîííî-ýêâèâàëåíòíûõ àòîìîâ îäèíàêîâû.
Â ñèëó äèñêðåòíîñòè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âîëíîâûõ

âåêòîðîâ îêàçûâàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè íåêîòîðîé îáëàñòüþ â ïðîñòðàíñòâå âîëíî-
âûõ âåêòîðîâ, íàçûâàåìîé ïåðâîé çîíîé Áðèëëþýíà.

Íàðÿäó ñ âåêòîðàìè ïðÿìîé ðåøåòêè ai ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òðè îñíîâíûõ
âåêòîðà îáðàòíîé ðåøåòêè

B1 = 2π
a2 × a3

Ωa
, B2 = 2π

a3 × a1

Ωa
, B3 = 2π

a1 × a2

Ωa
,

öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êîòîðûõ îáðàçóåò âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òðàí-
ñëÿöèè îáðàòíîé ðåøåòêè

Bm = m1B1 +m2B2 +m3B3. (74)

Êîíöû ýòèõ âåêòîðîâ, îòëîæåííûõ îò îäíîé òî÷êè, è îáðàçóþò ñàìó îáðàòíóþ
ðåøåòêó. Âåêòîðû ai (i = 1, 2, 3) è Bj (j = 1, 2, 3) îáëàäàþò ñâîéñòâàìè

ai ·Bj = 2πδij. (75)

Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

an ·Bm = 2π
3∑

i=1

nimi.

Îíî êðàòíî 2π. Ïîýòîìó

exp(i(an ·Bm)) = 1.

Íàëîæèì ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

qn+Niai,α = qn,α

èëè

exp(ik · ai) = 1 = exp(i2πmi). (76)

Åñëè ïðåäñòàâèòü k â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî âåêòîðàì îáðàòíîé ðåøåòêè

k = k1B1 + k2B2 + k3B3,
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òî èç (76) ñëåäóåò, ÷òî ki = mi/Ni. Â ñèëó ñâîéñòâ (75) k ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèíèìà-
þùèì çíà÷åíèÿ òîëüêî â ïðåäåëàõ îäíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè îáðàòíîé ðåøåòêè.
Ïðèíÿòî âûáèðàòü äëÿ k ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó â âèäå ìíîãîãðàííèêà, ðàâíîâåëè-
êîãî ïàðàëëåëåïèïåäó, ïîñòðîåííîìó íà îñíîâíûõ âåêòîðàõ îáðàòíîé ðåøåòêè Bi.
Ýòîò ìíîãîãðàííèê íàçûâàþò, êàê ýòî áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïåðâîé çîíîé Áðèë-
ëþýíà (ÇÁ). Äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ ïðîâåäåì èç íà÷àëà êîîðäèíàò (â ïðîñòðàíñòâå
âåêòîðîâ k) âñå âåêòîðû îáðàòíîé ðåøåòêè (74). Çàòåì ÷åðåç èõ ñåðåäèíû ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî âåêòîðàì ïðîâåäåì ïëîñêîñòè. Ìíîãîãðàííèê âáëèçè íà÷àëà êîîð-
äèíàò, îãðàíè÷åííûé áëèæàéøèìè ïëîñêîñòÿìè è íàçûâàåòñÿ ïåðâîé ÇÁ. Âíóòðè
ÇÁ íåò äâóõ òî÷åê, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà íà âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè (êàê
è â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå, âûáðàííîé ëþáûì äðóãèì îáðàçîì). Ïåðâàÿ ÇÁ èìååò
òî÷å÷íóþ ñèììåòðèþ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè (ñèììåòðè÷íàÿ ýëåìåíòàðíàÿ
ÿ÷åéêà). Ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî N = N1N2N3 âåêòîðîâ k èç
ÇÁ. Òàê êàê ∆ki = N−1

i , òî ïðè áîëüøèõ Ni âîëíîâîé âåêòîð ìîæíî ñ÷èòàòü ìåíÿ-
þùèìñÿ ïî÷òè íåïðåðûâíî (êâàçèíåïðåðûâíûì).

Ðåøåíèå ìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ðåøåòêè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè
êàæäîì k ñóùåñòâóåò 3σ íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòàìè ωj(k). Ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì j ìàëîìó èçìåíåíèþ k ñîîòâåòñòâóåò ìàëîå èçìåíåíèå ÷àñòîòû ωj(k).
Îá ωj(k) ïðè ôèêñèðîâàííîì j ãîâîðÿò êàê î âåòâè êîëåáàíèé. Âñåãî èìååòñÿ
3σ âåòâåé. Íà ðèñ. 13a èçîáðàæåí òèïè÷íûé õîä ωj(k) âäîëü îäíîãî èç íàïðàâ-
ëåíèé â k-ïðîñòðàíñòâå. Èç 3σ âåòâåé 3 âåòâè íàçûâàþòñÿ àêóñòè÷åñêèìè. Äëÿ
íèõ ωj(k) → 0 ïðè k → 0. Îñòàëüíûå âåòâè íàçûâàþòñÿ îïòè÷åñêèìè (âåòâè

îïòè÷åñêèõ êîëåáàíèé). Äëÿ íèõ ωj(q) → ω
(0)
j ïðè k → 0.

Ðèñ. 13: a) Êîëåáàòåëüíûå âåòâè ωj(k) âäîëü îäíîãî èç íàïðàâëåíèé â k-ïðî-
ñòðàíñòâå. b) Àïïðîêñèìàöèÿ êîëåáàòåëüíûõ âåòâåé ïî Äåáàþ è Ýéíøòåéíó.

Òåêóùèå êîîðäèíàòû àòîìà çàïèøåì â âèäå

rn,α = an + dα + qn,α.

qn,α � âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé ñìåùåíèå àòîìà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ñîâîêóï-
íîñòü 3σN ñìåùåíèé qn,α,i îáîçíà÷èì q.
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Ïðè ðàññìîòðåíèè ìàëûõ êîëåáàíèé ðåøåòêè â èñõîäíîé ôóíêöèè Ãàìèëüòî-
íà

H =
∑
n,α,i

p2
n,α,i

2mα
+W (q)

ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ W (q) ðàçëîæèì ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ñìåùåíèé qn,α,i

W (q) = W (0) +
∑
n,α,i

(
∂W

∂qn,α,i

)
0
qn,α,i +

1

2

∑
n, α, i;

n′, α′, i′

γn′,α′,i′

n,α,i qn,α,iqn′,α′,i′ + · · · ,

ãäå γn′,α′,i′

n,α,i =

(
∂2W

∂qn,α,i∂qn′,α′,i′

)
0
. Âåëè÷èíó W (0) ïîëîæèì ðàâíûì íóëþ, âûáðàâ

ñïåöèàëüíûì îáðàçîì íà÷àëî îòñ÷åòà ýíåðãèè. Ïðîèçâîäíûå

(
∂W

∂qn,α,i

)
0

= 0, òàê

êàê â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ëþáîé àòîì, ðàâíà íóëþ.
Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ ïî ñìåùåíèÿì ïðè-
ìåò âèä

H =
∑
n,α,i

p2
n,α,i

2mα
+

1

2

∑
n, α, i;

n′, α′, i′

γn′,α′,i′

n,α,i qn,α,iqn′,α′,i′, γn′,α′,i′

n,α,i = γn,α,i
n′,α′,i′.

Ýòîé ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

mαq̈n,α,i = −
∑
n,α,i

γn′,α′,i′

n,α,i qn′,α′,i′, α, α′ = 1, 2, ..., σ, i, i′ = x, y, z, n,n′ ∼ N.(77)

Ñíà÷àëà ïîëó÷èì ðåøåíèÿ ÷àñòíîãî âèäà � íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ

q
(k,j)
n,α,i =

√
mαU

(j)
α,i (k) exp(i(k · an − ωj(k)t)).

×àñòîòû ωj(k) è àìïëèòóäû U
(j)
α,i îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé∑

α′,i′

Dαi,α′i′(k)U
(j)
α′,i′(k) = ω2

j (k)U
(j)
α,i (k),

ãäå

Dαi,α′i′(k) = (mαmα′)−1/2
∑
n′

γn,α,i
n′,α′,i′ exp(ik · (an′ − an)).

Çàòåì ìîæíî ïîñòðîèòü îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (77)

qn,α,i =
∑
j,k

Qj(k)U
(j)
α,i (k) exp(i(k · a)n − ωj(k)t).
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Ñîâåðøèâ êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ê íîâûì êîîðäèíàòàì Qj(k) è èìïóëü-
ñàì Pj(k) (èõ íàçûâàþò íîðìàëüíûìè), ïîëó÷èì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà â íîâûõ
ïåðåìåííûõ

H(Q,P ) =
∑
j,k

Hj,k, Hj,k =
1

2
[P 2

j (k) + ωj(k)Q2
j(k)].

Òàêàÿ ñòðóêòóðà ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà óêàçûâàåò íà òî, ÷òî êîëåáëþùàÿñÿ êðè-
ñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà â êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè ïî ñìåùåíèÿì ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê ñèñòåìà íåçàâèñèìûõ îñöèëëÿòîðîâ (j,k).

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêå êàæäîìó îñöèëëÿòîðó âî âíóòðåííåé ýíåð-
ãèè ñîîòâåòñòâóåò âêëàä kT . Ïîýòîìó âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ðåøåòêè E = 3σNkT ,
à òåïëîåìêîñòü CV,N = 3σNk. Äëÿ îäíîàòîìíûõ êðèñòàëëîâ CV,N = 3Nk. Äëÿ
ãðàìì-ìîëåêóëû âåùåñòâà CV,N = 3NAk (NA = 6.02 × 10−23 � ÷èñëî Àâîãàäðî).
Ýòî çàêîí Äþëîíãà è Ïòè, îïðàâäûâàþùèéñÿ òîëüêî ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ.
Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ íóæíî ó÷èòûâàòü êâàíòîâûå ýôôåêòû.

Ñîãëàñíî êâàíòîâîé ìåõàíèêå îñöèëëÿòîð (j,k) ñ ÷àñòîòîé ωj(k) â ñîñòîÿíèè ñ
êâàíòîâûì ÷èñëîì nj,k èìååò ýíåðãèþ

Enj,k
= ~ωj(k)(nj,k + 1/2), nj,k = 0, 1, 2, ... .

Ñîñòîÿíèå âñåé ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòîðîâ (èäåàëüíûé ãàç), ìî-
äåëèðóþùèõ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó, çàäàåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ 3σN ÷èñåë {nj,k},
à ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ýíåðãèÿ

E{nj,k} =
∑
j,k

Enj,k
.

Êàê âñåãäà â ñëó÷àå èäåàëüíîãî ãàçà ñòàòñóììà âñåé ñèñòåìû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ñòàòñóììû îòäåëüíûõ îñöèëëÿòîðîâ

Z =
∑
{nj,k}

exp

(
−
E{nj,k}

kT

)
=
∏
{nj,k}

Z{nj,k},

Z{nj,k} =
∞∑

nj,k=0

exp

(
−
Enj,k

kT

)
= exp

(
−~ωj(k)

2kT

)(
1− exp

(
−~ωj(k)

kT

))−1

,

÷òî ïðèâîäèò äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè ê âûðàæåíèþ

E = kT 2∂ ln(Z)

∂T
=
∑
j,k

~ωj(k)

2
+
∑
j,k

ε(~ωj(k)), ε(y) =
y

exp
( y

kT

)
− 1

.

Ïåðâàÿ ñóììà äàåò íàèìåíüøóþ ýíåðãèþ ðåøåòêè Eo, êîãäà âñå îñöèëëÿòîðû íà-
õîäÿòñÿ â ñâîèõ ñàìûõ íèæíèõ ïî ýíåðãèè ñîñòîÿíèÿõ. Ðàññìîòðèì âòîðóþ ñóììó.
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Îò ñóììèðîâàíèÿ ïî k ïåðåéäåì ê èíòåãðèðîâàíèþ. Îáúåì ÇÁ ðàâåí ΩB =
(2π)3

Ωa
.

Òî÷êè k ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî ïî ÇÁ. Íà êàæäîå èç N ñîñòîÿíèé ïðèõîäèòñÿ

îáúåì
(2π)3

V
(V � îáúåì, çàíèìàåìûé ñèñòåìîé). Ïîýòîìó

∑
k

→ V

(2π)3

∫
dk.

Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ òðåáóþò çíàíèÿ çàâèñèìîñòåé ωj(k). Ðàññìîòðèì ïðîñòåé-
øóþ ìîäåëü. Äëÿ îïòè÷åñêèõ âåòâåé ïðèìåì (ïðèáëèæåíèå Ýéíøòåéíà, ñì.
ðèñ. 13b):

ωj(k) = ω
(o)
j , j = 4, 5, ...3σ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Toj = ~ω(o)
j /k (j = 4, 5, ..., 3σ). Òîãäà âêëàä îïòè÷åñêèõ âåòâåé

âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ áóäåò

Eopt =
3σ∑
j=4

∑
k

~ω(o)
j

exp
(
~ω(o)

j /kT
)
− 1

= NkT

3σ∑
j=4

Toj/T

exp(Toj/T )− 1
.

Äëÿ âñåõ òðåõ àêóñòè÷åñêèõ âåòâåé ïðèìåì îäèí è òîò æå ëèíåéíûé çàêîí äèñ-
ïåðñèè (ïðèáëèæåíèå Äåáàÿ, ñì. ðèñ. 13b)

ωj(k) = vk, j = 1, 2, 3.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî k â âû÷èñëåíèè âêëàäà àêóñòè÷åñêèõ âåòâåé â ýíåðãèþ
âîñïîëüçóåìñÿ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò è çàìåíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî ÇÁ
èíòåãðèðîâàíèåì ïî ðàâíîâåëèêîé ñôåðå (ðàäèóñà km):

Eac =
3∑

j=1

∑
k

ε(~vk) → 3
V

(2π)3

∫
ÇÁ

ε(~vk)dk = 3
V

(2π)34π

∫ km

0
ε(~vk)k2dk.

Ñäåëàåì åùå îäíó çàìåíó k → ω: ω = vk.

Eac =
3V

2π2v3

∫ ωm

0
ε(~ω)ω2dω =

∫ ωm

0
ε(~ω)g(ω)dω, g(ω) =

3V

2π2v3ω
2.

g(ω)dω � ÷èñëî ñîñòîÿíèé â ÷àñòîòíîì èíòåðâàëå dω. Â òðåõ àêóñòè÷åñêèõ âåòâÿõ
èìååòñÿ 3N ñîñòîÿíèé. Ïîýòîìó

3N =

∫ ωm

0
g(ω)dω =

V ω3
m

2π2v3 , ωm = v

(
6π2

Ωa

)1/3

.

Òàêèì îáðàçîì

Eac =

∫ ωm

0

~ω
exp(~ω/kT )− 1

g(ω)dω.
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Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ x = (~ω/kT ) è òàê íàçûâàåìóþ òåìïåðàòóðó Äåáàÿ
TD = ~ωm/k. Òîãäà âêëàä àêóñòè÷åñêèõ âåòâåé â ýíåðãèþ ïðèìåò âèä

Eac = 3NkTD(TD/T ),

ãäå D(y) � ôóíêöèÿ Äåáàÿ:

D(y) =
3

y3

∫ y

0

x3dx

exp(x)− 1
.

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ïîëíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè ïîëó÷àåì

E = Eo +NkT

(
3D(TD/T ) +

3σ∑
j=4

Toj/T

exp(Toj/T )− 1

)
.

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûå ñëó÷àè.
Ñëó÷àé âûñîêèõ òåìïåðàòóð T � TD, Toj, TD/T = y � 1,
Ïðè ìàëûõ y ôóíêöèÿ Äåáàÿ

D(y) =
3

y3

∫ y

0

x3dx

exp(x)− 1
≈ 3

y3

∫ y

0

x3dx

x+ x2/2
≈ 3

y3

∫ y

0
(x2 − x3/2)dx = 1− 3

8
y

è

Toj/T

exp(Toj/T )− 1
≈ 1− Toj

2T
.

Ïîëíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ

E = Eo + 3NσkT +O(1/T ). (78)

Òåïëîåìêîñòü

CV,N = 3σNk; ïðè σ = 1 CV,N = 3Nk, (79)

ò.å. êàê âñåãäà ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò êëàññè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ.
Ñëó÷àé íèçêèõ òåìïåðàòóð T � TD, Toj.

D(y) ≈ 3

y3

∫ ∞

0

x3dx

exp(x)− 1
=
π4

15

3

y3 ,
x

exp(x)− 1
≈ x exp(−x) ïðè x� 1.

E = Eo +
3π4

5
NkT (T/TD)3 +O(exp(−Toj/T )), (80)

CV,N ≈
12

5
π4Nk(T/TD)3 ∼ T 3. (81)

Ðèñ. 14 ïîêàçûâàåò õîä òåïëîåìêîñòè îäíîàòîìíîãî êðèñòàëëà â ðàññìîòðåí-
íîé ìîäåëè. Â ðåàëüíûõ êðèñòàëëàõ çàâèñèìîñòè ωj(k) áîëåå ñëîæíûå, íî êà÷å-
ñòâåííî õîä òåïëîåìêîñòè ñîõðàíÿåòñÿ òàêèì æå.

Òåìïåðàòóðû Äåáàÿ ìîãóò âàðüèðîâàòüñÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ (ñì. òàáëèöó 3).
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Ðèñ. 14: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè òåïëîåìêîñòè îäíîàòîìíîãî êðèñòàëëà îò áåçðàçìåð-

íîé òåìïåðàòóðû
T

TD
.

Òàáëèöà 3: Òåìïåðàòóðû Äåáàÿ TD äëÿ íåêîòîðûõ êðèñòàëëîâ

Êðèñòàëëû Pb KBr NaCl C(àëìàç)
TD K 90 180 280 2000

4 Ôëóêòóàöèè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí

Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ äëÿ ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ â íåêîòîðîì
âîîáùå ãîâîðÿ íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, êðîìå êîîðäèíàò q è èìïóëüñîâ p çàâèñèò
îò ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ λ, îïðåäåëÿþùèõ åå ñîñòîÿíèå, è îò âðåìåíè t:
ρ = ρ(q, p, λ; t). Ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà A â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå � ýòî íåêîòîðàÿ
ôóíêöèÿ êîîðäèíàò, èìïóëüñîâ è âðåìåíè: A = A(q, p; t). Â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ
ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ a
è ìîæåò áûòü ðàññìàòðèâàåìà êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ρA(a, t) äëÿ çíà÷åíèé ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæíî íàéòè, åñëè èçâåñòíà
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ = ρ(q, p, λ; t) ñèñòåì àíñàìáëÿ ïî ìèêðîñîñòîÿíèÿì:

ρA(a, t) =

∫
δ(a− A(q, p; t))ρ(q, p, λ; t)dΓ.

Ýòà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ åñòåñòâåííî íîðìèðîâàíà íà 1:∫
ρA(a, t)da =

∫ (∫
δ(a− A(q, p; t))da

)
︸ ︷︷ ︸ ρ(q, p, λ; t)dΓ =

∫
ρ(q, p, λ; t)dΓ = 1.

= 1

Ïóñòü, íàïðèìåð, ρ = ρEo
(q, p, ;V,N) =

1

g(Eo, V,N)
δ(Eo − H(q, p)) � ôóíêöèÿ
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ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, à ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà � ïîëíàÿ ìåõàíè÷å-
ñêàÿ ýíåðãèÿ E = H(q, p). Òîãäà

ρEo
=

∫
1

g(Eo, V,N)
δ(E −H(q, p))δ(Eo −H(q, p))dΓ =∫

1

g(Eo, V,N)
δ(E −H)δ(Eo −H)g(H)dH = δ(E − Eo).

Ïîëó÷àåì åñòåñòâåííûå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ðåçóëüòàòû:

E =

∫
Eδ(E − Eo)dE = Eo, E2 = E2

o , (∆E)2 = 0.

4.1 Ôëóêòóàöèè ýíåðãèè è òåìïåðàòóðû

Ïóñòü ρ = ρcan(q, p;T, V,N) =
1

Z(T, V,N)
exp(−H(q, p)

kT
) � ôóíêöèÿ êàíîíè÷åñêîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ, à ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà � îïÿòü ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ E =
H(q, p). Òîãäà

ρcan(E) =

∫
1

Z(T, V,N)
δ(E −H(q, p)) exp

(
−H(q, p)

kT

)
dΓ =

=
1

Z(T, V,N)

∫
δ(E −H) exp

(
− H

kT

)
g(H)dH =

1

Z(T, V,N)
exp

(
− E

kT

)
g(E).

Z(T, V,N) =

∫
exp(−E/kT )g(E)dE.

Îáîçíà÷èì β = (kT )−1. Äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ è äèñïåðñèè ýíåðãèè ïîëó÷àåì

E =

∫
E exp(−βE)g(E)dE = − 1

Z

∂Z

∂β
, E2 =

1

Z

∂2Z

∂β2 ,

(∆E)2 =
∂

∂β

(
1

Z

∂Z

∂β

)
= −∂E

∂β
.

Âîçâðàùàÿñü îò β ê ïåðåìåííîé T (− ∂

∂β
= kT 2 ∂

∂T
), ïîëó÷àåì äëÿ ýíåðãèè, åå

äèñïåðñèè è îòíîñèòåëüíîé ôëóêòóàöèè

E = kT 2 1

Z

∂Z

∂T
= kT 2∂ lnZ

∂T
, (∆E)2 = kT 2CV,N , δE =

√
kT 2CV,N

E
.

Ïðèìåíåíèå êâàíòîâîãî êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàåò òîò æå ðåçóëüòàò.
Ïðèìåðû.
1. Îäíîàòîìíûé èäåàëüíûé ãàç (ñì. ðàçäåëû 2.7 è 2.12).

CV =
3

2
Nk, E =

3

2
NkT, δE =

√
2

3
N−1/2.
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2. Ðàâíîâåñíîå èçëó÷åíèå. Èç (66) è (65) ïîëó÷àåì äëÿ îòíîñèòåëüíîé ôëóêòó-
àöèè ýíåðãèè

δE =
2
√

30.6

π2 N−1/2.

3. Êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà. Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ èç (79) è (78) íàõî-
äèì äëÿ îòíîñèòåëüíîé ôëóêòóàöèè ýíåðãèè (íàïîìíèì, ÷òî σ � ÷èñëî àòîìîâ â
ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå, N � ÷èñëî ÿ÷ååê â ðåøåòêå, ÷èñëî àòîìîâ â ðåøåòêå � σN)

δE =
1√
3
(σN)−1/2,

à ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ èç (80) è (81)

δE =
2
√

5σ√
3π2

(
TD

T

)3/2

(σN)−1/2.

Ýòè ÷àñòíûå ñëó÷àè èëëþñòðèðóþò îáùåå ïîëîæåíèå, êàñàþùååñÿ çàâèñèìîñòè
îòíîñèòåëüíîé ôëóêòóàöèè àääèòèâíîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû îò ÷èñëà ÷àñòèö â
ñèñòåìå (ñì. ðàçäåë 2.7).

Åñëè ñèñòåìà ñîõðàíÿåò îáúåì è ÷èñëî ÷àñòèö, òî ñ ìàêðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ñâÿçàíî ñ èçìåíåíèåì òåìïåðàòóðû

∆E =

(
∂E

∂T

)
V,N

∆T = CV,N∆T.

Ïîýòîìó (∆E)2 = C2
V,N(∆T )2 è äëÿ äèñïåðñèè è îòíîñèòåëüíîé ôëóêòóàöèè

òåìïåðàòóðû ïîëó÷àåì

(∆T )2 =
(∆E)2

C2
V,N

=
kT 2

CV,N
, δT =

√
(∆T )2

T
=

√
k

CV,N
. (82)

4.2 Ôëóêòóàöèè ÷èñëà ÷àñòèö è îáúåìà

Ñèñòåìó ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö îïèñûâàåò áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäå-
ëåíèå (äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáåðåì êâàíòîâûé âàðèàíò)

ρbcan =
1

Zb
exp

(
µÑ − En,Ñ

kT

)
, Zb =

∞∑
Ñ=0

exp

(
µÑ

kT

)∑
n

(
−
En,Ñ

kT

)
.

N =
∞∑

Ñ=0

Ñ exp

(
µÑ

kT

)∑
n

(
−
En,Ñ

kT

)
=
kT

Zb

∂Zb

∂µ
, N 2 =

(kT )2

Zb

∂2Zb

∂µ2 .
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Äëÿ äèñïåðñèè è îòíîñèòåëüíîé ôëóêòóàöèè ïîëó÷àåì

(∆N)2 = (kT )2

[
1

Zb

∂2Zb

∂µ2 −
1

Z2
b

(
∂Zb

∂µ

)2
]

= (kT )2∂

∂µ

(
1

Zb

∂Zb

µ

)
= kT

(
∂N

∂µ

)
T,V

.(83)

δN =

√
kT

N 2

(
∂N

∂µ

)
T,V

. (84)

Íî (
∂N

∂µ

)
T,V

=

(
∂N

∂p

)
T,V

(
∂p

∂µ

)
T,V

=
N

V

(
∂N

∂p

)
T,V

,

òàê êàê(
∂p

∂µ

)
T,V

= − ∂

∂µ

(
∂Ω

∂V

)
T,µ

= − ∂

∂V

(
∂Ω

∂µ

)
T,V

=

(
∂N

∂V

)
T,µ

=
N

V
.

Ïîýòîìó äèñïåðñèÿ è îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ ÷èñëà ÷àñòèö ðàâíû

(∆N)2 =
kTN

V

(
∂N

∂p

)
T,V

, δN =

√
kT

NV

(
∂N

∂p

)
T,V

. (85)

Ýòè ôîðìóëû áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíû ïî ñðàâíåíèþ ñ (83) è (84), ò.ê. äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ïî íèì íóæíî ëèøü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (f(T, V, p,N) = 0).

Íàïðèìåð, äëÿ èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà

pV = NkT,

(
∂N

∂p

)
T,V

=
V

kT
, (∆N)2 = N, δN = N−1/2.

Ïîäåëèâ (85) íà V 2, ïîëó÷àåì äèñïåðñèþ ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö n =
N

V
, ïðè-

÷åì ïëîòíîñòü ìîæåò ìåíÿòüñÿ ëèáî çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â ôèêñèðî-
âàííîì îáúåìå, ëèáî çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ îáúåìà ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå ÷àñòèö:

(∆n)2 =
kTN

V 2

(
∂n

∂p

)
T,V

=
kTN

V 2

(
∂n

∂p

)
T,N

.

Ïîýòîìó

∆n = −N

V 2∆V,
N 2

V 4 (∆V )2 = −kTN
V 2

N

V 2

(
∂V

∂p

)
T,N

.

Îòêóäà äëÿ äèñïåðñèè îáú¼ìà èìååì

(∆V )2 = −kT
(
∂V

∂p

)
T,N

. (86)

Íàïðèìåð, äëÿ èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà

(∆V )2 =
V 2

N
, δV = N−1/2.
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4.3 Ôëóêòóàöèè â èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðàõ

Ðàññìîòðèì ïðóæèííûå âåñû (ðèñ. 15a). Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ κzo = mg. Ïî
ðàñòÿæåíèþ zo ìîæíî ñóäèòü î ìàññå m:

m =
κzo

g
.

Îäíàêî zo ôëóêòóèðóåò. Ðàññìàòðèâàÿ ïðóæèíó ñ ãðóçîì êàê ïîäñèñòåìó, íà-
õîäÿùóþñÿ â ðàâíîâåñèè ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ïðè òåìïåðàòóðå T , ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î ðàâíîðàñïðåäåëåíèè ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû äëÿ
îïðåäåëåíèÿ äèñïåðñèè âåëè÷èíû zo

1

2
κ(∆zo)2 =

1

2
kT, (∆zo)2 =

kT

κ
.

Ìèíèìàëüíàÿ ìàññà ∆m, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïðè îòäåëüíîì âçâåøè-

Ðèñ. 15: a � ïðóæèííûå âåñû, b � êðóòèëüíûå âåñû.

âàíèè, ðàâíà

∆m =
κ

g

√
(zo)2.

Ïóñòü èñïîëüçóåòñÿ ïðóæèíà, êîòîðàÿ ïîä äåéñòâèåì ãðóçà ñ ìàññîé 1 ìã ðàñòÿãè-
âàåòñÿ íà 1 ñì.

κ =
mg

zo
=

10−6 · 10

10−2 = 10−3 í

ì
.

Òîãäà ïðè òåìïåðàòóðå T = 300 K

(zo)2 =
1.38 · 10−23 · 300

10−3 ≈ 4 · 10−18 ì2, ∆m =

√
10−3 · 4 · 10−19

10
≈ 6 · 10−12 êã,

∆m

m
=

6 · 10−12

10−6 = 6 · 10−6.
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Ïðè òàêèõ èçìåðåíèÿõ òåïëîâûå ôëóêòóàöèè íå ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè. Áîëåå
÷óâñòâèòåëüíîé ñèñòåìîé ÿâëÿþòñÿ êðóòèëüíûå âåñû (ðèñ. 15b). Äëÿ íèõ

1

2
D(∆ϕ)2 =

1

2
kT, (∆ϕ)2 =

kT

D
.

Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé êâàðöåâîé íèòè

D =
πr4N

2l
, N = 1.4 · 1010 í

ì2 , r = 10−6 ì l = 0.1 ì.

D =
3.14 · 10−24 · 1.4 · 1010

2 · 10−1 ≈ 2 · 10−13 Äæ,

(∆ϕ)2 =
300 · 1.38 · 10−23

2 · 10−13 ≈ 2 · 10−8,

√
(∆ϕ)2 ≈ 1.4 · 10−4.

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñìåùåíèþ çàé÷èêà íà 5 · 2 · 1.4 · 10−4 = 1.4 · 10−3 ì ïî øêàëå,
îòñòîÿùåé îò çåðêàëüöà íà ðàññòîÿíèè 5 ì, ÷òî âïîëíå íàáëþäàåìî. Íî åñòü åùå
ìíîãî äðóãèõ ïðè÷èí, ïðèâîäÿùèõ ê ïîãðåøíîñòÿì èçìåðåíèé (òðåíèå â ïîäâåñêå,
âîçäóøíûå ïîòîêè è ò.ï.).

4.4 Ôëóêòóàöèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí

Ðàññìîòðèì ôëóêòóàöèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí, îòíîñÿùèõñÿ ê âûäåëåííîé
â áîëüøîé çàìêíóòîé ñèñòåìå êàêîé-ëèáî ìàëîé, íî òîæå ìàêðîñêîïè÷åñêîé, åå
÷àñòè, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü òåëîì. Ïóñòü èçìåíåíèå ýíåðãèè ∆E òåëà ìîæåò
ïðîèñõîäèòü çà ñ÷åò ïîëó÷åíèÿ òåïëà ∆Q îò áîëüøîé ïîäñèñòåìû (ñðåäû) è çà ñ÷åò
ðàáîòû, ñîâåðøàåìîé êàê ñðåäîé −p∆V , òàê è âíåøíèì èñòî÷íèêîì ðàáîòû R:

∆E = ∆Q− p∆V +R

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåëî ñàìî íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâ-
íîâåñèÿ, íî íå íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè ñî ñðåäîé. Òàêèì îáðàçîì ìû ìîäåëèðóåì
âîçíèêàþùèå â ñèñòåìå ôëóêòóàöèè. Ïåðåõîä òåëà èç ðàâíîâåñíîãî ñî ñðåäîé ñî-
ñòîÿíèÿ â íåðàâíîâåñíîå ìîæåò ïðîèñõîäèòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Åñëè òàêîé ïå-
ðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ êâàçèñòàòè÷åñêè, òî ∆Q = T∆S. Âî âñåõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ
∆Q < T∆S. Ïîýòîìó

R = ∆E −∆Q+ p∆V > ∆E − T∆S + p∆V = Rmin, (87)

ãäå T è p òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå â ñðåäå. Ïóñòü òåïåðü Stot = Stot(Etot) � ïîëíàÿ
ýíòðîïèÿ âñåé ñèñòåìû (òåëî + ñðåäà), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé åå ïîëíîé ýíåð-
ãèè Etot ïðè êâàçèñòàòè÷åñêîì èçìåíåíèè åå ñîñòîÿíèÿ. Ïóñòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû
õàðàêòåðèçóåòñÿ òî÷êîé a (ñì. ðèñ. 16) Åñëè æå òåëî íå íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè ñî
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Ðèñ. 16: Ê ïîäñ÷åòó âåðîÿòíîñòè ôëóêòóàöèè.

ñðåäîé (ïðè òîì æå çíà÷åíèè ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû), òî â ýòîì ñîñòîÿíèè ñèñòå-
ìû åå ýíòðîïèÿ áóäåò ìåíüøå (òî÷êà b íà ðèñ. 16) íà âåëè÷èíó −∆Stot (∆Stot < 0).
Îòðåçîê æå cb äàåò èçìåíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ïðè îáðàòèìîì àäèàáàòè-
÷åñêîì ïåðåõîäå òåëà èç ðàâíîâåñíîãî ñî ñðåäîé ñîñòîÿíèÿ (òî÷êà c) â ñîñòîÿíèå,
ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷êå b, ò.å. ýòî è åñòü ìèíèìàëüíàÿ ðàáîòà Rmin = (∆Etot)c âíåø-
íåãî èñòî÷íèêà äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ýòîãî ïåðåõîäà. Ïîëàãàÿ ìàëûì |∆Stot|, íàõîäèì
èç ðèñ. 16 ñ èñïîëüçîâàíèåì (87):

tgα =
ab

bc
=

[
(−∆Stot)

∆Etot

]
c

=
1

Tc
, ∆Stot = −Rmin

Tc
= − 1

Tc
(∆E − Tc∆S + pc∆V ).

Â ýòîé ôîðìóëå, äàþùåé èçìåíåíèå ýíòðîïèè ñèñòåìû ïðè îïèñàííîé ôëóêòóà-
öèè, ∆E, ∆S è ∆V � ýòî èçìåíåíèå ýíåðãèè, ýíòðîïèè è îáúåìà òåëà ïðè ïåðåõîäå
ñèñòåìû èç ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ (òî÷êà c) â ñîñòîÿíèå ñ ôëóêòóàöèåé (òî÷êà b),
à Tc è pc � òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå â ñðåäå.

Ñîãëàñíî (13) ÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû (òî÷êà

a) ðàâíî ∆Wa = exp

(
Sa

k

)
. Ò.ê. ÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè

ïîäàâëÿþùèì îáðàçîì ïðåâîñõîäèò ÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé âî âñåõ íåðàâíîâåñíûõ
ñîñòîÿíèÿõ, òî çà ïîëíîå ÷èñëî äîñòóïíûõ ñèñòåìå ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ ìèêðî-
ñîñòîÿíèé ìîæíî ïðèíÿòü ∆Wa. ×èñëî æå ìèêðîñîñòîÿíèé ïðè íàëè÷èè ôëóêòó-

àöèè (òî÷êà b) � ∆Wb = exp

(
Sb

k

)
. Âåðîÿòíîñòü ôëóêòóàöèè

w ∼ ∆Wb

∆Wa
= e

(
Sb − Sa

k

)
= e

(
∆Stot

k

)
= e

(
−∆E − Tc∆S + pc∆V

kTc

)
. (88)

Ñ÷èòàÿ ôëóêòóàöèè ìàëûìè, ðàçëîæèì ïðèðàùåíèå ýíåðãèè ∆E ïî ìàëûì ïðè-
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ðàùåíèÿì ∆S è ∆V âïëîòü äî âåëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè

∆E = E ′S∆S + E ′V ∆V +
1

2
(E ′′SS(∆S)2 + 2E ′′SV ∆S∆V + E ′′V V (∆V )2).

Òàê êàê E ′S = Tc è E
′
V = −pc, òî ëèíåéíûå ïî ∆S è ∆V ÷ëåíû â â âûðàæåíèè äëÿ

∆Stot â (88) âçàèìíî óíè÷òîæàòñÿ, à êâàäðàòè÷íûå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

∆Stot = 1
2(E

′′
SS(∆S)2 + 2E ′′SV ∆S∆V + E ′′V V (∆V )2) = (89)

= 1
2T [∆S(T ′S∆S + T ′V ∆V ) + ∆V (−p′S∆S − p′V ∆V )] = 1

2T (∆S∆T −∆p∆V ),

÷òî äàåò äëÿ âåðîÿòíîñòè ôëóêòóàöèè âûðàæåíèå

w ∼ e

(
−E

′′
SS(∆S)2 + 2E ′′SV ∆S∆V + E ′′V V (∆V )2

2kT

)
= e

(
∆p∆V −∆S∆T

2kT

)
, (90)

ïîçâîëÿþùåå âû÷èñëÿòü íå òîëüêî äèñïåðñèè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, íî è êîððåëÿ-
öèè èõ ôëóêòóàöèé.

Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé, êîãäà â êà÷åñòâå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ áûëè
âûáðàíû äâà (ýíòðîïèÿ S è îáúåì V ), èçìåíåíèå (ôëóêòóàöèÿ) êîòîðûõ â ìàëîé
ïîäñèñòåìå (òåëå) è îïðåäåëÿëî ôëóêòóàöèþ âî âñåé ìàêðîñèñòåìå. Ñîãëàñíî (89)
èçìåíåíèå ýíòðîïèè âñåé ñèñòåìû ïðè ôëóêòóàöèè ∆Stot ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé
ôîðìîé ôëóêòóàöèé âåëè÷èí S è V òåëà îòíîñèòåëüíî èõ çíà÷åíèé â ñðåäå. È
èìåííî ∆Stot îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñ ôëóêòóàöèåé
(ñì. (90)).

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå òåëà, íå íàõîäÿùåãîñÿ â ðàâíî-
âåñèè ñî ñðåäîé, çàäàåòñÿ ìàêðîïàðàìåòðàìè x ≡ (x1, x2, ..., xn), âåðîÿòíîñòü
ôëóêòóàöèè ñèñòåìû ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå (äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì
ti = ∆xi âåëè÷èíó ôëóêòóàöèè ìàêðîïàðàìåòðà xi)

w = exp

(
∆Stot

k

)
= A exp

(
−1

2

∑
i,j

βi,jtitj

)
, (91)

ãäå βi,j � ýëåìåíòû ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû βi,j = −
(
∂2∆Stot

∂ti∂tj

)
ti,tj=0

.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîðìèðîâî÷íîãî èíòåãðàëà

A−1 =

∫
exp

(
−1

2

∑
i,j

βi,jtitj

)
dt1dt2...dtn

ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ ti =
∑

i′ αi,i′t
′
i′ è âûáåðåì êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâà-

íèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñòàëà ñóììîé
êâàäðàòîâ. ∑

i,j

βi,jtitj =
∑
i,j

∑
i′,j′

βi,jαi,i′αj,j′t′i′t
′
j′ =

∑
i′,j′

δi′,j′t′i′t
′
j′,
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ò.å. ∑
i,j

βi,jαi,i′αj,j′ = δi′,j′, èëè αtrβα = I.

Îáîçíà÷èì ∆α è ∆β îïðåäåëèòåëè ìàòðèö α è β. Òàê êàê îïðåäåëèòåëü òðàíñïî-
íèðîâàííîé ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì ñàìîé ìàòðèöû, à îïðåäåëèòåëü
ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö, òî ∆2

α∆β = 1 è

∆α = ∆
−1/2
β . ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ J =

∂(t1, t2, ..., tn)

∂(t′1, t
′
2, ..., t

′
n)

= ∆α. Ïîýòîìó â íîâûõ

ïåðåìåííûõ

A−1 = J

n∏
i=1

∫ ∞

−∞
exp

(
−t

2
i

2

)
dti =

(
(2π)n

∆β

)1/2

, ò.å. A =

√
∆β

(2π)n
.

w =

√
∆β

(2π)n
exp

(
−1

2

∑
i,j

βi,j∆xi∆xj

)
. (92)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíû

Xi =
n∑

j′=1

βi,j′xj′.

è èõ ôëóêòóàöèè

∆Xi =
n∑

j′=1

βi,j′(xj′ − xj′) =
n∑

j′=1

βi,j′∆xj′ =
n∑

j′=1

βi,j′t′j = − ∂

∂ti

(
∆Stot

k

)
. (93)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñðåäíåãî è íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ñ ïîìîùüþ ðàñ-
ñìîòðåííîé âûøå çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå, ñïðàâåä-
ëèâîå ïðè ïðîèçâîëüíûõ xj (j = 1, 2, ..., n)√

∆β

(2π)n

∫
xj exp

−1

2

∑
m,l

βm,l(xm − xm)(xl − xl)

 dx1dx2...dxn = xj.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ñîîòíîøåíèå ïî xi:√
∆β

(2π)n

∫
xj

n∑
j′=1

βi,j′∆xj′ exp

−1

2

∑
m,l

βm,l∆xm∆xl

 dx1dx2...dxn = δj,i.

Òàê êàê ∆Xi = 0 è ó÷èòûâàÿ (93), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

∆xj∆Xi = δj,i, èëè
n∑

l=1

βi,l∆xj∆xl = δj,i.
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Óìíîæàÿ íà (β−1)m,i è ñóììèðóÿ ïî i, ïðèõîäèì ê ôîðìóëàì, äàþùèì êîððåëÿ-
öèþ ôëóêòóàöèé âåëè÷èí xj è xm è èõ äèñïåðñèè:

∆xj∆xm = (β−1)j,m, (∆xj)2 = (β−1)j,j.

Ëåãêî òåïåðü âû÷èñëèòü òàêæå è

∆Xj∆Xm = βj,m, (∆Xj)2 = βj,j.

Åñëè çàäàíû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû f = f(x1, x2, ..., xn) è ϕ = ϕ(x1, x2, ..., xn), òî

äëÿ ìàëûõ ôëóêòóàöèé ∆f ≈
n∑

l=1

∂f

∂xl
∆xl, ∆ϕ ≈

n∑
l=1

∂ϕ

∂xl
∆xl è

∆f∆ϕ ≈
∑
i,j

∂f

∂xi

∂ϕ

∂xj
∆xi∆xj =

∑
i,j

∂f

∂xi

∂ϕ

∂xj
(β−1)i,j,

(∆f)2 ≈
∑
i,j

∂f

∂xi

∂f

∂xj
∆xi∆xj =

∑
i,j

∂f

∂xi

∂f

∂xj
(β−1)i,j

è àíàëîãè÷íî äëÿ äèñïåðñèè ϕ.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû β ñèììåòðè÷íîé áóäåò è îáðàòíàÿ åé

ìàòðèöà β−1. Ïðè n = 2 îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû β ðàâåí ∆β = β11β22 − β2
12, à

β−1 =
1

∆β

(
β22 −β12

−β12 β11

)
.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü ìàêðîñîñòîÿíèå ñèñòåìû çàäàåòñÿ òåìïåðàòóðîé T
è îáúåìîì V . Òîãäà

∆p =

(
∂p

∂T

)
V

∆T +

(
∂p

∂V

)
T

∆V, ∆S =

(
∂S

∂T

)
V

∆T +

(
∂S

∂V

)
T

∆V.

Íî(
∂S

∂T

)
V

=
1

T

(
T∂S

∂T

)
V

=
1

T

(
∂Q

∂T

)
V

=
CV

T
,

(
∂S

∂V

)
T

= − ∂2F

∂V ∂T
=

(
∂p

∂T

)
V

Âûðàæåíèå (90) äëÿ âåðîÿòíîñòè ôëóêòóàöèè ïðèîáðåòàåò âèä

w ∼ exp

(
− CV

2kT 2 (∆T )2
)

exp

((
∂p

∂V

)
T

(∆V )2

2kT

)
. (94)

Íàïîìíèì, ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé çíà÷åíèé íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû x, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì x è äèñïåðñèåé
(∆x)2 (òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò òàêæå ðàñïðåäåëåíèåì Ãàóññà), èìååò âèä

w(x) =
1

√
2π(∆x)2

exp

(
−(x− x)2

2(∆x)2

)
.
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Èç (94) âèäíî, ÷òî îáú¼ì V è òåìïåðàòóðà T ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó
çàêîíó è ÷òî ýòî ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (w(T, V ) =
wT · wV )

(∆T )2 =
kT 2

CV
, (∆V )2 = −kT

(
∂V

∂p

)
T

, ∆V∆T = 0. (95)

Èíà÷å, èç (94) ñîãëàñíî (92)

β11 =
CV

kT 2 , β22 = − 1

kT

(
∂p

∂V

)
T

, β12 = 0,

(
β−1)

11 =
kT 2

CV
,
(
β−1)

22 = −kT
(
∂V

∂p

)
T

,
(
β−1)

12 = 0

ñ òåìè æå çíà÷åíèÿìè (95) äëÿ äèñïåðñèè T è V .
Äëÿ äèñïåðñèè òåìïåðàòóðû è îáúåìà ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä äàåò òàêèå æå

âûðàæåíèÿ, ÷òî è ïîëó÷åííûå ðàíåå äðóãèì ñïîñîáîì (ñì. (82), (86)).
Ðàññìîòðèì åùå ïðèìåð. Ïóñòü òåïåðü ìàêðîñîñòîÿíèå ñèñòåìû çàäàåòñÿ òåì-

ïåðàòóðîé T è äàâëåíèåì p. Òîãäà

∆V =

(
∂V

∂T

)
p

∆T +

(
∂V

∂p

)
T

∆p, ∆S =

(
∂S

∂T

)
p

∆T +

(
∂S

∂p

)
T

∆p.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Φ ≡ E − TS + pV = F + pV

åñòåñòâåííûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ òåìïåðàòóðà T , äàâëåíèå p è ÷èñëî ÷àñòèö
N , à åãî äèôôåðåíöèàë

dΦ = −SdT + V dp− µdN.

Ïîýòîìó(
∂S

∂p

)
T

= − ∂2Φ

∂p∂T
= −

(
∂V

∂T

)
p

,

(
∂S

∂T

)
p

=
1

T

(
T∂S

∂T

)
p

=
1

T

(
∂Q

∂T

)
p

=
Cp

T
,

è âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè ôëóêòóàöèè ïðèîáðåòàåò âèä (91) ñ ìàòðèöåé

β =
1

kT

 −
(
∂V

∂p

)
T

−
(
∂V

∂T

)
p

−
(
∂V

∂T

)
p

Cp

T

 , ∆β =
1

k2T 2

(
−Cp

T

(
∂V

∂p

)
T

−
(
∂V

∂T

)2

p

)
.

Ïîýòîìó êîððåëÿöèÿ ôëóêòóàöèé äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû è èõ äèñïåðñèè
ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëàì

(∆p)2 = (β−1)11 =
Cp

∆βkT 2 , (∆T )2 = (β−1)22 = −

(
∂V

∂p

)
T

∆βkT
,

(∆p)∆T = (β−1)12 =

(
∂V

∂T

)
p

∆βkT
.
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Äëÿ èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà pV = NkT(
∂V

∂T

)
p

=
Nk

p
,

(
∂V

∂p

)
T

= −NkT
p2 , CV =

3

2
Nk, Cp =

5

2
Nk,

∆β =
1

k2T 2

(
Cp

T

NkT

p2 − N 2k2

p2

)
=

3

2

N 2

p2T 2 ,

(∆p)2 =
5

2
Nk

2p2T 2

3N 2kT 2 =
5

3

p2

N
, (∆T )2 =

NkT2p2T 2

p23N 2kT
=

2

3

T 2

N
,

(∆p)∆T =
Nk

p

2p2T 2

3N 2kT
=

2

3

pT

N
.

4.5 Øóìîâûå òîêè

Ðàññìîòðèì ïðîâîäíèê äëèíîé l, ïî êîòîðîìó òå÷åò òîê I. Îáîçíà÷èì çàðÿä ýëåê-
òðîíà (íîñèòåëÿ ýëåêòðè÷åñòâà) ÷åðåç −e. Åñëè v îáîçíà÷àåò ïðîåêöèþ ñêîðîñòè
ýëåêòðîíîâ íà íàïðàâëåíèå òîêà, à n = N/V � ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ â ïðîâîäíèêå,
òî ïëîòíîñòü òîêà ðàâíà i = −ej = −env, à äëÿ òîêà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

I = iS = −evnS = −e
l
vN.

Êàæäûé ýëåêòðîí âíîñèò â òîê âêëàä, ðàâíûé −e
l
v. Çàïèøåì äëÿ ìãíîâåííîãî

çíà÷åíèÿ òîêà âûðàæåíèå

I = −e
l

N∑
i=1

vi.

Òîê � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Åå ôëóêòóàöèè îáóñëîâëåíû ñëó÷àéíîé òåïëîâîé ñî-
ñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ýëåêòðîíîâ è ôëóêòóàöèÿìè ÷èñëà ýëåêòðîíîâ â âûáðàííîì
ó÷àñòêå ïðîâîäíèêà. Ïîýòîìó

I = −e
l
vN.

Âû÷èñëèì äèñïåðñèþ ñèëû òîêà

(∆I)2 = (I − I)2 =
e2

l2
(

N∑
i=1

vi − vN)2.

Ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü vi = v + ∆vi, ãäå ∆vi � òåïëîâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, à N =
N+∆N . Òåïëîâûå ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè ðàçíûõ ýëåêòðîíîâ ñòàòèñòè÷åñêè íåçà-
âèñèìû.

(∆I)2 =
e2

l2
(

N∑
i=1

v +
N∑

i=1

∆vi − vN)2 =
e2

l2
(∆Nv +

N∑
i=1

∆vi)2.
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Ïîñëå ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

(∆I)2 =
e2

l2
(v2(∆N)2 + (∆v)2N) = (∆Iäð)2 + (∆Iò)2.

Ôëóêòóàöèîííûé òîê èìååò äâå ñîñòàâëÿþùèå. Ïåðâàÿ (∆Iäð)2 íàçûâàåòñÿ
äðîáîâûì øóìîì (èëèøóìîìØîòòêè). Îí ïðîÿâëÿåòñÿ ëèøü òîãäà, êîãäà ïî
ïðîâîäíèêó òå÷åò òîê. Âòîðàÿ (∆Iò)2 íàçûâàåòñÿ òåïëîâûì øóìîì (èëè äæîí-
ñîíîâñêèì øóìîì). Îí èìååò ìåñòî è â îòñóòñòâèè òîêà â ïðîâîäíèêå.√

(∆v)2 � ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ òåïëîâàÿ ñêîðîñòü.

1

2
m(∆v)2 =

1

2
kT, (∆v)2 =

kT

m
, N − nV.

Ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ íàïðÿæåííîñòè E ýëåêòðîí çà âðåìÿ τ óñêîðÿåòñÿ îò vo = 0

äî vk = −eE
m
τ , äâèãàÿñü ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ

vñð =
1

2
(vo + vk) =

eE

2m
τ,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïëîòíîñòè òîêà

i = −envñð =
e2nτ

2m
E = σE,

n

m
=

2σ

e2τ
.

Ïîýòîìó

(∆Iò)2 =
e2

l2
nV

kT

m
=
e2kT lS2σ

l2e2τ
=

2kT(
l

σS

)
τ

=
2kT

Rτ
.

R � ñîïðîòèâëåíèå âûäåëåííîãî ó÷àñòêà ïðîâîäíèêà. Òîê, îáóñëîâëåííûé òåïëî-
âûìè ôëóêòóàöèÿìè ñêîðîñòåé, ìîæíî èñòîëêîâàòü êàê èìïóëüñû äëèòåëüíîñòè
τ . Ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà òàêîãî èìïóëüñà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëîñîé ÷àñòîò
∆fò = (2τ)−1

(∆Iò)2 = 4
kT

R
∆fò, (∆Uò)2 = 4kTR∆fò.

Åñëè ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ ïðèáîðà ∆f < ∆fò, òî äëÿ äèñïåðñèè íàïðÿæåíèÿ
òåïëîâûõ øóìîâ ïîëó÷àåì

(∆Uò)2 = 4kTR∆f,

à äëÿ ñðåäíåé ìîùíîñòè òåïëîâîãî øóìà (ôîðìóëà Íàéêâèñòà).

(Pò)2 = 4kT∆f.
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Ïðèìåð. T = 300 K, R = 100 Îì. Óñèëèòåëü ïðîïóñêàåò ïîëîñó ÷àñòîò îò 100
Ãö äî 10 êÃö. √

(∆Uò)2 =
√

4 · 1.38 · 10−23 · 300 · 104 ≈ 0.13 ìêÂ.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ýëåêòðîíû êàê èäåàëüíûé ãàç (ýòî ìîæíî äåëàòü â ïîëó-
ïðîâîäíèêàõ â ñëó÷àå ñëàáîãî âûðîæäåíèÿ), òî (∆N)2 = N è

(∆Iäð)2 =
e2v2

l2
N = e

evN

l

1

l/v
=
eI

τ
.

τ = l/v � âðåìÿ ïðîëåòà ýëåêòðîíîì ïðîâîäíèêà. Èç-çà ôëóêòóàöèé ÷èñëî ýëåê-
òðîíîâ ïîÿâëÿþòñÿ èìïóëüñû äëèòåëüíîñòè τ , êîòîðûå îòâåòñòâåííû çà äðîáîâóþ
ñîñòàâëÿþùóþ øóìà. Ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà òàêîãî èìïóëüñà õàðàêòåðè-
çóåòñÿ ïîëîñîé ÷àñòîò 2∆fäð. Ïîýòîìó

(∆Iäð)2 = 2eI∆fäð.

Èìååì äëÿ äèñïåðñèè íàïðÿæåíèÿ

(∆Uäð)2 = 2eIR2∆fäð

è äëÿ ìîùíîñòè äðîáîâîãî øóìà

Päð = 2eIR∆fäð.

Åñëè èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð èìååò ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ ∆f < ∆fò, òî ìîùíîñòü
äðîáîâîãî øóìà, âîñïðèíèìàåìàÿ ïðèáîðîì,

Päð = 2eIR∆f,

à äèñïåðñèÿ íàïðÿæåíèÿ äðîáîâîãî òîêà

(∆Uäð)2 = 2eIR2∆f.

Ïðèìåð. Êðåìíèåâûé îáðàçåö n-òèïà ñ óäåëüíûì ñîïðîòèâëåíèåì 10 Îì·ñì, äëè-
íîé l = 1 ìì, ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì S = 1 ìì2, êîíöåíòðàöèåé ýëåêòðîíîâ n = 1015

ñì−3 ïîäêëþ÷åí ê âõîäó óñèëèòåëÿ ñ ïîëîñîé ïðîïóñêàíèÿ îò 100 Ãö äî 10 êÃö.
I = 10 ìÀ. Ñîïðîòèâëåíèå îáðàçöà

R = ρ
l

S
= 10

0.1

0.01
= 100 Îì.

I = evnS, v =
I

enS
, ∆fäð =

v

2l
=

I

2enV
.

∆fäð =
10 · 10−3

2 · 1.6 · 10−19 · 1015 · 10−3 = 30 êÃö > ∆f.

√
(∆Uäð)2 =

√
2 · 1.6 · 10−19 · 10−2 · 104 · 104 ≈ 0.56 · 10−6 Â = 0.56 ìêÂ.

79



5 Ýëåìåíòû ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåñ-

ñîâ

5.1 Îäíî÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü, êîòîðûé îïèñûâàåò ëþáîå (ðàâíîâåñíîå èëè
íåðàâíîâåñíîå) ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èç ÷àñòèö. Ïóñòü åãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

ρ(ξ1, ξ2, ..., ξN ; t) = ρ(ξ; t)

ãäå ξi îáîçíà÷àåò øåñòü ïåðåìåííûõ ri è pi, îòíîñÿùèõñÿ ê i-òîé ÷àñòèöå, à ξ �
ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ âñåõ ÷àñòèö. Ââåäåì ìèêðîñêîïè÷åñêóþ
ôàçîâóþ ïëîòíîñòü (η ≡ (r,p))

f̃(η; ξ) =
N∑

i=1

δ(η − ξi) =
N∑

i=1

δ(r− ri)δ(p− pi).

Èíòåãðàë ∫
∆η

f̃(η; ξ)dη = ∆N

äàåò ÷èñëî ÷àñòèö ∆N , èìåþùèõ êîîðäèíàòû â îáúåìå ∆r è èìïóëüñû â ýëåìåíòå
îáúåìà ∆p èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà â ìîìåíò âðåìåíè t (∆r∆p = ∆η). Åñëè
÷àñòèöû òîæäåñòâåííû, òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïå-
ðåñòàíîâêè ëþáîé ïàðû òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö

ρ(...ξi, ..., ξj, ...) = ρ(...ξj, ..., ξi, ...)

Íàéäåì ñðåäíåå ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó àíñàìáëþ ìèêðîñêîïè÷åñêîé ôàçîâîé ïëîòíî-
ñòè

f(η, t) =

∫
f̃(η; ξ)ρ(ξ; t)

dξ

N !h3N
=

N∑
i=1

∫
δ(η − ξi)ρ(ξ, t)

dξ

N !h3N
=

= N

∫
ρ(η, ξ2, ξ3, ..., ξN ; t)

dξ2dξ3...dξN
N !h3N

.

Ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Îíà çàâè-
ñèò îò êîîðäèíàò r è èìïóëüñîâ p îäíîé ÷àñòèöû (òî÷êè η = (r,p)) â øåñòèìåðíîì
µ�ïðîñòðàíñòâå è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè∫

f(η, t)dη = N.

f(η; t)dη èìååò ñìûñë ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö ñ êîîðäèíàòàìè è èìïóëüñàìè â îáú-
åìå dη µ�ïðîñòðàíñòâà.
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Íàïðèìåð äëÿ èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà îäíî÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ êà-
íîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

f(r,p) =
N exp

(
− p2

2mkT

)
(2πmkT )3/2 ·

exp
(
−U(r)

kT

)
C

, C =

∫
exp

(
−U(r)

kT

)
dr. (96)

Ïóñòü A � àääèòèâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà

A(ξ) =
N∑

i=1

A(ξi).

Âû÷èñëèì åå ñðåäíåå çíà÷åíèå

A(t) =

∫
A(ξ)ρ(ξ; t)dΓ =

N∑
i=1

∫
A(ξi)ρ(ξ; t)dΓ =

=
N∑

i=1

∫
A(ξi)

1

N
f(ξi; t)dξi =

∫
A(η)f(η; t)dη.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, èìåþùèõ
âèä ñóììû îäíî÷àñòè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, äîñòàòî÷íî çíàòü ëèøü f(η; t) �
îäíî÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Çíàÿ åå, ìîæíî îïðåäåëèòü ñðåäíþþ
ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö

n(r, t) =

∫
f(r,p, t)dp, (97)

ñðåäíþþ ìàññîâóþ ïëîòíîñòü m · n(r, t), ñðåäíþþ ïëîòíîñòü çàðÿäà q ·
n(r, t), ñðåäíþþ ïëîòíîñòü òîêà ÷àñòèö

j(r, t) =
1

m

∫
pf(r,p, t)dp. (98)

Â èäåàëüíîì ãàçå ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè, à ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âñåé ñèñòåìû â 6N�ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
îäíî÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ(ξ) =
N∏

i=1

f(ri,pi)
h3

e
. (99)

5.2 Âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè ÷åðåç îäíî÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ðàâíîâåñíîãî ãàçà. Èç (99)
èìååì

ln ρ =
N∑

i=1

ln[f(ri,pi)
h3

e
],
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ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àääèòèâíóþ ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó. Ñîãëàñíî ñòàòèñòè÷å-
ñêîìó îïðåäåëåíèþ ýíòðîïèè (äëÿ êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ln ρ(H) = ln ρ(H))

S = −k ln ρ(H) = −k ln ρ(H) = −k
∫
ρ ln ρdΓ =

= −k
∫
f(r,p) ln[f(r,p)

h3

e
]drdp.

Ïîêàæåì, ÷òî è â îáùåì ñëó÷àå íåðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíòðî-
ïèè ñèñòåìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ÷åðåç îäíî÷àñòè÷íóþ
íåðàâíîâåñíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(r,p, t) :

S(t) = −k
∫
f(r,p, t) ln[f(r,p, t)

h3

e
]drdp. (100)

Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì µ�ïðîñòðàíñòâî íà ÿ÷åéêè îáúåìîì ∆γ = ∆r∆p è ïåðåíó-
ìåðóåì èõ èíäåêñîì α. Â ïðåäåëàõ êàæäîé ÿ÷åéêè áóäåì ñ÷èòàòü f(r,p, t) ≡ fα

ïîñòîÿííîé. ×èñëî ÷àñòèö â ÿ÷åéêå α ðàâíî Nα = fα∆γ. Èíòåãðàë â (100) çàìåíèì
ñóììîé ïî ÿ÷åéêàì

S = −k
∑

α

fα ln[fα
h3

e
]∆γ = k

∑
α

Nα ln[
∆γe

Nαh3 ] =

= k
∑

α

Nα ln[
∆γ/h3

Nα/e
] = k

∏
α

GNα

Nα!
= k ln ∆W,

ãäå G = ∆γ/h3 � ÷èñëî ñîñòîÿíèé â ÿ÷åéêå α. Âåëè÷èíà ∆W =
∏

α

GNα

Nα!
� ýòî

÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ ñèñòåìà â ìàêðîñîñòîÿíèè,
îïðåäåëÿåìîì çàäàííîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ f(r,p, t). Ìíîæèòåëü Nα! ó÷è-
òûâàåò íåðàçëè÷èìîñòü ìèêðîñîñòîÿíèé, îòëè÷àþùèõñÿ ïåðåñòàíîâêîé ÷àñòèö â
ïðåäåëàõ îäíîé ÿ÷åéêè.

5.3 Óðàâíåíèå äëÿ îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Ìèêðîñîñòîÿíèå ñèñòåìû èçN ÷àñòèö çàäàåòñÿ â µ- ïðîñòðàíñòâåN èçîáðàæàþùè-
ìè òî÷êàìè. Ýòè èçîáðàæàþùèå òî÷êè äâèæóòñÿ â µ-ïðîñòðàíñòâå ïî íåêîòîðûì
òðàåêòîðèÿì ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Â ñðåäíåì
ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê â µ-ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåò îäíî÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ f(r,p, t). Êîëè÷åñòâî èçîáðàæàþùèõ òî÷åê îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Ïîýòîìó
ãàç èçîáðàæàþùèõ òî÷åê äîëæåí ïîä÷èíÿòüñÿ óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè â øåñòè-
ìåðíîì µ-ïðîñòðàíñòâå:

∂f

∂t
+

∂

∂r
(f 
r) +

∂

∂p
(f 
p) = 0.
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Íî, ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ


r =
∂H

∂p
, 
p = −∂H

∂r
,

èëè


r =
p

m
, 
p = F.

Ïîýòîìó

∂f

∂t
+

p

m

∂f

∂r
+ F

∂f

∂p
= 0.

Ðàçëîæèì ðåçóëüòèðóþùóþ ñèëó F, äåéñòâóþùóþ íà ÷àñòèöó, íà äâå ñîñòàâëÿ-
þùèå � âíåøíþþ ñèëó Fext è ñèëó Fcol, îïèñûâàþùóþ âçàèìîäåéñòâèå ñî âñåìè
äðóãèìè ÷àñòèöàìè ñèñòåìû (ñòîëêíîâåíèÿ): F = Fext + Fcol. ×ëåí

Fcol
∂f

∂p
= −

(
∂f

∂t

)
col

îïèñûâàåò èçìåíåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âñëåäñòâèå ñòîëêíîâåíèé. Îêîí÷à-
òåëüíî çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ f(r,p, t) â âèäå:

∂f

∂t
+

p

m

∂f

∂r
+ Fext

∂f

∂p
=

(
∂f

∂t

)
col
. (101)

Èíîãäà äëÿ ñòîëêíîâèòåëüíîãî ÷ëåíà èñïîëüçóþò âôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè
âûðàæåíèå(

∂f

∂t

)
col

= −f − fo

τ
, fo =

1

(2πmkT )3/2 exp

(
− p2

2mkT

)
, (102)

ãäå fo � ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ýòîò ÷ëåí òåì
çíà÷èòåëüíåå, ÷åì áîëüøå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ðàâíîâåñíîé.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé îäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (
∂f

∂r
= 0) â îòñóòñòâèè

âíåøíèõ ñèë (Fext. = 0), íî íåðàâíîâåñíîãî ïî èìïóëüñàì (f=f(p,t)). Â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè t = 0 f = f(p, 0). Óðàâíåíèå (101) ïðèìåò âèä

∂f

∂t
= −f − fo

τ
.

Åãî ðåøåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì ïîñòàâëåííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, ÿâëÿåòñÿ

f(p, t) = fo + (f(p, 0)− fo) exp

(
− t
τ

)
.

Ñèñòåìà ýêñïîíåíöèàëüíî ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ. Ïàðàìåòð τ
íàçûâàþò âðåìåíåì ðåëàêñàöèè. Äëÿ ìàêñâåëëèçàöèè ïî èìïóëüñàì òðåáóåòñÿ âñå-
ãî íåñêîëüêî ñòîëêíîâåíèé äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû. Ïàðàìåòð τ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû
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ðàâåí âðåìåíè ñâîáîäíîãî ïðîáåãà. Èíîãäà ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü íåñêîëüêî âðåìåí
ðåëàêñàöèè � äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ τT , ìåõàíè÷åñêîãî τm, êîí-
öåíòðàöèîííîãî, õèìè÷åñêîãî è ò.ä. Óðàâíåíèå (101) ñ ñòîëêíîâèòåëüíûì ÷ëåíîì
(102) íàçûâàþò óðàâíåíèåì äëÿ îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè â ïðèáëèæåíèè
âðåìåíè ðåëàêñàöèè.

5.4 Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà

Ðàññìîòðèì ñòîëêíîâèòåëüíûé ÷ëåí â êèíåòè÷åñêîì óðàâíåíèè äëÿ ñëó÷àÿ îäíî-
àòîìíîãî, ðàçðåæåííîãî ãàçà, êîãäà ñòîëêíîâåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü óïðóãèìè è ó÷è-
òûâàòü òîëüêî ïàðíûå ñòîëêíîâåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ ÷àñòèö áîëåå ïîäðîáíî. Ïóñòü p è p1 �
èìïóëüñû ÷àñòèö äî ñòîëêíîâåíèÿ, à p′ è p′1 � ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ. Ñ÷èòàåì ìàññû
m ÷àñòèö îäèíàêîâûìè. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ïðè ñòîëêíîâåíèè
äàþò ÷åòûðå óðàâíåíèÿ äëÿ øåñòè íåèçâåñòíûõ:

p2 + p2
1 = p′2 + p′1

2
(103)

p + p1 = p′ + p′1. (104)

Ââåäåì êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ Rc è îòíîñèòåëüíûå êîîðäèíàòû R

Rc =
1

2
(r + r1), R = r1 + r.

Òîãäà äëÿ èìïóëüñà öåíòðà ìàññ Pc è îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé äî u è ïîñëå ñòîëê-
íîâåíèÿ u′ ïîëó÷èì

Pc =
1

2
(p + p1) =

1

2
(p′ + p′1), (105)

u =
1

m
(p1 − p), u′ =

1

m
(p′1 − p′). (106)

Âîçâîäÿ (104) â êâàäðàò è âû÷èòàÿ èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ïî÷ëåííî (103), îá-
íàðóæèâàåì, ÷òî

2 p · p1 = 2 p′ · p′1. (107)

Âû÷èòàÿ èç (103) ïî÷ëåííî (107), ïîëó÷àåì, ÷òî

(p1 − p)2 = (p′1 − p′)2, ò.å. u = u′

� îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ïðè ïàðíîì ñòîëêíîâåíèè íå ìåíÿåòñÿ ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå. Èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö


p = F, 
p1 = F1, F = −F1

ïîëó÷àåì

m

2

u = F1.
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Çàäà÷à î ñòîëêíîâåíèè äâóõ ÷àñòèö ñ ìàññàìè m ïðèâîäèòñÿ ê çàäà÷å î äâèæåíèè

îäíîé ÷àñòèöû ñ ìàññîé
m

2
â ñèëîâîì ïîëå F1.

Ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ íà ñèëîâîì öåíòðå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè âåëè÷èíàìè
(ñì. ðèñ. 17):
b � ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå;
θ � óãîë ðàññåÿíèÿ;
j � ïëîòíîñòü ïîòîêà íàëåòàþùèõ ÷àñòèö (÷èñëî ÷àñòèö, ïðîëåòàþùèõ â åäè-

íèöó âðåìåíè ÷åðåç ïëîùàäêó â åäèíèöó ïëîùàäè, ðàñïîëîæåííóþ ïåðïåíäèêóëÿð-
íî ïîòîêó);
dN(θ, u) � ÷èñëî ÷àñòèö, ðàññåÿííûõ â åäèíèöó âðåìåíè â òåëåñíûé óãîë dΩ =

2π sin θdθ

dN(θ, u) = jdΩσ(θ, u) = j · bdb,

ãäå σ(θ, u) � äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ (èìååò ðàçìåðíîñòü ïëî-
ùàäè)

σ(θ, u) =
1

j

dN

dΩ
=
b(θ, u)

sin θ

∣∣∣∣∂b(θ, u)∂θ

∣∣∣∣ .
Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

σo(u) =

∫
σ(θ, u) sin θdθdϕ = 2π

∫
σ(θ, u) sin θdθ.

Ðèñ. 17: Ê ðàññåÿíèþ ÷àñòèöû íà ñèëîâîì öåíòðå.

Áóäåì ñ÷èòàòü ðàäèóñ ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ìàëûì. Àòîìû ñ èìïóëüñîì p1

(â èíòåðâàëå dp1), ñòàëêèâàÿñü ñ àòîìàìè ñ èìïóëüñîì p, ïîêèäàþò îáúåì dr1dp1

µ - ïðîñòðàíñòâà. ×àñòèöû ñ èìïóëüñîì p1 (â èíòåðâàëå dp1) èìåþò îòíîñèòåëü-
íóþ ñêîðîñòü u (105) ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ñ ÷àñòèöàìè ñ èìïóëüñîì p. Àáñîëþòíàÿ
âåëè÷èíà èõ ïîòîêà

j = f(r,p1, t)dp1u ≡ f1dp1u.
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Èç íèõ â òåëåñíûé óãîë îòêëîíÿòñÿ

jσ(θ, u)dΩ = f1dp1uσdΩ

÷àñòèö. Ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö, ðàññåÿííûõ ÷àñòèöàìè ñ èìïóëüñàìè p (â èíòåðâàëå
dp) â åäèíèöå îáúåìà â åäèíèöó âðåìåíè, ðàâíî

dp1dΩf1uσ · fdp.

Êàæäîå èç ýòèõ ñòîëêíîâåíèé âûâåäåò ÷àñòèöó ñ èìïóëüñîì p èç îáúåìà dp èì-
ïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà. Âåëè÷èíà

z1dp = dpf

∫
dp1

∫
dΩf1uσ

äàåò ÷èñëî ÷àñòèö â åäèíèöå îáúåìà, óáûâàþùèõ â åäèíèöó âðåìåíè èç îáúåìà dp
èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Èìåþòñÿ îáðàòíûå ïðîöåññû: â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèé ïîÿâëÿþòñÿ ÷àñòèöû ñ
èìïóëüñàìè p (â èíòåðâàëå dp). Ïóñòü òåïåðü p′ è p′1 � èìïóëüñû ÷àñòèö äî ñòîëê-
íîâåíèÿ, à p è p1 � ïîñëå. Òî÷íî òàêæå ïîëó÷èì äëÿ ÷èñëà ÷àñòèö, ðàññåÿííûõ
÷àñòèöàìè ñ èìïóëüñàìè p′ (â èíòåðâàëå dp′) â åäèíèöå îáúåìà â åäèíèöó âðåìåíè,

dp′1dΩ
′f ′1u

′σ(θ′, u′) · f ′dp′. (108)

Ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ

dpdrdp1dr1 = dp′dr′dp′1dr
′
1, dpdp1 = dp′dp′1,

ò.ê. çà âðåìÿ ñòîëêíîâåíèÿ ïî ìàêðîñêîïè÷åñêèì ìåðêàì êîîðäèíàòû ñòàëêèâàþ-
ùèõñÿ ÷àñòèö ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþòñÿ (dr = dr′, dr1 = dr′1). Êðîìå òîãî u = u′,
θ = θ′ (óãîë ìåæäó âåêòîðàìè u è u′). Âûðàæåíèå (108) ïðèíèìàåò âèä

dp1dΩf
′
1uσ(θ, u) · f ′dp.

×òîáû ïîëó÷èòü ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö z2dp ñ èìïóëüñàìè p (â èíòåðâàëå dp), ïî-
ÿâëÿþùèõñÿ â åäèíèöó âðåìåíè â åäèíèöå îáúåìà â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèé, äî-
ñòàòî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü ýòî âûðàæåíèå ïî p1 è dΩ:

z2dp = dp

∫
dp1

∫
dΩσ(θ, u)uf ′1f

′.

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ñòîëêíîâèòåëüíîãî ÷ëåíà â óðàâíåíèè äëÿ îäíî÷àñòè÷íîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

z2 − z1 =

(
∂f

∂t

)
col

=

∫
dp1

∫
dΩσ(θ, u)u[f ′1f

′ − f1f ],

à óðàâíåíèå Áîëüöìàíà ïðèíèìàåò âèä

∂f

∂t
+

p

m

∂f

∂r
+ Fext

∂f

∂p
=

∫
dp1

∫
dΩσ(θ, u)u[f ′1f

′ − f1f ],

ãäå

f ≡ f(r,p, t), f1 ≡ f(r,p1, t), f ′ ≡ f(r,p′, t), f ′1 ≡ f(r,p′1, t).

86



5.5 Ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êàê ÷àñòíîå ðåøåíèå êèíåòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà

Ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (96) íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè t (
∂fo

∂t
= 0).

Êðîìå òîãî

∂fo

∂r
= − fo

kT

∂U

∂r
;

∂fo

∂p
= − p

mkT
fo.

Ïîýòîìó

∂fo

∂t
+

p

m

∂fo

∂r
+ Fext

∂fo

∂p
= − p

m

fo

kT

∂U

∂r
− ∂U

∂r
(−)

p

mkT
fo = 0.

Ïðè ïîäñòàíîâêå fo ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñòîëê-
íîâèòåëüíûé ÷ëåí òîæå ðàâåí íóëþ â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè ïàðíîì
ñòîëêíîâåíèè ([f ′1f

′ − f1f ] = 0 ò.ê. p2 + p2
1 = p′2 + p′21 ).

5.6 H-òåîðåìà Áîëüöìàíà (çàêîí âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íåðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå îäíîðîäíî â ïðîñòðàíñòâå

è îòñóòñòâóþò âíåøíèå ñèëû (
∂f

∂r
= 0, Fext = 0). Â ýòîì ñëó÷àå êèíåòè÷åñêîå

óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

∂f

∂t
=

∫
dp1

∫
dΩσ(θ, u)u[f ′1f

′ − f1f ].

Èññëåäóåì èçìåíåíèå âî âðåìåíè H-ôóíêöèè Áîëüöìàíà

H(t) =

∫
f(p, t) ln f(p, t)dp,

ñâÿçàííîé ñ ýíòðîïèåé S (100) ñîîòíîøåíèåì

S = −kV H − kN ln
h3

e
. (109)

Ïðîèçâîäíàÿ H-ôóíêöèè ïî âðåìåíè

∂H

∂t
=

∫
∂f

∂t
ln fdp +

∫
∂f

∂t
dp =

∫
∂f

∂t
ln fdp,

ò.ê. ∫
∂f

∂t
dp =

∂

∂t

∫
fdp =

∂

∂t

(
N

V

)
= 0.

Ïîýòîìó èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò H-ôóíêöèè

1.
∂H

∂t
= −

∫
dp

∫
dp1

∫
dΩσ(θ, u)u[f1f − f ′1f

′] ln f.

87



Ïîëó÷èì åùå òðè âûðàæåíèÿ äëÿ ýòîé ïðîèçâîäíîé, ïðîèçâîäÿ ñëåäóþùèå çàìåíû
ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ

p ↔ p1, p′ ↔ p′1,

2.
∂H

∂t
= −

∫
dp

∫
dp1

∫
dΩσ(θ, u)u[f1f − f ′1f

′] ln f1,

p ↔ p′, p1 ↔ p′1, u = u′ dpdp1 = dp′dp′1,

3.
∂H

∂t
=

∫
dp

∫
dp1

∫
dΩσ(θ, u)u[f1f − f ′1f

′] ln f ′,

p ↔ p′1, p1 ↔ p′,

4.
∂H

∂t
=

∫
dp

∫
dp1

∫
dΩσ(θ, u)u[f1f − f ′1f

′] ln f ′1.

Ïîñëå ñëîæåíèÿ ÷åòûðåõ âûðàæåíèé äëÿ ïðîèçâîäíîé è äåëåíèÿ íà ÷åòûðå ïîëó-
÷èì äëÿ íåå

∂H

∂t
= −1

4

∫
dp

∫
dp1

∫
dΩσ(θ, u)u[f1f − f ′1f

′][ln f1f − ln f ′1f
′].

Ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñòîèò íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî uσ(θ, u) ≥
0 è [f1f − f ′1f

′][ln f1f − ln f ′1f
′] ≥ 0 è ïðè f ′1f

′ ≥ f1f , è ïðè f
′
1f
′ ≤ f1f . Ïîýòîìó

∂H

∂t
≤ 0, à

∂S

∂t
≥ 0.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè f ′1f
′ = f1f , ÷òî èìååò ìåñòî òîëüêî â ñîñòîÿíèè

òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ïðè òåìïåðàòóðå T (ñì. ðàçäåë 5.5).
Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè

ïåðåõîäå ñèñòåìû èç íåðàâíîâåñíîãî ïî èìïóëüñàì ñîñòîÿíèÿ â ðàâíîâåñíîå åå
ýíòðîïèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (çàêîí âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè).

5.7 Óðàâíåíèå äëÿ îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â êâàíòî-
âîì ñëó÷àå

Â ïðèáëèæåíèè âðåìåíè ðåëàêñàöèè îäíî÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂f

∂t
+

p

m

∂f

∂r
+ Fext

∂f

∂p
= −f − fo

τ
. (110)

Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì (r,p), à f =
∆N

∆p∆r
, ãäå ∆N � ñðåä-

íåå ÷èñëî ÷àñòèö â ýëåìåíòå ∆p∆r µ-ïðîñòðàíñòâà. Êâàíòîâûå îäíî÷àñòè÷íûå
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ nl äàþò ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â îäíî÷àñòè÷íîì êâàíòî-
âîì ñîñòîÿíèè l. Â ñèëó ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííîñòè ýòî ñîñòîÿíèå íå ìîæåò áûòü
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îõàðàêòåðèçîâàíî îäíîâðåìåííûì çàäàíèåì êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ (∆pi∆ri > h,
i = x, y, z). Îäíàêî ìîæíî èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå î ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ è ïðè ó÷åòå êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ, åñëè â ñèñòåìå äâèæåíèå ÷à-
ñòèö êâàçèêëàññè÷íî è ìîæíî ïðèáëèæåííî, â ïðåäåëàõ, äîïóñòèìûõ ïðèíöèïîì
íåîïðåäåëåííîñòè, ãîâîðèòü î èõ êîîðäèíàòàõ è èìïóëüñàõ. Òàê ìîæíî äåëàòü, åñ-
ëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííà íà ðàññòîÿíèÿõ ∼ ∆ri

(òî÷íîñòü çàäàíèÿ êîîðäèíàòû ÷àñòèöû). Âìåñòå ñ òåì ìîæíî ñîõðàíèòü êâàíòîâûå
îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ÷àñòèö, ñâÿçàííûå ñ èõ òîæäåñòâåííîñòüþ.

Ïóñòü ýëåìåíò ∆p∆r µ-ïðîñòðàíñòâà òàêîé, ÷òî ∆pi∆ri >> h (i = x, y, z), íî
âìåñòå ñ òåì íàñòîëüêî ìàë, ÷òî â åãî ïðåäåëàõ êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííà. Â îáúåìå ∆p∆r µ-ïðîñòðàíñòâà ÷èñëî êâàíòîâûõ
ñîñòîÿíèé ðàâíî h−3∆p∆r. Ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ
ïðè òåïëîâîì ðàâíîâåñèè, ðàâíî ∆N = nlh

−3∆p∆r. Òîãäà êâàçèêëàññè÷åñêàÿ
ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

fo(r,p) =
∆N

∆p∆r
=

1

h3

[
exp

(
ε(r,p)− µ

kT

)
± 1

]−1

äëÿ ñèñòåì ôåðìèîíîâ è áîçîíîâ ñîîòâåòñòâåííî.

5.8 Îäíî÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ìàëîì âðåìåíè ðåëàê-
ñàöèè

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (110) äëÿ f â âèäå

f = fo − τ
∂f

∂t
− τ

p

m

∂f

∂r
− τFext

∂f

∂p
.

Åñëè τ ìàëî è f ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò fo, òî f − fo = ∆f � ìàëàÿ âåëè÷èíà. Ïðåä-
ñòàâèì f â âèäå f = fo +∆f , ïðåíåáðåæåì â óðàâíåíèè ÷ëåíàìè ∼ τ∆f è ïîëó÷èì
îäíî÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ìàëîì âðåìåíè ðåëàêñà-
öèè

f = fo − τ
∂fo

∂t
− τ

p

m

∂fo

∂r
− τFext

∂fo

∂p
. (111)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ñïðàâåäëèâî ëîêàëüíî â êàæäîé ìàëîé îáëà-
ñòè ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû. Â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà fo ðàçëè÷íà, òàê êàê
îíà çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö (îò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà). Äî òåõ ïîð, ïî-
êà íåèçâåñòåí çàêîí èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè n âî âðåìåíè è â ïðîñòðàíñòâå, ýòó
ôîðìóëó íåëüçÿ ñ÷èòàòü ðåøåíèåì äëÿ ôóíêöèè f (ñì. ðàçäåë 5.11).

Åñëè f (è fo) ñòàöèîíàðíû, òî
∂fo

∂t
= 0 è

f = fo − τ
p

m

∂fo

∂r
− τFext

∂fo

∂p
.
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Åñëè êðîìå òîãî ðàñïðåäåëåíèå îäíîðîäíî è íåðàâíîâåñíîñòü ñâÿçàíà ëèøü ñ
îòñòóïëåíèåì îò ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òîëüêî ïî èìïóëüñàì, òî

f = fo − τFext
∂fo

∂p
.

5.9 Ýëåêòðîïðîâîäíîñòü ìåòàëëîâ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñòàöèîíàðíîãî òîêà è îäíîðîäíîãî ìåòàëëà. Âîñïîëüçóåìñÿ
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðèáëèæåíèè ìàëîãî âðåìåíè ðåëàêñàöèè. Áóäåì ñ÷è-
òàòü âíåøíåå ïîëå E íàïðàâëåííûì ïî îñè X.

∂f

∂t
=
∂fo

∂t
= 0,

∂fo

∂r
= 0, Ey = Ez = 0, Ex = E;

f = fo − eEτ
∂fo

∂px
, fo(r,p) =

2

h3

[
exp

(
ε(r,p)− µ

kT

)
+ 1

]−1

.

Äëÿ ïëîòíîñòè òîêà ïîëó÷àåì

j = jx = − e

m

∫
pxfdp = −e

2

m

∫
τpx

∂fo

∂px
dp · Ex = σE,

òàê êàê
∫
pxfodp = 0, à ÷åðåç σ îáîçíà÷åíà ïðîâîäèìîñòü

σ = −e
2

m

∫
τpx

∂fo

∂px
dp, ε = ε(p) =

p2

2m
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïåðåéäåì ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, à çàòåì ê
ýíåðãèè ε êàê ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ

dp = p2dp sin θdθdϕ,
∂fo

∂px
=
∂fo

∂ε
· ∂ε
∂p

sin θ cosϕ,
∂ε

∂p
dp = dε,

−
∫
τpx

∂fo

∂px
dp = −

∞∫
0

τ(2mε)3/2∂fo

∂ε
dε ·

π∫
0

sin3 θdθ ·
2π∫

0

cos2 ϕdϕ.

Ôóíêöèÿ fo ïðè T = 0 èìååò âèä ñòóïåíüêè ïðè ε = εF . Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòó-

ðàõ T 6= 0 ñòóïåíüêà ðàçìûòà ñëàáî, à −∂fo

∂ε
åñòü ôóíêöèÿ ñ ðåçêèì ìàêñèìóìîì

ïðè ε ∼ εF è ïðèáëèæåííî ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà
2

h3δ(ε − εF ). Òîãäà äëÿ ïðî-
âîäèìîñòè ïîëó÷èì

σ =
e2

m

8π

3h3τ(εF )(2mεF )3/2.
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Ïðîâîäèìîñòü σ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ

n =

∫
fodp = 4π

∫
fop

2dp = 2π(2m)3/2

∞∫
0

fo

√
εdε =

8π

3h3 (2mεF )3/2.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì äëÿ ïðîâîäèìîñòè

σ =
e2n

m
τ(εF ).

5.10 Óðàâíåíèå äèôôóçèè

Óðàâíåíèå äèôôóçèè � ýòî óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè n(r, t), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ
èç îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f(r,p, t) èíòåãðèðîâàíèåì ïî èìïóëüñàì
(97). Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ f óðàâíåíèåì â ïðèáëèæåíèè âðåìåíè ðåëàêñàöèè (110)

∂f

∂t
+

p

m

∂f

∂r
+ Fext

∂f

∂p
= −f − fo

τ

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî èìïóëüñàì âñå ÷ëåíû â ýòîì óðàâíåíèè.

∫
∂f

∂t
dp =

∂

∂t

∫
fdp =

∂n

∂t
.

Ïîëàãàÿ τ íå çàâèñÿùèì îò p, èìååì∫
f − fo

τ
dp =

1

τ

[∫
fdp−

∫
fodp

]
= 0,

òàê êàê îáà èíòåãðàëà ðàâíû ëîêàëüíîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö îêîëî òî÷êè r â
ìîìåíò âðåìåíè t.

Ïîëàãàÿ Fext íå çàâèñÿùèì îò p, èìååì òàêæå∫
Fext

∂f

∂p
dp =

∑
i

Fext,i

∫
∂f

∂pi
dp = 0,

òàê êàê ∫ ∞

−∞

∂f

∂pi
dpi = f

∣∣∣∣∞
−∞

= 0− 0 = 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü

1

m

∫
p
∂f

∂r
dp =

∑
i

∂

∂ri

1

m

∫
pifdp = 0.

Èñïîëüçóåì äëÿ f ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå ïðè ìàëîì âðåìåíè ðåëàêñàöèè (111)

f = fo − τ
∂fo

∂t
− τ

m

∑
j

pj
∂fo

∂rj
− τ

∑
j

Fext,j
∂fo

∂pj
.
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è ðàññìîòðèì îòäåëüíî âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì èíòåãðàëû:∫
pifodp = 0,

∫
piτ

∂fo

∂t
dp = τ

∂

∂t

∫
pifodp = 0,

∂fo

∂rj
=
∂fo

∂n

∂n

∂rj
,

òàê êàê fo çàâèñèò îò êîîðäèíàò r òîëüêî ÷åðåç ïîñðåäñòâî ïëîòíîñòè fo = n(r, t) ·
Q(p);

− τ

m2

∑
i,j

∂

∂ri

∫
pipj

∂fo

∂rj
dp = − τ

m2

∑
j

∂

∂rj

∫
p2

j

∂fo

∂n
dp

∂n

∂rj
= −div(DOn(r, t)),

ãäå ââåäåí êîýôôèöèåíò äèôôóçèè

D =
∂

∂n

∫
τp2

j

m2 fodp =
∂

∂n

∫
τp2

3m2fodp, j = 1, 2, 3.

Àíàëîãè÷íî

− τ

m

∑
i,j

∂

∂ri

∫
pi
∂fo

∂pj
dp · Fext,j = − τ

m

∑
j

∂

∂rj

∫
pj
∂fo

∂n
dp · Fext,j = div(ηnFext),

ãäå ââåäåí êîýôôèöèåíò äðåéôà

η = −
∫

τpj

nm

∂fo

∂pj
dp = −

∫
τ

3nm

(
p
∂fo

∂p

)
dp, j = 1, 2, 3.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äèôôóçèè â âèäå

∂n

∂t
+ div(−DOn+ ηnFext) = 0.

Ýòî óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ åãî ðåøåíèÿ íóæíî çàäàâàòü òàêæå
ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Åñëè âíåøíèå ñèëû îáóñëîâëåíû ýëåêòðè÷åñêèì
ïîëåì, ñëåäóåò ïîëîæèòü Fext = qE. Äëÿ íåâûðîæäåííîãî ãàçà

fo =
n(r, t)

(2πmkT )3/2 exp

(
− p2

2mkT

)
,

∂fo

∂p
= − p

mkT
fo,

D =
∂

∂n

∫
p2τ

3m2fodp =
p2τ

3m2 =
1

3
v2τ ,

η = −
∫

p2τ

3nm2kT
fodp =

D

kT
.
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5.11 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè

Ïóñòü èçâåñòíà êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö n = n(r, t) (íàïðèìåð èç óðàâíåíèÿ äèôôó-
çèè). Òîãäà ìîæíî íàïèñàòü âûðàæåíèå (111) äëÿ íåðàâíîâåñíîé ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Åñëè èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêóþ ðàâíîâåñíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

fo(r,p, t) =
n(r,p, t)

(2πmkT )3/2 · exp

(
− p2

2mkT

)
,

òî

∂fo

∂p
= − p

mkT
fo,

∂fo

∂r
=
fo

n

∂n

∂r
,

è äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì

f = fo −
τfo

n

∂n

∂t
− τfo

nm
p
∂n

∂r
− τfo

mkT
pFext. (112)

Ñ ýòîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà ÷àñòèö (98) ïîëó÷à-
åòñÿ âûðàæåíèå

j =
1

m

∫
pf(r,p, t)dp = −DOn+ ηnFext,

òàê êàê
∫

pfodp = 0 è ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â (112) íå äàþò âêëàäà â ïëîòíîñòü
òîêà.

6 Âîïðîñû ê êóðñó

1. Ïðåäìåò è çaäa÷è ñòaòèñòè÷eñêoé ôèçèêè.
2. Ôóíêöèÿ Ãaìèëüòoía è óðaâíeíèÿ äâèæeíèÿ êëaññè÷eñêoé ìeõaíèêè.
3. Ôaçoâoe ïðoñòðaíñòâo.
4. Ôaçoâaÿ òðaeêòoðèÿ.
5. Ôóíêöèÿ ñòaòèñòè÷eñêoão ðañïðeäeëeíèÿ.
6. Ñòaòèñòè÷eñêèé aíñaìáëü ñèñòeì.
7. Âû÷èñëeíèe ñðeäíèõ çía÷eíèé ôèçè÷eñêèõ âeëè÷èí â ñòaòèñòè÷eñêoé ôèçèêe.
8. Ñòaòèñòè÷eñêè íeçaâèñèìûe ñèñòeìû.
9. Äèñïeðñèÿ è oòíoñèòeëüíaÿ ôëóêòóaöèÿ ôèçè÷eñêèõ âeëè÷èí.
10. Kaêèe ôèçè÷eñêèe âeëè÷èíû íaçûâaþòñÿ aääèòèâíûìè?
11. Çaâèñèìoñòü oòíoñèòeëüíoé ôëóêòóaöèè oò ÷èñëa ÷añòèö.
12. Óðaâíeíèe äëÿ ôóíêöèè ðañïðeäeëeíèÿ.
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13. Ôoðìóëèðoâêè òeoðeìû Ëèóâèëëÿ.
14. Këaññè÷eñêèe ñêoáêè Ïóaññoía è èíòeãðaëû äâèæeíèÿ.
15. Aääèòèâíûe ôèçè÷eñêèe âeëè÷èíû çaìêíóòoé ìeõaíè÷eñêoé ñèñòeìû.
16. Oò êaêèõ èíòeãðaëoâ äâèæeíèÿ ìoæeò çaâèñeòü ôóíêöèÿ ðañïðeäeëeíèÿ?
17. ×èñëo ìèêðoñoñòoÿíèé ñ ýíeðãèeé â çaäaííoì èíòeðâaëe.
18. ×èñëo ìèêðoñoñòoÿíèé ñ ýíeðãèÿìè ìeíüøe E.
19. Kaê oò ôóíêöèè ðañïðeäeëeíèÿ â ôaçoâoì ïðoñòðaíñòâe ïeðeéòè ê ôóíêöèè

ðañïðeäeëeíèÿ ïo ýíeðãèè?
20. Ôóíêöèÿ ðañïðeäeëeíèÿ ïo ìèêðoñoñòoÿíèÿì ñ çaäaííoé ýíeðãèeé.
21. Ñòaòèñòè÷eñêoe oïðeäeëeíèe ýíòðoïèè.
22. Ýíòðoïèÿ êaê ìeða ÷èñëa ìèêðoñoñòoÿíèé, â êoòoðûõ ñ çaìeòíoé âeðoÿòío-

ñòüþ ìoæeò íaõoäèòüñÿ ìaêðoñèñòeìa.
23. Kâaçèýðãoäè÷eñêaÿ ãèïoòeça.
24. Kaêoé aíñaìáëü íaçûâaeòñÿ ìèêðoêaíoíè÷eñêèì?
25. Ôóíêöèÿ ìèêðoêaíoíè÷eñêoão ðañïðeäeëeíèÿ.
26. Kaêèe ïeðeìeííûe ÿâëÿþòñÿ eñòeñòâeííûìè äëÿ ýíòðoïèè êaê ôóíêöèè ìaê-

ðoñoñòoÿíèÿ?
27. Âû÷èñëeíèe òeðìoäèíaìè÷eñêèõ õaðaêòeðèñòèê ìaêðoñèñòeìû ìeòoäoì ìèê-

ðoêaíoíè÷eñêoão ðañïðeäeëeíèÿ.
28. Kaê ïoëó÷èòü óðaâíeíèe ñoñòoÿíèÿ ìeòoäoì ìèêðoêaíoíè÷eñêoão ðañ-

ïðeäeëeíèÿ.
29. Kaêoé aíñaìáëü íaçûâaeòñÿ êaíoíè÷eñêèì?
30. Ôóíêöèÿ êaíoíè÷eñêoão ðañïðeäeëeíèÿ.
31. Ñòaòèñòè÷eñêèé èíòeãðaë.
32. Ñâÿçü ñâoáoäíoé ýíeðãèè ño ñòaòèñòè÷eñêèì èíòeãðaëoì.
33. Kaêèe ïeðeìeííûe ÿâëÿþòñÿ eñòeñòâeííûìè äëÿ ñâoáoäíoé ýíeðãèè êaê

ôóíêöèè ìaêðoñoñòoÿíèÿ?
34. Âû÷èñëeíèe òeðìoäèíaìè÷eñêèõ õaðaêòeðèñòèê ðàâíîâåñíîé ìaêðoñèñòeìû

ìeòoäoì êaíoíè÷eñêoão ðañïðeäeëeíèÿ.
35. Kaê ïoëó÷èòü óðaâíeíèe ñoñòoÿíèÿ ìeòoäoì êaíoíè÷eñêoão ðañïðeäeëeíèÿ.
36. Ôóíêöèÿ Ãaìèëüòoía äëÿ èäeaëüíoão oäíoaòoìíoão ãaça.
37. Ñòaòèñòè÷eñêèé èíòeãðaë äëÿ èäeaëüíoão oäíoaòoìíoão ãaça.
38. Kaêoé aíñaìáëü íaçûâaeòñÿ áoëüøèì êaíoíè÷eñêèì?
39. Ôóíêöèÿ áoëüøoão êaíoíè÷eñêoão ðañïðeäeëeíèÿ.
40. Áoëüøoé ñòaòèñòè÷eñêèé èíòeãðaë.
41. Ñâÿçü Ω�ïoòeíöèaëa ñ áoëüøèì ñòaòèñòè÷eñêèì èíòeãðaëoì.
42. Kaêèe ïeðeìeííûe ÿâëÿþòñÿ eñòeñòâeííûìè äëÿ Ω�ïoòeíöèaëa êaê ôóíêöèè

ìaêðoñoñòoÿíèÿ?
43. Ñ êaêoé òeðìoäèíaìè÷eñêoé ôóíêöèeé ñâÿçaí íoðìèðoâo÷íûé ìíoæèòeëü

áoëüøoão êaíoíè÷eñêoão ðañïðeäeëeíèÿ?
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44. Âû÷èñëeíèe òeðìoäèíaìè÷eñêèõ õaðaêòeðèñòèê ðàâíîâåñíîé ìaêðoñèñòeìû
ìeòoäoì áoëüøoão êaíoíè÷eñêoão ðañïðeäeëeíèÿ.

45. Kaê ïoëó÷èòü óðaâíeíèe ñoñòoÿíèÿ ìeòoäoì áoëüøoão êaíoíè÷eñêoão ðañ-
ïðeäeëeíèÿ.

46. Kâaíòoâoe ìèêðoêaíoíè÷eñêoe ðañïðeäeëeíèe.
47. Kâaíòoâoe êaíoíè÷eñêoe ðañïðeäeëeíèe.
48. Kâaíòoâoe áoëüøoe êaíoíè÷eñêoe ðañïðeäeëeíèe.
49. Ñòaòèñòè÷eñêaÿ ñóììa.
50. Áoëüøaÿ ñòaòèñòè÷eñêaÿ ñóììa.
51. Ôóíêöèÿ Ãaìèëüòoía ãaðìoíè÷eñêoão oñöèëëÿòoða. Óðoâíè ýíeðãèè è êðaò-

íoñòü èõ âûðoæäeíèÿ äëÿ êâaíòoðoão oñöèëëÿòoða.
52. Ñèñòeìa ëèíeéíûõ ãaðìoíè÷eñêèõ oñöèëëÿòoðoâ (ïoëó÷eíèe òeðìoäèíaìè-

÷eñêèõ õaðaêòeðèñòèê, êëaññè÷eñêaÿ ñòaòèñòèêa).
53. Ñèñòeìa ëèíeéíûõ ãaðìoíè÷eñêèõ oñöèëëÿòoðoâ (ïoëó÷eíèe òeðìoäèíaìè-

÷eñêèõ õaðaêòeðèñòèê, êâaíòoâaÿ ñòaòèñòèêa).
54. Âíóòðeííÿÿ ýíeðãèÿ ñèñòeìû ëèíeéíûõ êâaíòoâûõ oñöèëëÿòoðoâ (â òoì

÷èñëe ïðè íèçêèõ è âûñoêèõ òeìïeðaòóðaõ).
55. "Koëeáaòeëüíaÿ" òeìïeðaòóða.
56. Ôóíêöèÿ Ãaìèëüòoía ïëoñêoão ðoòaòoða. Óðoâíè ýíeðãèè è êðaòíoñòü èõ

âûðoæäeíèÿ.
57. Këaññè÷eñêaÿ ñòaòèñòèêa ñèñòeìû ïëoñêèõ ðoòaòoðoâ.
58. Kâaíòoâaÿ ñòaòèñòèêa ñèñòeìû ïëoñêèõ ðoòaòoðoâ.
59. Âíóòðeííÿÿ ýíeðãèÿ è òeïëoeìêoñòü ñèñòeìû ïëoñêèõ ðoòaòoðoâ (íèçêèe è

âûñoêèe òeìïeðaòóðû).
60. "Âðaùaòeëüíaÿ" òeìïeðaòóða.
61. Teoðeìa o ðaâíoðañïðeäeëeíèè ýíeðãèè ïo ñòeïeíÿì ñâoáoäû.
62. Teïëoeìêoñòü 5-aòoìíoão ãaça ïo êëaññè÷eñêoé òeoðèè.
63. ×òo òaêoe êoíôèãóðaöèoííûé èíòeãðaë?
64. Oñíoâíûe ïðèáëèæeíèÿ â òeoðèè ñëaáo íeèäeaëüíoão ãaça.
65. Óðaâíeíèÿ ñoñòoÿíèÿ ñëaáo íeèäeaëüíoão ãaça.
66. Âíóòðeííÿÿ ýíeðãèÿ ñëaáo íeèäeaëüíoão ãaça.
67. ×òo òaêoe âèðèaëüíûe êoýôôèöèeíòû â óðaâíeíèè ñoñòoÿíèÿ ñëaáo íe-

èäeaëüíoão ãaça?
68. Aïïðoêñèìaöèÿ ïoòeíöèaëüíoé ýíeðãèè ïaðíoão âçaèìoäeéñòâèÿ â òeoðèè

ñëaáo íeèäeaëüíoão ãaça.
69. Ñìûñë êoýôôèöèeíòa "b" â òeoðèè ñëaáo íeèäeaëüíoão ãaça.
70. Ñìûñë êoýôôèöèeíòa "a" â òeoðèè ñëaáo íeèäeaëüíoão ãaça.
71. Kaêèe ÷añòèöû íaçûâaþòñÿ áoçoíaìè? Kaêoâ èõ ñïèí?
72. Kaêèe ÷añòèöû íaçûâaþòñÿ ôeìèoíaìè? Kaêoâ èõ ñïèí?
73. Ôóíêöèÿ ðañïðeäeëeíèÿ Ôeðìè-Äèðaêa. Ee ôèçè÷eñêèé ñìûñë.
74. Ôóíêöèÿ ðañïðeäeëeíèÿ Áoçe-Ýéíøòeéía. Ee ôèçè÷eñêèé ñìûñë.
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75. Oìeãa ïoòeíöèaë èäeaëüíoão ãaça òoæäeñòâeííûõ ôeðìèoíoâ.
76. Oìeãa ïoòeíöèaë èäeaëüíoão ãaça òoæäeñòâeííûõ áoçoíoâ.
77. Óñëoâèe íoðìèðoâêè äëÿ ðañïðeäeëeíèÿ Ôeðìè-Äèðaêa.
78. Óñëoâèe íoðìèðoâêè äëÿ ðañïðeäeëeíèÿ Áoçe-Ýéíøòeéía.
79. Âíóòðeíÿÿ ýíeðãèÿ èäeaëüíoão ãaça òoæäeñòâeííûõ ôeðìèoíoâ.
80. Âíóòðeíÿÿ ýíeðãèÿ èäeaëüíoão ãaça òoæäeñòâeííûõ áoçoíoâ.
81. Óðaâíeíèe ñoñòoÿíèÿ èäeaëüíoão ãaça òoæäeñòâeííûõ ôeðìèoíoâ.
82. Óðaâíeíèe ñoñòoÿíèÿ èäeaëüíoão ãaça òoæäeñòâeííûõ áoçoíoâ.
83. ×òo òaêoe áoçe-ýéíøòeéíoâñêaÿ êoíäeíñaöèÿ?
84. ×òo òaêoe ýíeðãèÿ Ôeðìè?
85. Ãðaôèê ôóíêöèè ðañïðeäeëeíèÿ Ôeðìè-Äèðaêa ïðè ðaçíûõ òeìïeðaòóðaõ.
86. Ãðaôèê ôóíêöèè ðañïðeäeëeíèÿ Áoçe-Ýéíøòeéía ïðè ðaçíûõ òeìïeðaòóðaõ.
87. Kaê èçìeíÿeòñÿ ñ òeìïeðaòóðoé óðoâeíü õèìè÷eñêoão ïoòeíöèaëa â èäeaëü-

íoì ãaçe òoæäeñòâeííûõ ôeðìèoíoâ?
88. Kaê èçìeíÿeòñÿ ñ òeìïeðaòóðoé óðoâeíü õèìè÷eñêoão ïoòeíöèaëa â èäeaëü-

íoì ãaçe òoæäeñòâeííûõ áoçoíoâ?
89. Ðañïðeäeëeíèe Ìaêñâeëëa-Áoëüöìaía êaê ïðeäeëüíûé ñëó÷aé êâaíòoâûõ

ðañïðeäeëeíèé.
90. Ñèëüío è ñëaáo âûðoæäeííûé êâaíòoâûé ãaç.
91. Kðèòeðèé ñèëüíoão è ñëaáoão âûðoæäeíèÿ.
92. Ñèëüío èëè ñëaáo âûðoæäeííûì ãaçoì ÿâëÿþòñÿ ýëeêòðoíû â ìeòaëëaõ ïðè

êoìíaòíûõ òeìïeðaòóðaõ?
93. Ýíeðãèÿ è èìïóëüñ ôoòoía.
94. Õèìè÷eñêèé ïoòeíöèaë ðaâíoâeñíoão ãaça ôoòoíoâ.
95. Ôóíêöèÿ ðañïðeäeëeíèÿ äëÿ ÷eðíoão èçëó÷eíèÿ.
96. Ôoðìóëa Ïëaíêa è ee ñìûñë.
97. Oìeãa-ïoòeíöèaë ÷eðíoão èçëó÷eíèÿ.
98. ×èñëo ôoòoíoâ ïðè òeìïeðaòóðe T.
99. Ýíeðãèÿ ðaâíoâeñíoão ãaça ôoòoíoâ.
100. Ýíòðoïèÿ ðaâíoâeñíoão ãaça ôoòoíoâ.
101. Äaâëeíèe ðaâíoâeñíoão ãaça ôoòoíoâ.
102. Çaêoí Ñòeôaía-Áoëüöìaía.
103. Çaêoí ñìeùeíèÿ Âèía.
104. Oáúeì ôaçoâoão ïðoñòðaíñòâa, ïðèõoäÿùèéñÿ ía oäío ñoñòoÿíèe, è ïeðeõoä

oò ñóììèðoâaíèÿ ïo oäío÷añòè÷íûì ñoñòoÿíèÿì ê èíòeãðèðoâaíèþ ïo ýíeðãèè äëÿ
èäeaëüíoão oäíoaòoìíoão ãaça.

105. Ïo÷eìó ìoæío èñïoëüçoâaòü ìoäeëü èäeaëüíoão ãaça äëÿ ýëeêòðoíoâ â êðè-
ñòaëëe?

106. Oìeãa-ïoòeíöèaë èäeaëüíoão ñèëüío âûðoæäeííoão Ôeðìè-ãaça.
107. Ýíeðãèÿ èäeaëüíoão ñèëüío âûðoæäeííoão Ôeðìè-ãaça.
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108. Çaâèñèìoñòü òeïëoeìêoñòè ñèëüío âûðoæäeííoão Ôeðìè-ãaça oò òeìïeðaòó-
ðû.

109. ×eìó ðaâío ïoëíoe ÷èñëo íoðìaëüíûõ êoëeáaíèé â ðeøeòêe?
110. Kaêèe âeòâè íoðìaëüíûõ êoëeáaíèé íaçûâaþòñÿ aêóñòè÷eñêèìè? Èõ ÷èñëo.
111. Kaêèe âeòâè íoðìaëüíûõ êoëeáaíèé íaçûâaþòñÿ oïòè÷eñêèìè? Èõ ÷èñëo.
112. Ôóíêöèÿ Ãaìèëüòoía êðèñòaëëè÷eñêoé ðeøeòêè â ñëó÷ae ìaëûõ êoëeáaíèé

(÷eðeç íoðìaëüíûe êoëeáaíèÿ è ñoïðÿæeííûe èì èìïóëüñû).
113. Kâaíòoâûe óðoâíè ýíeðãèè êðèñòaëëè÷eñêoé ðeøeòêè â ñëó÷ae ìaëûõ

êoëeáaíèé.
114. Aïïðoêñèìaöèÿ oïòè÷eñêèõ âeòâeé ïo Ýéíøòeéíó è aêóñòè÷eñêèõ âeòâeé ïo

Äeáaþ.
115. Teìïeðaòóðíûé õoä òeïëoeìêoñòè êðèñòaëëè÷eñêoé ðeøeòêè ïðè íèçêèõ

òeìïeðaòóðaõ.
116. Oáùèé õoä òeïëoeìêoñòè êðèñòaëëè÷eñêoé ðeøeòêè oò òeìïeðaòóðû (ãða-

ôè÷eñêè).
117. Kaê íaéòè ôóíêöèþ ðañïðeäeëeíèÿ ðaçëè÷íûõ çía÷eíèé ôèçè÷eñêoé âeëè-

÷èíû, çíaÿ ôóíêöèþ ðañïðeäeëeíèÿ â ôaçoâoì ïðoñòðaíñòâe?
118. Äèñïåðñèÿ è îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ ýíåðãèè è òåìïåðàòóðû â ìàêðî-

ñêîïè÷åñêîé ñèñòåìå.
119. Äèñïåðñèÿ è oòíoñèòeëüíaÿ ôëóêòóàöèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â ìàêðîñêîïè÷åñêîé

ñèñòåìå.
120. Äèñïåðñèÿ è oòíoñèòeëüíaÿ ôëóêòóàöèÿ oáúeìa â ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòå-

ìå.
121. Äèñïåðñèÿ è oòíoñèòeëüíaÿ ôëóêòóàöèÿ ýíåðãèè â èäeaëüíoì ãaçe oäíoìeð-

íûõ êëàññè÷åñêèõ oñöèëëÿòoðoâ.
122. Äèñïåðñèÿ è oòíoñèòeëüíaÿ ôëóêòóàöèÿ ýíåðãèè â èäeaëüíoì ãaçe oäíoìeð-

íûõ êâaíòoâûõ oñöèëëÿòoðoâ.
123. Âeðoÿòíoñòü ôëóêòóaöèé â ìaëoé ïoäñèñòeìe áoëüøoé çaìêíóòoé ñèñòeìû.
124. Ìèíèìaëüíaÿ ðaáoòa äëÿ oáðaòèìoão ïeðeâoäa ìaëoé ïoäñèñòeìû â íeðaâ-

íoâeñíoe ñoñòoÿíèe ño ñðeäoé.
125. Ñâÿçü ìèíèìaëüíoé ðaáoòû äëÿ oáðaòèìoão ïeðeâoäa ìaëoé ïoäñèñòeìû â

íeðaâíoâeñíoe ñoñòoÿíèe ño ñðeäoé ñ èçìeíeíèeì ýíòðoïèè âñeé ñèñòeìû.
126. Oáùaÿ ôoðìóëa äëÿ âeðoÿòíoñòè ôëóêòóaöèé oñíoâíûõ òeðìoäèíaìè-

÷eñêèõ âeëè÷èí.
127. Ãaóññoâo ðañïðeäeëeíèe âeðoÿòíoñòeé ôëóêòóaöèé äëÿ äâóõ ôèçè÷eñêèõ

âeëè÷èí.
128. Ñðeäíee çía÷eíèe ïðoèçâeäeíèÿ ôëóêòóaöèé äâóõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ïðè

ãaóññoâoì ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé ôëóêòóaöèé.
129. Oïðeäeëeíèe è íoðìèðoâêa oäío÷añòè÷íoé ôóíêöèè ðañïðeäeëeíèÿ.
130. Ìèêðoñêoïè÷eñêaÿ ôàçîâàÿ ïëîòíîñòü è ôèçè÷åñêèé ñìûñë oäío÷añòè÷íoé

ôóíêöèè ðañïðeäeëeíèÿ.
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131. Âûðàæåíèå äëÿ ïëoòíoñòè òoêa, ìaññoâoé è çaðÿäoâoé ïëoòíoñòè ÷eðeç
oäío÷añòè÷íóþ ôóíêöèþ ðañïðeäeëeíèÿ.

132. Óðàâíåíèå äëÿ îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñòoëêíoâèòeëüíûé
÷ëeí â óðàâíåíèè äëÿ oäío÷añòè÷íoé ôóíêöèè ðañïðeäeëeíèÿ â ïðèáëèæeíèè âðe-
ìeíè ðeëaêñaöèè.

133. Äèôôeðeíöèaëüíoe ñe÷eíèe ðaññeÿíèÿ ía ñèëoâoì öeíòðe.
134. Ñòoëêíoâèòeëüíûé ÷ëåí ïo Áoëüöìaíó â óðaâíeíèè äëÿ oäío÷añòè÷íoé

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
135. Âûðaæeíèe äëÿ ýíòðoïèè ÷eðeç oäío÷añòè÷íóþ ôóíêöèþ ðañïðeäeëeíèÿ.

H-òåîðåìà Áîëüöìàíà.
136. Oäío÷añòè÷íaÿ ôóíêöèÿ ïðè ìaëoì âðeìeíè ðeëaêñaöèè.
137. Oäío÷añòè÷íaÿ ôóíêöèÿ ðañïðeäeëeíèÿ äëÿ ýëeêòðoía â ýëeêòðè÷eñêoì

ïoëe. Âûðaæeíèe äëÿ ïðoâoäèìoñòè.
138. Koýôôèöèeíò äèôôóçèè.
139. Koýôôèöèeíò äðeéôa è eão ñâÿçü ñ êoýôôèöèeíòoì äèôôóçèè â êëaññè-

÷eñêoé ñòaòèñòè÷eñêoé ôèçèêe.
140. Óðaâíeíèe äèôôóçèè.
141. Ôóíêöèÿ ðañïðeäeëeíèÿ â äèôôóçèoííoì ïðèáëèæeíèè.
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В 2009 году Университет стал победителем многоэтапного конкурса, в 
результате которого определены 12 ведущих университетов России, 
которым присвоена категория «Национальный исследовательский уни-
верситет». Министерством образования и науки Российской Федера-
ции была утверждена Программа развития государственного образова-
тельного учреждения высшего профессионального образования 
«Санкт-Петербургский государственный университет информацион-
ных технологий, механики и оптики» на 2009–2018 годы. 

 
КАФЕДРА ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ 

 
Кафедра высшей математики (ВМ) была организована в 1930 году. 

Первым заведующим кафедрой был профессор Г.Д. Гродский. С конца 
1936 года кафедрой ВМ заведовал профессор И.П. Натансон. С 1944 по 
1973 г. заведующим кафедрой был В.А Тартаковский -  выдающийся 
математик и замечательный педагог. 

В разное время на кафедре ВМ преподавали академик В.И. Смир-
нов, член-корреспондент АН СССР Д.К, Фаддеев, профессора Ф.И. 
Харшиладзе, А.Ф. Андреев, Ю.В. Аленицын, И.А. Молотков. 

В 1979 году кафедру возглавил доктор технических наук, профессор 
В.Г. Дегтярев, специалист по теории движения космических аппаратов. 
С 1997 года кафедрой руководит доктор физико-математических наук, 
профессор И.Ю. Попов, в область научных интересов которого входят  
теория рассеяния, теория операторов, моделирование сложных физиче-
ских систем. 

Преподаватели кафедры ВМ осуществляют обучение студентов 
всех специальностей университета по дисциплине «Высшая математи-
ка» и читают лекции и проводят занятия по  ряду специальных дисцип-
лин физико-математического цикла. Кафедра ВМ является самой 
большой в университете по числу преподавателей. В настоящее время 
на кафедре ВМ работают такие высококвалифицированные специали-
сты как доктора физико-математических наук, профессора  В.В. Жук, 
А.П. Качалов, Г.П. Мирошниченко, А.Г. Петрашень, В.П. Смирнов, 
В.М. Уздин, В.Ю. Тертычный (член Нью-Йоркской академии). 



 На кафедре ВМ образовалась научная школа по математическому 
моделированию сложных физических систем., активно развиваются 
направления, связанные с нанофизикой и нанотехнологиями, кванто-
выми компьютерами и квантовыми технологиями. Кафедра тесно со-
трудничает с крупными научными центрами как в России, так и за ру-
бежом. 
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