
Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è

ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå.

Ïðåäëàãàåìîå ïîñîáèå ñîäåðæèò çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïî
äâóì ðàçäåëàì:
1) çàäà÷è ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
2) çàäà÷è ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå.

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ 30 çàäà÷ ïî êàæäîé èç 7 òåì, ïåðå÷èñëåííûõ
íèæå. Ïåðåä çàäà÷àìè äàíû ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ è òàì, ãäå íåîáõîäèìî, �
ïðèìåðû. Òåìû çàäàíèé:

1. Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷¼ò âåðîÿòíîñòåé â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ñõåìû.
Òåîðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

2. Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè.
3. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è ôîðìóëà Áàéåñà.
4. Ïîâòîðåíèå îïûòîâ (ñõåìà Áåðíóëëè).
5. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
6. Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
7. Ôóíêöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåìà 1. Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷¼ò âåðîÿòíîñòåé â ðàìêàõ êëàññè-

÷åñêîé ñõåìû. Òåîðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Ìíîæåñòâî Ω, ñîñòîÿùåå èç âñåõ âçàèìíî èñêëþ÷àþùèõ ðåçóëüòàòîâ (èñõî-
äîâ) ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà, íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàð-

íûõ ñîáûòèé. Åãî ýëåìåíòû áóäåì îáîçíà÷àòü ω (ñ èíäåêñàìè èëè áåç).
Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî Ω íàçûâàåòñÿ ñîáûòèåì. Ãîâîðÿò, ÷òî ñîáûòèå A ⊂ Ω
ïðîèçîøëî, åñëè ýêñïåðèìåíò çàêîí÷èëñÿ îäíèì èç èñõîäîâ, âõîäÿùèõ â A.

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî: Ω =
{ω1, ω2, . . .}. Çàäàäèì íà Ω âåðîÿòíîñòè, òî åñòü ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
êàæäîìó ωi ÷èñëî p(ωi) ≥ 0, ïðè÷¼ì

∑
i p(ωi) = 1. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà-

çûâàåòñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè. Òåïåðü äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A ⊂ Ω îïðå-
äåëèì åãî âåðîÿòíîñòü P(A) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà:
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P(A) =
∑

ω:ω∈A

p(ω). (1)

Â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ñõåìó. Çäåñü Ω =
{ω1, ω2, . . . , ωn}, p(ωi) = 1/n, i = 1, . . . , n. Òàêèì îáðàçîì,

P(A) =
∑

ω:ω∈A

p(ω) =
cardA

n
=

cardA

cardΩ
,

ãäå cardA � ìîùíîñòü (êàðäèíàëüíîå ÷èñëî) ìíîæåñòâàA. Äðóãèìè ñëîâàìè,
â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ñõåìû âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ � ýòî îòíîøåíèå ÷èñëà
èñõîäîâ, âõîäÿùèõ â ýòî ñîáûòèå, ê îáùåìó ÷èñëó èñõîäîâ.

Ïðèâåäåì òåïåðü íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé è ôîðìóë èç êîìáèíàòîðèêè, êî-
òîðûå áóäóò ïîëåçíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷.
Ïåðåñòàíîâêàìè ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, íà-

çûâàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû, ñîñòàâëåííûå èç âñåõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíî-
æåñòâà. ×èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê Pn = n!.
Ðàçìåùåíèÿìè èç n ïî k, k ≤ n, ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç n ðàçëè÷íûõ

ýëåìåíòîâ, íàçûâàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû, ñîñòàâëåííûå èç k ðàçëè÷íûõ
ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà. ×èñëî âñåõ ðàçìåùåíèé Ak

n = n!/((n− k)!).
Ñî÷åòàíèÿìè èç n ïî k, k ≤ n, ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç n ðàçëè÷íûõ

ýëåìåíòîâ, íàçûâàþòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûå íàáîðû, ñîñòàâëåííûå èç k ðàçëè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà. ×èñëî âñåõ ñî÷åòàíèé Ck

n = n!/(k! · (n−k)!).

Ïðèìåð 1. Áèáëèîòåêàðü â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå âûñòàâëÿåò íà ïîëêó 5
ó÷åáíèêîâ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñëåäóþùèõ àâòîðîâ: Êîëìîãîðîâ, Øè-
ðÿåâ, Ãíåäåíêî, Áîðîäèí è Ðîòàðü. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êíèãè
áóäóò âûñòàâëåíû â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå (ïî ôàìèëèÿì àâòîðîâ)?

Ðåøåíèå. Ó÷åáíèêè ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü, íàïðèìåð, â òîì ïîðÿäêå, â
êîòîðîì îíè âûïèñàíû â óñëîâèè. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
Ω ñîñòîèò èç âñåõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà {1, 2, 3, 4, 5}. Åãî ìîùíîñòü ðàâíà
÷èñëó ýòèõ ïåðåñòàíîâîê: cardΩ = P5 = 5! = 120. Ñîáûòèå A, âåðîÿòíîñòü
êîòîðîãî íàì íóæíî íàéòè, ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà: A = {(4, 3, 1, 5, 2)}
(òî åñòü ó÷åáíèê Áîðîäèíà ñòîèò íà ïåðâîì ìåñòå è ò. ä.). Òàêèì îáðàçîì,
P(A) = cardA/cardΩ = 1/120.

ÏóñòüΩ � ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà, A, B ⊂ Ω � íåêîòîðûå ñîáûòèÿ. Ìíîæåñòâî Ω, î÷åâèäíî, ñàìî
ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèåì. Îíî âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå âîçìîæíûå èñõîäû ñëó÷àéíîãî
ýêñïåðèìåíòà è íàçûâàåòñÿ äîñòîâåðíûì ñîáûòèåì. Èç ðàâåíñòâà (1) è
óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ïîëó÷àåì: P(Ω) = 1.
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Ñîáûòèåì, ïðîòèâîïîëîæíûì äëÿ ñîáûòèÿ A, íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå A,
ñîñòîÿùåå èç âñåõ èñõîäîâ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà, íå âõîäÿùèõ â A. Òà-
êèì îáðàçîì, íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ A îçíà÷àåò, ÷òî ñîáûòèå A íå íàñòóïèëî.
Ïîëåçíà ôîðìóëà: P(A) = 1 − P(A). Ñîáûòèå ∅, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî
èñõîäà, íàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì: ∅ = Ω, P(∅) = 0.
Ïðîèçâåäåíèåì ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå AB, âêëþ÷àþùåå â

ñåáÿ âñå èñõîäû, âõîäÿùèå è â A, è â B, òî åñòü íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ AB îçíà-
÷àåò, ÷òî ïðîèçîøëî è ñîáûòèå A, è ñîáûòèå B. Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ
íåñîâìåñòíûìè, åñëè îíè íå ìîãóò ïðîèçîéòè îäíîâðåìåííî â ðåçóëüòàòå
ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà: AB = ∅.
Ñóììîé ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå A + B, âêëþ÷àþùèå â

ñåáÿ âñå èñõîäû, êîòîðûå âõîäÿò õîòÿ áû â îäíî èç ñîáûòèé A, B, òî åñòü
íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ A+ B îçíà÷àåò, ÷òî íàñòóïèëî èëè ñîáûòèå A, èëè B,
èëè AB. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñóììû ñîáûòèé ìîæåò áûòü ïîëåçíà
ôîðìóëà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé:

P(A+B) = P(A) +P(B)−P(AB).

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ B, P(B) > 0,
� ýòî ÷èñëî P(A|B), âû÷èñëÿåìîå ïî ôîðìóëå:

P(A|B) =
P(AB)

P(B)
.

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P(A|B) � ýòî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A, âû÷èñëåííàÿ â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñîáûòèå B íàñòóïèëî. Àíàëîãè÷íî, åñëè P(A) > 0, òî
P(B|A) = P(AB)/P(A). Îòñþäà âûòåêàåò ôîðìóëà óìíîæåíèÿ:

P(AB) = P(A) ·P(B|A) = P(B) ·P(A|B).

Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè P(AB) = P(A)·P(B). Ïî-
ñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó P(A|B) = P(A), êîãäà P(B) > 0,
è ðàâåíñòâóP(B|A) = P(B), êîãäàP(A) > 0. Ñîáûòèÿ A1, . . . , An íàçûâàþò-
ñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëàm, 2 ≤ m ≤ n,
è ëþáîãî íàáîðà èíäåêñîâ k1, . . . , km, 1 ≤ k1 < k2 < . . . < km ≤ n, ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî:

P

(
m∏
i=1

Aki

)
=

m∏
i=1

P (Aki) .

Çàäà÷à 1.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â íàóäà÷ó âûáðàííîì ÷åòûð¼õçíà÷íîì ÷èñëå
íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ öèôð?
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Çàäà÷à 2.

Â êîðîáêå ëåæàò êàðàíäàøè: äâåíàäöàòü êðàñíûõ è âîñåìü çåëåíûõ. Íàóäà÷ó
èçâëåêàþò òðè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè èçâëå÷¼ííûõ áóäåò õîòÿ
áû îäèí êðàñíûé êàðàíäàø?
Çàäà÷à 3.

Öèôðû îò 1 äî 9 ðàñïîëàãàþòñÿ â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî âñå íå÷¼òíûå öèôðû îêàæóòñÿ íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ?
Çàäà÷à 4.

Ñòàíöèÿ ìåòðîïîëèòåíà îáîðóäîâàíà òðåìÿ íåçàâèñèìî ðàáîòàþùèìè ýñêà-
ëàòîðàìè. Âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû â òå÷åíèå äíÿ äëÿ ïåðâîãî ýñêà-
ëàòîðà ðàâíà 0.9 , äëÿ âòîðîãî � 0.8 , äëÿ òðåòüåãî � 0.85 . Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî â òå÷åíèå äíÿ ïðîèçîéäåò ïîëîìêà íå áîëåå îäíîãî ýñêàëàòîðà.
Çàäà÷à 5.

Ãðóïïà ñòóäåíòîâ ñîñòîèò èç âîñüìè äåâóøåê è ñåìè þíîøåé. Äëÿ àòòåñòàöèè
ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòáèðàþò òðîèõ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ
áóäåò ðîâíî îäíà äåâóøêà?
Çàäà÷à 6.

Ó ðàñïðîñòðàíèòåëÿ èìååòñÿ 18 áèëåòîâ êíèæíîé ëîòåðåè, ñðåäè êîòîðûõ 5
âûèãðûøíûõ. Êóïëåíî 3 áèëåòà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäèí
èç êóïëåííûõ áèëåòîâ âûèãðûøíûé.
Çàäà÷à 7.

Óñòðîéñòâî ñåêðåòíîãî çàìêà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÷åòûðå ÿ÷åéêè. Â ïåðâîé ÿ÷åé-
êå îñóùåñòâëÿåòñÿ íàáîð îäíîé èç ïÿòè áóêâ: A,B,C,D,E, â êàæäîé èç òð¼õ
îñòàëüíûõ � îäíîé èç äåñÿòè öèôð: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 (öèôðû ìîãóò ïî-
âòîðÿòüñÿ). ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàìîê áóäåò îòêðûò ñ ïåðâîé
ïîïûòêè?
Çàäà÷à 8.

Ñòóäåíò ïîäãîòîâèë ê ýêçàìåíó 25 âîïðîñîâ èç 30. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñðåäè òð¼õ íàóäà÷ó âûáðàííûõ âîïðîñîâ åñòü íå ìåíüøå äâóõ, ïîäãîòîâ-
ëåííûõ ñòóäåíòîì?
Çàäà÷à 9.

Òðè ÷åëîâåêà çàõîäÿò â ëèôò äåâÿòèýòàæíîãî äîìà íà ïåðâîì ýòàæå. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå, äâîå âûéäóò íà îäíîì ýòàæå, åñëè
âûáîð ýòàæà äëÿ êàæäîãî ñëó÷àåí è íå çàâèñèò îò âûáîðà äðóãèõ?
Çàäà÷à 10.

Òðè áàñêåòáîëèñòà äåëàþò ïî îäíîìó áðîñêó â êîëüöî. Âåðîÿòíîñòè ïîïàäà-
íèÿ äëÿ êàæäîãî èç íèõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 3/5, 7/10, 9/10. Íàéòè âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû äâà áðîñêà îêàæóòñÿ òî÷íûìè.
Çàäà÷à 11.

Èç êîëîäû â 52 êàðòû ïî î÷åðåäè íàóäà÷ó èçâëåêàþòñÿ äâå. Êàêîâà âåðîÿò-
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íîñòü òîãî, ÷òî ïåðâàÿ áü¼ò âòîðóþ (ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ðàíã êàðòû, òî åñòü,
ëþáàÿ âîñüì¼ðêà áü¼ò ëþáóþ øåñò¼ðêó, ëþáîé âàëåò áü¼ò ëþáóþ äåâÿòêó è
ò. ä.)?
Çàäà÷à 12.

Êîìàíäà èç îäèííàäöàòè ôóòáîëèñòîâ ðàçíîãî ðîñòà ñëó÷àéíûì îáðàçîì âû-
ñòðîèëàñü â øåðåíãó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíè ñòîÿò ïî ðàíæèðó (òî
åñòü ñàìûé âûñîêèé ñòîèò ïåðâûì, è äàëåå ôóòáîëèñòû óïîðÿäî÷åíû ïî ðî-
ñòó).
Çàäà÷à 13.

Îáåçüÿíà âûêëàäûâàåò êàðòî÷êè ñ áóêâàìè Ê,Ð,Î,Ê,Î,Ä,È,Ë â ðÿä â
ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó íå¼ ïîëó÷èòñÿ âûëîæèòü
ñëîâî ÊÐÎÊÎÄÈË?
Çàäà÷à 14.

Èãðàëüíûé êóáèê áðîñàþò ÷åòûðå ðàçà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå ðå-
çóëüòàòû áðîñàíèé áóäóò ðàçëè÷íû?
Çàäà÷à 15.

Ïðè ðàçäà÷å â ïîêåðå èãðîê ïîëó÷àåò 5 êàðò (êîëîäà ñîñòîèò èç 52-õ êàðò, áåç
äæîêåðîâ). Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êàðå (òî åñòü ÷åòûð¼õ êàðò îäíîãî
ðàíãà, íàïðèìåð, ÷åòûð¼õ äåñÿòîê)?
Çàäà÷à 16.

Ýëåêòðè÷åñêàÿ ñõåìà ñîñòîèò èç øåñòè ýëåìåíòîâ:

Äëÿ êàæäîãî i, i = 1, 2, . . . , 6, ÷èñëî pi � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî i�é ýëåìåíò
íå âûéäåò èç ñòðîÿ (âî âðåìÿ èñïûòàíèÿ). Ñîáûòèÿ "âûõîä èç ñòðîÿ i�ãî
ýëåìåíòà" , i = 1, 2, . . . , 6, íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî òîê íå ïðîéä¼ò, åñëè p1 = p3 = p6 = 0.6, p2 = p5 = 0.7, p4 = 0.9?
Çàäà÷à 17.

Ñòðåëîê òðè ðàçà ñòðåëÿåò ïî ìèøåíè. Âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ïðè ïåðâîì,
âòîðîì è òðåòüåì âûñòðåëàõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 1/2, 3/5, 4/5. Êàêîâà âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ýòèõ òðåõ âûñòðåëîâ â ìèøåíè îêàæåòñÿ
ðîâíî îäíà ïðîáîèíà?
Çàäà÷à 18.

Â ñâÿçêå èìåþòñÿ ïÿòü ðàçëè÷íûõ êëþ÷åé, èç êîòîðûõ òîëüêî îäíèì ìîæ-
íî îòïåðåòü äâåðü. Íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ êëþ÷ è äåëàåòñÿ ïîïûòêà îòêðûòü
äâåðü. Êëþ÷, îêàçàâøèéñÿ íåïîäõîäÿùèì, áîëüøå íå èñïîëüçóåòñÿ. Íàéòè âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ îòïèðàíèÿ äâåðè áóäåò èñïîëüçîâàíî íå áîëåå äâóõ
êëþ÷åé.
Çàäà÷à 19.

Ðàäèñò òðèæäû âûçûâàåò êîððåñïîíäåíòà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò ïðè-
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íÿò ïåðâûé âûçîâ, ðàâíà 0.3, âòîðîé � 0.4, òðåòèé � 0.5. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî êîððåñïîíäåíò óñëûøèò õîòÿ áû îäèí âûçîâ ðàäèñòà.
Çàäà÷à 20.

Â êîðîáêå ëåæèò ñåìüäåñÿò ôðóêòîâ, äåñÿòü èç êîòîðûõ èñïîð÷åíû. Íàóãàä
áåðóòñÿ ÷åòûðå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü è èñïîð÷åííûå, è
ñâåæèå?
Çàäà÷à 21.

Ïðåäïðèÿòèåì ïîñëàíà àâòîìàøèíà çà ðàçëè÷íûìè ìàòåðèàëàìè íà ÷åòûðå
áàçû. Âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ íóæíîãî ìàòåðèàëà íà ïåðâîé áàçå ðàâíà 0.9, íà
âòîðîé � 0.85, íà òðåòüåé � 0.7, íà ÷åòâåðòîé � 0.65. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî òîëüêî íà îäíîé áàçå íå îêàæåòñÿ íóæíîãî ìàòåðèàëà.
Çàäà÷à 22.

Èç èãðàëüíîé êîëîäû â 36 êàðò ñëó÷àéíî äîñòàþò òðè êàðòû. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ ïèêîâàÿ äàìà.
Çàäà÷à 23.

Ýëåêòðè÷åñêàÿ ñõåìà ñîñòîèò èç ïÿòè ýëåìåíòîâ:

Äëÿ êàæäîãî i, i = 1, 2, . . . , 5, ÷èñëî pi � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî i�é ýëåìåíò
âûéäåò èç ñòðîÿ (âî âðåìÿ èñïûòàíèÿ). Ñîáûòèÿ "âûõîä èç ñòðîÿ i�ãî ýëå-
ìåíòà" , i = 1, 2, . . . , 5, íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî òîê íå ïðîéä¼ò, åñëè p1 = p3 = 0.3, p2 = p5 = 0.1, p4 = 0.25?
Çàäà÷à 24.

Èç èãðàëüíîé êîëîäû â 36 êàðò ñëó÷àéíî äîñòàþò ÷åòûðå. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ áóäóò ïðåäñòàâëåíû âñå ìàñòè?
Çàäà÷à 25.

Èìååòñÿ êîðîáêà ñ äâåíàäöàòüþ íîâûìè òåííèñíûìè ìÿ÷àìè. Äëÿ êàæäîé
èãðû áåðóò òðè ìÿ÷à; ïîñëå èãðû èõ êëàäóò îáðàòíî. Ìÿ÷è âûáèðàþòñÿ ñëó-
÷àéíî, ïðè÷¼ì áûâøèå â óïîòðåáëåíèè îò íîâûõ íå îòëè÷àþòñÿ. Êàêîâà âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëå ÷åòûð¼õ èãð â êîðîáêå íå îñòàíåòñÿ ìÿ÷åé, íå ïî-
áûâàâøèõ â èãðå?
Çàäà÷à 26.

Àáîíåíò çàáûë äâå ïîñëåäíèå öèôðû íîìåðà òåëåôîíà, íî ïîìíèò, ÷òî îíè
ðàçíûå. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åìó ïðèäåòñÿ çâîíèòü íå áîëåå ÷åì
â ïÿòü ìåñò, åñëè îí íàáèðàåò çàáûòûå öèôðû íàóãàä.
Çàäà÷à 27.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â íàóäà÷ó âûáðàííîì ÷åòûð¼õçíà÷íîì ÷èñëå
ïåðâàÿ è òðåòüÿ öèôðû ñîâïàäàþò?
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Çàäà÷à 28.

Äâîå èãðàþò â øàõìàòû. Èãðà ïðîâîäèòñÿ äî âûèãðûøà îäíèì èç èãðîêîâ
äâóõ ïàðòèé ïîäðÿä. Âåðîÿòíîñòè âûèãðûøà ëþáîé ïàðòèè ïåðâûì è âòîðûì
èãðîêîì ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 0.4 è 0.6 è íå çàâèñÿò îò èñõîäà ïðåäûäóùèõ
ïàðòèé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãðà îêîí÷èòñÿ äî ÷åòâåðòîé ïàðòèè.
Çàäà÷à 29.

Ïðè âêëþ÷åíèè çàæèãàíèÿ äâèãàòåëü íà÷èíàåò ðàáîòàòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.8.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ ââîäà äâèãàòåëÿ â ðàáîòó ïðèäåòñÿ âêëþ-
÷àòü çàæèãàíèå íå áîëåå òðåõ ðàç.
Çàäà÷à 30.

Èãðàëüíûé êóáèê áðîñàþò ïÿòü ðàç. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëü-
òàòå ïîÿâÿòñÿ òîëüêî äâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà, ïðè÷¼ì îäíî ïîÿâèòñÿ äâàæäû,
äðóãîå � òðèæäû?

Òåìà 2. Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè.

Ïóñòü ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â âûáîðå òî÷êè â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω
íà ïðÿìîé, ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå. Âûáîð òî÷êè ïðîèñõîäèò ñëó÷àéíî
è ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâîçìîæíûì äëÿ âñÿêîé òî÷êè ýòîé îáëàñòè. Îòíîñèòåëüíî
Ω áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî µ(Ω) < ∞. Çäåñü µ(Ω) � ìåðà Ëåáåãà îáëàñòè Ω:
äëÿ ïðÿìîé ýòî äëèíà, äëÿ ïëîñêîñòè � ïëîùàäü, äëÿ ïðîñòðàíñòâà � îáú¼ì.
Ïîñòàâèì ñëåäóþùèé âîïðîñ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáðàííàÿ òî÷êà
îêàæåòñÿ ëåæàùåé âíóòðè íåêîòîðîé çàäàííîé îáëàñòè A ⊂ Ω (ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî µ(A) ñóùåñòâóåò)? Òàêèå âåðîÿòíîñòè íàçûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêèìè è âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

P(A) =
µ(A)

µ(Ω)
. (2)

Ïðèìåð 1. Òî÷êà ñëó÷àéíûì îáðàçîì áðîñàåòñÿ â êâàäðàò Ω = {(x, y) :
0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π}. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà îêàæåòñÿ
íèæå ãðàôèêà ôóíêöèè y = sin x?

Ðåøåíèå.Ìåðà Ëåáåãà îáëàñòè Ω ðàâíà ïëîùàäè êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé π:
µ(Ω) = π2. Òà ÷àñòü ñèíóñîèäû, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì x ∈ [0, π],
öåëèêîì ëåæèò â êâàäðàòå Ω. Ïîýòîìó, îáîçíà÷èâ èíòåðåñóþùóþ íàñ îáëàñòü
áóêâîé A, íàïèøåì

µ(A) =

π∫
0

sinx dx = 2.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2), èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü P(A) = µ(A)/µ(Ω) = 2/π2.

Çàäà÷à 1.

Èç ïðîìåæóòêà [0, 1] íàóãàä âûáðàëè äâà ÷èñëà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
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÷òî èõ ñóììà ìåíüøå èëè ðàâíà 1, à èõ ïðîèçâåäåíèå ìåíüøå èëè ðàâíî 2/9?
Çàäà÷à 2.

Èç ïðîìåæóòêà [−2, 2] íàóäà÷ó âûáðàíû äâà ÷èñëà ξ1 è ξ2. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2 + ξ1 x+ ξ2 = 0 áóäåò èìåòü âåùåñòâåííûå
êîðíè.
Çàäà÷à 3.

Â öåíòðå ñòîëà, èìåþùåãî ôîðìó ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè a è b, ðàñïîëî-
æåí ìàãíèò. Íà ñòîë ñëó÷àéíûì îáðàçîì áðîñàåòñÿ áóëàâêà, êîòîðàÿ ïðè-
òÿãèâàåòñÿ ìàãíèòîì, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà
r, r < min{a, b}. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóëàâêà áóäåò ïðèòÿíóòà.
Çàäà÷à 4.

Â ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñëó÷àéíûì îáðàçîì áðîñàåòñÿ òî÷êà. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòà òî÷êà îêàæåòñÿ âíóòðè âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê
îêðóæíîñòè?
Çàäà÷à 5.

Â ïðÿìîóãîëüíèêå Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 3} íàóäà÷ó âûáèðà-
åòñÿ òî÷êà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòà òî÷êà îêàæåòñÿ íèæå ãðàôèêà
ôóíêöèè y = x2?
Çàäà÷à 6.

Íà îòðåçêå íàóäà÷ó ñòàâÿòñÿ äâå òî÷êè, ðàçáèâàþùèå åãî íà òðè îòðåçêà. Êà-
êîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ýòèõ îòðåçêîâ ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê?
Çàäà÷à 7.

Íà îòðåçêå AB íàóäà÷ó ñòàâÿòñÿ äâå òî÷êè M è L. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî L áóäåò áëèæå ê òî÷êå A, ÷åì ê òî÷êå M .
Çàäà÷à 8.

Â êâàäðàò Ω = {(x, y) : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1} ñëó÷àéíûì îáðàçîì áðîñàåòñÿ
òî÷êà. Ïóñòü (ξ, η) � å¼ êîîðäèíàòû. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí
x2 + ξ x+ η íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.
Çàäà÷à 9.

Â îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ êàðäèîèäîé, èìåþùåé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ
óðàâíåíèå ρ = 2− 2 cosφ, 0 ≤ φ < 2π, ñëó÷àéíûì îáðàçîì áðîñàåòñÿ òî÷êà.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîëÿðíûé óãîë ýòîé òî÷êè íå ïðåâîñõîäèò 2π/3.
Çàäà÷à 10.

Ñòåðæåíü äëèíîé 1 ìåòð íàóäà÷ó ëîìàåòñÿ íà òðè ÷àñòè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ÷àñòåé áóäåò íå áîëüøå 10 ñàíòèìåòðîâ.
Çàäà÷à 11.

Äâà ïàðîõîäà äîëæíû ïîäîéòè ê îäíîìó ïðè÷àëó. Êàæäûé èç íèõ ìîæåò
ïðèéòè â ëþáîå âðåìÿ â òå÷åíèå äàííûõ ñóòîê, ïðè÷¼ì âðåìÿ ïðèõîäà îäíîãî
íå çàâèñèò îò âðåìåíè ïðèõîäà äðóãîãî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îäíîìó
èç íèõ ïðèä¼òñÿ îæèäàòü îñâîáîæäåíèÿ ïðè÷àëà, åñëè âðåìÿ ñòîÿíêè ïåðâîãî
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� îäèí ÷àñ, âòîðîãî � òðè ÷àñà?
Çàäà÷à 12.

Â êâàäðàò ñî ñòîðîíîé a ñëó÷àéíûì îáðàçîì áðîñàþò òî÷êó. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî îíà óäàëåíà îò áëèæàéøåé âåðøèíû êâàäðàòà íà ðàññòîÿíèå,
íå ïðåâîñõîäÿùåå a/2.
Çàäà÷à 13.

Â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, îäèí èç óãëîâ êîòîðîãî ðàâåí π/6, ñëó÷àéíûì
îáðàçîì áðîñàåòñÿ òî÷êà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà îêàæåòñÿ âíóòðè
âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè?
Çàäà÷à 14.

Íà îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò íàóäà÷ó
âûáèðàåòñÿ òî÷êà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîåêöèÿ òî÷êè íà îñü àáñ-
öèññ íàõîäèòñÿ îò öåíòðà îêðóæíîñòè íà ðàññòîÿíèè, íå ïðåâûøàþùåì 1/2?
Çàäà÷à 15.

Òî÷êà ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ èç ïîëóêðóãà, çàäàííîãî â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ íåðàâåíñòâàìè ρ ≤ 2 cosφ, 0 ≤ φ ≤ π/2. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ýòà òî÷êà îêàæåòñÿ âíóòðè ïîëóêðóãà ρ ≤ 2 sinφ, 0 ≤ φ ≤ π/2.
Çàäà÷à 16.

Â ÷åòâåðòü êðóãà x2+y2 ≤ 8, ðàñïîëîæåííóþ â ïåðâîì êâàäðàíòå, ñëó÷àéíûì
îáðàçîì áðîñàåòñÿ òî÷êà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà îêàæåòñÿ íèæå
ãðàôèêà ôóíêöèè y =

√
2x?

Çàäà÷à 17.

Äàíû äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ R è
√
3R. Íà îêðóæíîñòè

áîëüøåãî ðàäèóñà íàóäà÷ó ñòàâÿòñÿ äâå òî÷êè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
õîðäà, ïðîâåä¼ííàÿ ÷åðåç ýòè òî÷êè, ïåðåñå÷¼ò îêðóæíîñòü ìåíüøåãî ðàäèó-
ñà?
Çàäà÷à 18.

Èç ïðîìåæóòêà [1, 2] íàóäà÷ó âûáèðàþòñÿ äâà ÷èñëà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî èõ ñóììà ìåíüøå 3, à ïðîèçâåäåíèå áîëüøå 2?
Çàäà÷à 19.

Íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ òî÷êà, ÷åðåç êî-
òîðóþ ïðîâîäèòñÿ âåðòèêàëüíàÿ õîðäà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëèíà
ýòîé õîðäû áîëüøå R?
Çàäà÷à 20.

Èç ïðîìåæóòêà [−1, 1] íàóäà÷ó âûáðàíû äâà ÷èñëà ξ è η. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2+ ξ x+η = 0 èìååò ïîëîæèòåëüíûå êîðíè.
Çàäà÷à 21.

Èç îòðåçêà [0, 1] íàóäà÷ó âûáèðàþòñÿ òðè ÷èñëà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî èõ ñóììà íå áóäåò ïðåâûøàòü åäèíèöó?
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Çàäà÷à 22.

Íà êàðäèîèäó, èìåþùóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå ρ = 2 −
2 cosφ, 0 ≤ φ < 2π, ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñòàâèòñÿ òî÷êà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ïîëÿðíûé óãîë ýòîé òî÷êè íå ïðåâîñõîäèò 2π/3.
Çàäà÷à 23.

Èç ïðîìåæóòêà [0, 1] íàóäà÷ó âûáðàíû äâà ÷èñëà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñóììà èõ áîëüøå åäèíèöû, à ñóììà èõ êâàäðàòîâ ìåíüøå åäèíèöû?
Çàäà÷à 24.

Êàæäûé èç äâóõ ïàöèåíòîâ ïðèõîäèò íà ïðè¼ì ê âðà÷ó â ëþáîå âðåìÿ ìåæäó
11.00 è 11.40, ïðè÷¼ì âðåìÿ ïðèõîäà êàæäîãî ñëó÷àéíî è íå çàâèñèò îò âðå-
ìåíè ïðèõîäà äðóãîãî. Äëèòåëüíîñòü ïðèåìà îäíîãî ïàöèåíòà � ïÿòü ìèíóò,
äðóãîãî � äåñÿòü ìèíóò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íè îäíîìó ïàöèåíòó íå
ïðèä¼òñÿ îæèäàòü îêîí÷àíèÿ ïðè¼ìà äðóãîãî.
Çàäà÷à 25.

Íà äóãó ïàðàáîëû y = x2, 0 ≤ x ≤ 2, íàóäà÷ó ñòàâèòñÿ òî÷êà. Íàéòè âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî óãîë, îáðàçîâàííûé ðàäèóñ-âåêòîðîì ýòîé òî÷êè ñ ïîëîæè-
òåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ, íå ïðåâîñõîäèò π/3.
Çàäà÷à 26.

Òî÷êà ñëó÷àéíûì îáðàçîì áðîñàåòñÿ âíóòðü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 8. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî áëèæàéøåé ê íåé äèàãî-
íàëè êâàäðàòà áîëüøå

√
2?

Çàäà÷à 27.

Íà äèàìåòðå îêðóæíîñòè ðàäèóñà R íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ òî÷êà � ñåðåäèíà
õîðäû, ïåðïåíäèêóëÿðíîé äèàìåòðó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëèíà ýòîé
õîðäû íå ïðåâçîéä¼ò

√
3R.

Çàäà÷à 28.

Íà îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò íàóäà÷ó
âûáèðàåòñÿ òî÷êà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî
òî÷êè (1, 0) áîëüøå åäèíèöû.
Çàäà÷à 29.

Âíóòðü îêðóæíîñòè, çàäàííîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì ρ =√
3 sinφ, ñëó÷àéíûì îáðàçîì áðîñàåòñÿ òî÷êà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

ýòà òî÷êà îêàæåòñÿ ëåæàùåé âíóòðè êàðäèîèäû ρ = 1− cosφ?
Çàäà÷à 30.

Èç ïðîìåæóòêà [0, 1] íàóäà÷ó âûáèðàþòñÿ äâà ÷èñëà ξ è η. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ξ2 < η <

√
ξ?.

Òåìà 3. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Ôîðìóëà Áàéåñà.

Ïóñòü çàäàíî ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Íàáîð ñîáûòèé
H1, H2, . . . , Hn íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ãðóïïîé ñîáûòèé, åñëè îíè ïîïàðíî
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íåñîâìåñòíû, è èõ ñóììà äîñòîâåðíà:Hi·Hj = ∅, i ̸= j, i, j = 1, 2, . . . , n, H1+
H2 + . . .+Hn = Ω.

ÏóñòüH1, H2, . . . , Hn � ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé,P(Hi) > 0, i = 1, 2, . . . , n,
A ⊂ Ω � íåêîòîðîå ñîáûòèå. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà
ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

P(A) =
n∑

i=1

P(Hi) ·P(A|Hi).

Ïîñòàâèì äðóãîé âîïðîñ. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî ýêñïå-
ðèìåíòà ñîáûòèå A íàñòóïèëî. Êàêîâà ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàñòó-
ïèëî îäíî èç ñîáûòèé Hi, i = 1, 2, . . . , n? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äà¼ò ôîðìó-
ëà Áàéåñà. Ïóñòü H1, H2, . . . , Hn � ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé, P(Hi) > 0, i =
1, 2, . . . , n, A ⊂ Ω, P(A) > 0. Òîãäà

P(Hj|A) =
P(Hj) ·P(A|Hj)
n∑

i=1

P(Hi) ·P(A|Hi)
, j = 1, 2, . . . , n.

Ïðèìåð 1. Â êîðîáêå íàõîäèòñÿ 4 íîâûõ è 3 ñòàðûõ òåííèñíûõ ìÿ÷à. Äëÿ
ïåðâîé èãðû ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàëè 2 ìÿ÷à è ïîñëå èãðû ïîëîæèëè èõ
îáðàòíî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 2 ìÿ÷à, âçÿòûå äëÿ âòîðîé èãðû,
îêàçàëèñü íîâûìè? Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âçÿòûå äëÿ âòîðîé èãðû ìÿ÷è
îêàçàëèñü íîâûìè, íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ ïåðâîé èãðû áûëè
òàêæå âûòàùåíû íîâûå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Hi � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî äëÿ ïåðâîé èãðû áû-
ëî âçÿòî ðîâíî i íîâûõ ìÿ÷åé, i = 0, 1, 2. Ñîáûòèÿ H0, H1, H2, î÷åâèäíî,
ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ãðóïïó. Ïóñòü A � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ìÿ-
÷è, âçÿòûå äëÿ âòîðîé èãðû, îêàçàëèñü íîâûìè. Âû÷èñëèì ñîîòâåòñòâóþùèå
âåðîÿòíîñòè:

P(H0) =
C2

3

C2
7

=
1

7
, P(H1) =

C1
4 · C1

3

C2
7

=
4

7
, P(H2) =

C2
4

C2
7

=
2

7
,

P(A|H0) =
C2

4

C2
7

=
2

7
, P(A|H1) =

C2
3

C2
7

=
1

7
, P(A|H2) =

C2
2

C2
7

=
1

21
.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, îòâåòèì íà ïåðâûé âîïðîñ
çàäà÷è:

P(A) =
2∑

i=0

P(Hi) ·P(A|Hi) =
1

7
· 2
7
+

4

7
· 1
7
+

2

7
· 1

21
=

20

147
.
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Îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ äà¼ò ôîðìóëà Áàéåñà:

P(H2|A) =
P(H2) ·P(A|H2)
2∑

i=0

P(Hi) ·P(A|Hi)

=
2
7 ·

1
21

20
147

=
1

10
.

Çàäà÷à 1.

Äâà ñòðåëêà Èâàíîâ è Ïåòðîâ, èìåþùèå ïî äâà çàðÿäà, ïîî÷åð¼äíî ñòðåëÿþò
â ìèøåíü. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè îäíîì âûñòðåëå ðàâíà 2/3 äëÿ Èâàíî-
âà è 5/6 äëÿ Ïåòðîâà. Ïåðâûé ñòðåëîê îïðåäåëÿåòñÿ ïî æðåáèþ. Äëÿ ýòîãî
êèäàåòñÿ ìîíåòà. Åñëè âûïàäàåò ãåðá, òî íà÷èíàåò Èâàíîâ, åñëè öèôðà, òî
ïåðâûì ñòðåëÿåò Ïåòðîâ. Âûèãðûâàåò ñòðåëîê, ïîïàâøèé ïåðâûì. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà äëÿ Ïåòðîâà?
Çàäà÷à 2.

Äâà ñòðåëêà A è B ïîî÷åð¼äíî ñòðåëÿþò â ìèøåíü äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ,
íî íå áîëåå äâóõ ðàç êàæäûé. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè îäíîì âûñòðåëå
äëÿ A ðàâíà 0.8, äëÿ B � 0.6. Ïåðâûé ñòðåëîê îïðåäåëÿåòñÿ ïî æðåáèþ. Äëÿ
ýòîãî êèäàåòñÿ èãðàëüíûé êóáèê. Åñëè âûïàäàåò ÷èñëî, êðàòíîå òð¼ì, òî íà-
÷èíàåò A, èíà÷å ïåðâûì ñòðåëÿåò B. Â ðåçóëüòàòå ñòðåëüáû âûèãðàë ñòðåëîê
B. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî îí ñòðåëÿë ïåðâûì?
Çàäà÷à 3.

Äâà ñòðåëêà ñòðåëÿþò ïî îäíîìó ðàçó, íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà âûáèðàÿ
îäíó èç äâóõ ìèøåíåé. Âåðîÿòíîñòü âûáîðà ïåðâîé ìèøåíè äëÿ íèõ 0.5 è 2/3
ñîîòâåòñòâåííî, à âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â ïåðâóþ ìèøåíü 0.8 äëÿ ïåðâîãî
ñòðåëêà è 0.9 äëÿ âòîðîãî ñòðåëêà, âî âòîðóþ ìèøåíü ñîîòâåòñòâåííî 0.7 è
0.8. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü õîòÿ áû îäíîãî ïîïàäàíèÿ â êàêóþ-ëèáî ìèøåíü?
Çàäà÷à 4.

Ñòóäåíò åäåò â óíèâåðñèòåò íà ïåðâîì ïîäîøåäøåì âèäå òðàíñïîðòà. Àâòî-
áóñ ïîäõîäèò ïåðâûì ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.2, ìàðøðóòíîå òàêñè � ñ âåðîÿòíîñòüþ
0.5, äëÿ òðîëëåéáóñà è òðàìâàÿ ýòè âåðîÿòíîñòè îäèíàêîâû è ðàâíû 0.15. Âå-
ðîÿòíîñòè çàñòðÿòü â ïðîáêå äëÿ íèõ ðàâíû 0.4, 0.3, 0.4, 0.1 ñîîòâåòñòâåííî.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò íå çàñòðÿíåò â ïðîáêå.
Çàäà÷à 5.

Â äâóõ ïàêåòàõ íàõîäÿòñÿ êîíôåòû. Â ïåðâîì ïàêåòå 16 øòóê ñîðòà "Áåëî÷-
êà" è 8 øòóê ñîðòà "Æàð-ïòèöà" , âî âòîðîì � 15 øòóê ñîðòà "Áåëî÷êà"
è 5 øòóê ñîðòà "Æàð-ïòèöà". Èç ïåðâîãî ïàêåòà âî âòîðîé ïåðåëîæèëè äâå
íàóäà÷ó âûáðàííûå êîíôåòû, çàòåì ñîäåðæèìîå âòîðîãî ïàêåòà ïåðåìåøàëè
è âûòàùèëè îòòóäà îäíó êîíôåòó, êîòîðàÿ îêàçàëàñü "Æàð-ïòèöåé". Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ïåðâîãî ïàêåòà âî âòîðîé ïåðåëîæèëè îäíó "Áåëî÷-
êó" è îäíó "Æàð-ïòèöó"?

14



Çàäà÷à 6.

Áåðóò äâå êîëîäû êàðò ïî 52 êàðòû è èç ïåðâîé âî âòîðóþ ïåðåêëàäûâàþò
ñëó÷àéíûì îáðàçîì 2 êàðòû. Çàòåì èç âòîðîé êîëîäû áåð¼òñÿ îäíà êàðòà.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî îíà îêàæåòñÿ äàìîé?
Çàäà÷à 7.

Ñðåäè òð¼õ èãðàëüíûõ êîñòåé îäíà ôàëüøèâàÿ. Íà ôàëüøèâîé êîñòè øåñò¼ð-
êà ïîÿâëÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/3. Áðîñèëè äâå ñëó÷àéíî âûáðàííûå êîñòè.
Âûïàëè äâå øåñòåðêè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè áðîøåííûõ êîñòåé
áûëà ôàëüøèâàÿ?
Çàäà÷à 8.

Ðàêåòà íàêðûâàåò öåëü ñ âåðîÿòíîñòüþ 2/3. Ïî öåëè âûïóùåíî äâå ðàêåòû.
Èçâåñòíî, ÷òî ïðè îäíîì ïîïàäàíèè öåëü ïîðàæàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2, à
ïðè äâóõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 5/6. Öåëü ïîðàæåíà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî â íå¼
ïîïàëà ðîâíî îäíà ðàêåòà?
Çàäà÷à 9.

Ñòóäåíò åäåò â óíèâåðñèòåò íà ïåðâîì ïîäîøåäøåì âèäå òðàíñïîðòà. Àâòî-
áóñ ïîäõîäèò ïåðâûì ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.2, ìàðøðóòíîå òàêñè � ñ âåðîÿòíîñòüþ
0.5, äëÿ òðîëëåéáóñà è òðàìâàÿ ýòè âåðîÿòíîñòè îäèíàêîâû è ðàâíû 0.15. Âå-
ðîÿòíîñòè çàñòðÿòü â ïðîáêå äëÿ íèõ ðàâíû 0.4, 0.3, 0.4, 0.1 ñîîòâåòñòâåííî.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûì ïîäîø¼ë òðîëëåéáóñ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
ñòóäåíò çàñòðÿë â ïðîáêå.
Çàäà÷à 10.

30% òåëåâèçîðîâ ïîñòóïàåò â ìàãàçèí ñ ïåðâîé ôàáðèêè, 20% � ñî âòîðîé,
îñòàëüíûå � ñ òðåòüåé. Áðàê íà ýòèõ ôàáðèêàõ ñîñòàâëÿåò 5%, 3%, 4% ñî-
îòâåòñòâåííî. Êóïëåííûé òåëåâèçîð îêàçàëñÿ áðàêîâàííûì. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî îí ïîñòóïèë ñ òðåòüåé ôàáðèêè?
Çàäà÷à 11.

Âçÿëè äâå êîëîäû ïî 52 êàðòû è ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïåðåëîæèëè äâå êàðòû
èç ïåðâîé êîëîäû âî âòîðóþ. Çàòåì èç âòîðîé êîëîäû âûòàùèëè îäíó êàðòó,
êîòîðàÿ îêàçàëàñü êàðòîé ïèêîâîé ìàñòè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè
ïåðåëîæåííûõ êàðò íå áûëî êàðò ïèêîâîé ìàñòè?
Çàäà÷à 12.

Ãîòîâÿñü ê ýêçàìåíó, ñòóäåíò äîëæåí ïîäãîòîâèòü îòâåòû íà äâå ñåðèè âîïðî-
ñîâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ïî 10 âîïðîñîâ. Ñòóäåíò âûó÷èë 9 âîïðî-
ñîâ ïåðâîé ñåðèè è 8 âîïðîñîâ âòîðîé ñåðèè. Ýêçàìåíàòîð ñëó÷àéíî âûáèðàåò
ñåðèþ âîïðîñîâ è äâà âîïðîñà èç íåå, íà îáà èç êîòîðûõ ñòóäåíò äîëæåí îò-
âåòèòü. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò ñäàñò ýêçàìåí?
Çàäà÷à 13.

Â òð¼õ îäèíàêîâûõ óðíàõ íàõîäÿòñÿ øàðû: â ïåðâîé � ñ íîìåðàìè îò 1 äî 9,
âî âòîðîé � îò 10 äî 20, â òðåòüåé � îò 21 äî 30 âêëþ÷èòåëüíî. Èç ñëó÷àéíî
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âûáðàííîé óðíû áåð¼òñÿ øàð, è îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åãî íîìåð äåëèòñÿ íà 5.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòîò øàð âçÿò èç ïåðâîé óðíû?
Çàäà÷à 14.

Â òð¼õ îäèíàêîâûõ óðíàõ íàõîäÿòñÿ øàðû: â ïåðâîé � ñ íîìåðàìè îò 10 äî 25,
âî âòîðîé � îò 26 äî 32, â òðåòüåé � îò 33 äî 45 âêëþ÷èòåëüíî. Èç ñëó÷àéíî
âûáðàííîé óðíû áåð¼òñÿ øàð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åãî íîìåð áóäåò
ïðîñòûì ÷èñëîì?
Çàäà÷à 15.

Èãðîêè ìîãóò ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ èãðàòü â îäíó èç äâóõ èãð. Â ïåðâîé
èãðå èñïîëüçóåòñÿ îäíà èãðàëüíàÿ êîñòü, à â äðóãîé � äâå. Ñ÷¼ò â èãðå â ïåð-
âîì ñëó÷àå ðàâåí êîëè÷åñòâó î÷êîâ, âûïàâøèõ íà êîñòè, à âî âòîðîì � ñóììå
î÷êîâ, âûïàâøèõ íà îáåèõ êîñòÿõ. Âû ñëûøèòå, ÷òî âûïàëî äâà î÷êà. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü, òîãî, ÷òî èãðàþò â èãðó ñ îäíîé êîñòüþ?
Çàäà÷à 16.

Íà òð¼õ äî÷åðåé Àíþ, Êàòþ è Àíôèñó â ñåìüå âîçëîæåíà îáÿçàííîñòü ïî
ìûòüþ òàðåëîê. Àíÿ, êàê ñòàðøàÿ, âûïîëíÿåò 40% âñåé ðàáîòû, îñòàëüíóþ
ðàáîòó Êàòÿ è Àíôèñà äåëÿò ïîïîëàì. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Àíÿ ðàçîáü¼ò
õîòÿ áû îäíó òàðåëêó ðàâíà 0.02, äëÿ Êàòè ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0.03, äëÿ
Àíôèñû � 0.02. Ðîäèòåëè ñëûøàëè çâîí ðàçáèòîé ïîñóäû. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü, ÷òî òàðåëêè ìûëà Àíÿ?
Çàäà÷à 17.

Èç óðíû, ñîäåðæàâøåé 4 áåëûõ è 3 ÷¼ðíûõ øàðà, ïåðåëîæèëè òðè íàóäà÷ó
âûáðàííûõ øàðà â óðíó, ñîäåðæàâøóþ 5 áåëûõ è 3 ÷¼ðíûõ øàðà. Íàéòè âå-
ðîÿòíîñòü âûíóòü èç âòîðîé óðíû áåëûé øàð.
Çàäà÷à 18.

Èç óðíû, ñîäåðæàâøåé 4 áåëûõ è 3 ÷¼ðíûõ øàðà, ïåðåëîæèëè äâà íàóäà÷ó
âûáðàííûõ øàðà â óðíó, ñîäåðæàâøóþ 5 áåëûõ è 3 ÷¼ðíûõ øàðà. Ïîñëå ýòî-
ãî èç âòîðîé óðíû íàóäà÷ó èçâëåêëè øàð, êîòîðûé îêàçàëñÿ ÷¼ðíûì. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ïåðâîé óðíû ïåðåëîæèëè äâà ðàçíîöâåòíûõ øàðà.
Çàäà÷à 19.

Èìåþòñÿ òðè îäèíàêîâûõ ÿùèêà. Â ïåðâîì ÿùèêå ëåæàò 2 áåëûõ è 2 ÷¼ðíûõ
øàðà, âî âòîðîì ÿùèêå � 3 ÷¼ðíûõ, â òðåòüåì � 1 ÷¼ðíûé è 5 áåëûõ. Íåêòî
ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåò ÿùèê, ïîòîì íàóãàä âûíèìàåò èç íåãî øàð. Êà-
êîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî øàð îêàæåòñÿ áåëûì?
Çàäà÷à 20.

Íà øàõìàòíóþ äîñêó 4 × 4 ñòàâÿò äâà êîíÿ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
îíè áüþò äðóã äðóãà?
Çàäà÷à 21.

Íà øàõìàòíóþ äîñêó 4 × 4 ñòàâÿò äâà ôåðçÿ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
îíè áüþò äðóã äðóãà?
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Çàäà÷à 22.

Íà øàõìàòíóþ äîñêó 4 × 4 ñòàâÿò äâà ñëîíà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
îíè áüþò äðóã äðóãà?
Çàäà÷à 23.

Âçÿëè äâå êîëîäû ïî 52 êàðòû è ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïåðåëîæèëè äâå êàðòû
èç ïåðâîé êîëîäû âî âòîðóþ. Çàòåì èç âòîðîé êîëîäû âûòàùèëè îäíó êàðòó,
êîòîðàÿ îêàçàëàñü êîðîë¼ì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ïåðåëîæåí-
íûõ êàðò áûëî äâà êîðîëÿ?
Çàäà÷à 24.

Â ãðóïïå ñïîðòñìåíîâ 10 ëûæíèêîâ, 6 âåëîñèïåäèñòîâ è 4 áåãóíà. Âåðîÿòíî-
ñòè âûïîëíèòü êâàëèôèêàöèîííóþ íîðìó ðàâíû: 0.8 äëÿ ëûæíèêà, 0.9 äëÿ
âåëîñèïåäèñòà, 0.7 äëÿ áåãóíà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñïîðòñìåí, âû-
áðàííûé íàóãàä, âûïîëíèò íîðìó.
Çàäà÷à 25.

Íà "æóëüíè÷åñêîé" êîñòè 5 è 6 î÷êîâ âûïàäàþò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/3, îñòàëü-
íûå ãðàíè âûïàäàþò ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûèã-
ðàòü ýòîé êîñòüþ ïðîòèâ "÷åñòíîé" êîñòè, åñëè êàæäûé èãðîê áðîñàåò ñâîþ
êîñòü îäèí ðàç?
Çàäà÷à 26.

Ïîëîâèíà âñåõ àðáóçîâ ïîñòóïàåò â ìàãàçèí ñ ïåðâîé áàçû, òðåòü � ñî âòîðîé
áàçû, îñòàëüíûå � ñ òðåòüåé áàçû. Äîëè àðáóçîâ ñ ïîâûøåííûì ñîäåðæàíèåì
íèòðàòîâ ðàâíû 15%, 10%, 20% ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïåðâîé, âòîðîé, òðåòüåé
áàç. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü êóïèòü íåäîáðîêà÷åñòâåííûé àðáóç?
Çàäà÷à 27.

Â ãðóïïå ñïîðòñìåíîâ 10 ëûæíèêîâ, 6 âåëîñèïåäèñòîâ è 4 áåãóíà. Âåðîÿòíî-
ñòè âûïîëíèòü êâàëèôèêàöèîííóþ íîðìó ðàâíû: 0.8 äëÿ ëûæíèêà, 0.9 äëÿ
âåëîñèïåäèñòà, 0.7 äëÿ áåãóíà. Èçâåñòíî, ÷òî âûáðàííûé ñïîðòñìåí âûïîë-
íèë íîðìó. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòîò ñïîðòñìåí � áåãóí?
Çàäà÷à 28.

55% îáó÷àþùèõñÿ íà ôàêóëüòåòå � þíîøè. 75% ñòóäåíòîâ è 65% ñòóäåíòîê
èìåþò ïðèãëàñèòåëüíûå áèëåòû íà ñòóäåí÷åñêèé áàë. Â äåêàíàò ïðèíåñëè
êåì-òî ïîòåðÿííûé áèëåò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ïðèíàäëåæàë äå-
âóøêå?
Çàäà÷à 29.

Â ïÿòè îäèíàêîâûõ êîðîáêàõ óïàêîâàíû ðàêåòû äëÿ ôåéåðâåðêà. Â òð¼õ èç
íèõ ñèíèé öâåò äàþò 70% ðàêåò, îñòàëüíûå äàþò îðàíæåâûé öâåò. Â äâóõ
äðóãèõ îðàíæåâûé öâåò äàþò 60% ðàêåò, îñòàëüíûå � ñèíèé. Ïèðîòåõíèê èç
ñëó÷àéíîé êîðîáêè âçÿë ñëó÷àéíóþ ðàêåòó. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà
äàñò ñèíèé öâåò?
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Çàäà÷à 30.

Èç ÷åòûð¼õ èãðàëüíûõ êîñòåé îäíà ôàëüøèâàÿ: íà íåé 6 î÷êîâ âûïàäàåò ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1/3. Ïðè áðîñàíèè ñëó÷àéíî âûáðàííîé êîñòè âûïàëà øåñò¼ð-
êà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûëà âûáðàíà ôàëüøèâàÿ êîñòü?

Òåìà 4. Ñõåìà Áåðíóëëè.

Ïóñòü ïðîâîäÿòñÿ n îäèíàêîâûõ íåçàâèñèìûõ îïûòîâ (ýêñïåðèìåíòîâ), â
êàæäîì èç êîòîðûõ ñîáûòèå A ìîæåò íàñòóïèòü ñ âåðîÿòíîñòüþ p. Íåçà-
âèñèìûìè íàçûâàþòñÿ òàêèå îïûòû, äëÿ êîòîðûõ ëþáûå âîçíèêàþùèå â
íèõ ñîáûòèÿ, âçÿòûå ïî îäíîìó èç êàæäîãî îïûòà, íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíî-
ñòè. Ñîáûòèå A èíîãäà íàçûâàþò óñïåõîì. Îáîçíà÷èì q = 1−p � âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñîáûòèå A íå íàñòóïàåò, Bn(m) � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî â n
îïûòàõ ñîáûòèå A íàñòóïèò ðîâíîm ðàç,m = 0, 1, . . . , n. Ñîãëàñíî ôîðìóëå
Áåðíóëëè,

P (Bn(m)) = Cm
n pm qn−m, m = 0, 1, . . . , n.

Îòìåòèì, ÷òî ñîáûòèÿ Bn(m), m = 0, 1, . . . , n, ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, ïîýòî-
ìó, îáîçíà÷èâ Pn(m1, m2) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå A íàñòóïèëî íå
ìåíåå m1 è íå áîëåå m2 ðàç, 0 ≤ m1 ≤ m2 ≤ n, íàïèøåì

Pn(m1, m2) = P

(
m2∑

m=m1

Bn(m)

)
=

m2∑
m=m1

P (Bn(m)) =

m2∑
m=m1

Cm
n pm qn−m. (3)

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ïðàâèëüíàÿ ìîíåòà áðîñàåòñÿ 5 ðàç. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü, ÷òî ïîÿâèëîñü áîëüøå ãåðáîâ, ÷åì öèôð?

Ðåøåíèå. Çäåñü ñîáûòèå A � ïîÿâëåíèå ãåðáà ïðè îäíîì ïîäáðàñûâàíèè
ìîíåòû, p = P (A) = 1/2, q = 1 − p = 1/2, n = 5. Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà
P5(3, 5) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî ïîÿâèâøèõñÿ ãåðáîâ çàêëþ÷åíî ìåæäó
òðåìÿ è ïÿòüþ. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (3), íàïèøåì

P5(3, 5) = C3
5 (1/2)

3 (1/2)2+C4
5 (1/2)

4 (1/2)1+C5
5 (1/2)

5 = (10+5+1)/32 = 1/2.

Çàäà÷à 1.

Ïðîèçâîäèòñÿ èñïûòàíèå ïÿòè ïðèáîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ âûõîäèò èç
ñòðîÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû äâà ïðèáîðà
âûéäóò èç ñòðîÿ ïðè èñïûòàíèè.
Çàäà÷à 2.

Ïðîèçâîäèòñÿ ÷åòûðå âûñòðåëà ïî ìèøåíè, âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè êàæ-
äîì âûñòðåëå ðàâíà 2/3. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìèøåíü ïîïàäóò íå
ìåíåå äâóõ ðàç.
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Çàäà÷à 3.

Ïðèáîð ñîäåðæèò øåñòü îäíîòèïíûõ ìèêðîñõåì, âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ
êàæäîé â òå÷åíèå îäíîãî ìåñÿöà ðàâíà 0.2. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå-
÷åíèå ýòîãî ñðîêà èç ñòðîÿ âûéäåò íå áîëåå ïîëîâèíû ìèêðîñõåì.
Çàäà÷à 4.

Íàêîïèòåëü ñíàáæàåò äåòàëÿìè 8 ñòàíêîâ ñ ×ÏÓ. Â òå÷åíèå 20 ìèíóò îò
êàæäîãî ñòàíêà ìîæåò ïîñòóïèòü çàÿâêà íà äåòàëü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/5. Íàé-
òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà 20 ìèíóò íà íàêîïèòåëü ïîñòóïèò íå áîëåå òðåõ
çàÿâîê.
Çàäà÷à 5.

Â ðàëëè ó÷àñòâóåò äåñÿòü îäíîòèïíûõ ìàøèí. Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ
çà ïåðèîä ñîðåâíîâàíèé êàæäîé èç íèõ ðàâíà 1/20. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ê ôèíèøó ïðèäóò íå ìåíåå âîñüìè ìàøèí.
Çàäà÷à 6.

Èìååòñÿ 7 ïàðòèé äåòàëåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò 10% áðàêîâàííûõ.
Èç êàæäîé ïàðòèè èçâëåêàþò ïî 1 äåòàëè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè
èçâëå÷åííûõ äåòàëåé íå ìåíåå äâóõ áðàêîâàííûõ.
Çàäà÷à 7.

Ðàäèîëîêàöèîííàÿ ñòàíöèÿ âåäåò íàáëþäåíèå çà øåñòüþ îáúåêòàìè â òå÷å-
íèå íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè. Êîíòàêò ñ êàæäûì èç íèõ ìîæåò áûòü
ïîòåðÿí ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.2. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû ñ òðåìÿ
îáúåêòàìè êîíòàêò áóäåò ïîääåðæèâàòüñÿ â òå÷åíèå ýòîãî ïðîìåæóòêà âðå-
ìåíè.
Çàäà÷à 8.

Ïðèáîð ñîñòîèò èç øåñòè îäíîòèïíûõ áëîêîâ, íî ìîæåò ðàáîòàòü ïðè íàëè-
÷èè â èñïðàâíîì ñîñòîÿíèè íå ìåíåå òðåõ èç íèõ. Çà ãîä ðàáîòû êàæäûé èç
áëîêîâ âûõîäèò èç ñòðîÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.3. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà
ãîä ðàáîòû ïðèáîð íå âûéäåò èç ñòðîÿ.
Çàäà÷à 9.

Â ñåìüå ïÿòü äåòåé. Ïóñòü âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ íà ñâåò äåâî÷êè è ìàëü-
÷èêà ðàâíû äðóã äðóãó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñåìüå íå áîëåå äâóõ
äåâî÷åê.
Çàäà÷à 10.

Îáðàáàòûâàþùèé öåíòð ñíàáæàåòñÿ çàãîòîâêàìè îò 10 îäíîòèïíûõ íàêîïèòå-
ëåé, âûäàþùèõ ïðè ïîñòóïëåíèè çàïðîñà ïî îäíîé äåòàëè. Âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî íà ìîìåíò çàïðîñà â íàêîïèòåëå èìååòñÿ çàãîòîâêà, ðàâíà 0.9. Ýêîíîìè-
÷åñêè äîñòàòî÷íàÿ çàãðóçêà öåíòðà îáåñïå÷èâàåòñÿ îäíîâðåìåííûì ïîñòóï-
ëåíèåì ïî çàïðîñàì íå ìåíåå âîñüìè äåòàëåé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ïðè î÷åðåäíîì çàïðîñå áóäåò îáåñïå÷åíà äîñòàòî÷íàÿ çàãðóçêà.
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Çàäà÷à 11.

Âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ ñàìîëåòà ñðåäñòâàìè ÏÂÎ îáúåêòà ðàâíà 0.6. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç 8 àòàêóþùèõ îáúåêò ñàìîëåòîâ ê íåìó ïðîðâ¼òñÿ íå
áîëåå øåñòè.
Çàäà÷à 12.

Òðàíñïîðòíûå ñðåäñòâà îïòîâîé áàçû îáåñïå÷èâàþò çà äåíü âûïîëíåíèå íå
áîëåå òðåõ çàÿâîê. Áàçà îáñëóæèâàåò 7 ìàãàçèíîâ. Âåðîÿòíîñòü çàÿâêè îò
êàæäîãî èç íèõ â òå÷åíèå äíÿ ðàâíà 0.3. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå
ïîñòóïèâøèå íà áàçó â òå÷åíèå äíÿ çàÿâêè áóäóò âûïîëíåíû.
Çàäà÷à 13.

Ïðîèçâîäèòñÿ èñïûòàíèå íà "ñàìîâîçãîðàíèå" ïÿòè òåëåâèçîðîâ. Ïðîãîíêà
ïðîäîëæàåòñÿ äâîå ñóòîê. Çà óêàçàííîå âðåìÿ êàæäûé èç òåëåâèçîðîâ ïåðå-
ãðåâàåòñÿ è "ñàìîâîçãîðàåòñÿ" ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî íà ìîìåíò îêîí÷àíèÿ èñïûòàíèé ñãîðèò íå áîëåå äâóõ òåëåâèçîðîâ.
Çàäà÷à 14.

Èç óðíû, ñîäåðæàùåé 20% áåëûõ è 80% ÷åðíûõ øàðîâ, íàóäà÷ó ñ ïîñëåäóþ-
ùèì âîçâðàùåíèåì èçâëåêàþò ïî îäíîìó øàðó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñðåäè èçâëå÷åííûõ øàðîâ áóäåò íå ìåíåå ÷åòûðåõ áåëûõ, åñëè ïðîöåäóðó ïî-
âòîðÿþò ïÿòü ðàç.
Çàäà÷à 15.

Íà ó÷àñòêå ïÿòü îäèíàêîâûõ ñòàíêîâ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïðîèçâîëüíûé
ìîìåíò êàæäûé èç íèõ ñâîáîäåí è ãîòîâ ê îáðàáîòêå ïîñòóïèâøåé äåòàëè
ðàâíà 1/5. Íà ó÷àñòîê äëÿ îáðàáîòêè ïîñòóïàþò òðè äåòàëè. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû äâå èç íèõ áóäóò ñðàçó æå ïðèíÿòû ê îáðàáîòêå.
Çàäà÷à 16.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïðîõîæäåíèè íåêîòîðîãî ïðîëèâà ïðè ïëîõèõ ìåòåîóñëî-
âèÿõ òåðïèò àâàðèþ êàæäîå äâàäöàòîå ñóäíî. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
èç âîñüìè âîøåäøèõ â øòîðì â ýòîò ïðîëèâ ñóäîâ íå ìåíåå øåñòè âûéäóò èõ
íåãî íåïîâðåæäåííûìè.
Çàäà÷à 17.

Êàðàâàí èç 4 ñóäîâ ïåðåñåêàåò ìèííîå ïîëå, âåðîÿòíîñòü ïîäðûâà äëÿ êàæ-
äîãî èç ñóäîâ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé 0.1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íå ìåíåå
ïîëîâèíû ñóäîâ óöåëååò.
Çàäà÷à 18.

Öåíòð íàáëþäåíèÿ ïîääåðæèâàåò ñâÿçü ñ øåñòüþ ñàìîëåòàìè, âûïîëíÿþ-
ùèìè ó÷åáíîå çàäàíèå ïðè óñëîâèè ñîçäàíèÿ ïðîòèâíèêîì àêòèâíûõ ïîìåõ.
Ñâÿçü ïîñëå åå íàðóøåíèÿ íå âîññòàíàâëèâàåòñÿ. Âåðîÿòíîñòü ïîòåðè ñâÿçè çà
ïåðèîä âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ ðàâíà 0.2. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò
îêîí÷àíèÿ çàäàíèÿ öåíòð ïîòåðÿåò ñâÿçü íå áîëåå ÷åì ñ òðåòüþ ñàìîëåòîâ.
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Çàäà÷à 19.

Îáðàáàòûâàþùèé ó÷àñòîê ñîñòîèò èç ïÿòè îäíîòèïíûõ ñòàíêîâ. Âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñòàíîê èñïðàâåí, ðàâíà 0.8. Ïëàíîâîå çàäàíèå ìîæåò áûòü âûïîë-
íåíî, åñëè èñïðàâíî íå ìåíåå òðåõ ñòàíêîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïëà-
íîâîå çàäàíèå íå áóäåò âûïîëíåíî.
Çàäà÷à 20.

Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ïîðàæåíèÿ âîåííîãî îáúåêòà ïðî-
òèâíèêà íåîáõîäèì ïðîðûâ ê íåìó ÷åòûð¼õ áîìáàðäèðîâùèêîâ. Ñàìîëåò ïî-
ðàæàåòñÿ ÏÂÎ îáúåêòà ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.8. Àòàêó âåäóò âîñåìü ñàìîëåòîâ.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáúåêò áóäåò ïîðàæåí.
Çàäà÷à 21.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîêóïàòåëþ ïîòðåáóåòñÿ îáóâü 40-ãî ðàçìåðà, ðàâíà
0.4. Â îáóâíîé îòäåë âîøëè ïÿòü ïîêóïàòåëåé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ïî êðàéíåé ìåðå äâóì èç íèõ ïîòðåáóåòñÿ îáóâü 40-ãî ðàçìåðà.
Çàäà÷à 22.

Òåñò ñîñòîèò èç 7 âîïðîñîâ. Íà êàæäûé âîïðîñ äàíî òðè âîçìîæíûõ îòâåòà,
ñðåäè êîòîðûõ íåîáõîäèìî âûáðàòü îäèí ïðàâèëüíûé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ìåòîäîì ïðîñòîãî óãàäûâàíèÿ óäàñòñÿ ïðàâèëüíî îòâåòèòü ïî êðàé-
íåé ìåðå íà ïÿòü âîïðîñîâ?
Çàäà÷à 23.

Äàííûå î ñîñòîÿíèè ïîãîäû â íåêîòîðîì ðåãèîíå ñîîáùàþò ñåìü àâòîìàòè-
÷åñêèõ ìåòåîñòàíöèé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óâåðåííîé èíôîðìàöèè äëÿ ïðîãíîçà
íåîáõîäèìà èñïðàâíàÿ ðàáîòà ïî êðàéíåé ìåðå ïÿòè èç íèõ. Â òå÷åíèå ãîäà
êàæäàÿ èç ñòàíöèé âûõîäèò èç ñòðîÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî â òå÷åíèå ãîäà öåíòð îáðàáîòêè íàáëþäåíèé áóäåò ïîëó÷àòü äîñòà-
òî÷íóþ äëÿ óâåðåííîãî ïðîãíîçà èíôîðìàöèþ.
Çàäà÷à 24.

Íà ÂÖ îò êàæäîãî èç äåñÿòè îòäåëîâ ïðåäïðèÿòèÿ â òå÷åíèå ðàáî÷åãî äíÿ ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0.2 ìîæåò ïîñòóïèòü çàÿâêà íà âûïîëíåíèå îäíîòèïíûõ ðàñ÷å-
òîâ. Ðàñ÷åòû âåäóòñÿ â íî÷íîå âðåìÿ, ïðè÷åì äî íà÷àëà ðàáî÷åãî äíÿ ìîæåò
áûòü âûïîëíåíî íå áîëåå 5 çàêàçîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íå âñå ïî-
ñòóïèâøèå íà ÂÖ çàêàçû áóäóò âûïîëíåíû.
Çàäà÷à 25.

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ïðè êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà 0.6. Äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ çà÷åòà äîñòàòî÷íî òðåõ ïîïàäàíèé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü çà÷åò
ïî ñòðåëüáå, åñëè äåëàåòñÿ ðîâíî 5 âûñòðåëîâ.
Çàäà÷à 26.

Êîíòðîë¼ð ÎÒÊ ïðîâåðÿåò 4 èçäåëèÿ íà ñòàíäàðòíîñòü. Âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî èçäåëèå ñòàíäàðòíî, ðàâíà 0.8 äëÿ êàæäîãî èçäåëèÿ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî áîëåå ïîëîâèíû ïðîâåðåííûõ èçäåëèé ñòàíäàðòíû.
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Çàäà÷à 27.

Äåâî÷êà, èìåþùàÿ 6 êîëåö, áðîñàåò èõ íà êîëûøåê ïî îäíîìó. Âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ ïðè êàæäîì áðîñêå ðàâíà 0.3. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íå ìå-
íåå ÷åòûð¼õ êîëåö ïîïàäóò íà êîëûøåê.
Çàäà÷à 28.

Ïðîèçâîäèòñÿ èñïûòàíèå ÷åòûð¼õ èçäåëèé íà íàäåæíîñòü. Âåðîÿòíîñòü âû-
äåðæàòü èñïûòàíèå äëÿ êàæäîãî èçäåëèÿ ðàâíà 0.7. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî èñïûòàíèå âûäåðæàò õîòÿ áû äâà èçäåëèÿ.
Çàäà÷à 29.

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ïðè îäíîì âûñòðåëå ðàâíà 0.3. Ïðîèçâîäèòñÿ
ðîâíî ñåìü íåçàâèñèìûõ âûñòðåëîâ. Äëÿ ðàçðóøåíèÿ öåëè íåîáõîäèìî ñäå-
ëàòü ïî êðàéíåé ìåðå ÷åòûðå òî÷íûõ âûñòðåëà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ðàçðóøå-
íèÿ öåëè.
Çàäà÷à 30.

Óñòðîéñòâî ñîñòîèò èç ïÿòè íåçàâèñèìî ðàáîòàþùèõ ýëåìåíòîâ. Âåðîÿòíîñòü
îòêàçà êàæäîãî ýëåìåíòà çà ãîä ðàáîòû ðàâíà 0.15. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî çà ãîä ðàáîòû îòêàæóò ìåíåå òðåõ ýëåìåíòîâ.

Òåìà 5. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò ñ êîíå÷íûì èëè ñ÷¼òíûì ïðîñòðàíñòâîì
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω = {ω1, ω2, . . .}. Ôóíêöèÿ X = X(ω), çàäàííàÿ
íà Ω, íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Îáëàñòü çíà÷åíèé
{x : x = X(ω), ω ∈ Ω} íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíà. Ïðîíóìåðóåì âñå âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X: x1, x2, . . .. Ïóñòü pi = P{X = xi} = P{ω :
X(ω) = xi}, i = 1, 2, . . .. Îòìåòèì, ÷òî

∑
i pi = 1. Ñîîòâåòñòâèå, êîòîðîå

êàæäîìó çíà÷åíèþ xi ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñîïîñòàâëÿåò âåðîÿòíîñòü pi,
íàçûâàåòñÿ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ýòîò çàêîí
óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå òàáëèöû, êîòîðóþ íàçûâàþò òàêæå ðÿäîì ðàñïðå-
äåëåíèÿ:

X x1 x2 . . .

P p1 p2 . . .

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì: F (t) = P{X < t}, t ∈ R. Äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííà:

F (t) =
∑
i:xi<t

pi.
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Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (ñðåäíèì çíà÷åíèåì) äèñêðåò-
íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ïðèíèìàþùåé êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé
x1, x2, . . . , xn, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî EX =

∑n
i=1 xi pi. Ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX, ïðèíèìàþùåé ñ÷¼òíîå ÷èñ-
ëî çíà÷åíèé x1, x2, . . ., íàçûâàåòñÿ ÷èñëî EX =

∑∞
i=1 xi pi, åñëè ïîñëåäíèé

ðàä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå
ñóùåñòâóåò. Åñëè h(t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, òî h(X) � ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîòîðîé ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî ôîðìóëå:
Eh(X) =

∑
i h(xi) pi (ïðè óñëîâèè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäíåãî ðÿäà,

åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà h(X) ïðèíèìàåò ñ÷¼òíîå ÷èñëî çíà÷åíèé).
Äèñïåðñèåé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ ÷èñëîDX =

E (X − EX)2. Äèñïåðñèÿ õàðàêòåðèçóåò ñðåäíèé êâàäðàòè÷íûé ðàçáðîñ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû âîêðóã å¼ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
äèñïåðñèè ìîæåò áûòü óäîáíà ôîðìóëà: DX = E(X2) − (EX)2. Ñðåäíèì
êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
σ(X) =

√
DX.

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî èñïîëüçóþò òàêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû (ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû) êàê ìîäà è ìåäèàíà.

Îáû÷íî ìîäîé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàþò íàèáîëåå
âåðîÿòíîå çíà÷åíèå ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, òî åñòü xm = mod(X), åñëè
P{X = xm} = maxi{P{X = xi}}. ßñíî, ÷òî äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîé ìîäû.
Ìåäèàíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X (èëè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû X) íàçûâàþò òàêîå ÷èñëî x = med(X), ÷òî P{X ≥ x} ≥ 1/2 è
P{X ≤ x} ≥ 1/2.

Ïðèìåð 1. Íåêèé íàõîäÿùèéñÿ â ïîèñêàõ ðàáîòû ãðàæäàíèí ïîñëàë ðåçþ-
ìå â òðè ðàçëè÷íûå îðãàíèçàöèè. Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ïðèãëàøåíèå íà
ñîáåñåäîâàíèå (òî åñòü ïîëîæèòåëüíûé îòâåò) îò ïåðâîé êîìïàíèè ðàâíà
0.4, îò âòîðîé � 0.6, îò òðåòüåé � 0.7. Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå, äèñïåðñèþ,
ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà êîìïàíèé, äàâøèõ
ïîëîæèòåëüíûé îòâåò.

Ðåøåíèå. ×èñëî ïîëîæèòåëüíî îòâåòèâøèõ êîìïàíèé X � ýòî ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, 3. Íàéä¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå âåðî-
ÿòíîñòè:

p0 = P{X = 0} = (1− 0.4) · (1− 0.6) · (1− 0.7) = 0.072,

p1 = 0.4 · 0.4 · 0.3 + 0.6 · 0.6 · 0.3 + 0.6 · 0.4 · 0.7 = 0.324,

p2 = 0.4 · 0.6 · 0.3 + 0.4 · 0.4 · 0.7 + 0.6 · 0.6 · 0.7 = 0.436,

p3 = 0.4 · 0.6 · 0.7 = 0.168.
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Ñóììà ïîëó÷åííûõ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà åäèíèöå. Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X 0 1 2 3

P 0.072 0.324 0.436 0.168

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X:

EX =
3∑

i=0

ipi = 0 · 0.072 + 1 · 0.324 + 2 · 0.436 + 3 · 0.168 = 1, 7.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X2:

E
(
X2
)
=

3∑
i=0

i2pi = 0 · 0.072 + 1 · 0.324 + 4 · 0.436 + 9 · 0.168 = 3, 58.

Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X:

DX = E
(
X2
)
− (EX)2 = 3, 58− 2, 89 = 0.69.

Ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X:

σ(X) =
√
DX =

√
0.69 ≈ 0.83.

Ìîäà è ìåäèàíà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû)
X: îáðàòèâøèñü ê çàêîíó (ðÿäó) ðàñïðåäåëåíèÿ, âèäèì, ÷òî íàèáîëåå âå-
ðîÿòíûì çíà÷åíèåì íàøåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ x = 2. Òî åñòü
mod(X) = 2. Êðîìå òîãî, P (X ≥ 2) = 0, 604; P (X ≤ 2) = 0, 832. Ñëåäî-
âàòåëüíî, med(X) = mod(X) = 2.

Ïðèâåä¼ì åù¼ ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê áèíî-
ìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî åñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà óñïåõîâ â ñõåìå
Áåðíóëëè. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
ìåòðàìè n è p, åñëè P{ξ = m} = Cm

n pm qn−m, m = 0, 1, . . . , n, ãäå q = 1− p.
Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Eξ = np, äèñïåðñèÿDξ = npq, ñðåäíåå êâàä-
ðàòè÷íîå îòêëîíåíèå σ(ξ) =

√
npq.

Çàäà÷à 1.

Ñïîðòñìåí äîëæåí ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåîäîëåòü 4 ïðåïÿòñòâèÿ, êàæäîå èç
êîòîðûõ ïðåîäîëåâàåòñÿ èì ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 0.9. Åñëè ñïîðòñìåí íå ïðå-
îäîëåâàåò êàêîå-ëèáî ïðåïÿòñòâèå, îí âûáûâàåò èç ñîðåâíîâàíèé. Ïîñòðîèòü
ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà ïðåïÿòñòâèé,
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ïðåîäîë¼ííûõ ñïîðòñìåíîì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñïîðòñìåí ïðåîäî-
ëååò:
à) íå áîëåå äâóõ ïðåïÿòñòâèé;
á) áîëåå òð¼õ ïðåïÿòñòâèé.
Çàäà÷à 2.

Èç êîðîáêè, â êîòîðîé íàõîäÿòñÿ 2 çåë¼íûõ, 2 ÷¼ðíûõ è 6 êðàñíûõ ñòåðæíåé
äëÿ øàðèêîâîé ðóêè, ñëó÷àéíûì îáðàçîì èçâëåêàþòñÿ 4 ñòåðæíÿ. Ïîñòðîèòü
ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà èçâëå÷¼ííûõ
ñòåðæíåé êðàñíîãî öâåòà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ýòîì êðàñíûõ
ñòåðæíåé áóäåò:
à) íå ìåíåå òð¼õ;
á) õîòÿ áû îäèí.
Çàäà÷à 3.

Áàçà ñíàáæàåò 6 ìàãàçèíîâ. Îò êàæäîãî èç íèõ ìîæåò ïîñòóïèòü çàÿâêà íà
äàííûé äåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/3. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëî-
íåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà çàÿâîê íà áàçó íà äàííûé äåíü. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî èõ áóäåò áîëåå ïÿòè.
Çàäà÷à 4.

Íàáëþäåíèå çà ðàéîíîì îñóùåñòâëÿåòñÿ òðåìÿ ðàäèîëîêàöèîííûìè ñòàíöè-
ÿìè. Â ðàéîí íàáëþäåíèé ïîïàë îáúåêò, êîòîðûé îáíàðóæèâàåòñÿ ëþáîé ðà-
äèîëîêàöèîííîé ñòàíöèåé ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.2. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ,
íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðà-
òè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà ðàäèîñòàíöèé, îáíàðóæèâøèõ îáú-
åêò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èõ áóäåò íå ìåíåå äâóõ.
Çàäà÷à 5.

Îïûò ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ íåçàâèñèìûõ ïîäáðàñûâàíèé äâóõ ïðàâèëüíûõ ìî-
íåò, òî åñòü äëÿ êàæäîé ìîíåòû âûïàäåíèå ãåðáà è âûïàäåíèå öèôðû � ðàâíî-
âîçìîæíûå ñîáûòèÿ. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó
è ìåäèàíó ÷èñëà îäíîâðåìåííîãî âûïàäåíèÿ äâóõ öèôð. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ýòî ñîáûòèå ïðîèçîéä¼ò íå ìåíåå òð¼õ ðàç.
Çàäà÷à 6.

Àâòîìàòèçèðîâàííóþ ëèíèþ îáñëóæèâàþò 5 ìàíèïóëÿòîðîâ. Ïðè ïëàíîâîì
îñìîòðå èõ ïîî÷åðåäíî ïðîâåðÿþò. Åñëè õàðàêòåðèñòèêè ïðîâåðÿåìîãî ìà-
íèïóëÿòîðà íå óäîâëåòâîðÿþò òåõíè÷åñêèì óñëîâèÿì, âñÿ ëèíèÿ îñòàíàâëè-
âàåòñÿ äëÿ ïåðåíàëàäêè. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ïðîâåðêå õàðàêòåðèñòè-
êè ìàíèïóëÿòîðà îêàæóòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíûìè, ðàâíà 0.3. Ïîñòðîèòü
ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
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íèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà ìàíèïóëÿòîðîâ,
ïðîâåðåííûõ äî îñòàíîâêè ëèíèè èëè äî îêîí÷àíèÿ ïëàíîâîãî îñìîòðà. Íàé-
òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äî îñòàíîâêè ëèíèè áóäåò ïðîâåðåíî:
à) íå áîëåå äâóõ ìàíèïóëÿòîðîâ;
á) áîëåå òð¼õ ìàíèïóëÿòîðîâ.
Çàäà÷à 7.

Ñïîðòñìåí, èìåþùèé 4 çàðÿäà, ñòðåëÿåò ïî ìèøåíè. Ñòðåëüáà ïðåêðàùàåòñÿ
ñðàçó ïîñëå ïîïàäàíèÿ, ëèáî ïîñëå òîãî, êàê çàêîí÷àòñÿ çàðÿäû. Âåðîÿòíîñòü
ñäåëàòü ìåòêèé âûñòðåë ïðè ïåðâîé ïîïûòêå p1 = 0.4, ïðè âòîðîé � p2 = 0.6,
ïðè òðåòüåé è ÷åòâ¼ðòîé � p3 = p4 = 0.7. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ,
íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðà-
òè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà èñïîëüçîâàííûõ çàðÿäîâ. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò èñïîëüçîâàíî áîëåå ïîëîâèíû çàðÿäîâ.
Çàäà÷à 8.

Ïðîèçâîäÿòñÿ 4 íåçàâèñèìûõ îïûòà. Âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A
ïåðâîì îïûòå p1 = 0.2, âî âòîðîì � p2 = 0.4, â òðåòüåì � p3 = 0.6, â ÷åòâåð-
òîì p4 = 0.8. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ,
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäè-
àíó ÷èñëà ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå A
ïðîèçîéä¼ò íå ìåíåå ÷åì â ïîëîâèíå îïûòîâ.
Çàäà÷à 9.

Â êîðîáêå èìåþòñÿ 8 êàðàíäàøåé, èç êîòîðûõ 5 êðàñíûõ. Èç ýòîé êîðîá-
êè íàóäà÷ó èçâëåêàþòñÿ 4 êàðàíäàøà. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå
îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà êðàñíûõ êàðàíäàøåé â âûáîðêå. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â âûáîðêå áóäåò:
à) õîòÿ áû îäèí êðàñíûé êàðàíäàø;
á) ìåíåå äâóõ êðàñíûõ êàðàíäàøåé.
Çàäà÷à 10.

Ñòðåëîê, èìåþùèé 4 ïàòðîíà, ñòðåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî ïî äâóì ìèøåíÿì,
äî ïîðàæåíèÿ îáåèõ ìèøåíåé èëè ïîêà íå èçðàñõîäóåò âñå 4 ïàòðîíà. Ïðè ïî-
ïàäàíèè â ïåðâóþ ìèøåíü ñòðåëüáà ïî íåé ïðåêðàùàåòñÿ, è ñòðåëîê íà÷èíà-
åò ñòðåëÿòü ïî âòîðîé ìèøåíè. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè ëþáîì âûñòðåëå
0.8. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà
ïîðàæ¼ííûõ ìèøåíåé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò ïîðàæåíà õîòÿ áû
îäíà ìèøåíü.
Çàäà÷à 11.

Èç ÿùèêà, ñîäåðæàùåãî 4 ãîäíûõ è 3 áðàêîâàííûõ äåòàëè, íàóãàä èçâëåêàþò
4 äåòàëè. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìà-
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òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó
÷èñëà âûíóòûõ ãîäíûõ äåòàëåé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ãîäíûõ äåòàëåé
áóäåò:
à) ìåíåå òðåõ;
á) õîòÿ áû îäíà.
Çàäà÷à 12.

Èìååòñÿ íàáîð èç ÷åòûðåõ êàðòî÷åê, íà êàæäîé èç êîòîðûõ íàïèñàíà îäíà
èç öèôð: 1, 2, 3, 4. Èç íàáîðà íàóãàä èçâëåêàþò êàðòî÷êó, çàòåì åå âîçâðà-
ùàþò îáðàòíî, ïîñëå ÷åãî íàóäà÷ó èçâëåêàþò âòîðóþ êàðòî÷êó. Ïîñòðîèòü
ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,
ðàâíîé ñóììå ÷èñåë, íàïèñàííûõ íà âûíóòûõ êàðòî÷êàõ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ýòà ñóììà:
à) íå ïðåâçîéäåò ÷èñëà 4;
á) áóäåò íå ìåíåå 6.
Çàäà÷à 13.

Òðè ñòðåëêà íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñòðåëÿþò â öåëü. Âåðîÿòíîñòü ïîïà-
äàíèÿ êàæäûì ñòðåëêîì â öåëü ðàâíà 0.6. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ,
íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðà-
òè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà ïîïàäàíèé, åñëè êàæäûé ñòðåëîê
äåëàåò òîëüêî îäèí âûñòðåë. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
à) áóäåò õîòÿ áû îäíî ïîïàäàíèå;
á) áóäåò íå áîëåå îäíîãî ïîïàäàíèÿ.
Çàäà÷à 14.

Òðè ñòðåëêà íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñòðåëÿþò êàæäûé ïî ñâîåé ìèøåíè
îäèí ðàç. Âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ïðè îäíîì âûñòðåëå ó ñòðåëêîâ ðàâíû ñîîò-
âåòñòâåííî p1 = 0.3, p2 = 0.6, p3 = 0.7. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå
îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà ïîðàæåííûõ ìèøåíåé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ïîðàæåííûõ ìèøåíåé áóäåò:
à) õîòÿ áû îäíà; á) ìåíåå äâóõ.
Çàäà÷à 15.

Îïûò ñîñòîèò èç òð¼õ íåçàâèñèìûõ ïîäáðàñûâàíèé îäíîâðåìåííî òðåõ ìî-
íåò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ ïàäàåò ãåðáîì èëè öèô-
ðîé ââåðõ. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó
÷èñëà îäíîâðåìåííîãî âûïàäåíèÿ ðîâíî äâóõ ãåðáîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî ðîâíî äâà ãåðáà îäíîâðåìåííî âûïàäóò õîòÿ áû îäèí ðàç.
Çàäà÷à 16.

Íà ïóòè àâòîìîáèëÿ 5 ñâåòîôîðîâ, êàæäûé èç íèõ àâòîìîáèëü ïðîåçæàåò áåç
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îñòàíîâêè ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.6. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå,
ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà ñâåòîôîðîâ, êîòîðûå àâòîìîáèëü ïðîåçæàåò, íå äåëàÿ
íè îäíîé îñòàíîâêè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äî ïåðâîé îñòàíîâêè àâòî-
ìîáèëü ïðîåäåò:
à) õîòÿ áû îäèí ñâåòîôîð;
á) áîëåå òðåõ ñâåòîôîðîâ.
Çàäà÷à 17.

Èç óðíû, â êîòîðîé áûëî 4 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øàðà, ïåðåëîæåí îäèí øàð â
äðóãóþ óðíó, â êîòîðîé íàõîäèëîñü 5 ÷åðíûõ øàðà è äâà áåëûõ. Ïîñëå ïå-
ðåìåøèâàíèÿ èç ïîñëåäíåé óðíû âûíèìàþò 4 øàðà. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðå-
äåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå
êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà ÷åðíûõ øàðîâ, âûíóòûõ èç
âòîðîé óðíû. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç íåå áóäåò èçâëå÷åíî:
à) ïî êðàéíåé ìåðå, äâà øàðà;
á) íå áîëåå äâóõ øàðîâ.
Çàäà÷à 18.

Ñòðåëîê ñòðåëÿåò ïî ìèøåíè äî òðåõ ïîïàäàíèé èëè äî òåõ ïîð, ïîêà íå èç-
ðàñõîäóåò âñå ïàòðîíû, ïîñëå ÷åãî ïðåêðàùàåò ñòðåëüáó. Âåðîÿòíîñòü ïîïà-
äàíèÿ ïðè êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà 0.6. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå
îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà âûñòðåëîâ, ïðîèçâåä¼ííûõ ñòðåëêîì, åñëè
ó ñòðåëêà èìååòñÿ 5 ïàòðîíîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðåëîê ïðîèçâå-
äåò, ïî êðàéíåé ìåðå, ÷åòûðå âûñòðåëà.
Çàäà÷à 19.

Ðàêåòíàÿ óñòàíîâêà îáñòðåëèâàåò äâå óäàëåííûå öåëè. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäà-
íèÿ ïðè êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà 0.6. Öåëü ïðè ïîïàäàíèè â íåå óíè÷òîæà-
åòñÿ. Çàïóñê ðàêåò ïðåêðàùàåòñÿ ïîñëå óíè÷òîæåíèÿ îáåèõ öåëåé èëè ïîñëå
èñïîëüçîâàíèÿ èìåþùèõñÿ ïÿòè ðàêåò. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå
îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà çàïóùåííûõ ðàêåò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî ïðè ýòîì áóäåò çàïóùåíî:
à) íå áîëåå òðåõ ðàêåò;
á) îò äâóõ äî ÷åòûðåõ ðàêåò.
Çàäà÷à 20.

Òðè ðàêåòíûå óñòàíîâêè ñòðåëÿþò êàæäàÿ ïî ñâîåé öåëè íåçàâèñèìî äðóã
îò äðóãà äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ, çàòåì ïðåêðàùàþò ñòðåëüáó. Êàæäàÿ ðàêåò-
íàÿ óñòàíîâêà èìååò äâå ðàêåòû. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ îäíîé ðàêåòû äëÿ
ïåðâîé óñòàíîâêè � 0.4, äëÿ âòîðîé � 0.5, äëÿ òðåòüåé � 0.6. Ïîñòðîèòü ðÿä
ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå,
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ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà ðàêåòíûõ óñòàíî-
âîê, ó êîòîðûõ îñòàëàñü íåèçðàñõîäîâàííàÿ ðàêåòà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî áóäåò õîòÿ áû îäíà òàêàÿ óñòàíîâêà.
Çàäà÷à 21.

Áàòàðåÿ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ îðóäèé. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ïðè
îäíîì âûñòðåëå ðàâíà 0.9 äëÿ ïåðâîãî îðóäèÿ, äëÿ âòîðîãî òàêàÿ âåðîÿòíîñòü
ðàâíà 0.8, äëÿ òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî � 0.6. Íàóãàä âûáèðàþò òðè îðóäèÿ, è
êàæäîå èç íèõ ñòðåëÿåò îäèí ðàç. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëî-
íåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà ïîïàäàíèé â ìèøåíü. Íàéòè âåðîÿòíîñòü:
à) õîòÿ áû îäíîãî ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü;
á) õîòÿ áû îäíîãî íåïîïàäàíèÿ â ìèøåíü.
Çàäà÷à 22.

Ãðóïïà ñòóäåíòîâ ñîñòîèò èç ïÿòè "îòëè÷íèêîâ" , ïÿòè "÷åòâ¼ðî÷íèêîâ" è äå-
ñÿòè "òðîå÷íèêîâ". Âåðîÿòíîñòè ïðàâèëüíîãî îòâåòà íà îäèí âîïðîñ ýêçàìå-
íàöèîííîé ïðîãðàììû ðàâíû 0.9 äëÿ "îòëè÷íèêà" , 0.7 äëÿ "÷åòâ¼ðî÷íèêà" è
0.6 äëÿ "òðîå÷íèêà". Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó
è ìåäèàíó ÷èñëà ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íà äâà âîïðîñà íàóãàä âûáðàííîãî áèëå-
òà îäíèì ñëó÷àéíî âûáðàííûì ñòóäåíòîì äàííîé ãðóïïû. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ïðàâèëüíûì áóäåò îòâåò õîòÿ áû íà îäèí âîïðîñ.
Çàäà÷à 23.

Ñ âåðîÿòíîñòüþ ïîïàäàíèÿ ïðè îäíîì âûñòðåëå 0.7 îõîòíèê ñòðåëÿåò ïî äè÷è
äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ, íî óñïåâàåò ñäåëàòü íå áîëåå ÷åòûðåõ âûñòðåëîâ. Ïî-
ñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà ïðîìà-
õîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîìàõîâ áóäåò:
à) ìåíåå äâóõ;
á) íå ìåíåå òðåõ.
Çàäà÷à 24.

Ðàáî÷èé îáñëóæèâàåò 4 íåçàâèñèìî ðàáîòàþùèõ ñòàíêà. Âåðîÿòíîñòè òîãî,
÷òî â òå÷åíèå ÷àñà ñòàíîê ïîòðåáóåò âíèìàíèÿ ðàáî÷åãî, ðàâíû 0.7 äëÿ ïåð-
âîãî ñòàíêà, äëÿ âòîðîãî � 0.75, äëÿ òðåòüåãî � 0.8, äëÿ ÷åòâåðòîãî � 0.9. Ïî-
ñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà ñòàíêîâ,
êîòîðûå ïîòðåáóþò âíèìàíèÿ ðàáî÷åãî. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òàêèõ
ñòàíêîâ áóäåò íå áîëåå ïîëîâèíû.
Çàäà÷à 25.

Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 6 ðàç. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå,
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ìîäó è ìåäèàíó ðàçíîñòè ÷èñëà ïîÿâëåíèé ãåðáà è ÷èñëà ïîÿâëåíèé öèôðû.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòà ðàçíîñòü áóäåò ìåíåå äâóõ.
Çàäà÷à 26.

Â êîøåëüêå ëåæàò ïÿòü ìîíåò ïî îäíîìó ðóáëþ, äâå ìîíåòû ïî äâà ðóáëÿ è
òðè ìîíåòû ïî ïÿòü ðóáëåé. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå,
ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà ðóáëåé, èçâëå÷åííûõ èç êîøåëüêà, åñëè èç íåãî èçâëå-
êàþò íàóãàä äâå ìîíåòû. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçâëå÷åííûõ ðóáëåé
áóäåò:
à) íå ìåíåå ÷åòûðåõ;
á) áîëåå ñåìè.
Çàäà÷à 27.

Ïðîèçâîäèòñÿ ïî äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ âûñòðåëà ïî êàæäîé èç òðåõ öåëåé.
Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè îäíîì âûñòðåëå â ëþáóþ öåëü ðàâíà 0.7. Ïðè
ïîïàäàíèè â öåëü ñòðåëüáà ïî íåé ïðåêðàùàåòñÿ, íåèçðàñõîäîâàííûé ïàòðîí
ïðè ñòðåëüáå ïî äðóãèì öåëÿì íå èñïîëüçóåòñÿ. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå
êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà ïîðàæåííûõ öåëåé. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò ïîðàæåíî õîòÿ áû äâå öåëè.
Çàäà÷à 28.

Äëÿ êîíòðîëÿ ÷åòûð¼õ ïàðòèé äåòàëåé âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì äâå
ïàðòèè, è èç íèõ áåðóò íàóãàä ïî îäíîé äåòàëè. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñðåäíåå
êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà áðàêîâàííûõ äåòàëåé ñðå-
äè ýòèõ äâóõ, åñëè â ïåðâîé ïàðòèè 2/3 íåäîáðîêà÷åñòâåííûõ äåòàëåé, âî
âòîðîé � 1/3, â òðåòüåé � 1/6, â ÷åòâ¼ðòîé áðàêîâàííûõ äåòàëåé íåò. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ýòèõ äâóõ äåòàëåé áóäåò õîòÿ áû îäíà äîáðîêà-
÷åñòâåííàÿ.
Çàäà÷à 29.

Èìåþòñÿ äâà îäèíàêîâûõ ÿùèêà ñ äåòàëÿìè. Â ïåðâîì ÿùèêå ñîäåðæàòñÿ 8
äåòàëåé, èç íèõ 3 áðàêîâàííûõ, âî âòîðîì � 4 äåòàëè, èç íèõ 2 áðàêîâàí-
íûõ. Èç îäíîãî íàóäà÷ó âûáðàííîãî ÿùèêà âûíèìàþò 3 äåòàëè. Ïîñòðîèòü
ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà áðàêîâàííûõ
äåòàëåé ñðåäè òðåõ âûíóòûõ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò âûíóòî íå
áîëåå äâóõ áðàêîâàííûõ äåòàëåé.
Çàäà÷à 30.

Äâà ñòóäåíòà ñäàþò ýêçàìåí, îòâå÷àÿ íà äâà âîïðîñà ïðîãðàììû, íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà. Âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî îòâåòà íà ëþáîé âîïðîñ ïðîãðàì-
ìû äëÿ ïåðâîãî ñòóäåíòà ðàâíà 0.6, äëÿ âòîðîãî ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0.8.
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Ïðè íåïðàâèëüíîì îòâåòå íà âîïðîñ ýêçàìåí ïðåêðàùàåòñÿ. Ïîñòðîèòü ðÿä
ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå,
ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ìîäó è ìåäèàíó ÷èñëà ñòóäåíòîâ, ïûòàâ-
øèõñÿ îòâåòèòü íà îáà âîïðîñà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò õîòÿ áû
îäèí òàêîé ñòóäåíò.

Òåìà 6. Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(t), ÷òî ïðè ëþáîì x ∈ R âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

F (x) =

x∫
−∞

f(t) dt, (4)

ãäå F (x) = P{X < x} � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Ôóíêöèÿ f(t) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X.

Èç ôîðìóëû (4) ñëåäóåò, ÷òî F (x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, è âå-
ðîÿòíîñòü P{X = x} = 0, ∀x ∈ R. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé, è

0 ≤ F (x) ≤ 1, lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→∞

F (x) = 1, P{a ≤ X < b} = F (b)− F (a).

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

∞∫
−∞

f(x) dx = 1; f(x) = F ′(x), åñëè ïðîèçâîäíàÿ F ′(x) ñóùåñòâóåò.

Êðîìå òîãî,

P{a ≤ X ≤ b} =

b∫
a

f(x) dx.

Â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ëþáîé èç çíàêîâ (èëè îáà ñðàçó) "≤"ìîæåò áûòü çà-
ìåí¼í íà <.
Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (ñðåäíèì çíà÷åíèåì) íåïðåðûâíîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, èìåþùåé ïëîòíîñòü f(x), íàçûâàåòñÿ ÷èñëî EX =∫∞
−∞ xf(x) dx, åñëè ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî; â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå ñóùåñòâóåò. Åñëè h(t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ,
òî h(X) � ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîòîðîé ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíî ïî ôîðìóëå: Eh(X) =

∫∞
−∞ h(x)f(x) dx (ïðè óñëîâèè àáñî-

ëþòíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà).
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Äèñïåðñèåé íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
DX = E (X − EX)2. Äèñïåðñèÿ õàðàêòåðèçóåò ñðåäíèé êâàäðàòè÷íûé ðàç-
áðîñ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âîêðóã å¼ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ äèñïåðñèè ìîæåò áûòü óäîáíà ôîðìóëà: DX = E(X2)− (EX)2. Ñðåä-
íèì êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ
÷èñëî σ(X) =

√
DX.

Ìîäîé (ãëàâíûì çíà÷åíèåì ìîäû) íàçûâàþò òî÷êó mod(X), â êîòî-
ðîé äîñòèãàåòñÿ àáñîëþòíûé ìàêñèìóì ïëîòíîñòè.
Ìåäèàíîé íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàþò òàêîå çíà÷åíèå

àðãóìåíòà x = med(X) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíå-
íî ðàâåíñòâî F (med(X)) = 1/2. Åñëè ìíîæåñòâî òàêèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà
îáðàçóåò èíòåðâàë, òî ÷àñòî â êà÷åñòâå ìåäèàíû âûáèðàþò ñåðåäèíó ýòîãî
èíòåðâàëà.

Äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X êðîìå ìåäèàíû (êâàíòèëè ïî-
ðÿäêà 1/2 ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)) ðàññìàòðèâàþò êâàíòèëè ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà p ∈ (0, 1).
Êâàíòèëüþ ïîðÿäêà p ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) íåïðåðûâíîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàþò òàêîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà x = xp ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî F (xp) = p.

Ïðèìåð 1. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

f(x) =


1/3, x ∈ (−1, 1);

ax− 4/3, x ∈ (2, 3);

0, x < −1, x ∈ (1, 2), x > 3.

Íàéòè ïîñòîÿííóþ a, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX, ôóíêöèþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F (x) è ìåäèàíó ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðåøåíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííîé a èñïîëüçóåì ñâîéñòâî íîðìèðîâ-
êè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé:

1 =

∞∫
−∞

f(x) dx =

1∫
−1

1

3
dx+

3∫
2

(
ax− 4

3

)
dx =

2

3
+

5a

2
− 4

3
.

Ñëåäîâàòåëüíî, a = 2/3. Òåïåðü íàéä¼ì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X:

EX =

∞∫
−∞

xf(x) dx =

1∫
−1

x

3
dx+

2

3

3∫
2

(x2 − 2x) dx =
1

6
− (−1)2

6
+

8

9
=

8

9
.
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Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ðàâíà

F (x) =

x∫
−∞

f(t) dt =



0, x ≤ −1;∫ x

−1

dt

3
=

x+ 1

3
, −1 < x ≤ 1;

2/3, 1 < x ≤ 2;

2

3
+

2

3

∫ x

2

(t− 2) dt =
2

3
+

(x− 2)2

3
, 2 < x ≤ 3;

1, x > 3.

×òîáû íàéòè ìåäèàíó ðàñïðåäåëåíèÿ äîñòàòî÷íî íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
F (x) = 1/2. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå íàñ èíòåðåñóåò êîðåíü óðàâíåíèÿ

x+ 1

3
=

1

2
, òàê êàê F (1) =

2

3
. Ñëåäîâàòåëüíî, med(X) =

1

2
.

Òåñò-ïðîâåðêà: F ′(x) = f(x), åñëè ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ; íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
è ìîíîòîííî íå óáûâàåò; limx→−∞ F (x) = 0, limx→+∞ F (x) = 1. Ñëåäîâàòåëü-
íî, íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ çàäàííîé ïëîòíîñòüþ.

Çàäà÷à 1.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

f(x) = ax2e−kx ãäå k > 0, 0 ≤ x < ∞.

Íàéòè: à) êîýôôèöèåíò a è ìîäó mod(X);
á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X;
â) P{X ∈ (0, 1/k)}.

Çàäà÷à 2.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) =


0, x ≤ 0;

x2/16, 0 < x ≤ 2;

x− 7/4, 2 < x ≤ 11/4;

1, x > 11/4.

Íàéòè: à) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x), ïîñòðîèòü ãðàôèêè F (x) è f(x);
á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX, äèñïåðñèþ DX è ìåäèàíó med(X);
â) P{X ∈ [1; 1, 5]}.

Çàäà÷à 3.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååò âèä:
F (x) = A+B arctgx, −∞ < x < ∞.
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Íàéòè: à) ïîñòîÿííûå A è B;
á) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x), ïîñòðîèòü ãðàôèêè F (x) è f(x);
â) ìîäó mod(X) è ìåäèàíó med(X) ðàñïðåäåëåíèÿ;
ã) âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè EX.

Çàäà÷à 4.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

f(x) =

{
0, x ≤ 1;

A/x2, x > 1.

Íàéòè: à) êîýôôèöèåíò A;
á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), ïîñòðîèòü ãðàôèêè F (x) è f(x);
â) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX, äèñïåðñèþ DX è ìåäèàíó med(X);
ã) âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X â èíòåðâàë (2, 3);
ä) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ÷åòûð¼õ íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íè ðàçó íå ïîïàä¼ò íà îòðåçîê [2, 3].

Çàäà÷à 5.

Ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ïðè |x| ≤ a ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïîëóýëëèïñ ñ áîëüøåé ïîëóîñüþ a (a èçâåñòíî).

Íàéòè: à) ïîëóîñü b;
á) àíàëèòè÷åñêîå çàäàíèå f(x);
â) ìîìåíòû EX, DX, ìîäó mod(X) è ìåäèàíó med(X);
ã) âåðîÿòíîñòü P{a/2 < X < a}.

Çàäà÷à 6.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

F (x) =


0, x ≤ −1;

A+B arcsinx, −1 < x ≤ 1;

1, x > 1.

Íàéòè: à) êîýôôèöèåíòû A è B, ìåäèàíó med(X);
á) ôóíêöèþ ïëîòíîñòè f(x), ïîñòðîèòü ãðàôèêè F (x) è f(x);
â) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX è äèñïåðñèþ DX.

Çàäà÷à 7.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-
êà, â èíòåðâàëå (0, a).
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Íàéòè: à) àíàëèòè÷åñêîå çàäàíèå f(x);
á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), ìåäèàíó med(X);
â) âåðîÿòíîñòü P{a/2 ≤ X < a};
ã) ìîìåíòû EX, DX.

Çàäà÷à 8.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X çàäàíà ãðàôèêîì

Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX, äèñïåðñèþ DX è ìåäèàíó med(X).
Çàäà÷à 9.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïîä÷èíåíà çàêîíó ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà íà
ó÷àñòêå [−a; a].

Íàéòè: à) àíàëèòè÷åñêîå çàäàíèå f(x);
á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x);
â) âåðîÿòíîñòü P{a/2 ≤ X < a};
ã) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX, äèñïåðñèþDX, ìîäó mod(X) è ìå-

äèàíó med(X).
Çàäà÷à 10.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå Êîøè ñ ïëîòíîñòüþ

f(x) =
a

1 + x2
, ïðè −∞ < x < ∞.

Íàéòè: à) êîýôôèöèåíò a;
á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x);
â) ìîäó mod(X) è ìåäèàíó med(X);
ã) âåðîÿòíîñòü P{X ∈ [−1, 1]};
ä) âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè EX.

Çàäà÷à 11.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì
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λ > 0, òî åñòü ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

f(x) =

{
λe−λx, x ≥ 0;

0, x < 0.

Íàéòè: à) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x);
á) âåðîÿòíîñòü P{X < EX} è ìåäèàíó med(X).

Çàäà÷à 12.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ f(x) = a e−|x−β|α,
ãäå α > 0 è β� ôèêñèðîâàííûå ïàðàìåòðû (ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà).
Íàéòè: à) êîýôôèöèåíò a;

á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x);
â) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX, äèñïåðñèþ DX, ìîäó mod(X) è

ìåäèàíó med(X) .
Çàäà÷à 13.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

F (x) =

1− x30
x3

, x ≥ x0;

0, x < x0,

ãäå x0 � íåêîòîðîå çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå EX, äèñïåðñèþ DX è ìåäèàíó med(X).
Çàäà÷à 14.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

f(x) =


1

π
√
a2 − x2

, x ∈ (−a, a);

0, x /∈ (−a, a),

ãäå a � èçâåñòíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
EX, äèñïåðñèþ DX, ìåäèàíó med(X) è âåðîÿòíîñòü P{0 < X < 2a}.
Çàäà÷à 15.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

f(x) =

{
a cosx, x ∈ (−π/2, π/2);

0, x /∈ (−π/2, π/2).

Íàéòè: à) êîýôôèöèåíò a;
á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x);
â) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX, äèñïåðñèþ DX, ìîäó mod(X) è

ìåäèàíó med(X);
ã) âåðîÿòíîñòü P{0 ≤ X < 3π/4}.
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Çàäà÷à 16.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

F (x) =


A, x ≤ 0;

B sin2(x/2), x ∈ (0, π];

C, x > π.

Íàéòè: à) êîýôôèöèåíòû A,B,C;
á) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x);
â) âåðîÿòíîñòü P{0 ≤ X < π/2};
ã) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX, äèñïåðñèþ DX, ìîäó mod(X) è

ìåäèàíó med(X).
Çàäà÷à 17.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

f(x) =


0, x ≤ 0;

A/ cos2 x, x ∈ (0, π/4);

0, x ≥ π/4.

Íàéòè: à) êîýôôèöèåíò A;
á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x);
â) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX è ìåäèàíó med(X);
ã) âåðîÿòíîñòü P{π/8 ≤ X < π/4}.

Çàäà÷à 18.

Äàíà ôóíêöèÿ

f(x) =


0, x ≤ 0;

λ(3x− x2), x ∈ (0, 3);

0, x ≥ 3.

Íàéòè: à) ïðè êàêîì λ ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X;

á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX, äèñïåðñèþ DX, ìîäó mod(X) è
ìåäèàíó med(X).
Çàäà÷à 19.

Äàíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X:

f(x) =


0, x ≤ 0;

α(x− x2/3), x ∈ (0, 3);

0, x ≥ 3.

Íàéòè: à) êîýôôèöèåíò α ;
á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x);
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â) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX, äèñïåðñèþ DX, ìîäó mod(X) è
ìåäèàíó med(X).
Çàäà÷à 20.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

f(x) =

{
a/x3, x ∈ (1, 4);

0, x /∈ (1, 4).

Íàéòè: à) êîýôôèöèåíò a;
á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x);
â) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX, äèñïåðñèþ DX è ìåäèàíó med(X);
ã) âåðîÿòíîñòü P{3 ≤ X < 5}.

Çàäà÷à 21.

Äàíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X:

f(x) =
a

ex + e−x
.

Íàéòè: à) êîýôôèöèåíò a;
á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x);
â) âåðîÿòíîñòü P{X ≥ 0}, ìîäó mod(X) è ìåäèàíó med(X).

Çàäà÷à 22.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

f(x) =

{
a sinx, x ∈ (0, π);

0, x /∈ (0, π).

Íàéòè: à) êîýôôèöèåíò a;
á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x);
â) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX è äèñïåðñèþ DX;
ã) âåðîÿòíîñòüP{π/2 ≤ X < 3π/2}, ìîäómod(X) è ìåäèàíómed(X).

Çàäà÷à 23.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

f(x) =

{
−3x2/4 + 6x− 45/4, x ∈ (3, 5);

0 x /∈ (3, 5).

Íàéòè: à) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x);
á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX, äèñïåðñèþ DX, ìîäó mod(X) è

ìåäèàíó med(X).
Çàäà÷à 24.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

f(x) =


1

π
√
9− x2

, x ∈ (−3, 3);

0, ïðè x /∈ (−3, 3).
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Íàéòè ìîìåíòû EX,DX è ìåäèàíómed(X). Êàêîå ñîáûòèå âåðîÿòíåå: {X <
1} èëè {X > 1}?
Çàäà÷à 25.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

F (x) =


0, x ≤ 0;

ax3, x ∈ (0, 1];

1, x > 1.

Íàéòè: à) êîýôôèöèåíò a;
á) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f(x);
â) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX, äèñïåðñèþ DX è ìåäèàíó med(X);
ã) âåðîÿòíîñòü P{X ∈ (0.2, 0.8)}.

Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(x) è F (x).
Çàäà÷à 26.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

f(x) =

{
A(4x− x2), x ∈ (0, 4);

0, x /∈ (0, 4).

Íàéòè êîýôôèöèåíò A, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), âåðîÿòíîñòü P{−2 ≤
X ≤ 3}, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX, äèñïåðñèþ DX, ìîäó mod(X) è
ìåäèàíó med(X).
Çàäà÷à 27.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà R èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ðýëåÿ, òî åñòü ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïëîòíîñòüþ

f(r) =

{
Are−h2r2, r ≥ 0;

0, r < 0,

ãäå h � èçâåñòíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Íàéòè êîýôôèöèåíò A, ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå ER, äèñïåðñèþ DR, ìîäó mod(R) è ìåäèàíó med(R).
Çàäà÷à 28.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

f(x) =

{
c/x, x ∈ (1/e, e);

0, x /∈ (1/e, e).

Íàéòè: à) êîýôôèöèåíò c;
á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x);
â) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX, äèñïåðñèþ DX è ìåäèàíó med(X);
ã) âåðîÿòíîñòü P{e/2 ≤ X < 3e/2}.

Çàäà÷à 29.
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Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

f(x) =

{
c arctgx, x ∈ (0, 1);

0, x /∈ (0, 1).

Íàéòè: à) êîýôôèöèåíò c;
á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x);
â) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX è ìåäèàíó med(X).

Çàäà÷à 30.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

f(x) =

{
a cos2 x, |x| ≤ π/2;

0, |x| > π/2.

Íàéòè: à) êîýôôèöèåíò a;
á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX, ìîäó mod(X) è ìåäèàíó med(X);
â) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â äâóõ íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà X ïðèìåò çíà÷åíèÿ áîëüøå π/4.

Òåìà 7. Ôóíêöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à g = g(x) � áîðåëåâñêàÿ (íàïðèìåð, íåïðå-
ðûâíàÿ) ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y = g(X) ôóíêöèþ îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Íàñ áó-
äåò èíòåðåñîâàòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ïðè óñëîâèè,
÷òî çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿX è ôóíêöèÿ g = g(x) èçâåñòíû. Ìû ïðèâåäåì íåêî-
òîðûå îáùèå ñâåäåíèÿ è ðàññìîòðèì ïðèìåðû íàõîæäåíèÿ çàêîíà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî X � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à g = g(x) �
ïî÷òè âåçäå äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü FX(u) è fX(u) � ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, à FY (v)
è fY (v) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû Y . Ïî îïðåäåëåíèþ FY (v) = P{Y < v}. Åñëè ôóíêöèÿ y = g(x)
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è x = g−1(y) � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ, òî

FY (v) = P{Y < v} = P{X < g−1(v)} = FX(g
−1(v)).

Â îáùåì ñëó÷àå îáîçíà÷èì ÷åðåç Dv ìíîæåñòâî çíà÷åíèé "x" ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû X, äëÿ êîòîðûõ y = g(x) < v: Dv = {x : y = g(x) < v}. Òîãäà

FY (v) = P{Y < v} = P{X ∈ Dv} =

∫
Dv

fX(t) dt.
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Ïðèìåð 1. Ïóñòü X � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Íàéòè ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ FY (v) è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fY (v) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
Y = X2.

Ðåøåíèå. Åñëè v ≤ 0, òî ìíîæåñòâî Dv ïóñòî: Dv = {x : x2 < v} = ∅.
Ñëåäîâàòåëüíî, FY (v) = P{Y ∈ Dv} = 0, fY (v) = F ′

Y (v) = 0 ïðè v ≤ 0. Ïðè
v > 0 ìíîæåñòâî Dv èìååò âèä:

Dv = {x : x2 < v} = {x : −
√
v < x <

√
v}.

Îòñþäà ïðè v > 0 ïîëó÷àåì, ÷òî

FY (v) = P{X2 < v} = P{−
√
v < X <

√
v} = FX(

√
v)− FX(−

√
v),

è, äèôôåðåíöèðóÿ ïî v, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ÷åðåç ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X:

fY (v) =
dFY (v)

dv
=

d

dv

(
FX(

√
v)− FX(−

√
v)
)
=

1

2
√
v

(
fX(

√
v) + fX(−

√
v)
)
.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà ïðî-
ìåæóòêå [2, 6]. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FY (v) è ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ fY (v) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y = |3−X|.

Ðåøåíèå. Ïðè v ≤ 0 ìíîæåñòâî Dv ïóñòî: Dv = {x : |3 − x| < v} = ∅.
Ñëåäîâàòåëüíî, FY (v) = P{Y ∈ Dv} = 0, fY (v) = F ′

Y (v) = 0 ïðè v ≤ 0. Ïðè
v > 0 ìíîæåñòâî Dv èìååò âèä:

Dv = {x : |3− x| < v} = {x : 3− v < x < 3 + v}.

Îòñþäà ïðè v > 0

FY (v) = P{|3−X| < v} = P{3− v < X < 3 + v} = FX(3 + v)− FX(3− v).

Ïî óñëîâèþ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå
[2, 6], à çíà÷èò å¼ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

FX(u) =


0, u ≤ 2;

(u− 2)/4, u ∈ (2, 6];

1, u > 6.

Çàìåòèì, ÷òî 2 < 3 − v < 3, êîãäà 0 < v < 1, è 3 − v ≤ 2, êîãäà v ≥ 1.
Ñëåäîâàòåëüíî,

FX(3− v) =

{
0, v ≥ 1;

(1− v)/4, 0 < v < 1.
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Àíàëîãè÷íî,

FX(3 + v) =

{
(1 + v)/4, 0 < v < 3;

1, v ≥ 3.

Òàêèì îáðàçîì,

FY (v) =


0, v ≤ 0;

v/2, v ∈ (0, 1];

(v + 1)/4, v ∈ (1, 3];

1, v > 3,

fY (v) =


0, v < 0 èëè v > 3;

1/2, v ∈ (0, 1);

1/4, v ∈ (1, 3).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y = g(X) � ôóíêöèè îò
íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X � ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè
ôîðìóëàìè äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ EY :

EY = E(g(X)) =

∞∫
−∞

g(u)fX(u) du =

∞∫
−∞

vfY (v) dv, (5)

à òàêæå îïðåäåëåíèåì è ñâîéñòâàìè ìîìåíòîâ. Â çàäà÷àõ ýòîé òåìû òðå-
áóåòñÿ âû÷èñëÿòü âòîðûå íà÷àëüíûå E(XY ) è öåíòðàëüíûå cov(X, Y ) =
E((X − EX)(Y − EY )) ñìåøàííûå ìîìåíòû. Âòîðîé öåíòðàëüíûé ñìåøàí-
íûé ìîìåíò cov(X,Y ) íàçûâàåòñÿ êîâàðèàöèåé. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ýòèõ ìîìåíòîâ íåîáõîäèìî çíàòü ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí X è Y , òî åñòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X, Y ). Â ñëó-
÷àå ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè Y = g(X) äîñòàòî÷íî çíàòü ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Åñëè X � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî

E(X · Y ) = E(X · g(X)) =

∞∫
−∞

x g(x)fX(x) dx.

Ñëåäóþùèå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå âõîäÿùèå â íèõ ìî-
ìåíòû ñóùåñòâóþò, òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòîâ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ëèíåéíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ: E(aX+bY +c) = aEX+bEY +c äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
X, Y è ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b, c.
Óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìîìåíòîâ:

D(aX+ b) = a2DX, ∀ a, b ∈ R; cov(X, Y ) = cov(Y, X) = E(XY )−EXEY.

Îòñþäà

cov(aX + b, cY + d) = ac cov(X,Y ), ∀ a, b, c, d ∈ R; cov(X,X) = DX.
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Ïðèìåð 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a è σ2, σ > 0. Ïóñòü Y = −3X2, Z = 3X −
2Y + 5, T = 2X + 3. Íàéòè EZ è cov(X, T ).

Ðåøåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî EX = a, DX = σ2. Â ñèëó ëèíåéíîñòè ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èìååì

EZ = E(3X − 2Y + 5) = 3EX − 2EY + 5 = 3a+ 6E(X2) + 5.

Ïîñêîëüêó σ2 = DX = E(X2)− (EX)2, òî E(X2) = σ2 + a2, îòêóäà

EZ = 3a+ 6σ2 + 6a2 + 5.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà êîâàðèàöèè, ïîëó÷èì

cov(X, T ) = cov(X, 2X + 3) = 2cov(X, X) = 2DX = 2σ2.

Ïðèìåð 4. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ïðè a = −1, σ2 = 2 íàéòè
E|X + 1|.

Ðåøåíèå. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ∼ N (−1, 2)
èìååò âèä:

f(t) =
1

2
√
π
exp

(
−(t+ 1)2

4

)
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâîé ÷àñòüþ
ôîðìóëû (5):

E|X + 1| = 1

2
√
π

∞∫
−∞

|t+ 1| exp(−(t+ 1)2/4) dt =

= − 1

2
√
π

−1∫
−∞

(t+ 1) exp(−(t+ 1)2/4) dt+
1

2
√
π

∞∫
−1

(t+ 1) exp(−(t+ 1)2/4) dt.

Ñäåëàâ â êàæäîì èç èíòåãðàëîâ çàìåíó ïåðåìåííîé y = (t+1)/
√
2, ïîëó÷èì

E|X + 1| = − 1√
π

0∫
−∞

y exp(−y2/2) dy +
1√
π

∞∫
0

y exp(−y2/2) dy =

=
2√
π

∞∫
0

exp(−y2/2) d(y2/2) =
2√
π
.
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Çàäà÷à 1.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FX(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

FX(t) =

{
1− exp(−2t), t ≥ 0,

0, t < 0.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y = 2/X è Z = 2X + 5 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FY (v) è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fY (v)
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

á) ìîìåíòû EZ, DZ, cov(X, Z) .
Çàäà÷à 2.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FX(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

FX(t) =

{
1− exp(−t), t ≥ 0,

0, t < 0.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y = X2 è Z = −3X + 2 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fY (v) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

á) ìîìåíòû EZ, DZ, cov(X, Z).
Çàäà÷à 3.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FX(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

FX(t) =

{
1− exp(−3t), t ≥ 0,

0, t < 0.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y = 2X+1 è Z = −2X2−Y 2−9XY +2X−1 ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FY (v) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EZ.
Çàäà÷à 4.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FX(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

FX(t) =

{
1− exp(−2t), t ≥ 0,

0, t < 0.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y = 1 − exp(−2X) è Z = X2 + 2Y 2 − 2XY + 3Y − 1
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FY (v) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EZ.
Çàäà÷à 5.
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Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû Y = −X2 è Z = −X2 + 2Y 2 − 3XY + 2X + 3 ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fY (v) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EZ.
Çàäà÷à 6.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a =
1, σ = 2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y = (1−X)/2 è Z = 3X2−2Y 2+XY −X+4
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fY (v) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EZ.
Çàäà÷à 7.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû Y = X2 è Z = −X2 + 2Y 2 + 2XY + Y + 1 ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fY (v) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EZ.
Çàäà÷à 8.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a =
−1, σ = 3. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y = |X+1| è Z = −X2+2Y 2/3−X+2Y +1
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fY (v) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EZ.
Çàäà÷à 9.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fX(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX èìååò âèä (ðàâíîìåð-
íîå íà ïðîìåæóòêå [1, 4] ðàñïðåäåëåíèå):

fX(t) =

{
1/3, t ∈ [1, 4],

0, t /∈ [1, 4].

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y = FX(X), ãäå FX(t) - ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X, è Z = −2X2+ Y 2− 2XY + Y − 1 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè
îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FY (t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EZ.
Çàäà÷à 10.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fX(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä (ðàâíî-
ìåðíîå íà ïðîìåæóòêå [−2, 3] ðàñïðåäåëåíèå):

fX(x) =

{
1/5, x ∈ (−2, 3),

0, x /∈ (−2, 3).
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Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y = X2 è Z = −2X + 4 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FY (y) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

á) ìîìåíòû EZ, DZ, cov(X, Z).
Çàäà÷à 11.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fX(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä (ðàâíî-
ìåðíîå íà ïðîìåæóòêå [−1, 2] ðàñïðåäåëåíèå):

fX(x) =

{
1/3, x ∈ (−1, 2),

0, x /∈ (−1, 2).

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y = X2 è Z = 5X − 3 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FY (y) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

á) ìîìåíòû EZ, DZ, cov(X, Z).
Çàäà÷à 12.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fX(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä (ðàâíî-
ìåðíîå íà ïðîìåæóòêå [−2, 4] ðàñïðåäåëåíèå):

fX(x) =

{
1/6, x ∈ [−2, 4],

0, x /∈ [−2, 4].

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y = X2 è Z = −3X + 2 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fY (y) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

á) ìîìåíòû EZ, DZ, cov(X, Z).
Çàäà÷à 13.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fX(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

fX(x) =

{
a sinx, x ∈ (0, π),

0, x /∈ (0, π).

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y = cosX − 2 è Z = −X + 1 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ïîñòîÿííóþ a;

á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FY (x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;
â) ìîìåíòû EZ, DZ, cov(X, Z).

Çàäà÷à 14.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fX(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

fX(x) =

{
a/x4, x ≥ 1,

0, x < 1.
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Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y = lnX è Z = 2X + 3 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ïîñòîÿííóþ a;

á) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fY (x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;
â) ìîìåíòû EZ, DZ, cov(X, Z).

Çàäà÷à 15.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FX(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

FX(t) =

{
1− exp(−3t), t ≥ 0,

0, t < 0.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y =
√
X è Z = −2X + 3 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fY (v) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

á) ìîìåíòû EZ, DZ, cov(X, Z).
Çàäà÷à 16.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FX(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

FX(t) =

{
1− exp(−4t), t ≥ 0,

0, t < 0.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y = ln(X/2) è Z = 2X − 4X2 + 3 expX + 1 ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fY (v) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EZ.
Çàäà÷à 17.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fX(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

fX(t) =

{
2 exp(−2t), t ≥ 0,

0, t < 0.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y = exp(−2X) è Z = 3X − 2 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FY (y) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

á) ìîìåíòû EZ, DZ, cov(X, Z).
Çàäà÷à 18.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FX(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

FX(t) =

{
1− exp(−3t), t ≥ 0,

0, t < 0.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y = exp(X) è Z = X2 − XY + 3Y − 1 ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
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Íàéòè: à) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fY (v) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;
á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EZ.

Çàäà÷à 19.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fX(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

fX(x) =
c

1 + x2
.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y = 1/X è Z = arctgX ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) ïîñòîÿííóþ c;

á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FY (y) è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fY (v)
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;

â) ìîìåíòû EZ, DZ.
Çàäà÷à 20.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fX(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

fX(t) =

{
at2, t ∈ [−1, 2],

0, t /∈ [−1, 2].

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y = X2 è Z = 2X − 3Y 2 − 2XY + 4 ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
öèÿìè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Íàéòè: à) êîýôôèöèåíò a;

á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FY (y) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ;
â) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EZ.

Çàäà÷à 21.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fX,Y (x, y) ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X, Y ) èìå-
åò âèä:

fX,Y (x, y) =

{
exp(−3x), åñëèx ≥ 0 è y ∈ [1, 4],

0 èíà÷å.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Z = |2Y −1| è T = 2X−Y/3+2 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè
îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X, Y .
Íàéòè: à) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fZ(z) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z;

á) äèñïåðñèþ DT .
Çàäà÷à 22.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fX,Y (x, y) ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X, Y ) èìå-
åò âèä:

fX,Y (x, y) =

{
6 exp(−2x− 3y), åñëèx ≥ 0 è y ≥ 0,

0 èíà÷å.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Z = |2Y +1| è T = −3X+2Y −1 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè
îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X, Y .
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Íàéòè: à) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fZ(z) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z;
á) äèñïåðñèþ DT .

Çàäà÷à 23.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fX,Y (x, y) ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X, Y ) èìå-
åò âèä:

fX,Y (x, y) =


2√
2π

exp

(
−(x− 3)2

2
− 2y

)
, åñëè y ≥ 0,

0 èíà÷å.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Z = |X − 3| è T = −3X + Y/2 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè
îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X, Y .
Íàéòè: à) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fZ(z) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z;

á) äèñïåðñèþ DT .
Çàäà÷à 24.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fX,Y (x, y) ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X, Y ) èìå-
åò âèä:

fX,Y (x, y) =


3√
3π

exp

(
−(x− 1)2

3
− 3y

)
, åñëè y ≥ 0,

0 èíà÷å.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Z = |Y − 2| è T = 2X + Y − 5 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè
îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X, Y .
Íàéòè: à) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FZ(z) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z;

á) äèñïåðñèþ DT .
Çàäà÷à 25.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1 è X2 íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè,
çàäàâàåìûå ðÿäàìè ðàñïðåäåëåíèÿ:

X1 0 1

P 1/2 1/2
è X2 0 1

P 2/3 1/3
Íàéòè: à) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y = X1 +X2;

b) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(2X2
1 −X2

2 + 2X1X2 + 4X2 − 3).
Çàäà÷à 26.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1 è X2 íåçàâèñèìû è èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ:

f(x) =

{
3 exp(−3x), x ≥ 0,

0, x < 0.

Íàéòè: à) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y = X1 +X2;
á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(X2

1 − 4X1X2 + 2X2 − 2).
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Çàäà÷à 27.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1 è X2 íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà
ñ ïàðàìåòðàìè λ1 = 1 è λ2 = 2 ñîîòâåòñòâåííî.
Íàéòè: à) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y = X1 +X2,

á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(2X2
1 − 3X1X2 + 2X2 − 1).

Íàïîìíèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïà-

ðàìåòðîì λ > 0, åñëè P{X = m} = exp(−λ)λm/m!, m = 0, 1, 2, . . ..
Çàäà÷à 28.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû è èìåþò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå.
Íàéòè: à) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z = X + Y ;

á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(−3X2 + Y 2 + 3XY + 1).
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Çàäà÷à 29.

Îïðåäåëèòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Z1 = max(X, Y ) è
Z2 = min(X, Y ), ãäå X è Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ FX(t) è FY (t) ñîîòâåòñòâåííî.
Çàäà÷à 30.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fX,Y (x, y) ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X, Y ) èìå-
åò âèä:

fX,Y (x, y) =
1

2π
exp

(
−x2 + y2

2

)
.

Íàéòè: à) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò òî÷êè (X, Y );
á) äèñïåðñèþ D(−3X + Y ).

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà.

Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ

Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñîñòîÿò â ïîñòðîåíèè âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ñîîòâåò-
ñòâóþùåé íàáëþäåíèÿì, ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-
ìåíòà. Â ïðåäëàãàåìûõ äàëåå çàäà÷àõ ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íàáëþäåíèÿ ïî-
ëó÷åíû â ðåçóëüòàòå íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé (èçìåðåíèé) íåèçâåñòíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X. Âñå íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ ìîãóò áûòü
íàéäåíû â ñëåäóþùèõ êíèãàõ: ó÷åáíîå ïîñîáèå ïîä ðåäàêöèåé Ñìèðíîâà Â.
Ï. "Ýëåìåíòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå" , ÑÏáÃÈÒ-
ÌÎ, 2008 ãîä , ýëåêòðîííûé âàðèàíò íà ñàéòå êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ,
Áîðîäèí À. Í. "Ýëåìåíòàðíûé êóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè" , èçäàòåëüñòâî "Ëàíü" , 2011 ãîä , ×åðíîâà Í. È. "Ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ ñòàòèñòèêà" , ÑèáÃÓÒÈ, 2009 ãîä. Ìû æå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
ïðèìåðà, àíàëîãè÷íîãî ïðåäëàãàåìûì çàäàíèÿì.

Ïðèìåð

Äàíà ãðóïïèðîâàííàÿ âûáîðêà èç ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ:
-2.378 -1.862 -1.345 -0.829 -0.312 0.204 0.721 1.237 1.754 2.270
-1.862 -1.345 -0.829 -0.312 0.204 0.721 1.237 1.754 2.270 2.787

7 14 19 36 37 42 17 14 9 5

Ïîñòðîèòü òî÷å÷íûå îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, ïðè íàä¼æíîñòè γ = 0.95 ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå
äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû è, èñïîëüçóÿ χ2-êðèòåðèé Ïèðñîíà àñèìïòîòè÷å-
ñêîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α = 0.05, ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î íîðìàëüíîñòè îöå-
íîê. Â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû óêàçàíû Xi, i = 1, ..., 10 � ëåâûå ãðàíèöû èí-
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òåðâàëîâ ãðóïïèðîâêè, âî âòîðîé ñòðîêå óêàçàíû Xi+1, i = 1, ..., 10 � ïðàâûå
ãðàíèöû. Â òðåòüåé ñòðîêå óêàçàíî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âûáîðêè, ïîïàâ-
øèõ íà äàííûé èíòåðâàë. Íàïðèìåð, íà ïåðâûé èíòåðâàë (−2.378, −1.862)
ïîïàëî 7 ýëåìåíòîâ âûáîðêè.

Ðåøåíèå. Â êà÷åñòâå îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ãåíåðàëüíîé ñî-
âîêóïíîñòè X îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ñòàòèñòèêó (òî åñòü èçìåðèìóþ ôóíê-
öèþ âûáîðêè) X̄n = (

∑n
i=1Xi)/n � âûáîðî÷íîå ñðåäíåå. Êàê ñëåäóåò èç çàêîíà

áîëüøèõ ÷èñåë, åñëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX ñóùåñòâóåò, òî âûáîðî÷-
íîå ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, íåñìåù¼ííîé îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ìîæíî óáåäèòüñÿ â ýòîì è íåïîñðåä-
ñòâåííî, íàéäÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ X̄n. Ïî öåíòðàëüíîé
ïðåäåëüíîé òåîðåìå X̄n ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé îöåíêîé EX ñ
àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèåé ∆2

E = DX. Íåèçâåñòíóþ äèñïåðñèþ ãåíåðàëü-
íîé ñîâîêóïíîñòè çàìåíèì å¼ ñîñòîÿòåëüíîé, íåñìåùåííîé, àñèìïòîòè÷åñêè
íîðìàëüíîé (ñ àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèåé ∆2

D = E(X − EX)4 − D2(X))
îöåíêîé S2

n. Ïðèâåä¼ì îöåíêó S2
n è âûáîðî÷íóþ îöåíêó äèñïåðñèè σ2

n:

S2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄n)
2, σ2

n =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄n)
2.

Ïðèâåä¼ííàÿ â çàäàíèè ãðóïïèðîâàííàÿ âûáîðêà ïîñòðîåíà ïî âûáîðêå èç
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè a = EX = 0, σ2 = DX = 1
îáú¼ìà n = 200, è âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî X̄n = 0.0406, S2

n = 1.104.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ ïàðàìåòðà
a = EX èñïîëüçóåì ôîðìóëó:

Pn,a(a ∈ (X̄n − t(1+γ)/2∆E/
√
n, X̄n + t(1+γ)/2∆E/

√
n) ≈ γ, (6)

ãäå tβ � β-êâàíòèëü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíî-
ãî çàêîíà, òî åñòü òàêîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà, ÷òî Φ(tβ) = β, Φ(t) =
(
∫ t

−∞ exp(−x2/2)dx)/
√
2π � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëü-

íîãî çàêîíà. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âèäà Φ(t) = β íàéä¼ì ñ ïîìîùüþ òàá-
ëèöû çíà÷åíèé ôóíêöèè Φ(t). Åñëè, íàïðèìåð, íàä¼æíîñòü γ = 0.95, òî
t(1+γ)/2 = 1.96, îòêóäà ïîëó÷èì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåð-
âàë äëÿ ðåàëüíîãî çíà÷åíèÿ a = EX èìååò âèä In,E = (−0.1050, 0.1863).
Èñõîäíîå çíà÷åíèå EX = 0 â ýòîò äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ïîïàäàåò.

Àíàëîãè÷íî, çàìåíÿÿ âåëè÷èíó ∆2
D = E(X − EX)4 − (DX)2 ñòàòèñòèêîé

∆2
n = (

∑n
i=1(Xi − X̄n)

4)/n − σ4
n (äîïîëíèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî

∆2
n = 2.1688), ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë íàä¼æíî-

ñòè 0.95 äëÿ äèñïåðñèè:

In,D = (S2
n − t(1+γ)/2∆n/

√
n, S2

n + t(1+γ)/2∆n/
√
n) = (0.8999, 1.3081).
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Ðåàëüíîå çíà÷åíèå äèñïåðñèè DX = 1 â ýòîò äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ïîïà-
äàåò.

×òîáû ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå îöåíêè ïî ãðóïïèðîâàíîé âûáîðêå íóæíî
ñîñòàâèòü âñïîìîãàòåëüíóþ òàáëèöó. Â ïåðâîé ñòðîêå íîâîé òàáëèöû ñòîÿò
X∗

i - ñåðåäèíû èíòåðâàëîâ ãðóïïèðîâêè, âî âòîðîé ÷àñòîòû p̂i = di/200, ãäå
di - êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âûáîðêè, ïîïàâøèõ â ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðâàë
ãðóïïèðîâêè. Âñïîìîãàòåëüíàÿ òàáëèöà, ñîñòàâëåííàÿ ïî ïðèâåä¼ííîé â ïðè-
ìåðå ãðóïïèðîâàííîé âûáîðêå, èìååò âèä

-2.12 -1.603 -1.087 -0.57 -0.054 0.463 0.979 1.496 2.012 2.529

0.035 0.07 0.095 0.18 0.185 0.21 0.085 0.07 0.045 0.025
Çàòåì íóæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, äèñïåðñèè è àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèè ∆2
n,gr,

íåîáõîäèìîé äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà
äëÿ äèñïåðñèè.

X̄n,gr =
10∑
i=1

X∗
i p̂i; S2

n,gr =
10∑
i=1

(X∗
i )

2p̂i − (X̄n,gr)
2

∆2
n,gr =

10∑
i=1

(X∗
i )

4p̂i − 4

(
10∑
i=1

(X∗
i )

3p̂i

)
X̄n,gr + 8

(
10∑
i=1

(X∗
i )

2p̂i

)
(X̄n,gr)

2 −

−4(X̄n,gr)
4 −

(
10∑
i=1

(X∗
i )

2p̂i

)2

,

çäåñü 10 - êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ ãðóïïèðîâêè. Èñïîëüçóÿ ïðèâåä¼ííûå ôîð-
ìóëû è ôîðìóëó (6), ïîëó÷èì

X̄n,gr = 0.037, S2
n,gr = 1.132, In,E,gr = (−0.111, 0.184), In,D,gr = (0.927, 1.337).

Âèäèì, ÷òî îöåíêè, ïîñòðîåííûå ïî ãðóïïèðîâàííîé âûáîðêå äîñòàòî÷íî
áëèçêè ê îöåíêàì, ïîñòðîåííûì ïî èñõîäíîé âûáîðêå.

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0, ñîñòîÿùåé â òîì, ÷òî ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóï-
íîñòü X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 - ðàñïðå-
äåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì èñïîëüçóåì êðè-
òåðèé õè-êâàäðàò àñèìïòîòè÷åñêîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α = 0.05 (òî åñòü
àñèìïòîòè÷åñêàÿ îøèáêà ïåðâîãî ðîäà êðèòåðèÿ íå ïðåâîñõîäèò α = 0.05).
Ñâîéñòâà ýòîãî êðèòåðèÿ ñëåäóþò èç òåîðåìû Ïèðñîíà. Ñì. "Ýëåìåíòàðíûé
êóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè", àâòîð: Áîðîäèí À.
Í., èçäàòåëüñòâî Ëàíü, Ñ.-Ïá., 2011 ãîä, ñòð. 188-192. Äëÿ ãðóïïèðîâàííîé
âûáîðêè ñòðîèì ñòàòèñòèêó êðèòåðèÿ

χ2
n,k−3 =

10∑
i=1

n
(pi − pi0)

2

pi0
, ãäå pi0 = Φ

(
Xi − X̄n

Sn

)
− Φ

(
Xi−1 − X̄n

Sn

)
. (7)
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Çàòåì íàõîäèì ïîðîã êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò t = tk−3,1−α - 1 − α êâàíòèëü õè-
êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ ñ k − 3 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Õè-êâàäðàò êðèòåðèåì àñèìïòîòè÷åñêîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α äëÿ
ïðîâåðêè ãèïîòåçû íîðìàëüíîñòè íàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåñòîâ
(îòîáðàæåíèé) ìíîæåñòâà íàáëþäåíèé â ìíîæåñòâî {0, 1} ñëåäóþùåãî
âèäà

φn(X1, . . . , Xn) =

{
1, åñëèχ2

n,k−3 ≥ tk−3,1−α,

0, åñëèχ2
n,k−3 < tk−3,1−α.

Åñëè φn(X1, . . . , Xn) = 0, òî ïðèíèìàåòñÿ îñíîâíàÿ ãèïîòåçàH0 - ãåíåðàëüíàÿ
ñîâîêóïíîñòü X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Åñëè φn(X1, . . . , Xn) = 1,
òî ïðèíèìàåòñÿ àëüòåðíàòèâà H1 - ðàñïðåäåëåíèå ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè
íîðìàëüíûì íå ÿâëÿåòñÿ. Ïðè ýòîì ïðåäåë âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà
(òî åñòü, âåðîÿòíîñòè îòâåðãíóòü îñíîâíóþ ãèïîòåçó H0, êîãäà îíà âåðíà) íå
ïðåâîñõîäèò àñèìïòîòè÷åñêîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α:

lim
n→∞

PH0
(φn(X1, . . . , Xn) = 1) ≤ α.

Â íàøåì ïðèìåðå χ2
n,k−3 = 12.39, t = t7,0.95 = 14.07. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè-

íèìàåòñÿ ãèïîòåçà H0 - ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü X, èç êîòîðîé ïðîèçâåäåíà
âûáîðêà, èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Çàäàíèå è âàðèàíòû

Äàíà ãðóïïèðîâàííàÿ âûáîðêà. Ïîñòðîèòü òî÷å÷íûå îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, ïðè íàä¼æíîñòè γ = 0.95
ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû è, èñïîëüçóÿ χ2 - êðè-
òåðèé Ïèðñîíà àñèìïòîòè÷åñêîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α = 0.05, ïðîâåðèòü
ãèïîòåçó î íîðìàëüíîñòè îöåíîê.

Â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû óêàçàíû Xi, i = 1, ..., 10 - ëåâûå ãðàíèöû äåñÿòè
èíòåðâàëîâ ãðóïïèðîâêè, âî âòîðîé ñòðîêå Xi, i = 2, ..., 11 - ïðàâûå ãðàíè-
öû. Â òðåòüåé ñòðîêå óêàçàíî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âûáîðêè, ïîïàâøèõ íà
äàííûé èíòåðâàë.

Âàðèàíò 1.

-2.202 -1.764 -1.325 -0.887 -0.448 -0.01 0.429 0.868 1.306 1.745
-1.764 -1.325 -0.887 -0.448 -0.01 0.429 0.868 1.306 1.745 2.183

4 11 28 22 38 33 32 17 11 4

Âàðèàíò 2.

-2.449 -1.967 -1.485 -1.003 -0.520 -0.038 0.444 0.926 1.408 1.891
-1.967 -1.485 -1.003 -0.520 -0.038 0.444 0.926 1.408 1.891 2.373

6 7 21 32 36 40 23 21 9 5
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Âàðèàíò 3.

-3.029 -2.406 -1.783 -1.16 -0.537 0.087 0.71 1.333 1.956 2.579
-2.406 -1.783 -1.16 -0.537 0.087 0.71 1.333 1.956 2.579 3.203

3 9 20 32 43 45 28 13 5 2

Âàðèàíò 4.

-3.503 -2.882 -2.261 -1.641 -1.02 -0.399 0.222 0.842 1.463 2.084
-2.882 -2.261 -1.641 -1.02 -0.399 0.222 0.842 1.463 2.084 2.704

1 2 4 23 33 53 40 28 12 4

Âàðèàíò 5.

-3.285 -2.743 -2.201 -1.659 -1.117 -0.575 -0.033 0.509 1.051 1.593
-2.743 -2.201 -1.659 -1.117 -0.575 -0.033 0.509 1.051 1.593 2.135

1 5 6 16 37 28 44 33 23 7

Âàðèàíò 6.

-2.203 -1.764 -1.325 -0.887 -0.448 -0.01 0.429 0.868 1.306 1.745
-1.764 -1.325 -0.887 -0.448 -0.01 0.429 0.868 1.306 1.745 2.183

4 11 28 22 38 33 32 17 11 4

Âàðèàíò 7.

-2.449 -1.967 -1.485 -1.003 -0.520 -0.038 0.444 0.926 1.408 1.891
-1.967 -1.485 -1.003 -0.520 -0.038 0.444 0.926 1.408 1.891 2.373

6 7 21 32 36 40 23 21 9 5

Âàðèàíò 8.

-2.202 -1.764 -1.325 -0.887 -0.448 -0.01 0.429 0.868 1.306 1.745
-1.764 -1.325 -0.887 -0.448 -0.01 0.429 0.868 1.306 1.745 2.183

4 11 28 22 38 33 32 17 11 4

Âàðèàíò 9.

-2.449 -1.967 -1.485 -1.003 -0.520 -0.038 0.444 0.926 1.408 1.891
-1.967 -1.485 -1.003 -0.520 -0.038 0.444 0.926 1.408 1.891 2.373

6 7 21 32 36 40 23 21 9 5

Âàðèàíò 10.

-2.635 -2.103 -1.570 -1.038 -0.505 0.028 0.560 1.093 1.625 2.158
-2.103 -1.570 -1.038 -0.505 0.028 0.560 1.093 1.625 2.158 2.690

6 4 23 32 44 42 28 14 5 2

Âàðèàíò 11.

-2.642 -2.107 -1.569 -1.032 -0.494 0.044 0.581 1.119 1.657 2.194
-2.107 -1.569 -1.032 -0.494 0.044 0.581 1.119 1.657 2.194 2.732

2 11 14 36 36 46 34 15 4 2

Âàðèàíò 12.

-2.277 -1.800 -1.323 -0.846 -0.368 0.109 0.586 1.064 1.541 2.018
-1.800 -1.323 -0.846 -0.368 0.109 0.586 1.064 1.541 2.018 2.495

4 18 18 31 30 44 32 18 3 2
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Âàðèàíò 13.

-3.029 -2.406 -1.783 -1.160 -0.537 0.087 0.710 1.333 1.956 2.580
-2.406 -1.783 -1.160 -0.537 0.087 0.710 1.333 1.956 2.580 3.203

3 9 20 32 43 45 28 13 5 2

Âàðèàíò 14.

-2.378 -1.862 -1.345 -0.829 -0.312 0.204 0.721 1.237 1.754 2.270
-1.862 -1.345 -0.829 -0.312 0.204 0.721 1.237 1.754 2.270 2.787

7 14 19 36 37 42 17 14 9 5

Âàðèàíò 15.

-3.074 -2.496 -1.919 -1.341 -0.764 -0.186 0.392 0.969 1.547 2.124

-2.496 -1.919 -1.341 -0.764 -0.186 0.392 0.969 1.547 2.124 2.702
1 4 9 17 39 52 37 26 11 4

Âàðèàíò 16.

-2.600 -2.048 -1.496 -0.944 -0.392 0.160 0.712 1.264 1.816 2.368
-2.048 -1.496 -0.944 -0.392 0.160 0.712 1.264 1.816 2.368 2.920

3 11 20 28 47 42 25 15 4 5

Âàðèàíò 17.

-2.843 -2.315 -1.788 -1.260 -0.733 -0.206 0.322 0.849 1.377 1.904
-2.315 -1.788 -1.260 -0.733 -0.206 0.322 0.849 1.377 1.904 2.432

3 5 8 25 41 40 34 24 14 6

Âàðèàíò 18.

-2.202 -1.764 -1.325 -0.887 -0.448 0.010 0.429 0.868 1.306 1.745
-1.764 -1.325 -0.887 -0.448 0.010 0.429 0.868 1.306 1.745 2.183

4 11 28 22 38 33 32 17 11 4

Âàðèàíò 19.

-2.449 -1.969 -1.485 -1.003 -0.520 -0.038 0.444 0.926 1.408 1.891
-1.969 -1.485 -1.003 -0.520 -0.038 0.444 0.926 1.408 1.891 2.373

6 7 21 32 36 40 23 21 9 5

Âàðèàíò 20.

-2,635 -2.103 -1.570 -1.037 -0.505 0.028 0.560 1.093 1.625 2.158
-2.103 -1.570 -1.037 -0.505 0.028 0.560 1.093 1.625 2.158 2.690

6 4 23 32 44 42 28 14 5 2

Âàðèàíò 21.

-2.277 -1.800 -1.323 -0.846 -0.368 0.109 0.586 1.064 1.541 2.018
-1.800 -1.323 -0.846 -0.368 0.109 0.586 1.064 1.541 2.018 2.495

4 18 18 31 30 44 32 18 3 2

Âàðèàíò 22.

-3.029 -2.406 -1.783 -1.160 -0.537 0.087 0.710 1.333 1.956 2.580
-2.406 -1.783 -1.160 -0.537 0.087 0.710 1.333 1.956 2.580 3.203

3 9 20 32 43 45 28 13 5 2

56



Âàðèàíò 23.

-2.378 -1.862 -1.345 -0.829 -0.312 0.204 0.721 1.237 1.754 2.270
-1.862 -1.345 -0.829 -0.312 0.204 0.721 1.237 1.754 2.270 2.787

7 14 19 36 37 42 17 14 9 5

Âàðèàíò 24.

-3.074 -2.496 -1.919 -1.341 -0.764 -0.186 0.392 0.969 1.547 2.124
-2.496 -1.919 -1.341 -0.764 -0.186 0.392 0.969 1.547 2.124 2.702

1 4 9 17 39 52 37 26 11 4

Âàðèàíò 25.

-2.600 -2.048 -1.496 -0.944 -0.392 0.160 0.712 1.264 1.816 2.368
-2.048 -1.496 -0.944 -0.392 0.160 0.712 1.264 1.816 2.368 2.920

3 11 20 28 47 42 25 15 4 5

Âàðèàíò 26.

-2.843 -2.315 -1.788 -1.261 -0.733 -0.206 0.322 0.849 1.377 1.904
-2.315 -1.788 -1.261 -0.733 -0.206 0.322 0.849 1.377 1.904 2.432

3 5 8 25 41 40 34 24 14 6

Âàðèàíò 27.

-2.977 -2.415 -1.852 -1.290 -0.728 -0.165 0.397 0.960 1.522 2.084
-2.415 -1.852 -1.290 -0.728 -0.165 0.397 0.960 1.522 2.084 2.647

4 4 12 21 40 47 31 22 11 8

Âàðèàíò 28.

-2.370 -1.792 -1.214 -0.635 -0.057 0.521 1.100 1.678 2.256 2.835
-1.792 -1.214 -0.635 -0.057 0.521 1.100 1.678 2.256 2.835 3.413

7 15 25 42 46 33 17 11 2 2

Âàðèàíò 29.

-3.503 -2.882 -2.261 -1.641 -1.020 -0.399 0.222 0.842 1.463 2.084
-2.882 -2.261 -1.641 -1.020 -0.399 0.222 0.842 1.463 2.084 2.704

1 2 4 23 33 53 40 28 12 4

Âàðèàíò 30.

-3.285 -2.743 -2.201 -1.659 -1.117 -0.575 -0.033 0.509 1.051 1.593
-2.743 -2.201 -1.659 -1.117 -0.575 -0.033 0.509 1.051 1.593 2.135

1 5 6 16 37 28 44 33 23 7
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