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ВВЕДЕНИЕ. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ 
 

Кинематика – это раздел теоретической механики, в котором 

изучается движение материальных тел с чисто геометрической точки 

зрения, без рассмотрения сил, вызывающих это движение.  

Кинематика делится на кинематику материальной точки и на 

кинематику абсолютно твѐрдого тела. 

Напомним, материальная точка – это материальное тело, 

размерами которого при решении данной задачи можно пренебречь. 

Траекторией движения материальной точки называется 

пространственная кривая, которую описывает материальная точка 

при движении. Таким образом, траектория есть след материальной 

точки в пространстве.  

Задать движение материальной точки, это значит указать 

правило, согласно которому, можно однозначно определить 

положение точки в пространстве в любой момент времени t. 

Время t в системе СИ измеряется в секундах и является 

скалярным аргументом всех задач кинематики и динамики. Время 

увеличивается от момента начала рассмотрения движения тела  t0=0, 

называемым начальным моментом времени.  

Существует III способа задания движения материальной точки: 

векторный, координатный и естественный. 
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1. КИНЕМАТИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 
 

1.1. Векторный способ задания движения 
материальной точки 

 

Пусть материальная точка М движется в пространстве по 

некоторой криволинейной траектории, а точка О – неподвижный 

центр (рис. 1). 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 1 

 

Точки М1, М2 и М3 - лежат на траектории движения материальной 

точки и она пересекает эти точки соответственно в моменты времени 

t1, t2  и  t3. 

Положение точек М1, М2 и М3  в пространстве относительно 

неподвижного центра О можно задать с помощью векторов 321 ,, rrr  

(рис.1.), где 321 ,, rrr  - радиусы – векторы положения материальной 

точки соответственно в моменты времени t1, t2  и t3. 

Как видно из рис. 1, с течением времени радиус – вектор точки 

меняется и по величине (модулю), и по направлению. Следовательно, 

радиус – вектор положения материальной точки в пространстве 

является векторной функцией скалярного аргумента времени t, таким 

образом можно записать:  

                                  )(trr .                                                        (1) 

1r  

 

 

 
2r  

 

 3r  

 

 O 

М1, t1 
 

 М2, t2 
 

 

М3, t3 
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Напомним из математики: задать векторную функцию r  

скалярного аргумента  t, т. е. )(trr  - это значит указать правило, 

согласно которому каждому значению момента времени  t  можно 

однозначно сопоставить вектор r , т. е. задать его величину (модуль) 

и направление. И если это сделано, то векторное равенство )(trr  

полностью определяет характер движения материальной точки в 

пространстве, поэтому (1) называется векторным уравнением 

движения материальной точки.  

 

1.2. Скорость материальной точки 
при векторном способе задания движения 

 

Пусть, материальная точка движется по криволинейной 

траектории. Точка О – неподвижный центр (рис. 2). 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                             

 
Рис. 2 

  

В момент времени  t точка находилась в точке М траектории и еѐ 

радиус – вектор был  r , а в момент  t+Δ t  она переместилась по 

траектории в точку М1  и еѐ радиус – вектор стал r 1. Тогда вектор  

rrrMM 11  - есть геометрическое приращение радиуса – 

вектора r  за интервал времени от  t  до  t+Δ t. 

 

Отметим, что вектор r  направлен по секущей к траектории.  

 

M, t 
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Определение: средней скоростью движения материальной точки, 

на некотором интервале времени, называется скорость такого 

равномерного и прямолинейного движения, при которой точка из 

начального положения попадает в конечное за тот же промежуток 

времени, т. е.:                  

                                         
t

r

t

MM
v ср

1 .                                    (2) 

Следовательно, вектор средней скорости срv  направлен также 

как и вектор r , т.е. по секущей к траектории.  

Предельное значение средней скорости, при безграничном 

уменьшении интервала времени движения Δ t, называется 

мгновенной скоростью:  

t

r
v

t




lim
0

. 

Напомню из математики: производная от функции  y по 

скалярному аргументу х определяется выражением:    
x

y

dx

dy

x
lim

0

. 

Следовательно, мгновенная скорость точки - это векторная 

производная от радиус – вектора r  положения материальной точки в 

пространстве по скалярному аргументу времени  t: 

                                                
dt

rd
v .                                           (3) 

Если Δt →0, то точка M1 бесконечно приближается к точке М, а 

секущая ММ1, поворачиваясь вокруг точки М, безгранично 

приближается по направлению к касательной (по определению: 

касательная к кривой – это прямая, проходящая через две бесконечно 

близкие точки, лежащие на кривой). Таким образом, вектор 

мгновенной скорости материальной точки всегда направлен по 

касательной к траектории в сторону движения. 

 

1.3. Ускорение материальной точки  
при векторном способе задания движения 

 

Рассмотрим материальную точку, движущуюся по некоторой 

траектории. Пусть в момент времени t материальная точка 
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находилась в точке М траектории и имела мгновенную скорость v  

(рис. 3), а в момент времени  t+Δ t  она находится в точке  M1  

траектории, и еѐ мгновенная скорость равна v 1. 

Перенесѐм вектор v 1 параллельно самому себе в точку М, тогда 

вектор vvvab 1 , где v  - геометрическое приращение 

вектора скорости v  за время ∆t. С изменением интервала времени ∆t 

конец вектора v 1 – перенесѐнный в точку М будет описывать в 

пространстве некоторую кривую называемую годографом вектора 

скорости. Заметим, что вектор v  направлен по секущей к годографу 

вектора скорости в сторону вогнутости траектории (рис. 3). 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 3 

 

Средним ускорением движения материальной точки на 

некотором интервале времени называется вектор, равный отношению 

геометрического приращения вектора скорости v  к интервалу 

времени ∆t, за который произошло приращение v : 

                                               
t

v
wср .  

Среднее ускорение направлено по секущей к годографу вектора 

скорости. 

Предельное значение среднего ускорения при безграничном 

уменьшении интервала времени t  называется мгновенным 

ускорением, т.е. 

                                        
t

v
w

t
lim

0

.                                    

v  

M, t 

M1, t+∆t 

b 

1v  

срw  w  

a 

v  

Годограф вектора 

скорости 
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Следовательно, ускорение является  1
ой

 векторной производной 

от скорости по времени или 2
ой   

векторной производной от радиуса – 

вектора по времени: 

                                        
2

2

dt

rd

dt

vd
w .                                       (4) 

Если ∆t → 0, то точка b стремится к точке a, а точка М1 к точке 

М, и плоскость треугольника Мab, поворачиваясь вокруг стороны Мa 

безгранично приближается к некоторому предельному положению. 

Это положение плоскости треугольника Мab называется 

соприкасающейся плоскостью к  кривой в данной точке.  

Определение: соприкасающаяся плоскость – это плоскость, 

проведѐнная через две бесконечно близкие касательные к кривой.  

Таким образом, вектор мгновенного ускорения лежит в 

соприкасающейся плоскости и направлен по касательной к годографу 

вектора скорости в сторону вогнутости траектории. 
 

1.4. Координатный способ задания движения  
материальной точки 

 

Рассмотрим произвольное движение материальной точки М. 

Введѐм декартовую неподвижную прямоугольную систему 

координат Oxyz (рис. 4).  

 

 
Рис. 4 

 

z 

x 

y 

y 
x 

z 

O 

k  

i  
j  

r  

M(х, у, z) 
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Пусть  x, y, z – декартовые координаты положения материальной 

точки М в момент времени t. С течением времени декартовые 

координаты материальной точки меняются, следовательно, они 

являются скалярными функциями времени: 

                                           

)(

)(

)(

tzz

tyy

txx

.                                              (5)      

Задание этих 3
ѐх 

 скалярных функций полностью определяет 

закон движения материальной точки в координатным способом. 

Вместе с тем rOM  - радиус-вектор положения материальной 

точки в пространстве. И через свои проекции  x, y, z на оси ox, oy и oz 

и орты i , j  и k  (единичные по модулю вектора, совпадающие по 

направлению с соответствующими осями координат, см. рис. 4) 

декартовой системы координат он запишется в виде: 

                                 kzjyixr .                                      (6) 

Пользуясь равенством (6) можно по известным декартовым 

координатам точки определить еѐ радиус – вектор по модулю и 

направлению. Поэтому равенство (6) выражает связь между 

векторным и координатным способами задания движения 

материальной точки. 

Продифференцируем выражение (6) по времени, при этом учтѐм, 

что: 

       1)   v
dt

rd
;           

       2)   0
dt

kd

dt

jd

dt

id
, поскольку орты декартовой системы 

константы не меняются ни по модулю, ни по направлению; 

       3)  операцию дифференцирования величины по времени в 

теоретической механике принято обозначать точкой сверху:  

                                 x
dt

dx
 , y

dt

dy
 , z

dt

dz
 . 

После дифференцирования, с учетом условий 1-3 получим 

выражение для вектора скорости при координатном способе задания 

движения: 
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                              kzjyixv  .                                         (7) 

Из выражения (7) видно, что проекции вектора скорости на оси 

координат равны производным по времени от соответствующих 

координат положения материальной точки: 

                                          

zv

yv

xv

z

x

x







.                                                  (8) 

Модуль вектора скорости    222222
zyxv vvv zyx
 .     (9) 

Косинусы углов (направляющие косинусы) между вектором 

скорости и осями координат определяются по формулам: 

                                   

v

z
zv

v

y
yv

v

x
xv







),̂cos(

),̂cos(

),̂cos(

   .                                           (10) 

Продифференцируем выражение (7) по времени, так как 

w
dt

vd
, то получаем следующее координатное представление 

вектора ускорения:              

                              kzjyixw  .                                      (11) 

Отсюда следует, что проекции вектора ускорения w  на 

координатные оси равны вторым производным по времени от 

соответствующих координат положения материальной точки в 

пространстве: 

                                            

zw

yw

xw

z

y

x







 .                                             (12) 

Модуль вектора ускорения w определяется: 

                                  
222 zyxw  .                                      (13) 

Косинусы углов  (направляющие косинусы) между вектором w  и 

осями координат определяются по формулам: 
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w

z
zw

w

y
yw

w

x
xw







),̂cos(

),̂cos(

),̂cos(

.                                         (14) 

Записанные выше формулы (9, 10) и (13, 14) позволяют определить 

величину и направление векторов v  и w  материальной точки в 

любой момент времени.  

 

2. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ 
ГЕОМЕТРИИ 

 

2.1. Радиус кривизны пространственной кривой 
 

Рассмотрим пространственную кривую и две точки М и М1 на 

ней (рис. 5). Проведѐм в этих точках касательные I и II к кривой. 

Перенесѐм касательную II параллельно самой себе в точку М. Угол Q 

между касательными называется углом смежности кривой на дуге 

ММ1. 

 

 

 

 

 

 

                      

 

 

 
Рис. 5 

 

Средним радиусом кривизны на некоторой дуге кривой 

называется отношение длины данной дуги к соответствующему углу 

смежности на этой дуге:  

                                      
Q

ММ
ср

1 .                                                 (1) 

II 

I 

II 

M Q 

M 1 
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Предельное значение среднего радиуса кривизны при 

безграничном уменьшении длины дуги называется радиусом 

кривизны кривой в данной точке:                                      

      
Q

ММ

ММ

1

0
1

lim .                                        (2) 

В случае прямой линии, очевидно, что Q =0, следовательно,  

ср . 

Определим радиус кривизны окружности (рис. 6). 

Пусть имеется окружность радиуса R . Возьмѐм на ней две точки 

М и М1. Тогда угол смежности Q  равен 1MOM  (как углы со 

взаимно перпендикулярными сторонами). Следовательно, длина дуги 

                         

O

Q

M M1

Q

 
Рис. 6 

 

QRMM 1


  (угол Q  в радианах). Откуда получаем, что 

Rср ; т. е. и средний радиус кривизны окружности на любой 

еѐ дуге, и локальный, в каждой точке, равны еѐ радиусу. 

 

2.2. Естественное уравнение кривой 
 

На любой пространственной кривой можно задать 

криволинейную систему координат. Для этого необходимо задать 

положительное направление отсчета на кривой S, и точку М0, 

криволинейная координата которой равна нулю.  
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Так, если имеется кривая (рис. 7), то криволинейная координата 

точки М равна дуговому расстоянию S от точки М до точки М0 

(криволинейная координата которой равна нулю).  

Если на этой кривой выбрать положительное направление 

отсчета как указано на рис. 7, то координата точки М равная 

00ММS  - положительная. А криволинейная координата точки 

М1, равная   
0101

MMS
- отрицательная. 

                          

                                              
Рис. 7 

 

Таким образом, каждой точке на кривой соответствует своя 

криволинейная координата.  

Пусть точка О – полюс, а OMr  - радиус–вектор положения 

точки М в пространстве. Очевидно, что с изменением криволинейной 

координаты радиус – вектор меняется и по модулю, и по 

направлению, следовательно, радиус – вектор, движущейся по 

траектории материальной точки, является функцией криволинейной 

координаты: 

)(Srr .                                               (3) 

Векторное уравнение (3) полностью определяет форму кривой и 

еѐ положение в пространстве. Оно называется естественным или 

натуральным уравнением кривой.  

S 1 

S M 1 

M0 

M 

O 

S 

r  

Рис. 7. 
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2.3. Естественные оси кривой 
 

Пусть имеется кривая, на которой заданы начало отсчѐта             

и положительное направление отсчѐта криволинейной координаты S 

(рис. 8).  

Проведѐм к какой – нибудь точке М кривой касательную. Ось 

касательной  к кривой в точке М направим в сторону увеличения 

криволинейной координаты S. 

O

M

b

n

нормальная 

плоскость

соприкасающая

 плоскость

спрямляющая 

плоскость

 
Рис. 8 

 

Построим плоскость, перпендикулярную оси , и проходящую 

через точку М. Плоскость, перпендикулярная к касательной в данной 

точке кривой, называется нормальной плоскостью к кривой в точке 

М. Как ранее отмечали, плоскость, проходящая через две бесконечно 

близких касательных к кривой, называется соприкасающейся 

плоскостью к кривой в данной точке. Построим эту плоскость в точке 

М. Так как соприкасающаяся плоскость включает в себя касательную 

к кривой в точке М, а нормальная плоскость перпендикулярна 

касательной, то соприкасающаяся плоскость перпендикулярна 

нормальной плоскости в каждой точке кривой. 

Плоскость, проходящая через т. М перпендикулярно нормальной 

и соприкасающейся плоскостям, называется спрямляющей  

плоскостью в этой точке кривой. 

  

n  

b


 

S  
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В результате этих построений получены три взаимно 

перпендикулярные плоскости (рис. 8). 

Любая прямая, проходящая через точку М кривой, и лежащая в 

нормальной плоскости, называется нормалью к кривой в точке М. 

Нормаль, лежащая на пересечении нормальной и соприкасающейся 

плоскостей и направленная в сторону вогнутости кривой, называется 

осью главной нормали к точке М кривой. 
n  – главная нормаль в точке М к кривой (см. рис. 8); 

b  – линия пересечения нормальной и спрямляющей плоскостей 

носит название бинормали. 

Система трѐх взаимно перпендикулярных осей bn,,  однозначно 

определена в каждой точке пространственной кривой. Эти оси 

называются естественными осями кривой в данной точке.  Как и для 

декартовой системы координат введѐм для каждой естественной оси 

орты (единичные по модулю вектора, показывающие направление 

соответствующих осей):  

 - орт касательной оси направлен по касательной к данной 

точке кривой,  

n  - орт нормали направлен вдоль главной нормали к кривой в 

данной точке,  

b   - орт, направленный по оси бинормали в этой же точке 

кривой.  

С изменением криволинейной координаты естественные оси и, 

соответственно, орты осей меняют свои направления (при этом по 

модулю орты остаются равными единице). Следовательно, орты 

являются функциями криволинейной координаты, то есть 

).(),(),( SbbSnnS  

 

2.4. Лемма 
 

Лемма: производная от вектора постоянного по модулю, но 

переменного по направлению, по скалярному аргументу есть вектор, 

перпендикулярный дифференцируемому вектору. 

 

Доказательство. 

Пусть имеется не равная нулю векторная функция a  скалярного 

аргумента )(u , т. е. )(uaa ; Причѐм с изменением u  модуль вектора 
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)(uconsta . Для определения направления производной от векторной 

функции по скалярному аргументу будем исходить из равенства, что 
22

aa  (скалярное произведение вектора самого на себя равно 

квадрату его модуля).  

Продифференцируем это равенство по u , получим  

du

da
a

du

ad
a 22 , но 0

du

da
, так как )(uconsta , 

следовательно:   

0
du

ad
a .  

 

Скалярное произведение двух векторов равно нулю в следующих  з
-ѐх

  

случаях: 

1. oa , но это не так по условию; 

2. 0
du

ad
, это тоже не так, так как )(uaa ; 

3. 
du

ad
a  - следовательно, лемма доказана. 

 

 

2.5. Производная от радиуса-вектора  
по криволинейной координате 

 

Пусть имеется произвольная кривая, на которой задана 

криволинейная система координат S (рис. 9). Точки М и М1  лежат на 

кривой и имеют соответственно криволинейные координаты S  и 

SS  относительно выбранного начала отсчѐта. Выберем в 

пространстве произвольный центр точку О  и проведѐм из точки О 

радиус – вектора r  и 1r  точек М и М1. 

 



 

19 
 

  
 

Рис. 9 

 

 

Вектор r  - это приращение вектора r , при изменении 

криволинейной координаты точки от значения S , до величины 

SS . По определению векторной производной имеем: 

1

1

010
limlim

MM

MM

S

r

dS

rd

MMS

 . 

Если дуга 01 SMM


, то вектор r  по своему направлению 

приближается к касательной, следовательно, производная от радиуса 

вектора по криволинейной координате 
dS

rd
- направлена по 

касательной к кривой в сторону увеличения криволинейной 

координаты. Тогда, если  - орт касательной оси (вектор единичный 

по величине и направленный вдоль оси ),                  

то 
dS

rd

dS

rd
, а модуль 1

1

1

0
lim

1
MM

MM

dS

rd

MM




 

поскольку длина бесконечно малой дуги отличается от длины 

стягивающей еѐ хорды на величину высшего порядка малости. 

Отсюда                                     
dS

rd
.  

Производная от радиуса – вектора по криволинейной координате 

равна орту касательной оси. 

 

S, M 

O 


 

1
r  

1
, MSS  

r  

r  

S 
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2.6. Производная от орта касательной  
по криволинейной координате 

 

Пусть имеется произвольная кривая. Точки М и М1, имеющие 

криволинейные координаты S  и SS лежат на данной кривой (рис. 

10). Пусть  и 1  - орты касательных осей в точках М и М1 к кривой.  

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 10 

Требуется определить величину и направление вектора 
dS

d
. 

Перенесѐм орт 1  параллельно самому себе в точку М. Тогда 

вектор 1ab  - является геометрическим 

приращением орта касательной, а Q  - углом смежности кривой на 

дуге 1MM . Следовательно, векторная производная 
dS

d


, согласно 

определению:      

dS

d


 =
100

limlim
1

MM

ab

S MMS




. 

Мы знаем, что если 0S , то плоскость Mab  безгранично 

приближается к соприкасающейся плоскости, следовательно, 

векторная производная 
dS

d
 лежит в соприкасающейся плоскости. 

С другой стороны мы знаем, что орт  с изменением скалярного 

аргумента S  меняется по направлению, оставаясь неизменным по 

модулю. Поэтому, согласно лемме § 4, этой главы о том, что 

производная от вектора, постоянного по модулю, но переменного по 

направлению по скалярному аргументу, есть вектор, 

перпендикулярный дифференциальному вектору, следует, 
dS

d
. 

Это означает, что вектор  
dS

d
 - лежит и в нормальной плоскости 

Q 


 

1


 

M S, 


 

1
, MSS  

b 

a 1


 S 

S+∆S, M1  
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естественной системы координат. Так как вектор 
dS

d
 лежит 

одновременно и в нормальной, и в соприкасающейся плоскостях, а 

также направлен в сторону вогнутости кривой, то он имеет 

направление главной нормали. Таким образом, направление вектора 

dS

d
 определено и можно записать, что  n

dS

d

dS

d .  

Найдѐм величину модуля вектора 
dS

d
. По определению   

  

1
lim

0
1

MM

ab

dS

d

MM




 . 

Рассмотрим подробнее aMb  (рис. 11). Он является 

равнобедренным, так как QaMbbMaM ,1 . Опустим из 

вершины треугольника М высоту (медиану, биссектрису) на сторону 

ab , тогда .
2

Q
cMacMb   

                                     
Рис. 11 

 

Отсюда получаем, что Q
QQ

Maab
2

12
2

sin2 , так как 

при 0,01 QMM


и синус бесконечно малого угла 

эквивалентен этому углу в радианах без учѐта величин более 

высокого порядка малости: 
2

sin
Q

≈
2

Q
. Тогда 

1

10
lim

1
MM

Q

dS

d

MM


 . 

M Q  

b 

c 

a 

2

Q
 

Рис. 11. 
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(см. 2.1 этой главы), где  - радиус кривизны кривой в точке М. 

Отсюда сам вектор производной 
dS

d
 n

1
, где n  - орт оси главной 

нормали. Векторная производная от орта касательной по 

криволинейной координате равна орту главной нормали, делѐнному 

на радиус кривизны в данной точке кривой. 
 

3. ЕСТЕСТВЕННЫЙ СПОСОБ ЗАДАНИЯ ДВИЖЕНИЯ 
МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 

 

3.1. Уравнения движения материальной точки  
при естественном способе задания 

 

При естественном способе раздельно задаются траектория 

движения точки и закон еѐ движения по траектории. 

Траектория точки – это пространственная кривая, поэтому еѐ 

можно задать различными способами (графически или 

аналитически). В кинематике принято уравнение траектории задавать 

естественным или натуральным уравнением кривой (см. §2 

предыдущей главы). Для этого на траектории задаѐтся криволинейная 

система координат S . Естественное векторное уравнение кривой 

имеет вид: 

)(Srr .                                             (1) 

Это уравнение полностью определят форму и положение в 

пространстве траектории движения. 

С течением времени криволинейная координата точки S  

меняется, поэтому она является скалярной функцией времени: 

)(tSS .                                              (2) 

Выражение (2) определяет закон движения материальной точки 

по траектории. Следовательно, задать движение материальной точки 

в пространстве с помощью естественного способа, это значит задать 

одну векторную функцию (1) и одну скалярной функцию (2). 

Совокупность этих равенств однозначно определяет радиус – вектор 

r  положения материальной точки в пространстве как сложную 

функцию времени. Причѐм криволинейная координата S  выступает 

как промежуточный аргумент. 
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Исключая из равенств (1) и (2) промежуточный аргумент S  

можно перейти от естественного способа задания движения к 

векторному: 

)(trr . 

 

3.2. Скорость материальной точки  
при естественном способе задания движения 

 

 Пользуясь правилом сложного дифференцирования, 

продифференцируем векторное равенство (1) по времени: 

dt

dS

dS

rd

dt

rd
.                                          (3) 

В выражении (3) v
dt

rd
 - (согласно векторному способу задания 

движения) это вектор скорости движения материальной точки. 

dS

rd
 - орт касательной к траектории (см. § 5 предыдущей 

главы) 

S
dt

dS   - производная от криволинейной координаты по времени. 

Следовательно, скорость точки при естественном способе 

задания движения определяется выражением:  

Sv                                                 (4) 

Спроектируем вектор скорости на естественные оси координат, 

тогда получим: 

 0
bn

vv ,  

 Sv  . 

Отсюда модуль вектора скорости Svv  . 

Если направление вектора скорости совпадает с направлением  
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касательной оси, то проекция вектора 0Sv  , т.е. имеет место 

движение вперед по траектории (рис. 12).  

              
 

 
Рис. 12 

 

 

Если вектор скорости направлен в противоположную сторону 

касательной оси, то 0Sv   и имеет место движение назад (рис. 13). 

                     
 

Рис. 13 

 

             

3.3. Ускорение материальной точки  
при естественном способе задания движения 

 

Продифференцируем левую и правую части выражения (4)  

Sv   по времени. 

Тогда получим:              
dt

d
SS

dt

vd  .                                    (5) 

M 
S 

v  


 

M 

S 

v  
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Мы знаем, что  w
dt

vd
 - вектор ускорения точки. 

Известно, что )(S , а S=S(t), следовательно )(S - сложная 

функция аргумента t, с промежуточным аргументом S. 

Согласно правилам дифференцирования сложной функции 

имеем: 

S
n

S
dS

d

dt

d  , где  - радиус кривизны траектории в 

рассматриваемой точке (см. § 6 предыдущей главы). 

Подставим полученные значения в формулу (5), получим 

выражение для определения ускорения материальной точки при 

естественном способе задания движения:  

                                 n
S

Sw
2

 .                                              (6)                        

Проекции вектора ускорения на естественные оси , n  и b  

будут: 

vSw   - проекция ускорения на касательную ось ; 
222 vvS

w
n


 - проекция ускорения на ось главной нормали 

n; 

0
b

w  - проекция на ось бинормали равна 0. 

Таким образом, вектор ускорения можно представить в виде 

суммы двух векторных составляющих n
www , где 

 vww   - касательное ускорение точки; 

n
v

nww
nn

2

 - нормальное ускорение точки. 

 

3.4. Различные случаи движения точки 
 

Определение: движение точки в данный момент времени 

называется ускоренным (замедленным), если модуль скорости в этот 

момент увеличивается (уменьшается). 
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При ускоренном движении точки модуль скорости в данный 

момент увеличивается, следовательно, 0
dv

dt
, а при замедленном 

0
dv

dt
. 

Мы знаем, что vv 22  (*), а Svv  . Продифференцируем 

равенство (*) по t :            
dt

dv
vwv

dt

dv
vvv 22    (**) 

Рассмотрим следующие случаи движения: 

 

 

       

1. 0vv , 0w , тогда из (**) 0 0
dv

v w w
dt

, т. е. 

имеет место ускоренное движение вперѐд. 
 

 

 

2. 0w , 0v , тогда 0v w ,   из  (**) 0v ,  0
dv

w
dt

 – 

следовательно, имеет место ускоренное движение назад. 

 

 

S 

n
w  

 

rw  
v  


 

w  
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v  
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27 
 

 
3. 0v v , 0w , 0 из (**) 0v w w dv dt , отсюда 

имеет место замедленное движение вперѐд. 
 

 
 

 

4. 0v , 0v , 0w 0w dv dt  – имеет место замедленное  

движение назад. 

Как видно из этих рисунков, угол между векторами v  и w  тупой 

(больше 90 °) при замедленном движении и острый (меньше 90 °) при 

ускоренном движении материальной точки. Здесь же мы видим, что 

касательное ускорение материальной точки w  характеризует 

быстроту изменения скорости по модулю, а нормальное ускорение 

n
w  характеризует быстроту изменения скорости по направлению. 

Для прямолинейного движения радиус кривизны  траектории 

равен , отсюда при движении по прямолинейной траектории 
2 0nw v , а полное ускорение ww . Для равномерного 

криволинейного движения:  

constv  и 0
dt

dv
0w , следовательно, nww . 
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4. КИНЕМАТИКА АБСОЛЮТНО ТВЁРДОГО ТЕЛА 
  

4.1. Поступательное движение твѐрдого тела 
 

Определение: движение твѐрдого тела называется 

поступательным, если любая прямая или плоскость жестко связанные 

с телом во всѐ время движения остаются параллельными самим себе. 

       При поступательном движении тела траектории движения его 

точек могут быть как прямолинейными, так и криволинейными. 

Очевидно, что если все точки тела движутся прямолинейно, то 

движение тела является поступательным. 

Приведѐм пример не прямолинейного поступательного движения 

тела. Пусть даны два одинаковых колеса I и II, вращающиеся в одном 

направлении вокруг точек 
1

O  и 
2

O по одинаковому закону (рис. 14). В 

сходственных точках колѐс шарнирно укреплена штанга AB  такая, 

что AB=
1

O
2

O  и АВ параллельна 
1

O
2

O . В этом случае штанга AB  

будет параллельна 
1

O
2

O  в любой момент движения, таким образом, 

несмотря на то, что каждая точка штанги описывает окружность при 

своем движении, сама штанга совершает поступательное движение, 

так как ось штанги всегда параллельна 
1

O
2

O . 

 

            

 

Рис. 14 

 

Свойства поступательного движения тела отражены в 

следующей теореме: 

Теорема: При поступательном движении тела вектора скоростей 

всех его точек в любой момент времени одинаковы. 

 

I II 

A B 

O  1 O2 
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Доказательство: 

Пусть некоторое твердое тело совершает поступательное 

движение (рис. 15).  

 
 

Рис. 15 

 

 

Выберем две произвольные точки тела A и B , 
A

r и 
B

r  

соответственно радиус- вектора этих точек относительно точки O  - 

неподвижного центра. Построим вектор AB , соединяющий точки A и 

B .  

 

Согласно правилам векторного сложения двух векторов в любой 

момент времени справедливо соотношение: 

                                                 ABrr
BA

.                                    (1) 

Продифференцируем выражение (1) по времени t : 

                                              
dt

ABd

dt

rd

dt

rd
BA . 

Согласно кинематике точки: 

A

A v
dt

rd
 - скорость движения точки A , 

B

B v
dt

rd
 - скорость движения точки B , 

  O 

B 

A 

Ar  

AB  

Br  

Bv  

Av  
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0
dt

ABd
 так как вектора  AB  не меняется ни по величине, ни по 

направлению. (Точки A  и B  принадлежат одному твѐрдому телу, 

следовательно, длина вектора AB  не меняется.  Вектор AB  не 

меняется по направлению, так как все время он остается параллелен 

самому себе (см. определение поступательного движения тела)). 

Следовательно                          BA
vv .                                         (2)  

В силу произвольности выбора точек  A  и B внутри тела теорема 

доказана. 

Следствие 1: Вектора ускорений всех точек тела совершающего 

поступательное движение в каждый момент времени равны и 

параллельны друг другу. 

Доказательство. 

Продифференцируем выражение (2) по времени t :  

.

;

BABA

BA

wwww

dt

vd

dt

vd

 

Следствие 2: В силу равенства скоростей и ускорений всех точек 

твѐрдого тела при поступательном движении, траектории всех точек 

одинаковые параллельные друг другу кривые.  

Таким образом, все точки тела в поступательном движении в 

каждый момент времени имеют соответственно одинаковые 

скорости, ускорения и траектории движения. Тогда полное суждение 

о характере поступательного движения твѐрдого тела можно 

составить, если известно движение, хотя бы одной любой его точки.  

Следовательно, кинематика поступательного движения твѐрдого 

тела сводится к кинематике материальной точки. 

 

4.2. Вращение твѐрдого тела вокруг неподвижной оси 
 

Определение: Вращательным называется такое движение 

твѐрдого тела, при котором мы сумели обнаружить в нем хотя бы две 

точки, остающиеся неподвижными во всѐ время движения тела. 

Прямая, проходящая через эти две неподвижные точки, 

называется осью вращения (рис. 16). 

(3) 
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Так как расстояния между точками твѐрдого тела должны 

оставаться постоянными, то при вращательном движении все точки, 

лежащие на оси вращения, будут также неподвижными. Остальные 

точки тела будут описывать окружности, плоскости которых 

перпендикулярны оси вращения, а центры их лежат на оси.  

Проведѐм через ось вращения Az  две полуплоскости: 

полуплоскость I – неподвижную и полуплоскость II подвижную, 

жѐстко связанную с вращающимся телом. Тогда угол между 

плоскостями I и II – угол , будет однозначно определять положение 

тела в любой момент времени. Угол  называется углом поворота 

тела. Будем считать >0, если он отложен от неподвижной 

плоскости в направлении против хода часовой стрелки для 

наблюдателя, смотрящего с положительного конца оси Az , и 

отрицательным ( <0), если он отложен по ходу часовой стрелки. 

                        
Рис. 16 

 

Следовательно, для того чтобы задать положение твѐрдого тела, 

при вращательном движении, необходимо и достаточно знать закон 

изменения угла поворота тела со временем, то есть знать       

                                           )(t .                                                 (4) 

II 

A 

M 
dS 

h 

I  

v  

z 
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Основными кинематическими характеристиками вращательного 

движения тела является его угловая скорость  и угловое ускорение 

. 

Определение: если за промежуток времени 
01

ttt  тело 

совершает поворот на угол 
01
, то средняя угловая скорость 

тела за этот промежуток времени определится выражением:                            

  
t

ср .                                               (5) 

 

Определение: угловой скоростью вращения тела в данный 

момент времени t  называется предел, к которому стремится значение 

ср , если 0t , т. е. (согласно определению производной): 

  
dt

d

tt
lim

0

.                            (6) 

Легко видеть, что если для наблюдателя находящегося со 

стороны положительного направления оси z вращение происходит по 

часовой стрелке то, то <0, если против часовой стрелки, то >0. 

Размерность угловой скорости вращения в системе СИ: [ ] = 

рад/с. 

Угловую скорость вращения тела можно представить в виде 

вектора , модуль которого 
dt

d
, а направлен он вдоль оси 

вращения тела в ту сторону, откуда вращение видно происходящим 

против хода часовой стрелки, например см. рис. 17. 

Угловое ускорение характеризует изменение угловой скорости 

тела с течением времени. 

Определение: если за промежуток времени 
01

ttt  угловая 

скорость тела изменяется на величину 
01
, то среднее 

угловое ускорение тела за этот промежуток времени равно: 

  
t

ср .                                              (7) 
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Рис. 17 

 

 

Угловым ускорением в данный момент времени t  называется 

предел:  

      
dt

d

tt
lim

0

,                                           (8) 

или, принимая во внимание (6) получим:       
2

2

dt

d

dt

d
. 

Размерность углового ускорения в системе СИ:    [ε] = рад/с
2
. 

Угловое ускорение тела (по аналогии с угловой скоростью) 

можно представить вектором , модуль которого 


2

2

dt

d

dt

d
, направлен он вдоль оси вращения тела. При 

этом направление  совпадает с направлением , когда тело 

вращается ускоренно, и противоположно , при замедленном 

движении (см. рис. 18).  

A 

B 
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                ускоренное                                              замедленное  

                  вращение                                                 движение 
Рис. 18 

4.3. Скорости и ускорения точек твѐрдого тела, 
вращающегося вокруг неподвижной оси 

 

Рассмотрим движение какой – либо точки M  абсолютно 

твѐрдого тела, вращающегося вокруг неподвижной оси (рис. 16). 

Пусть h  - кратчайшее расстояние от точки M до оси вращения. Тогда 

точка M  при своѐм движении будет описывать окружность радиуса 
h . 

Нарисуем плоскость, в которой движется точка M  в плоскости 

чертежа (рис. 19). Точка O  - след оси вращения.  

Пусть I – след неподвижной полуплоскости, а II – след 

подвижной полуплоскости, связанной с точкой М. Зададим 

направление положительного отсчѐта криволинейной координаты S  

совпадающим с положительным направлением отсчѐта угла поворота 

тела . И в начальный момент времени I и II полуплоскости 

совпадают. Тогда текущее значение криволинейной координаты 

точки М определится выражением:   

hMMS
0


, 

где размерность угла поворота тела  в радианах.  

 

 

 

 

v  
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Рис. 19 

 

Следовательно, модуль вектора скорости движения точки M по 

окружности найдется из выражения: 

                 hh
dt

d
h

dt

hd

dt

dS
v 

)(
,                      (9) 

где  - модуль угловой скорости вращения твѐрдого тела. 

Направлен вектор скорости v  по касательной к траектории в 

сторону вращения (см. рис. 16, 19). v  - носит название линейной 

скорости точки вращающегося тела. 

Из выражения (9) следует, что модуль вектора скорости любой 

точки твѐрдого тела равен произведению модуля угловой скорости 

вращения на кратчайшее расстояние от точки до оси вращения. 

Найдѐм ускорение точки, пользуясь формулами для касательного 

и нормального ускорений:  

1. Касательное ускорение: 

h
dt

hd

dt

dv
w

)(
 - это ускорение направлено по 

касательной к окружности в туже сторону, что и скорость v , если 

вращение ускоренное и направлено в противоположенную сторону, 

если вращение замедленное. 
 

I 

II 

S 

O 

M 

M0 

h 

 S 
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Рис. 20 

 

2. Нормальное ускорение: 
2 2 2

2

n

v h
w h

h
-  это ускорение направлено по радиусу 

окружности к центру вращения ( h , радиус кривизны для любой 

точки окружности равен радиусу этой окружности). Так как 

nw w , то модуль полного ускорения определяется по формуле 

(теореме Пифагора):  

4 22 2
nW hw w ,       а        

2
nw

tg
w

.              (10) 

 

4.4. Векторные формулы для определения скорости  
и ускорения точки вращающегося тела 

 

Рассмотрим твѐрдое тело (рис. 21), вращающееся вокруг 

неподвижной оси z .  

Пусть  - вектор угловой скорости вращения тела. Рассмотрим 

движение точки M , она совершает движение вокруг оси z  по 

окружности радиуса hMA . Пусть v  скорость движения точки M  

по своей траектории.  

O 

M 
 

w  

 

nw  

 

w  
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Рис. 21 

 

Докажем, что rv , где OMr  - радиус – вектор точки M , 

O  - полюс, находящийся на оси вращения z .   

Для этого надо доказать: 

1. вектора v  и r  равны по модулю; 

2. они одинаковы по направлению. 

Докажем 1
ое

: 

Согласно векторному произведению векторов: sinOMr . 

Так как OAM прямоугольный, то 

 AMrAMOM sin , но и  

AMv (см. предыдущий параграф), следовательно,    

                                            rv . 

 

 

A 

   

O 

M  v


 

h 

z 

r


 



 

38 
 

Докажем 2
ое

: 

Вектор v  направлен по касательной к траектории в сторону 

вращения, следовательно, он перпендикулярен плоскости OAM . Но 

вектор r  также перпендикулярен плоскости OAM , так как он 

перпендикулярен плоскости, в которой лежат перемножаемые 

вектора  и r . Направлен вектор r  в ту сторону, откуда 

совмещение вектора  с вектором r  видится поворотом на 

наименьший угол против хода часовой стрелки, т. е. туда же, куда 

направлен и вектор v . Равенство              rv               (11)                  

доказано. 

Продифференцируем по времени левую и правую части 

выражения (11):  

dt

rd
r

dt

d

dt

vd
, но w

dt

vd
; 

   
dt

d
;     v

dt

rd
vrw .                     (12) 

Покажем, что первое слагаемое в этой формуле wr  - 

вектор касательного ускорения, а второе слагаемое 
n

wv  - 

вектор нормального ускорения.  

1. Доказываем первое: Так как векторы  и  лежат на 

одной оси вращения и направлены в одну сторону (рис. 22), если 

вращение ускоренное, и направлены в противоположные стороны 

(рис. 23), если вращение замедленное, то векторы r  и rv  

так же направлены в одну сторону, если вращение ускоренное (см. 

рис. 22), или направлены в противоположные стороны, если 

вращение замедленное (см. рис. 23). 
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Рис. 22 

 

 

Таким образом, вектор r  направлен по касательной к 

траектории точки M  и он совпадает с  вектором скорости v , если 

вращение ускоренное и направлен в противоположную сторону, если 

вращение замедленное,  т. е. так же как и вектор w .  

По величине:   

sinrr . 

Но из прямоугольного OMK  получим:  hMAr sin  

whr , следовательно, они совпадают и по величине     

rw .                                      (13)  

 

O 

M 
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Рис. 23 

 

2. Докажем второе, что vw
n

. Согласно определению 

векторного произведения двух векторов, направлен вектор  v   

перпендикулярно плоскости, в которой лежат перемножаемые 

вектора  и v . Так как вектора  и v  взаимно перпендикулярны, то 

направлен вектор v  по MA  - радиусу окружности (именно радиус 

МА перпендикулярен векторам  и v ). Таким образом, векторное 

произведение v  и вектор
n

w  направлены одинаково. 

По модулю 
 h

v
hvvv

2

2

1

2
sin . 

Так как модуль вектора нормального ускорения: 

vh
h

vvS
w

n

2

222

, (радиус кривизны любой точки 

окружности равен радиусу окружности, h ), то, с учетом 

доказательства 1, показано, что вектор нормального ускорения 

 

vw
n

.                                       (14) 
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5. СОСТАВНОЕ ДВИЖЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 
 

5.1. Основные понятия и определения 
 

Пусть точка M движется внутри или по поверхности тела A  

(рис. 24), которое перемещается относительно другого, условно 

неподвижного, тела B . Тогда точка M участвует одновременно в 2
х
 

движениях:  

1. Движение относительно тела A . 

2. Движение вместе с телом A относительно неподвижного тела 

B .  

Если мы сумели рассмотреть два таких движения материальной 

точки, то говорят, что точка совершает составное или сложное 

движение. 

 

  
 

 

 

 

 

 
Рис. 24 
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Движение точки M , относительно подвижного тела A , 

называется относительным движением точки М. Движение точки 

M , относительно неподвижного тела B , называется абсолютным 

движением точки М.  

Движение точки тела A , в которой в данный момент времени 

находится точка M , относительно неподвижного тела B  

называется переносным движением точки М. Само тело A  ещѐ 

называют переносной средой.  

Во всех этих движениях точка M имеет свою траекторию, 

скорость и ускорение (рис. 24). 

Траектория точки M в абсолютном движении называется 

абсолютной траекторией. Скорость движения точки М, 

относительно неподвижного тела В, называется абсолютной 

скоростью ( av ). Ускорение движения точки М относительно 

неподвижного тела В называется  абсолютным ускорением 

движения точки М ( aw ).  

Относительная траектория точки M в относительном 

движении неизменно связана с переносной средой (телом A ) и 

перемещается вместе с ней. Скорость движения точки М 

относительно подвижного тела А  называется относительной 

скоростью ( rv ), ускорение движения точки М относительно 

подвижного тела А называется относительным ускорением 

движения точки М ( rw ). 

Переносной траекторией называется траектория той точки 

переносной среды (подвижного тела А), в которой в данный 

момент времени находится точка M , соответственно, скорость и 

ускорение этой точки тела А, в которой находится точка М, 

называются - переносные скорость и ускорение точки M ( ev  и 

ew ).  

Заметим, что в разные моменты времени точка M совпадает с 

разными точками переносной среды (тела A ), каждая из которых в 

общем случае имеет свою траекторию, т. е. каждому положению 

материальной точки М на теле А соответствует своя переносная 

траектория движения. 
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Рассмотрим пример: 

Диск вращается вокруг своей оси, вдоль его радиуса движется 

ползун  (рис. 25). Вращающийся диск - это переносная среда. 

Ползун – наблюдаемая точка. Тогда переносная траектория – это 

окружность, которую описывает точка диска, в которой, в данный 

момент времени, находится ползун (1 на рис. 25).  
 

 

 

 

                                                               

                                                               

                                                               

                                                               

                                                              

                                                                 

                                                                                                                             

 

 

 

 

 

 
Рис. 25 

 

Траектория относительного движения – прямая, направленная                                                               

от центра диска к периферии (2 на рис 25). Траектория 

абсолютного движения имеет вид раскручивающейся спирали от 

центра диска к периферии. 

                 

5.2. Скорости и ускорения материальной точки 
 в составном движении 

 

Пусть Oxyz  - неподвижная система координат, жѐстко связана с 

неподвижным телом B (см. § 5.1 этой главы), а C  (С, кси, этта, 

дзетта) – подвижная система координат жѐстко связанная с 

переносной средой (подвижным телом A ) рис. 26. 

1 

2 
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Рис. 26 

 

 

Пусть kji ,,  - орты подвижной системы координат C , точка 

M  - наблюдаемая материальная точка. Проведѐм радиусы – векторы 

наблюдаемой точки: 

r  - абсолютный радиус – вектор точки M ; 

 - относительный радиус – вектор точки M ; 

Сr  - радиус – вектор начала координат подвижной системы 

координат C  относительно неподвижной. 

Пусть ,,  - текущие координаты наблюдаемой точки М в 

относительном движении. 

Очевидно, что в любой момент времени справедливо равенство: 

Crr . 

Координатное представление относительного радиуса – вектора 

можно записать в следующем виде: kji , откуда   

                                       kjirr c .                          (1) 

С течением времени положение точки С и направление 

координатных ортов kji ,,  меняется. Так же меняются относительные 

координаты ,  и  положения материальной точки, поэтому все 

записанные параметры в выражении (1) являются функциями 

времени: 

)(trr cc , )(tii , )(tjj , )(tkk , )(t , )(t , )(t .  
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Согласно определению относительного движения материальной 

точки для нахождения относительной скорости и относительного 

ускорения мы не должны рассматривать переносное движение, и 

поэтому можем считать, что подвижная система С  условно 

неподвижна. 

Тогда относительная скорость  
dt

rd
v r


                                       (2) 

Дифференцируя уравнение (1) по скалярному аргументу t  с 

учѐтом (2), получим выражение для определения вектора скорости 

точки в относительном движении:  

                                kjiv r
 .                                  (3) 

 Продифференцируем выражение (3) по скалярному аргументу  

времени t , при условии, что для относительного ускорения: 

                                  
dt

dv
W r

r  

получим выражение для определения относительного ускорения 

точки: 

                                    kjiW r  .                                  (4) 

При определении переносной скорости и переносного ускорения 

мы не должны рассматривать относительное движение. И поэтому 

должны считать, что координаты , ,  условно постоянны. 

Тогда переносная скорость: 

             
dt

rd
ve


                   =

dt

kd

dt

jd

dt

id

dt

rd c
.             (5) 

А переносное ускорение: 

            
dt

dv
w e

e                       =
2

2

2

2

2

2

2

2

dt

kd

dt

jd

dt

id

dt

rd c
. (6) 

При определении абсолютных скоростей и ускорений 

необходимо дифференцировать выражение (1) по времени без всяких 

предположений: 

dt

rd
va ,       

dt

vd
w a

a . 

 

 

 

cr , ji,  и constk . 

cr , ji,  и constk . 

const,,  

const,,  
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5.3. Теорема о сложении скоростей 
в составном движении 

 

Определение теоремы: 

Абсолютная скорость материальной точки в составном движении 

равна геометрической сумме еѐ переносной и относительной 

скоростей: 

rea vvv . 

 

Доказательство: 

Продифференцируем по времени равенство (1) предыдущего 

параграфа без всяких предположений, получим: 

 
.  


  



rv
ev

kji
dt

kd

dt

jd

dt

id

dt

rd

dt

kd
k

dt

jd
j

dt

id
i

dt

rd

dt

rd
v

c

c

a

    (7) 

Следовательно:                  rea vvv .                                       (8) 

Теорема доказана. 

Пример (рис. 27):  

Пусть диск вращается с постоянной угловой скоростью  вокруг 

своей оси. Ползун M  в момент времени 0t  выходит из центра и 

движется вдоль радиуса диска с постоянной по модулю скоростью v


. 

Очевидно при таком движении относительная скорость: 

vvr


. 

Переносная скорость – это скорость точки подвижной среды 

(диска), в которой в данный момент времени находится точка М, 

следовательно: OMve , где tvOM , окончательно, 

tvve . Согласно ранее доказанной теореме:  rea vvv ,   



 

47 
 

 
Рис. 27 

 

 

тогда модуль вектора абсолютной скорости точки М в таком 

движении определится выражением:   

                               12222 tvvvv rea . 

 

5.4. Теорема о сложении ускорений в составном движении 
(теорема Кориолиса) 

 

Определение теоремы:  

Абсолютное ускорение материальной точки в составном 

движении равно геометрической сумме переносного, относительного 

и Кориолисова ускорений: 

crea wwww . 

 

Доказательство: 

Продифференцируем по времени выражение (7), полученное  

в предыдущем параграфе: 

O 

M 

 
 

ev  av  

rv  
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)9(.222
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2

2

2

2

2

2

2

2
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2

2
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C

c

c

a

w
изrw

изew

dt

kd

dt

jd

dt

id
kji

dt

kd

dt

jd

dt

id

dt

rd

dt

kd
k

dt

jd
j

dt

id
i

dt

kd

dt

kd

dt

jd

dt

jd

dt

id

dt

id

dt

rd

dt

vd
w

 

Обозначим последнее выражение cw  и назовѐм его 

Кориолисовым ускорением, тогда  получим: crea wwww /                        

(10)    

Теорема доказана. 
 

5.5. Частные случаи движения переносной среды 
 

1. Поступательное движение переносной среды 

 

Если переносная среда движется поступательно, то оси жѐстко 

связанной с ней подвижной системы C  остаются всѐ время 

параллельными самим себе, следовательно, орты этой системы kji ,,  

-  не меняются по направлению (а по модулю они всегда равны 

единице) 

Тогда  0
dt

kd

dt

jd

dt

id
 (производные от const  равны нулю). 

В этом случае согласно выражению (9) Кориолисово ускорение 

обращается в ноль: 0cw .  

Кориолисово ускорение появляется только при поворотах 

переносной среды. И поэтому ещѐ называется вращательным 

ускорением. 

При поступательном движении переносной среды абсолютное 

ускорение равно геометрической сумме только переносного и 

относительного ускорений: 

rea www . 
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2. Переносная среда вращается вокруг неподвижной оси 

 

Пусть имеется неподвижная система координат Oxyz , а пе-

реносная среда вращается вокруг неподвижной оси с угловой 

скоростью е . Выберем подвижную систему координат C  с ор-

тами осей kji


,, так, что еѐ центр точка С лежит на оси вращения 

(рис. 28), тогда система координат C  - будет вращающейся 

вокруг точки С прямоугольной системой координат.  

 

 

 
 

Рис. 28 

 

Рассмотрим точку A  переносной среды находящуюся на конце 

вращающегося орта i . Абсолютная скорость этой точки согласно 

кинематике точки определяется по формуле:  

dt

id

dt

rd
v A .                                         (*) 

С другой стороны, по векторной формуле из кинематики 

вращательного движения тела имеем:   

   Arv iv e .                             (**) 

 

A 

 

 

k  

j  

i  

e  

С 
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Сравнивая выражения (*) и (**), получаем векторное равенство: 

i
dt

id
e .                                           (11) 

Если аналогично определить скорости точек на концах ортов j  и 

k  двумя способами, то получим:  

j
dt

jd
e  ,                                           (12)   

k
dt

kd
e .                                            (13) 

Подставим эти выражения в выражение (9) для определения 

Кориолисова ускорения, получим: 

.(3)

2( )

2 ( ) 2 ;

c e e e

e e r

v из вырr

w i j k

i j k v                (14) 

Откуда следует, что Кориолисово ускорение равно удвоенному 

векторному произведению вектора угловой скорости вращения 

переносной среды на вектор относительной скорости движения 

наблюдаемо точки.  

Так как в каждый данный момент времени любое движение 

переносной среды можно представить как сумму поступательного и 

вращательного движения, а при поступательном движении 

переносной среды вектор Кориолисова ускорения 0Сw , то и для 

произвольного движения переносной среды вектор Кориолисова 

ускорения определяется по формуле: 

reC vw


2 .                                   (15) 

Пример (рис. 29): 

Пусть имеется шар, вращающийся с угловой скоростью e , 

вокруг оси AB , проходящей через центр шара точку С. 

По поверхности шара, в сторону от B к A , в верхнем полушарии, 

движется точка M со скоростью rv . 
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Требуется определить величину и направление вектора 

Кориолисова ускорения точки M .  

Перенесѐм мысленно вектор угловой скорости e  в точку M  

параллельно самому себе.  

Тогда согласно определению 2 ( )c e rw v . Модуль вектора 

ускорения определится выражением: sin2 rec vw . 

В силу определения векторного произведения 2
ух

 векторов, 

направлен вектор cw


 перпендикулярно плоскости, в которой лежат 

перемножаемые векторы e  и rv  в ту сторону, откуда кратчайшее 

совмещение первого вектора e  со вторым вектором rv , видится 

поворотом вектора e  против хода часовой стрелки на наименьший 

угол. Т. е. он перпендикулярен плоскости ACBM , в которой лежат и 

вектор e , и вектор rv и направлен, как показано на рис. 29. 

 

 

Рис. 29 

 

6. ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТЕЛА 
 

6.1. Основные понятия и определения 
 

Определение: Движение абсолютно твѐрдого тела называется 

плоско - параллельным, если расстояние от любой точки тела до 

некоторой неподвижной плоскости со временем не меняется. 

B 

C 

M 

 

 

 

rv


 

e  

 

cw  

e  

 

A 
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Пусть имеется твѐрдое тело, совершающее плоско – 

параллельное движение. Плоскость P  - та  плоскость, расстояние до 

которой от всех точек тела при его движении остаѐтся без изменения 

(рис. 30). Мысленно рассечѐм тело плоскостью ||Q P . В сечении 

получим некоторую плоскую фигуру S . Выберем внутри этой 

фигуры произвольную точку M . Опустим из точки M  

перпендикуляр MN  на плоскость P . При плоско – параллельном 

движении твѐрдого тела расстояние MN  от точки M  до пл. P  со 

временем не меняется. Следовательно, точка M , как и вся плоская 

фигура S , всѐ время движутся внутри плоскости Q . А все точки тела, 

лежащие на перпендикуляре MN , движутся точно также как точка 

M . Поэтому полное суждение о характере плоско – параллельного 

движения тела можно получить, если известно движение фигуры 

сечения S  тела внутри плоскости Q .  

 

 
 

Рис. 30 

 

При плоско – параллельном движении траектории всех точек 

твѐрдого тела являются плоскими кривыми. Если тело вращается 

вокруг некоторой оси, то траектории его точек имеют вид плоских 

окружностей, следовательно, вращение – частный случай плоско – 

параллельного движения. Очевидно, что пространственное 

поступательное движение тела не является плоско – параллельным. 

M 

N 
P 

Q 

S 
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Так как при таком движении расстояния от точек тела до плоскости 

параллельной движению могут меняться на одну и туже величину.  

 

6.2. Уравнения плоскопараллельного движения  
твѐрдого тела 

 

Рассмотрим движение плоской фигуры S  внутри плоскости Q  

(рис. 31). Введѐм в этой плоскости неподвижную прямоугольную 

систему координат oxy . Возьмѐм на фигуре сечения S  произвольную 

точку A  и построим подвижную систему координат yxA , жѐстко 

связанную с точкой A , движущуюся поступательно и такую, что 

oxxA ||  и oyyA || . 

 

 
  

Рис. 31 

 

Положение фигуры S  на плоскости известно в любой момент 

времени, если известно положение жѐстко связанного с фигурой 

произвольного отрезка AB . Положение отрезка AB  на плоскости 

однозначно определено, если: 

1. известны в любой момент времени декартовые координаты 

любой его точки,  например т. А – Aх  и Aу , тогда эту точку называют 

полюсом, 

 

A 

B 

Q 

y 

0 
x 

y  

x  

S 
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2. задан  между отрезком AB  и, например, осью oxxA || .   

Поэтому уравнения движения плоской фигуры могут быть 

записаны в следующем виде: 

                )(),(),( ttууtхх AAAA .                       (1) 

Таким образом, закон плоско – параллельного движения тела 

сводится к заданию 3
х
 скалярных уравнений (1). Движение точки B , 

а также любой другой точки фигуры сечения S  можно рассматривать 

как составное. При этом переносная среда мыслится условно, она 

жѐстко связана с неподвижной системой координат yxA и движется 

поступательно. 

В системе уравнений (1) уравнения )(),( tууtхх AAAA  

описывают переносное движение любой точки фигуры сечения S . 

Относительное движение любой точки фигуры сечения S - это 

вращение вокруг полюса, оно описывается уравнением )(t . 

  Различные точки плоской фигуры движутся по-разному, 

поэтому с изменением полюса уравнения переносного 

поступательного движения меняются, при этом уравнение 

относительного движения )(t  от выбора полюса не зависит.   

Следовательно, вне зависимости от положения полюса внутри 

фигуры сечения можно говорить об угловой скорости   и 

угловом ускорении   относительного вращения плоской 

фигуры, а значит и всего тела, совершающего плоско – параллельное 

движение. 

 

6.3. Метод полюса, определения скоростей точек  
плоской фигуры 

 

Пусть известно, что точка A  - полюс, Av  - скорость точки 

Aизвестна по величине и направлению (рис. 32), также известно 

направление и величина угловой скорости  вращения плоской 

фигуры. Требуется определить скорость произвольной точки B  

фигуры сечения. Нарисуем рассматриваемую плоскость и плоскую 

фигуру S  на ней.  
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Рис. 32 

 

Движение точки B  можно представить как составное, поэтому 

согласно теореме о сложении скоростей в составном движении, 

имеем:  

reB vvv . 

Переносное движение любой точки фигуры сечения является 

поступательным вместе с полюсом т. А. Поэтому, переносная 

скорость любой точки фигуры сечения равна скорости полюса:   

Ae vv . 

Относительное движение - это вращение фигуры сечения вокруг 

полюса. Согласно кинематике вращательного движения, 

относительная скорость BAr vv  - скорости вращения точки B  

вокруг точки A , удовлетворяющей следующим условиям: 

1. ABvBA ; 

2. BAv  - направлен в сторону относительного вращения; 

3. величина (модуль):  ABvBA . 

Тогда получаем:             

BAAB vvv .                                        (2) 

Таким образом, для определения скорости любой точки фигуры 

сечения S , достаточно знать скорость одной еѐ точки (полюса), а 

также направление и величину угловой скорости еѐ относительного 

вращения. 

B 

A 

Bv  

Ae vv  

Av  

 

S 

BAr vv
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6.4. Понятие о мгновенном центре скоростей 
 

Определение: Точка внутри фигуры сечения или на еѐ 

мысленном продолжении, скорость которой в данный момент 

времени равна нулю, называется мгновенным центром скоростей 

(МЦС). 

 Покажем, что МЦС всегда существует, если угловая скорость 

вращения фигуры не равна нулю (рис. 33). 

 

               
 

 
Рис. 33 

Пусть точка A  - полюс, Av  - известная скорость движения 

полюса т. A , а - известная и по величине, и по направлению 

угловая скорость вращения фигуры  сечения в относительном 

движении ( ≠0). Проведѐм линию, перпендикулярную вектору 

скорости Av . На полученной прямой отложим отрезок Av
AP .  

Его размерность в системе СИ: [ ]
м с

AP м
рад с

. 

Определим скорость точки P  по методу полюса. Еѐ скорость 

равна геометрической сумме скоростей относительного движения 

PAv  (скорости вращения т. Р вокруг т. A ) и переносного движения 

Av  (движение вместе с переносной средой): 

A 

P 

90  

Av  

PAv  

0  

Av
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APAP vvv .                                  (3) 

Скорость PAv  относительного движения точки P вокруг точки A  

удовлетворяет следующим условиям: 

1. вектор APvPA ; 

2. вектор PAv   направлен в сторону относительного вращения, т. 

е. APv  и Av  направлены в противоположные стороны; 

3. модуль относительной скорости:  

A
A

PA v
v

AРv . 

Следовательно, вектора скоростей Av  и PAv  равны по модулю, 

лежат на одной прямой и направлены в противоположные стороны:               

PAA vv . 

Тогда из (3) получаем, что 0Pv . Таким образом построенная 

точка P  и есть МЦС.  

Замечание: если угловая скорость 0 , то AP   говорят, 

что МЦС уходит на бесконечность ( ) . 

 

 

6.5. Распределение скоростей точек фигуры сечения 
вокруг точки МЦС 

 

Пусть известно, что в данный момент времени точка P является 

мгновенным центром скоростей (рис. 34), и известна угловая 

скорость вращения  фигуры сечения S. Выберем мгновенный центр 

скоростей т. P за полюс, тогда согласно определению скоростей 

точек по методу полюса, скорость произвольной точки A  можно 

определить как  

 

PAPA vvv . 
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Рис. 34 

 

 

Если т. P  - МЦС, то Pv =0 PAA vv , т. е. скорость точки 

плоской фигуры равна скорости еѐ относительного вращения вокруг 

точки МЦС.  

Отсюда следует, что 

1. вектор PAv A ; 

2. Av  – направлен в сторону относительного вращения; 

3. модуль вектора: APvBA . 

Общий вывод: скорости точек плоской фигуры распределяются 

вокруг точки МЦС так, как если бы фигура вращалась вокруг точки 

МЦС (см. т. В и т. С рис. 34). Однако в следующий момент времени 

положение т. МЦС относительно фигуры S изменится, поэтому, 

такое вращение происходит за бесконечно малый промежуток 

времени.  

Мгновенной осью вращения называется ось, проведѐнная через 

МЦС перпендикулярно плоскости движения фигуры сечения S.  

Пусть P  – МЦС. Проведѐм ось 0Pz пл. Q  (рис. 35), где Q  

плоскость параллельная  плоскости движения Р. Тогда плоско – 

параллельное движение представляется как совокупность бесконечно 

малых поворотов вокруг мгновенной оси вращения, которая 

C 

P 

A 
B 

 

Cv  

Av  

Bv  

S 
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смещается и в пространстве, и относительно самого тела параллельно 

самой себе. 

 

            
 

Рис. 35 

 

 

 

6.6. Способы определения положения МЦС 
 

 

Пусть известны:  

1. величина и направление вектора скорости Av  т. A ; 

2. линия направления вектора скорости движения любой, другой 

точки B  (рис. 36). Тогда мгновенный центр скоростей точка P  лежит 

на пересечении перпендикуляров к линиям скоростей в точках          

A  и B .  

Угловая относительная скорость вращения 
AP

vA , а величина 

скорости PB
AP

v
PBv A

B . Направлен вектор Bv


 по известной 

линии в сторону относительного вращения.  

 

P S 

Q 

0
z  

Рис. 36. 
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1 способ. 

  
 

 

Рис. 36 

 

Пример: Кривошипно-ползунный механизм (рис. 37). 

Кривошип OA  вращается в плоскости чертежа с угловой 

скоростью . Ползун B совершает поступательное движение вдоль 

оси OB . Скорость точки A  OAvA , направлена в сторону 

относительного вращения кривошипа, модуль вектора OAvA . 

Требуется определить скорость Bv  ползуна В. 

                             
 

Рис. 37 

 

 

P 

O B 

A 

 

Av  

 


90  

P 

B 

A 

 
90  

Bv  

90  

S 

Av  

Bv  
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Направлен вектор Bv  по OB  в сторону относительного 

вращения, а модуль Bv  определим следующим образом. Проведѐм 

линии PB  и PA  соответственно перпендикулярно  линиям 

направления векторов  

скорости Bv  и Av . Точка их пересечения P  - есть МЦС шатуна 

АВ. С помощью выше разобранного способа получаем: 

AP

OA

AP

vA
AB ,  a  

AP

OAPB
PBv ABB , 

где AB - угловая скорость вращения шатуна АВ. 

Величины PB  и AP  легко определяются из прямоугольного 

OPB  при известных длинах кривошипа ОА, шатуна АВ и значения 

угла . 

2 способ. Известно, что BA vv ||  и они перпендикулярны линии 

AB , тогда:  а) если Av  и Bv  имеют одно направление и BA vv  (рис. 

38), то т. МЦС (т. Р) лежит на пересечении прямых, соединяющих 

начала и концы векторов скоростей Av  и Bv .    
 

                               
 

Рис. 38 

 

 

P 

B 

A 

Bv  


90  


90  

Av  
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Угловая скорость вращения фигуры сечения определяется из 

выражения: 

PB

v

AP

v BA . 

б) Av  и Bv  - направлены противоположно (рис. 39).  

В этом случае, как и в случае а), т. МЦС (т. Р) лежит на 

пересечении прямых, соединяющих начала и концы векторов 

скоростей Av  и Bv . Угловая скорость вращения фигуры сечения 

определится выражением:  

PB

v

AP

v BA
. 

 

 
 

Рис. 39 

 

в) BA vv  и векторы Av  и Bv  направлены в одну сторону (рис. 

40).  

Тогда прямые ABи CD  являются параллельными и 

следовательно не пересекаются. В этом случае говорят, что МЦС 

уходит на бесконечность. Следовательно, 0 , т. е. фигура сечения 

совершает поступательное движение, а скорости всех точек фигуры 

одинаковы ( BA vv ) (тело совершает мгновенное  поступательное 

движение). 

B 

A 

P 

90  

90  

Bv  

Av  
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Рис. 40 

 

3 способ. Цилиндрическое тело катится по неподвижной 

поверхности без проскальзывания (рис. 41). В силу отсутствия 

проскальзывания скорость точки P  тела, касающейся неподвижной 

поверхности, имеет скорость 0Pv . Поэтому точка касания Р и есть 

МЦС.  

 
                                                          

 
 

 

 
Рис. 41 

 

 

P 

A 

B D 

C 
90  

90  

Av  

Bv  

Рис. 41. 
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6.7. Определение ускорений точек плоской фигуры 
по методу полюса 

 

Дано: точка A  - полюс. Aw  - вектор ускорения точки A  в непод-

вижной системе координат,  и  - векторы угловой скорости                  

и углового ускорения вращения плоской фигуры сечения S вокруг 

точки A  (рис. 42). 
 

 

 

 

 

                         

 

 

 

   

                                        

                                         
                                                                              

 
Рис. 42 

Требуется определить вектор ускорения Bw  произвольной точки 

B  фигуры сечения.  

Для этого движение точки  B  рассматривается как составное. За 

условную переносную среду возьмем среду жестко связанную с 

полюсом А и движущуюся поступательно. Тогда, согласно теореме о 

сложении ускорений в составном движении (теореме Кориолиса), 

имеем:                     CreB wwww ,    (*)      где: 

1. Ae ww  - так как переносное движение является 

поступательным вместе с полюсом А, то переносное ускорение для 

всех точек фигуры сечения будет равно ускорению т. А;  

2. 02 reC vw , (так как при поступательном движении 

переносной среды вектор еѐ угловой скорости вращения 0e ); 

3. Относительное ускорение rw  - это ускорение вращения точки 

B вокруг полюса A . Согласно кинематике вращательного движения 

А 

В 

n
rw


 

rw


 

Aw


 

 

Aw


   

Bw


 

r
w
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тела, ускорение точки вращающегося тела можно записать как 

геометрическую сумму касательного и нормального ускорений: 

                      www n

rrr ,      где 

  ABwr ; 

  направлен вектор wr , в сторону относительного вращения, 

если оно ускоренное, и в противоположную сторону, если оно 

замедленное;  

  модуль вектора: ABwr  (где  - угловое ускорение 

вращения фигуры сечения);  

Нормальная составляющая относительного ускорения w
n

r : 

 направлена по радиусу вращения к полюсу;  

 по модулю равна:                      
2ABw

n
r . 

 Так как векторы wr  и w
n

r  взаимно перпендикулярны, то модуль 

вектора относительное ускорения rw  определится по формуле:  

     
42422222 )()( ABABABwww

r
n
rr .  

Направление вектора относительное ускорения rw  задаѐтся 

диагональю прямоугольника, построенного на векторах wr  и w
n

r . 

Тогда, подставив полученные значения ew  и rw в формулу (*) 

получим:  

              wwwwww n

rrArAB    - выражение для 

определения вектора ускорения произвольной точки фигуры сечения 

методом полюса. 

 

 

6.8. Мгновенный центр ускорений 
 

Мгновенным центром ускорений (МЦУ) называется такая точка 

фигуры сечения или еѐ мысленного продолжения, ускорение которой 

в данный момент времени равно нулю. 
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Покажем, что МЦУ всегда существует, если фигура сечения 

совершает вращательное движение.  

Пусть дана фигура сечения S  тела, точка A  полюс, Aw


- 

ускорение полюса,  и  угловая скорость и угловое ускорение 

вращения фигуры сечения S  (рис. 43).  

 

                    
Рис. 43 

 

Отложим отрезок AQ под углом  к вектору Aw


 в сторону в 

направлении . Величины  и AQ выберем из условий: 

                                 
2

arctg  ,  
42

Aw
AQ .               

Покажем, что т. Q и есть мгновенный центр ускорений, т. е. еѐ 

ускорение в данный момент времени равно нулю. Для этого 

определим ускорение т. Q по методу полюса:  
n
rrAQ wwww


. 

Для этого введем прямоугольную систему координат Qxy (рис. 43). 

Тогда проекции вектора Qw


 на оси координат определятся 

выражениями:   

               на ось х:                cosA
n
rQx www        (*)  

               на ось у:                sinArQy www            (**) 

 

A 

Q 

 

 

rw


 

 

Aw


 

Aw


 

n
rw


 

х 
у 
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Но   

42

2
2 An

r

w
AQw ;    

42

A
r

w
AQw . 

Если 
2

arctg , то 
42

2

42
arccosarcsin . 

Следовательно 
42

2

cos AA ww , а  

42
sin AA ww . 

Подставляя полученные значения в выражения (*) и (**) 

получим: 

wQx = 0, wQy = 0, следовательно, и wQ = 0, , т. е. точка Q в данный 

момент времени имеет ускорение равное нулю и является МЦУ. 

 

 

7. СФЕРИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЁРДОГО ТЕЛА 
 

Определение: движение твѐрдого тела называется сферическим, 

если за всѐ время движения мы сумели обнаружить только одну 

неподвижную точку в этом теле. 

В этом случае из – за твѐрдости тела любая другая его точка 

будет перемещаться по поверхности сферы, центром которой будет 

увиденная нами неподвижная точка. Радиусом этой сферы будет 

расстояние от рассматриваемой точки до неподвижной точки тела.  

Траектории движения всех точек тела расположатся на 

поверхностях соответствующих сфер. Такие кривые называются 

сферическими. От этого и произошло название такого движения 

твѐрдого тела – сферическое. Примером сферического движения 

может быть движение вращающегося волчка с неподвижным 

острием.  

Заметим, что для того, чтобы задать однозначно положение 

твѐрдого тела в пространстве при сферическом движении достаточно 
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задать положение или трѐх его точек (рис. 44), не лежащих на одной 

прямой  (одна из которых, например, и есть неподвижная точка).  

 

 
 

     

 

Кроме этого (рис. 45), если известно положение неподвижной 

точки О, и ввести ось O  жѐстко связанную с телом, то зная углы  

и  между осью O  и осями Ох и Оу соответственно, а также угол  

поворота, тела вокруг оси O , то мы также однозначно определим 

положение твѐрдого тела при сферическом движении.  
 

 

                    
 

Рис. 45 

O 
y 

x 

z 

 

 

 

 

A 

O 

B 

Рис. 44 
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Следовательно, при сферическом движении тело имеет три 

степени свободы, т. е. однозначно положение тела в пространстве 

задаѐтся тремя независимыми параметрами. Эти параметры, вообще 

говоря, могут быть любые, но традиционно положение тела в 

пространстве при сферическом движении определяется с помощью 

трѐх углов Эйлера (рис. 46). 

 

 

 

                       
 
 

 

А именно: пусть некоторое тело совершает сферическое 

движение. O  – неподвижная точка тела. Введѐм две прямоугольные 

системы координат с началом точки O : 

1. Неподвижная Oxyz . 

2. Подвижная, 
111

zyOx , жѐстко связанная с вращающимся телом. 

Пусть ON  – линия пересечения плоскостей Oxy  и 
11

yOx . Эта 

линия (или ось) называется линией узлов или осью узлов. 

Угол , отсчитываемый от оси Ox  до ON  ( )ХON , 

называется углом прецессии.  

Угол , отсчитываемый от линии узлов ON до оси 1Ox  

1( )NOX  – называется углом собственного вращения тела. 

x 

y 

z 

 

N 

 
 

O 

y
1
 

х1 

z1 

Рис. 46 
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Угол , отсчитываемый от оси Oz  до оси 1Oz  в плоскости,  

перпендикулярной линии узлов ON  1( )ZOZ , называется углом 

нутации.  

Углы ,  и  называются углами Эйлера. Эти углы 

определяют в любой момент времени положение твѐрдого тела в 

пространстве при сферическом движении.  

Действительно, если эти углы известны, то соответствующее 

положение тела получим, поворачивая его вокруг оси Oz  на угол 

прецессии , затем поворачивая вокруг оси узлов ON  на угол 

нутации  и, наконец, - на угол собственного вращения  вокруг оси 

1Oz .  

С течением времени углы ,  и  меняются, следовательно, 

они являются некоторыми функциями времени: )(t , )(t , 

)(t . И если эти функции известны, то они полностью и 

однозначно определяют положение тела в пространстве при 

сферическом движении.  

 

 

8. СВОБОДНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЁРДОГО ТЕЛА 
 

Тело называется свободным, если оно не скреплено и не 

соприкасается с другими телами, и может перемещаться в 

пространстве в любом направлении.  

Пусть имеется твѐрдое тело, совершающее произвольное 

свободное перемещение в пространстве. Введѐм в пространстве 

неподвижную систему координат Oxyz  (рис. 47). Возьмѐм в теле 

произвольную точку 
1

O  и назовѐм еѐ полюсом. Введѐм подвижную 

систему координат 
1111

zyxO , жѐстко связанную с полюсом 
1

O , 

движущуюся поступательно и такую, что OxxO ||
11

, OyyO ||
11

, 

OzzO ||
11

 за всѐ время движения тела. 
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Рис. 47 

 

 

Пусть r  - радиус вектор положения начала подвижной системы 

координат точки 
1

O  относительно начала неподвижной системы 

координат 1( )r OO . В таком случае произвольное свободное 

движение тела можно рассматривать, как сумму его 

пространственного поступательного перемещения вместе с полюсом 

и вращения вокруг полюса. 

 Поступательное движение полюса можно задать координатным 

способом: 

                                           )(
11

txx OO ,       (1) 

                                 )(
11

tyy OO ,       (2) 

                                 )(
11

tzz OO .        (3) 

Сферическое движение вокруг полюса можно задать углами 

Эйлера: 

угол прецессии:                                           )(t ,          (4) 

угол собственного вращения тела:            )(t ,           (5) 

угол нутации:                                               )(t .           (6) 

Таким образом, произвольное, свободное, пространственное 

движение твѐрдого тела описывается шестью уравнениями (1) (6) . 
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В 2009 году Университет стал победителем многоэтапного конкурса,                            

в результате которого определены 12 ведущих университетов России,                        

которым присвоена категория «Национальный исследовательский                   

университет». Министерством образования и науки Российской                   

Федерации была утверждена программа его развития  на 2009–2018 годы. 

В 2011 году Университет получил наименование «Санкт-Петербургский 

национальный исследовательский университет информационных техно-

логий, механики и оптики». 

 

ИНСТИТУТ ХОЛОДА И БИОТЕХНОЛОГИЙ 

 
Институт холода и биотехнологий является преемником Санкт-

Петербургского государственного университета низкотемпературных                      

и пищевых технологий (СПбГУНиПТ), который в ходе реорганизации 

(приказ Министерства образования и науки Российской Федерации                    

№ 2209 от 17 августа 2011г.) в январе 2012 года был присоединен                       

к Санкт-Петербургскому национальному исследовательскому университе-

ту информационных технологий, механики и оптики. 

Созданный 31 мая 1931года институт стал крупнейшим образователь-

ным и научным центром, одним их ведущих вузов страны в области холодиль-

ной, криогенной техники, технологий и в экономике пищевых производств. 

В институте обучается более 6500 студентов и аспирантов. Коллектив 

преподавателей и сотрудников составляет около 900 человек, из них 82 док-

тора наук, профессора; реализуется более 40 образовательных программ. 

Действуют 6 факультетов: 

 холодильной техники; 

 пищевой инженерии и автоматизации; 

 пищевых технологий; 

 криогенной техники и кондиционирования; 

 экономики и экологического менеджмента; 

 заочного обучения. 



За годы существования вуза сформировались известные во всем 

мире научные и педагогические школы. В настоящее время фундамен-

тальные и прикладные исследования проводятся по 20 основным научным 

направлениям: научные основы холодильных машин и термотрансформа-

торов; повышение эффективности холодильных установок; газодинамика 

и компрессоростроение; совершенствование процессов, машин и аппара-

тов криогенной техники; теплофизика; теплофизическое приборостроение; 

машины, аппараты и системы кондиционирования; хладостойкие стали; 

проблемы прочности при низких температурах; твердотельные преобразо-

ватели энергии; холодильная обработка и хранение пищевых продуктов; 

тепломассоперенос в пищевой промышленности; технология молока и мо-

лочных продуктов; физико-химические, биохимические и микробиологи-

ческие основы переработки пищевого сырья; пищевая технология продук-

тов из растительного сырья; физико-химическая механика и тепло-и мас-

сообмен; методы управления технологическими процессами; техника пи-

щевых производств и торговли; промышленная экология; от экологиче-

ской теории к практике инновационного управления предприятием. 

В институте создан информационно-технологический комплекс, 

включающий в себя технопарк, инжиниринговый центр, проектно-

конструкторское бюро, центр компетенции «Холодильщик», научно-

образовательную лабораторию инновационных технологий. На предприя-

тиях холодильной, пищевых отраслей реализовано около тысячи крупных 

проектов, разработанных учеными и преподавателями института. 

Ежегодно проводятся международные научные конференции, се-

минары, конференции научно-технического творчества молодежи. 

Издаются журнал «Вестник Международной академии холода»                   

и электронные научные журналы «Холодильная техника и кондициониро-

вание», «Процессы и аппараты пищевых производств», «Экономика и эко-

логический менеджмент». 

В вузе ведется подготовка кадров высшей квалификации в аспиран-

туре и докторантуре по 11 специальностям. 

Действуют два диссертационных совета, которые принимают к защи-

те докторские и кандидатские диссертации. 

Вуз является активным участником мирового рынка образовательных 

и научных услуг.  
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