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СФЕРИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЁРДОГО ТЕЛА 
 

1. Углы Эйлера. Уравнения сферического движения 
твёрдого тела 

 
Движение тела, имеющего одну неподвижную тоску, 

называют сферическим движением или вращением тела вокруг 

неподвижной точки. Первый термин объясняется тем, что все точки 

тела движутся по поверхностям сфер, общий центр которых 

совпадает с неподвижной точкой. Примером такого движения может 

служить движение волчка, остриѐ которого остаѐтся неподвижным, 

или движение твѐрдого тела, единственной связью которого является 

сферический шарнир. В  ряде технических приложений (конические 

колѐса, большинство гироскопических приборов) приходится иметь 

дело с вращением тела вокруг неподвижного центра. 

Твѐрдое тело с одной закреплѐнной точкой имеет 3 степени 

свободы. Три параметра, определяющие положение такого тела 

относительно неподвижной системы координат xyz0  (рисунок 1), 

могут быть выбраны различными способами. В теоретической 

механике положение тела с одной неподвижной точкой определяют 

при помощи углов Эйлера: угла процессии , угла нутации , угла 

собственного вращения  (рисунок 1). 

Сферическое движение твѐрдого тела описывается 

уравнениями: )(1 tf ; )(2 tf ; )(3 tf . 

Зная три функции )(),(),( 321 tftftf , можно в любой момент 

времени найти положение системы координат 0 , а 

следовательно, и положение твѐрдого тела, связанного с ней. 

 

2. Мгновенная ось  вращения. Угловая скорость тела. 
Определение положения мгновенной оси вращения 

 

Чтобы определить кинематические характеристики твѐрдого 

тела, совершающего сферическое движение, и отдельных его точек, 

необходимо помнить, что,  в соответствии с теоремой Эйлера-

Даламбера, твѐрдое тело, имеющее одну неподвижную точку, можно 

переместить из одного положения в любое другое поворотом вокруг 
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некоторой оси, проходящей через неподвижную точку. Упомянутую 

ось называют осью конечного вращения, а угол, на который 

поворачивается тело вокруг оси конечного вращения, называется 

углом конечного вращения. Положение оси конечного вращения 

зависит от начального и конечного положений тела. 

 

 

 
 

                                            Рис. 1 
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Рассмотрим малый промежуток времени ttt 12 , 

которому соответствует поворот тела на угол . Уменьшая 

величину промежутка времени t , получаем ряд положений оси 

конечного вращения.  Предельное положение этой оси  при 

0t  называется мгновенной осью вращения тела для данного 

момента времени t  (рис.2). 

Предел, к которому стремится отношение t/ , когда t  

стремится к нулю, называется угловой скоростью твѐрдого тела в 

момент времени t  (мгновенной угловой скоростью тела) 

 

tt 0
lim . 

 
                                         Рис. 2 
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В случае сферического движения вектор угловой скорости 

тела в данный момент 


 откладывается от неподвижной точки О по 

мгновенной оси в такую сторону, чтобы, смотря навстречу ему, 

видеть вращение тела происходящим против движения часовой 

стрелки. 

Мгновенная ось представляет собой геометрическое место 

точек тела, скорости которых в данный момент времени равны нулю. 

Для определения положения мгновенной оси достаточно найти 

какую-либо точку твѐрдого тела, скорость которой в данный момент 

равна нулю. Соединяя эту точку с неподвижной точкой тела, найдѐм 

мгновенную ось вращения тела. 

 

 

3. Определение углового ускорения тела 

 
При сферическом движении тела положение мгновенной оси 

вращения со временем изменяется, следовательно, изменяется не 

только модуль, но и направление вектора угловой скорости тела. Эти 

изменения характеризуются угловым ускорением тела. 

Вектор углового ускорения равен производной от  вектора 

угловой скорости по времени 

dt

d



 

 

Если величина и направление угловой скорости 


известны 

для любого момента времени, то угловое ускорение 


 может быть 

найдено следующим простым приѐмом. 

Построив годограф вектора угловой скорости, определим 

скорость u


 движения точки А – конца вектора угловой скорости 


 -

по годографу в момент времени t  (рис. 3). Радиусом- вектором точки 

А является вектор 


, а скорость точки равна производной от 

радиуса- вектора по времени 

 

dt

d
u



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                                               Рис. 3 

 

Так как векторы 


 и u


 геометрически равны одной и той же 

величине, то они равны между собой 

 

                                                    u


                                             (1) 

 

Вектор углового ускорения 


, геометрически равный 

скорости u


, откладывается от неподвижной точки. Прямая, по 

которой направлен вектор углового ускорения 


, называется осью 

углового ускорения и обозначается E. 
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Таким образом, при сферическом движении твѐрдого тела 

векторы 


 и 


 направлены по разным прямым (рис.3). 

 

 

 

4. Определение скоростей точек твёрдого тела при 
сферическом движении 

 

Скорости точек твѐрдого тела, совершающего сферическое 

движение, в каждый момент времени определяются как их 

вращательные скорости при вращении вокруг мгновенной оси  

(рис.4). Зная положение мгновенной оси вращения и угловую 

скорость тела, можно определить скорость любой точки тела М как 

скорость этой точки во вращательном движении вокруг мгновенной 

оси по формуле  

 

r


, 

 

где r


 - радиус-вектор точки, проведѐнный из неподвижной точки О. 

 

Модуль скорости точки равен 

 

                            hr sin ,                              (2) 

 

где h  - расстояние от точки до мгновенной оси вращения. 

 

Таким образом, распределение скоростей точек тела в данный 

момент   времени  t   при   сферическом  движении  по отношению  к 

мгновенной оси вращения не отличается от распределения скоростей 

при вращении тела вокруг неподвижной оси. 
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                                         Рис. 4 
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5. Определение угловой скорости твёрдого тела 

 

I способ. Если положение мгновенной оси  уже 

установлено, то для нахождения угловой скорости 


 достаточно 

знать скорость Àu


 какой-либо точки А, не лежащей на мгновенной 

оси (рис. 5). 

Тогда, опустив из этой точки перпендикуляр АК на 

мгновенную ось , получим 

 

АКА ,  

откуда 

 

АК

А

 

 

Вектор 


 откладывается от неподвижной точки О по 

мгновенной оси. Его направление определяется направлением 

скорости А


. 

 

II способ. Сферическое движение твѐрдого тела можно 

рассматривать как сложное, получающееся при сложении двух 

вращательных движений вокруг пересекающихся осей. Приняв 

движение тела вокруг одной из осей ( е ) за переносное с угловой 

скоростью е


, вращение тела вокруг второй из пересекающихся 

осей ( r


) за  относительное с угловой скоростью r


, можно 

определить угловую скорость абсолютного вращения тела 


 вокруг 

мгновенной оси  как геометрическую сумму угловых скоростей 

составляющих вращений rе


. Зная одну из трѐх угловых 

скоростей и положение всех трѐх осей вращения, можно построить 

параллелограмм  угловых скоростей и определить две другие угловые 

скорости (рис.6). 
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Рис. 5 
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Рис. 6 

 
 

 

 

 



13  

6. Определение ускорений точек твёрдого тела при 
сферическом движении 

 
В соответствии с теоремой Ривальса ускорение любой точки 

твѐрдого тела при сферическом движении определяется как 

геометрическая сумма вращательного и осестремительного 

ускорений 

 

 

                                 aaa


.                                         (3) 

 

Вектор вращательного ускорения ra


 направлен 

перпендикулярно плоскости, проходящей через вектор углового 

ускорения 


 и радиус-вектор точки r


, в ту сторону, откуда поворот 

вектора 


к вектору r


 на наименьший угол виден происходящим 

против часовой стрелки (рис. 7). Модуль вращательного ускорения 

равен  

                    ,),sin( hrra


                         (4) 

 

где 1МКh  - расстояние от точки М до оси углового ускорения Е. 

 

Вектор осестремительного ускорения 


a  направлен 

перпендикулярно векторам угловой скорости 


 и линейной 

скорости точки 


, т.е. по перпендикуляру, опущенному из точки М 

на мгновенную ось , в сторону этой оси (рис. 7). Модуль 

осестремительного ускорения равен 

 

 

           ha 2)sin(


,                  (5) 

 

где 2МКh  - расстояние от точки М до мгновенной оси . 

 

Модуль ускорения точки М как диагональ параллелограмма  

ускорений (рис. 7) определяется по формуле 
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aaaaaaa


,cos2
22

 

 

Вследствие того, что векторы угловой скорости 


 и углового 

ускорения 


 направлены по разным осям, вращательная 

составляющая ускорения a


может быть направлена по отношению к 

вектору скорости  


 под любым углом, оставаясь перпендикулярной 

вектору r


. В этом существенное различие между вращением 

твѐрдого тела вокруг неподвижной оси и движения тела, имеющего 

одну неподвижную точку. 

 

7. Исследование качения конуса по наружной 
поверхности неподвижного конуса 

 
Задача. Конус А обегает 120 раз в минуту неподвижный конус 

В. Высота конуса А .101 смОО  Определить угловую скорость, 

угловое ускорение конуса А, а также скорости и ускорения точек С и 

Д подвижного конуса при заданном его положении  (рис. 8). 

Дано: ;/120 минобconstn  

.101 смОО  

Определить: .,,,,, ДСДС aa


 

Решение. 

Определение угловой скорости тела. Объект рассмотрения – 

конус А (рис.8). Конус А, катаясь без скольжения по неподвижному 

конусу В, совершает сферическое движение, так как его вершина О 

остаѐтся неподвижной. Это движение в каждый момент времени 

представляет собой вращение вокруг мгновенной оси. Мгновенная 

ось конуса À  совпадает с общей образующей конусов, так как в 

данный момент времени скорости точек этой образующей равны 

нулю. 

Зная частоту вращения конуса А вокруг оси z, определим 

угловую скорость этого вращения из соотношения, рад/с 
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4
30

120

30
1

n
 

 

 

 

                                                                         Рис. 7 
 

С данной постоянной угловой скоростью вращается вокруг 

неподвижной оси z  и оси  подвижного конуса А. Примем для 

определѐнности, что вращение вокруг оси z совершается почасовой 

стрелке. 

Определим скорость точки 1О - центра основания конуса А. 

Эта скорость является вращательной вокруг оси z; модуль скорости 

1о  равен см/с 

40104111 ООо  
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Вектор 1о


 параллелен оси x  и направлен в сторону еѐ 

положительного направления (рис. 8). 

 

 

 

 

Рис. 8 
 

 

С другой стороны, скорость 1о


 точки 1О  является 

вращательной по отношению к мгновенной оси . В соответствии с 

формулой (2) 

 

111 КОо , 

где 11КО  - расстояние от точки 1О  до мгновенной оси вращения . 

Следовательно, угловая скорость конуса А равна 

 

11

1

КО

о

 



17  

 

Находим расстояние 11КО , рассматривая 11КОО  (рис. 8) 

 

.5
2

10

2

1
11 см

ОО
КО  

 

Следовательно, 

8
5

40
./ срад   

 

Модуль  угловой скорости конуса А не изменяется во всѐ 

время его движения. Направление угловой скорости 


 определяется 

направлением скорости  1о


 (рис. 8). 

Угловую скорость конуса А (абсолютную угловую скорость 
) можно найти также путѐм сложения вращений вокруг 

пересекающихся осей (z, )  - построением параллелограмма 

угловых скоростей (рис. 9). 

Здесь 1


- угловая скорость переносного вращения конуса 

вокруг оси z, 

2


- угловая скорость относительного вращения конуса вокруг 

его собственной оси . 

Зная положение осей , z,  и модуль угловой скорости 

переносного вращения конуса 1 , находим 

 8
2/1

4

60cos

1

 ./ срад  

Таким образом убеждаемся в совпадении значений угловой 

скорости конуса А, определѐнных различными способами. 

Определение углового ускорения конуса. Для определения 

углового ускорения 


 необходимо построить годограф угловой 

скорости 


. При качении конуса А по конусу В вектор 


 

поворачивается вокруг оси z. Так как модуль его не изменяется, то 
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конец вектора 


 описывает окружность радиусом 
60sinR  

вокруг оси z в горизонтальной плоскости (рис. 8). 

Вектор 


геометрически равен скорости и


 конца вектора 


. 

В данном случае скорость и


 является вращательной вокруг оси z. 

Находим еѐ как вращательную скорость точки – конца вектора 

угловой скорости 


 - при вращении вектора вокруг оси z. 

Определяем модуль скорости и


 

 

2

11 71,27
2

3
8460sin Rи  

2/ срад  

 

Скорость и


 направлена по касательной к годографу вектора 
 в точке, совпадающей с концом 


 в рассматриваемый момент 

времени. 

В соответствии с формулой (1) и


. Таким образом, модуль 

углового ускорения конуса А равен 

 
271,27и 2/ срад  

 

Вектор 


 отложен от неподвижной точки О по направлению  

скорости и


, т.е. он лежит в горизонтальной плоскости, проходящей 

через точку О, и направлен перпендикулярно плоскости zО . 

Следовательно, ось углового ускорения Е совпадает с  осью x 

(рис. 8). 

Определение скоростей точек С и Д. Скорость точки Д 

определяем как вращательную по отношению к мгновенной оси  

конуса А  в соответствии с формулой (2) 

2ДКД  

 

Рассматривая подобные треугольники СДК2  и СКО 11  

(рис. 8) легко увидеть, что .10522 112 смКОДК  Таким 

образом, ./80108 ссмД  Вектор Д


 параллелен вектору 
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1о


 и имеет одинаковое с ним направление (рис. 8). Скорость точки 

С, лежащей на мгновенной оси , равна нулю: 0С . 

 

Определение ускорений точек С и Д: 

А) Ускорение точки Д определяем по формуле (3) как 

геометрическую сумму осестремительного ускорения во вращении 

конуса А вокруг мгновенной оси  и вращательного ускорения 

относительно оси углового ускорения Е. 

 

ДДД aaa


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

Рис. 9 
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Осестремительное  ускорение Дa


 направлено по 

перпендикуляру 2ДК  к мгновенной  оси вращения  (рис. 10).      

В соответствии с формулой (5)  

 
222

2

2 /640108 ссмДКaД  

 

Для определения вращательного ускорения опускаем из точки 

Д  перпендикуляр на ось углового ускорения Е, который совпадает с 

отрезком ОД. По формуле (4) ОДaД


. Из 1ОДО  (рис. 10) 

определяем ОД 

,55,11
2/3

10

30cos

1 см
ОО

ОД
  

 

 

 

Рис. 10 
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Следовательно,  

 

./97,31955,1171,27 222 ссмaД


 

 

Направляем вектор Дa


 перпендикулярно к ОД в плоскости, 

перпендикулярной  к 


( zО ) так, чтобы, смотря навстречу 


, 

видеть вектор Дa


 направленным противоположно направлению 

вращения часовой стрелки. 

Обе составляющие ускорения точки Д расположены в 

плоскости zО  (zОy). Сложим векторы вращательного и 

осестремительного  ускорений по  правилу параллелограмма (рис.10). 

 

cos2)()( 22

ДДДДД aaaaa ; 

 

5,060coscoscos 2

ОДК ; 

 

222

222222

/554204779102379409600

5,097,319640297,319640

ссм

a Д

 

 

Ускорение точки Д конуса А можно определить и по формуле 

 

,
22

ДzДyД aaa  

 

где ДzДy aa ,  - проекции ускорения Дa


 на оси y и z. 

Определим эти проекции и модуль ускорения точки Д 

;/48064097,3195,0

60cos60cos60cos

2222 ссм

aaaaa ДДДДДy


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;/316064097,3192/3

30cos30cos30cos

222 ссм

aaaaa ДДДДДz



 

 

22222 /5541603480 ссмa Д  

 

Таким образом, ускорение наивысшей точки подвижного 

конуса А катящегося без скольжения по неподвижному конусу В, 

равно 
22 /554 ссмa Д ; 

б) Определяем ускорение точки С подвижного конуса А по 

формуле (3) CCС aaa


. Точка С лежит на мгновенной оси  

(рис.10). Следовательно, 0Ca


. 

Для определения вращательного ускорения Ca


 опускаем из 

точки С перпендикуляр на ось Е углового ускорения, который 

совпадает с отрезком ОС. По формуле (4) модуль вращательного 

ускорения точки С равен 
22 /320 ссмОДОСaC


, 

так как ОС=ОД. Следовательно 
22 /320 ссмaa CC . 

Вектор Ca


 направлен перпендикулярно ОС в плоскости zО  

(zОy) так, чтобы, смотря на встречу 


, видеть Ca


 направленным 

противоположно вращению часовой стрелки (рис. 10). 
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8. Исследование качения конуса по внутренней 
поверхности неподвижного конуса 

 

Задача. Конус II с углом при вершине 
452  катится без 

скольжения по внутренней стороне неподвижного конуса I с углом 

при вершине 
901 . Высота подвижного конуса  .1001 смОО  

Ось подвижного конуса  вращается с постоянной угловой 

скоростью срадconst /41  вокруг неподвижной оси z. 

Определить угловую скорость, угловое ускорения конуса II , а 

также скорости и ускорения точек M1,M2 подвижного конуса при 

заданном положении конуса II. 

Определить: 

.,,,,, 2121 ММММ aa


 

Решение. 

Определение угловой скорости конуса. Объект рассмотрения – 

конус II (рис. 11). Движение катящегося конуса является 

сферическим, так как его вершина О остаѐтся неподвижной. Это 

движение в каждый момент времени представляет собой вращение 

вокруг мгновенной оси. 

Мгновенная ось вращения  совпадает с общей образующей 

конусов (рис. 12), так как скорости точек этой образующей равны 

нулю. Скорость 1О


 точки 1О  является вращательной скоростью по 

отношению к мгновенной оси . Следовательно, по формуле (2)  

 

КОО 11


. 

 

Отсюда угловая скорость конуса равна по модулю  

 

КО

О

1

1

. 
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С другой стороны, скорость точки 1О , описывающей 

окружность радиуса 1ОО , можно определить по формуле 

2111 ООО . 

Вычислим расстояния 21ОО , КО1  (рис. 12) 

,27,383827,01005,22sin121 смОООО 
 

 

.27,385,22sin11 смООКО 
 

 

Строим вектор 1О


 перпендикулярно zo , учитывая 

направление угловой скорости 1


. Вектор 1О


 направлен 

параллельно оси x в сторону еѐ отрицательного направления (рис. 

12). 

Вычислим модуль угловой скорости конуса II 

 

./41

1

211 срад
КО

ОО
 

Таким образом, модуль угловой скорости конуса II не 

изменяется во время его движения. Руководствуясь направлением 

скорости 1О


, откладываем от точки О по мгновенной оси вектор 

угловой скорости 


 так, чтобы, смотря ему навстречу, видеть 

вращение конуса вокруг этой оси происходящим против движения 

часовой стрелки (рис. 12). 

Угловая скорость конуса II можно найти также путѐм 

сложения вращений вокруг пересекающихся осей – построением 

параллелограмма угловых скоростей (рис. 13). 

Здесь 1


 - угловая скорость переносного вращения конуса 

вокруг оси z; 

2


 - угловая скорость относительного вращения конуса 

вокруг его собственной оси . 

Из рассмотрения ОАВ получаем срад/41 . 
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Определение углового ускорения конуса. Угловое ускорение 

конуса II геометрически равно скорости и


конца вектора 


, который 

описывает окружность радиусом 
45sinR  вокруг оси z (рис. 

14). Так как модуль его не изменяется, то конец вектора 


 

описывает окружность в горизонтальной плоскости. В данном случае 

скорость и


 является вращательной вокруг оси z. Угловая скорость 

этого вращения - 1


. Расстояние конца вектора 


от оси вращения z 

равно 
45sinВД . Определяем модуль скорости и


 

 

./3,11
2

2
44

45sin

22

11

срад

ВДи 

 

 
Рис. 11 
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Рис. 12 

 

Скорость и


 направлена по касательной к годографу 


 в 

точке, совпадающей с концом 


 в рассматриваемый момент 

времени.  В момент времени, которому соответствует положение 

конуса II, изображенное на  рисунке 14, вектор и


 параллелен оси x и 

направлен в сторону положительного направления этой оси. Угловое 

ускорение и


. Его модуль ./3,11 22 сради   

Вектор 


 приложен в точке О и направлен перпендикулярно 

плоскости zo  по направлению вектора и


. Следовательно, он 

лежит в горизонтальной плоскости и перпендикулярен вектору 


 

(рис. 14). Ось углового ускорения Е совпадает с осью x. 
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                                       Рис. 13 
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         Рис. 14 

 

 

 

 

 

Определение скоростей точек конуса. Скорость точки 2М , 

лежащей на мгновенной оси вращения конуса II , равна нулю 

02М . 

Скорость точки 1М  определяем как вращательную скорость 

по отношению к мгновенной оси  по формуле (2) 

111 КММ .  

Из подобия 211 ММК  и 212 МОК  (рис. 12) получаем 

КОКМ 111 2 . 
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Из КОО1  определяем  

 

.27,383827,01005,22sin11 смООКО 
 

 

Таким образом  

 

ссмКОМ /16,30627,38242 11 . 

 

Вектор скорость 1М


 так же, как и 1О


, перпендикулярен 

плоскости zo и направлен параллельно оси x в сторону 

отрицательных значений. 

 

Определение ускорений точек конуса. Ускорение точек конуса 

определяем как геометрическую сумму осестремительного ускорения 

a


 во вращении конуса вокруг мгновенной оси  и вращательного 

ускорения a


относительно оси углового ускорения Е по формуле (3) 

 

111 МММ aaa


. 

 

По формуле (5) находим 

 

./6,122427,3824 222

11

2

1 ссмКМaМ


 

 

Вектор 1Мa


 направлен по перпендикуляру 11КМ , 

опущенному из точки 1М  на мгновенную ось вращения  (рис. 15). 

Для определения вращательного ускорения точки 1М  опускаем из 

этой точки перпендикуляр на ось Е углового ускорения, который 

совпадает с отрезком 1ОМ  (рис. 15). 

Определяем 1Мa  по формуле (4)  11 ОМaМ . 

 

Из 11ООМ  (рис. 12) находим  
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5,22cos

1
1

ОО
ОМ , 

 

./08,1223
9239,0

100
3,11

5,22cos

2221
1 ссм

ОО
aМ   

 

Направляем вектор 1Мa


 перпендикулярно отрезку 1ОМ  в 

плоскости, перпендикулярной 


Оz так, чтобы, смотря 

навстречу 


, видеть вектор 1Мa


направленным противоположно 

вращению часовой стрелки (рис. 15). 

Определяем модуль ускорения точки 1М  как длину 

диагонали параллелограмма, построенного на векторах 1Мa


, 1Мa


 

 

 

222

222222

11

2

1

2

11

/937
2

2
299565514959141499743

2

2
1,12236,122421,12236,1224

45cos2

ссм

aaaaa МММММ



 

Возможен другой способ вычисления модуля ускорения точки 1М  

1Мa по формуле 

 

2

)(1

2

)(11 zМyММ aaa  

 

 

Найдѐм алгебраические величины проекций ускорения 1Мa


на 

оси y и z (рис.15) 
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45cos11)(1 ММyМ aaa , 

 
45sin1)(1 МzМ aa . 

,/12,357
2

2
64,122408,1223 2222

)(1 ссмa yМ

 

222

)(1 /95,865
2

2
64,1224 ссмa zМ . 

 

Определяем ускорение точки 1М  

 

22222

1 /93795,86512,357 ссмaМ  

 

В точке 2М , лежащей на мгновенной оси вращения, 

осестремительное ускорение равно нулю: 02Мa . 

Определяем модуль вращательного ускорения точки 2М  

 

,/1223
9239,0

100
3,11 222

22 ссмОМaМ


 

 

так как  

21 ОМОМ  

 

Направляем вектор 2Мa


 перпендикулярно отрезку 2ОМ  в 

плоскости Оz  в сторону, соответствующую  направлению  

вектора


 

 
22

22 /1223 ссмaa ММ . 
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Рис. 15 
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