
И.Б. Фуртат 

АДАПТИВНОЕ И РОБАСТНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 
МУЛЬТИАГЕНТНЫМИ СИСТЕМАМИ 

Санкт-Петербург 
2016 



МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 

УНИВЕРСИТЕТ ИТМО 

И.Б. Фуртат 

АДАПТИВНОЕ И РОБАСТНОЕ 
УПРАВЛЕНИЕ МУЛЬТИАГЕНТНЫМИ 

СИСТЕМАМИ 

Учебное пособие 

Санкт-Петербург 

2016 



И.Б. Фуртат. Адаптивное и робастное управление мультиагентными 
системами. – СПб: Университет ИТМО, 2016. – 155 c. 

Учебное пособие посвящено разработке и исследованию современных 
методов адаптивного и робастного управления мультиагентными системами 
в условиях запаздывания, параметрической неопределенности и внешних 
возмущений. Описаны алгоритмы адаптации высокого порядка и алгоритмы 
компенсации неопределенностей на базе метода вспомогательного контура. 
Приведены аналитические и численные исследования работоспособности 
полученных алгоритмов в условиях неопределенности топологии связей 
агентов сети. 

Пособие предназначено для студентов старших курсов факультета систем 
управления и робототехники Университета ИТМО, специализирующихся по 
направлению подготовки15.04.06 Мехатроника и робототехника. 

Рекомендовано к печати Ученым советом факультета систем управления и 
робототехники, протокол № 5 от 21.06.2016 

Университет ИТМО – ведущий вуз России в области информационных и 
фотонных технологий, один из немногих российских вузов, получивших в 
2009 году статус национального исследовательского университета. С 2013 
года Университет ИТМО – участник программы повышения 
конкурентоспособности российских университетов среди ведущих мировых 
научно-образовательных центров, известной как проект «5 в 100». Цель 
Университета ИТМО – становление исследовательского университета 
мирового уровня, предпринимательского по типу, ориентированного на 
интернационализацию всех направлений деятельности.  

 Университет ИТМО, 2016 

 Фуртат И.Б., 2016 



ОГЛАВЛЕНИЕ 

Список основных обозначений ................................................................... 

Введение ....................................................................................................... 

Глава 1. Предварительные сведения ...................................................... 

1.1 Анализ существующих работ по управлению сетевыми 

динамическими системами ....................................................................... 

1.2 Вспомогательные результаты ............................................................ 

1.2.1 Сведения из теории графов ......................................................... 

1.2.2 Свойства кронекерового произведения матриц ........................ 

1.3. Модифицированный алгоритм адаптации высокого порядка ....... 

1.4 Метод вспомогательного контура ..................................................... 

Глава 2. Управление многосвязными объектами ................................ 

2.1 Адаптивное управление многосвязными объектами ……………... 

2.1.1 Линейные многосвязные объекты …………………………….. 

2.1.2 Нелинейные многосвязные объекты с запаздыванием по 

состоянию ……………………………………………………………... 

2.2 Робастное управление многосвязными объектами ……………….. 

2.2.1 Многосвязные объекты с линейными подсистемами ………... 

2.2.2 Многосвязные нелинейные нестационарные объекты с 

запаздыванием по состоянию ………………………………………... 

2.3 Субоптимальное управление многосвязными объектами ………... 

2.3.1 Линейные многосвязные объекты …………………………….. 

2.3.2 Нелинейные нестационарные многосвязные объекты с 

запаздыванием по состоянию ………………………………………... 

Глава 3. Управление сетевыми системами …………………………… 

3.1 Адаптивная синхронизация динамической сети ………………… 

3.1.1 Линейные динамические сети ………………………………… 

3.1.2 Нелинейные динамические сети с запаздыванием по 

5 

6 

8 

6 

10 

10 

11 

12 

17 

25 

22 

23 

30 

33 

33 

39 

43 

43 

50 

60 

56 

56 

3 



состоянию ……………………………………………………………... 

3.2 Робастное управление динамической сетью ……………………… 

3.2.1 Линейные динамические сети ………………………………… 

3.2.2 Нелинейные нестационарные динамические сети с 

запаздыванием по состоянию ……………………………………….. 

3.3 Робастное субоптимальное управление динамической сетью …... 

3.3.1 Линейные динамические сети …………………………………. 

3.3.2 Нелинейные нестационарные динамические сети с 

запаздыванием по состоянию ……………………………………….. 

3.4 Управление динамическими сетями с коммуникационным 

запаздыванием ……………………………………………………….. 

3.4.1 Алгоритм управления для изолированного агента сети …….. 

3.4.2 Обобщение алгоритма для управления динамическими 

сетями с коммуникационным запаздыванием ……………………… 

3.5 Робастное управление определенным классом неминимально-

фазовых динамических сетей …………………………………………. 

3.5.1 Управления динамической сетью с ведущей подсистемой … 

3.5.2 Управление динамической сетью без ведущей подсистемы с 

коммуникационным запаздыванием ………………………………... 

Глава 4. Синтез алгоритма управления электроэнергетической 

сетью ……………………………………………………………………….. 

Список литературы ……………………………………………………….. 

64 

70 

70 

79 

86 

87 

95 

100 

101 

103 

109 

111 

116 

138 

149 

4 



СПИСОК ОСНОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

j  – мнимая единица, 1−=j  
AT – транспонированная матрица 
s – комплексная переменная 
ℜ – множество вещественных чисел 
Сh – пространство непрерывных функций на отрезке [– h; 0] с нормой 
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I – единичная матрицы соответствующей размерности; In – единичная 
матрица порядка n × n 
λi(A) – i-е собственное значение квадратной матрицы A  
λmin(A) (λmax(A)) – наименьшее (наибольшее) собственное значение 
квадратной матрицы A 
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– матрица в форме Фробениуса

V(x) > 0 (V(x) < 0) – положительно (отрицательно) определенная функция 
векторного аргумента x 
V(x) ≥ 0 (V(x) ≤ 0)  – неотрицательно (неположительно) определенная 
функция векторного аргумента x 
⊗ – кронекерово (прямое) произведение 
∀ – для любых 
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Введение 

Задачи теории управления в сетях активно исследуются в последнее 
десятилетие и имеют много важных направлений. К задачам такого типа 
относятся следующие задачи: управление с целью синхронизации [39, 54, 
57], управление с ограничениями на информационный канал [54], 
управление движением групп мобильных роботов (мультиагентные 
системы - Multiagent System) [27, 28, 30, 34, 48, 51, 53, 54, 58] в том числе и 
предотвращения столкновений (Collision Avoidance) [31, 35] и т.д. Кроме 
того, в задачах кибернетики рассматриваются проблемы передачи 
шифрованных сообщений с помощью сетей и сенсорные сети. Разработка 
подобных сетевых систем связана со стремительным развитием 
информационных и коммуникационных технологий, основанных, в 
частности, на беспроводной сети и беспроводных сенсорах. Однако синтез 
регуляторов, обеспечивающих желаемое поведение объектов сети, 
затруднен сложностью и пространственной распределенностью этих 
объектов, а также ограничениями на обмен информацией между ними. 

При описании и анализе сетевых систем часто используется теория 
графов, поскольку графами можно описывать связи между отдельными 
объектами сети либо информационные потоки в тих системах. 

Хотя задачи децентрализованного управления хорошо исследованы в 
работах А.А. Воронова, Б.М. Миркина, Р.М. Мюррея, Д.Д. Сильяка, А.Л. 
Фрадкова, А.М. Цыкунова, Я.З. Цыпкина и многих других авторов, 
постоянно возникают все более сложные задачи, например управление 
через канал с ограниченной пропускной способностью. 

Целью данного пособия является синтез регуляторов, 
обеспечивающих сходимость между собой решений динамических систем, 
образующих сети, при неполных измерениях и управлениях для различных 
случаев. 

В данной работе рассмотрены задачи управления в сетях двух типов. 
В первом типе задач взаимосвязи трактуются как возмущения, для 
достижения цели управления используется модель ведущая-ведомые 
подсистемы (leader-follower или master-slave). Во втором типе задач 
используется сетевое управление, называемое в существующих работах 
консенсусным, при этом модель ведущая-ведомые подсистемы не 
используется. 

Несмотря на большой интерес к задачам управления сетями, пока 
решен только ограниченный класс таких задач. В статьях о 
синхронизируемости и стабилизируемости сетй [52, 66, 68] 
предполагается, что все состояние отдельной подсистемы доступно 
измерению, а также, что управление входит во все уравнения подсистем. 

Синтез сетевых регуляторов, обеспечивающих синхронизацию в 
направленных сетях (т.е. описывающихся с помощью ориентированных 
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графов), является более сложной и важной задачей по сравнению с такой 
же задачей в ненаправленных сетях, ввиду уменьшения информационного 
трафика. 

В [36] рассмотрен динамический регулятор, являющийся сложным 
для расчета и построения сетевых систем управления. В [67] задача 
решается с помощью наблюдателей, что с ростом количества агентов 
приводит к повышению порядка системы. 

В первой главе делается краткий анализ существующих работ по 
управлению в сетях и приводятся вспомогательные результаты, 
необходимые для дальнейшего изложения: сведения из теории графов 
(включая определение лапласовской матрицы и свойства ее спектра), 
свойства кронекерова произведения матриц, алгоритмы адаптивного и 
робастного управления изолированной подсистемой сети. 

Вторая глава посвящена методом адаптивного и робастного 
управления многосвязными объектами. Следуя [4], будем называть 
систему многосвязной, если размерности пространств, в которых 
определены множества входных и выходных сигналов, больше единицы. 

В третьей главе приведены алгоритмы адаптивного и робастного 
управления динамическими сетями. Решены задачи управления сетью с 
ведущей подсистемой и консенсусного управления. 

Четвертая глава посвящена приложению полученных результатов к 
управлению электроэнергетической сетью. 

Глава 1 написана при поддержке Российского научного фонда (проект 
№ 14-29-00142) в ИПМаш РАН. Главы 2-4 написаны при поддержке гранта 
Президента Российской Федерации (МД-6325.2016.8, договор № договор 
№ 14.W01.16.6325-МД). 
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Глава 1 
ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 

1.1 Анализ существующих работ по управлению сетевыми 
динамическими системами 

Рассмотрим некоторые результаты по управлению сетевыми 
системами. 

В работе [69] исследуется сеть взаимосвязанных идентичных 
нелинейных систем и ставится задача их синхронизации с некоторым 
решением изолированной системы. Последнее доступно для всех 
подсистем сети и используется в адаптивных регуляторах систем. 
Предполагается, что весь вектор состояния каждой системы доступен для 
измерения,  а также, что управление входит во все компоненты состояния. 
Такие же предположения делаются в работах [52, 66, 68] по синхронизации 
в сетях взаимосвязанных систем. 

В работе [49] рассматривается сеть, состоящая из взаимосвязанных 
идентичных нелинейных систем. Предполагается, что связи между 
системами (узлами сети) скалярны, граф, описывающий взаимосвязи, 
неориентирован и связен. Ставится задача нахождения параметров 
взаимосвязей, обеспечивающих синхронизацию по состоянию узлов сети с 
некоторым решением изолированной системы, которое может быть 
положением равновесия либо периодическим или хаотиеским решением. 
Задача решается с помощью линеаризации, условия синхронизации 
формулируются с помощью линейных матричных неравенств (LMI). 
Рассматривается пример сети, состоящей из цепей Чуа. 

В работе [32] рассматривается сеть из N объектов, описывающихся 
уравнениями: 

𝑥̇𝑥𝑖𝑖 = 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) + 𝑔𝑔𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑢𝑢𝑖𝑖  
         𝑦̇𝑦𝑖𝑖 = ℎ𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 1, . . . ,𝑁𝑁,                                     (1.1) 

где 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ ℜ𝑛𝑛  – вектор состояния, 𝑢𝑢𝑖𝑖 ∈ ℜ𝑚𝑚  – вектор управления, 𝑦𝑦 ∈ ℜ𝑚𝑚  – 
вектор измерений, а нелинейности 𝑓𝑓𝑖𝑖(∙), ℎ𝑖𝑖(∙) удовлетворяют следующим 
условиям: 𝑓𝑓𝑖𝑖(0) = 0, ℎ𝑖𝑖(0) = 0. 

Ставится задача синхронизации по выходу (output synchronization): 
lim𝑡𝑡→∞ �𝑦𝑦𝑖𝑖(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦𝑗𝑗 (𝑡𝑡)� = 0,    𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1, … ,𝑁𝑁. (1.2) 

Рассматривается регулятор следующего вида: 
 𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑡𝑡) = ∑ 𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗 �𝑦𝑦𝑗𝑗 (𝑡𝑡) − 𝑦𝑦𝑖𝑖(𝑡𝑡)� ,     𝑖𝑖 = 1, … ,𝑁𝑁,𝑗𝑗 :(𝑖𝑖 ,𝑗𝑗 )∈𝜀𝜀(Γ)   (1.3) 

здесь (𝑖𝑖, 𝑗𝑗)𝜖𝜖𝜖𝜖(Γ) означает то, что ребро (𝑖𝑖, 𝑗𝑗) принадлежит множеству ребер 
ε информационного графа Γ. Для каждого i=1, ... , N i-я вершина графа 
Γ ассоциирована с i-м объектом сети. 

Для решения указанной задачи авторы делают следующие 
предположения. 
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А1) Для каждого i=1, ..., N существует радиально неограниченная 
положительно определенная функция запаса 𝑉𝑉𝑖𝑖  класса 𝐶𝐶2 такая, что )( ii xV  

∫≤
t

i
T
iii dssyuxV

0

)())0(( . 

A2) Информационный граф неориентирован и связен. 
A3) Функция ℜ→ℜ:)(zφ  нелинейная, непрерывна, локально 

липшицева и обладает следующими свойствами 
1. 00)( =⇔= zzφ , 
2. )()( zz −= φφ , 
3. 22 )( zzzz βφα ≤≤ . 
Доказывается теорема о том, что замкнутая система (1.1), (1.3) при 

выполнении предположений A1, A2, A3 глобально устойчива и 
выполняется цель управления (1.2). Далее анализируется случай с 
запаздываниями и рассматривается численный пример. 

В работе [36] рассматривается задача управления группой 
транспортных средств, выполняющих общее задание и использующих 
средства коммуникации для сообщения между собой с целью координации 
движений. В качестве приложений указываются беспилотные летательные 
аппараты (Unmanned Aerial Vehicles), автономные подводные аппараты 
(Autonomous Underwater Vehicles), автоматизированные системы 
скоростного шоссе (Automated Highway Systems) и группы мобильных 
роботов. 

Авторы замечают, что при управлении подобными сложными 
системами общим является то, что транспортные средства связаны общей 
поставленной целью, но динамически не связаны, т.е. движение одного 
транспортного средства не оказывает непосредственного влияния на 
движение других транспортных средств сети. 

Ставится задача построения стратегии информационного обмена 
между линейными автономными объектами, улучшающих по сравнению с 
предыдущими подходами устойчивость и функционирование группы 
объектов, а также робастность по отношению к изменениям в 
коммуникационной топологии. Последняя моделируется авторами с 
помощью графов. Каждый отдельный объект (транспортное средство) 
представляется как вершина графа, при этом принадлежность ребра из 
вершины i в вершину j к множеству ребер означает то, что i-й объект 
получает информацию об объекте j. 

Приводятся сведения из теории графов. Вводится понятие 
нормированной матрицы смежности G, элементы 𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 𝑑𝑑0(𝛼𝛼𝑖𝑖)⁄ , если не 
принадлежит, то 𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0. Под 𝑑𝑑0(𝛼𝛼𝑖𝑖) понимается исходящая степень 
вершины 𝛼𝛼𝑖𝑖 . Нормированная лапласовская матрица L графа вводится как 
L = I - G. Вводится определение неразложимой матрицы. Из 
неразложимости матрицы вытекает сильная связность графа. Матрица G, 
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соответствующая ациклическому графу, называется примитивной. Если 
граф является k-периодическим, то G называется циклической с индексом 
k, или импримитивной. Приводится теорема Перрона-Фробениуса, 
использующаяся авторами для анализа групповой устойчивости. 
Приводится ряд фактов о собственных числах нормированной 
лапласовской матрицы и кронекеровом (тензорном) произведении матриц. 

Рассматривается N идентичных объектов, описывающихся линейными 
дифференциальными уравнениями 

iBiAi uPxPx += , 
где ix , iu  – соответственно состояние и управление i-м объектом, i = 1, ..., 
N. Подразумевается, что динамика этих объектов соответствует динамике 
неких транспортных средств. Авторы неявно предполагают, что целью 
управления является сближение решений всех подсистем сети. Каждый i-й 
объект получает следующие измерения: 

iCi xPy
1

= ,    )(
2 jiCij xxPz −= ,     𝑗𝑗 ∈ 𝒯𝒯𝑖𝑖 , 

где 𝒯𝒯𝑖𝑖 ⊂ {1, … ,𝑁𝑁} {𝑖𝑖}⁄  - множество индексов тех объектов, от которых к i-
му объекту поступает измерение. Предполагается что формируется единый 
вектор ошибок 𝑧𝑧𝑖𝑖 = |𝒯𝒯|−1 ∑ 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗∈𝒯𝒯𝑖𝑖 . 

Вводится частично децентрализованный динамический закон 
управления K, состояния 𝑢𝑢𝑖𝑖  которого удовлетворяют линейному 
дифференциальному уравнению 

T
iiiBBAi zyvKKKv ),,(),,(

21 ⋅= , 
а управления 𝑢𝑢𝑖𝑖  удовлетворяют уравнению 

T
iiiDDCi zyvKKKu ),,(),,(

21 ⋅= . 
С помощью кронекерова произведения динамика системы, 

описывающей группу объектов, представляется так: 

















=








v
x

AA
AA

v
x

2221

1211




,     (1.4) 

где x=col(𝑥𝑥1, ..., N), v=col(𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑁𝑁), а матрицы 𝐴𝐴11,𝐴𝐴12,𝐴𝐴21,𝐴𝐴22 
выражаются известным образом через параметры объектов сети, 
параметры регулятора K, и элементы нормированной лапласовской 
матрицы L. Последние определяются как 𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1, 𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 при 𝑗𝑗 ∉ 𝒯𝒯𝑖𝑖  и 𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖 =
−1 |𝒯𝒯𝑖𝑖| при 𝑗𝑗 ∈ 𝒯𝒯𝑖𝑖⁄ . 

Доказывается теорема о том, что регулятор K стабилизирует систему 
(1.4) тогда и только тогда, когда он одновременно стабилизирует 
множество из N изолированных объектов такого вида 

iBiAi uPxPx += , 
iCi xPy

1
= , 

iCii xPz
2

λ= , 
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где iλ  – собственные числа L. 
Далее вводится понятие стабилизации относительной динамики 

группы транспортных средств. На основе этой теоремы и критерия 
Найквиста получены критерии стабилизации относительной динамики в 
случаях подсистем один вход - один выход и несколько входов - несколько 
выходов. Рассматривается пример стабилизации группы объектов, 
описывающихся передаточной функцией 2se sT− . Для различных типов 
графов указывается спектр Лапласовской матрицы и расположение 
годографа. 

Работа [1] посвящена исследованию спектров нормализованных 
лапласовских матриц (соответствующих неориентированным и 
ориентированным графам) и соотношению этих спектров со спектрами 
стохастических матриц. Для каждого n найдена область, содержащая 
спектры лапласовских матриц порядка n. Авторы выдвигают гипотезу, что 
вне этого многоугольника собственных чисел нет. 

В работе [59] рассматриваются сети интеграторов вида: 
Nitutx ii ,...,1),()( == .     (1.5) 

Авторами анализируется консенсусный закон (протокол) управления: 
∑
∈

−=
iNj

jiiji txtxatu ))()(()( ,    (1.6) 

где ija  – элементы матрицы смежности информационного 
ориентированного графа, { }ε∈== ),(,...,1 kii vvdkN  – множество индексов 
вершин, соседних с i-й. Отмечается, что ввиду уменьшения 
информационного потока в подобных сетях целесообразно рассматривать 
именно ориентированные графы. Ставится задача консенсуса, т.е. 
синхронизация. Сеть (1.5), (1.6) представляется в виде линейной системы 

),...,(, 1 NxxcolxLxx =−= , 
где L – лапласовская матрица размера 𝑁𝑁 × 𝑁𝑁, элементы ijl  которой 
определяются так: 







≠−

=
= ∑

≠=

.

;

,

,1
,

jia

jia
l

ij

N

ikk
ij

ij  

Доказывается, что если граф сильно связен, то ранг лапласовской 
матрицы на единицу меньше ее размерности. Показано что в этом случае 
управление (1.6) обеспечивает синхронизацию (достижение консенсуса). В 
случае сбалансированного графа показывается, что лапласовская матрица 
L неотрицательно определена. Также исследуется дискретный случай, 
случай с запаздываниями т случай с изменениями (переключениями) в 
графе. 

В работе [67] рассматривается сеть линейных объектов и ставится 
задача их синхронизации с помощью консенсусного закона управления в 
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случаях ориентированного и неориентированного графов. В случае, когда 
измеряется весь спектр состояния найдены условия синхронизации, т.е. 
стремления состояний объектов сети к консенсусному вектору, 
зависящему от начальных данных, параметров изолированных объектов и 
левого собственного вектора лапласовской матрицы, соответствующего 
нулевому собственному числу. При этом параметры регулятора 
выражаются через матрицу, являющуюся решением некоторого 
матричного неравенства. Синхронизация в случае неполных измерений 
достигается с помощью построения наблюдателей. Также рассматривается 
случай постоянного запаздывания в управлении. 

В работе [50] рассматривается сеть линейных объектов с неполными 
измерениями и неполными управлениями. Рассматривается случай, когда 
нулевое собственное число лапласовской матрицы имеет единичную 
кратность. Задача достижения консенсуса (синхронизации по выходу) 
решается с помощью построения наблюдателей, условия его достижения 
формулируются с помощью линейных матричных неравенств (LMI). 
 

1.2 Вспомогательные результаты 
 

1.2.1 Сведения из теории графов 
 

В данном разделе приводятся сведения из теории графов, определение 
лапласовской матрицы и некоторые ее свойства. 

Ориентированным графом Γ называется пара Γ=(υ, ε), где υ – 
множество вершин, а υυε ×⊆  – множество ребер. Пусть υ имеет 
мощность d, где d∈ ℕ. Если для каждого ребра (α, β)∈  𝜀𝜀, где 𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈υ, 
выполнено (α, β)∈  𝜀𝜀, то граф называется неориентированным. Здесь и 
далее рассматриваются графы без петель, т.е. для любой вершины α∈υ 
выполнено (𝛼𝛼,𝛼𝛼) ∉ 𝜀𝜀. Если для каждой вершины графа существует путь в 
любую другую вершину, то ориентированный граф называется сильно 
связным, а неориентированный - связным; в этих случаях компонента 
связности y (ор) графа будет одна. Известно, что неориентированный граф 
связен тогда и только тогда, когда у него есть остовное дерево. Введем, 
следуя [64], понятие ориентированного остовного дерева. 
Ориентированный граф называется ориентированным деревом, если у всех 
его вершин кроме корня имеется ровно один родитель. Ориентированным 
остовным деревом орграфа Γ называется ориентированное дерево, 
составленное из ребер этого орграфа, такое, что в нем существует путь из 
корня в любую другую вершину Γ. 

Неориентированный граф называется взвешенным, если каждой паре 
вершин α, β ∈  𝜀𝜀 сопоставлено число ω (α, β) ≥ 0 такое, что: 

1. ω(α, β)> 0 если (α,β) ∈ 𝜀𝜀 и ω(α, β) = 0 если (α, β) ∉ 𝜀𝜀, 
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2. ω(α, β)= ω(β, α). 
Орграф называется взвешенным если каждой паре вершин (α,β) ∈ 𝜀𝜀 

сопоставлено число ω (α, β) ≥ 0 такое, что выполнено условие 1. Матрица 
смежности A(Γ)=�𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 � представляет собой d×d матрицу, i, j-й элемент 
которой равен 𝜔𝜔�𝛼𝛼𝑖𝑖 ,𝛼𝛼𝑗𝑗 �. Введем входящую степень вершины 𝛼𝛼𝑖𝑖  так: 

∑
=

=
d

j
ijiin ad

1
)(α , 

а исходящую степень так: 

∑
=

=
d

j
ijiout ad

1
)(α . 

Если для каждой вершины (ор)графа Γ входящая степень равна 
исходящей, то такой (ор)граф называется сбалансированным [30, 59]. 

Введем d×d матрицу { })(),...,(),()( 21 doutoutout ddddiagD ααα=Γ . 
Лапласовская матрица (ор)графа Γ вводится так: 

L(Γ)=D(Γ) – A(Γ) 
Обозначим через 1𝑑𝑑  вектор-столбец размерности d, состоящей из 

единиц. 
Как известно из [30, 59, 64], введенная лапласовская матрица L 

обладает следующими свойствами: 
1. Матрица L(Γ) имеет нулевое собственное число, которому 

соответствует левый собственный вектор 1𝑑𝑑 : L(Γ)1𝑑𝑑=0. 
2. Кратность нулевого собственного числа L неориентированного 

графа равна количеству компонент связности. 
3. Нулевое собственное число лапласовской матрицы L имеет 

единичную кратность, если соответствующий орграф сильно связен. 
4. Нулевое собственное число лапласовской матрицы L имеет 

единичную кратность, тогда и только тогда, когда соответствующий 
орграф имеет ориентированное остовное дерево. 

5. Все собственные числа лапласовской матрицы имеют 
неотрицательные вещественные части. 

6. Для сбалансированного графа 1𝑑𝑑  является правым собственным 
вектором, соответствующим нулевому собственному числу: 

1𝑑𝑑𝑇𝑇𝐿𝐿(Γ) = 0. 
 

1.2.2 Свойства кронекерового произведения матриц 
 

В данном разделе приводятся некоторые свойства кронекерового 
произведения матриц. 

Пусть A, B – вещественные матрицы размеров m×n, p×q 
соответственно. Кронекерово произведение матриц A, B определяется так: 
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Кронекерово произведение обладает следующими свойствами (см., 
напр., [9, 18]). 

1. Пусть C, D – вещественные матрицы размеров n×k, q×r
соответственно. Тогда 

BDACDCBA ⊗=⊗⊗ ))(( . 
2. TTT BABA ⊗=⊗ )( .
3. Если матрицы A, B невырожденные, то BA⊗ также невырожденная

и 
111)( −−− ⊗=⊗ BABA . 

4. Если матрицы A, B - квадратные матрицы. Собственными числами
матрицы BA⊗  являются произведения jiµλ , где iλ  – собственные числа 
матрицы A, а jµ  – собственные числа матрицы B. 

1.3. Модифицированный алгоритм адаптации высокого порядка 

Опишем алгоритм управления, предложенный в [21]. 
Рассмотрим объект управления, динамические процессы в котором 

описываются дифференциальным уравнением 
,1...,,1,0,)0(),()()()( 0 −=== niyyptupkRtypQ i

i     (1.7) 
где ℜ∈)(tu  и ℜ∈)(ty  – вход и выход объекта соответственно, 0>k  – 
высокочастотный коэффициент усиления, ),( pQ  )( pR  – линейные 
дифференциальные операторы, npQ =)(deg , mpR =)(deg . 

Требуемое качество переходных процессов для объекта управления 
(1.7) задается эталонной моделью: 

)()()()( trpRktypQ mmmm = . (1.8) 
Здесь ℜ∈)(tym – выход эталонной модели, ℜ∈)(tr  – ограниченное

задающее воздействие, ),( pQm  )( pRm  – линейные дифференциальные
операторы с известными постоянными коэффициентами, npQm =)(deg

.)(deg mpRm =  
Сформулируем предположения, при которых решается задача 

управления объектами класса (1.7). 
Предположения 1.1. 
1. Коэффициенты операторов )( pQ , )( pR  и число 0>k  зависят от

некоторого вектора неизвестных параметров Ξ∈ϑ , где Ξ  – известное 
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множество возможных значений вектора ϑ . Операторы ),( pQ  )( pR  – 
нормированные. 

2. Известны порядки операторов )( pQ , )( pR , )( pQm  и )( pRm , причем 
1≥−= mnγ , где γ – относительная степень объекта (1.7). 

3. Полиномы )(sR , )(sQm  и )(sRm  – гурвицевы. 
4. Измерению доступны только сигналы )(ty , )(tym  и )(tr . 
Необходимо построить систему управления, обеспечивающую в ней 

ограниченность всех сигналов и выполнения целевого условия 
δ<−

∞→
)()(lim tyty mt

 Ξ∈∀ϑ ,    (1.9) 
где 0>δ  – число, которое может быть уменьшено за счет выбора 
параметров в системе управления. 

Зададим закон управления )(tu  в виде 
)()()( tvpTtu = ,     (1.10) 

где )(tv  – новое управляющее воздействие, )( pT  – линейный 
дифференциальный оператор порядка 1−γ , причем полином )(λT  – 
гурвицев. Тогда уравнение (1.7) преобразуется к виду 

)()()()()( tvpTpkRtypQ = .    (1.11) 
Разложим операторы )( pR , )( pQ  на слагаемые )()()( pRpRpR m ∆+= , 

)()()( pQpQpQ m ∆+= , где )( pRm , )( pQm  операторы с известными 
коэффициентами, такие что полиномы )(λmR  и )(λmQ  – гурвицевы и 
имеют порядки m  и n  соответственно, тогда )( pR∆ , )( pQ∆  операторы с 
неизвестными коэффициентами порядков 1−m  и 1−n  соответственно. 

Выберем )( pRm , )( pQm  и )( pT  так что 
mm

m

appQ
pTpR

+
=

1
)(

)()( , тогда 

используя процедуру «операторного деления», уравнение (1.11) можно 
преобразовать к виду  







 +−=+ )()()()()( 0 tr

k
ktwctvktyatpy mT

m .  (1.12) 

В уравнении (1.12): 0c  – вектор неизвестных параметров, зависящих 
от коэффициентов полиномов )(λR∆ , )(λQ∆  и коэффициента k , 

TTT trtttytw )](),(),(),([)( 21 ζζ=  – вектор регрессии, 1
1

−ℜ∈ nζ , mℜ∈2ζ  – 
векторы состояния фильтров, описываемые уравнениями 

,0)0(
),()()(

1

0111

=
+=

ζ
ζζ tybtFt

     
,0)0(

),()()(

2

0222

=
+=

ζ
ζζ tvbtFt

           (1.13) 

где )1()1(
1

−×−ℜ∈ nnF , mmF ×ℜ∈2  – матрицы в форме Фробениуса с 
характеристическими многочленами )()( λλ mRT  и )(λmR  соответственно, 

Tb ]1,0,...,0[0 = . 
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Выберем управляющее воздействие )(tv  в виде 
)()()( twtctv T= ,     (1.14) 

где )(1 tc  – вектор настраиваемых параметров. Тогда уравнение ошибки 
)()()(1 tytyte m−= , с учетом (1.13), примет вид 

( ) )()()( 01 twctc
ap

kte T

m

−
+

= .   (1.15) 

Теорема 1.1. Пусть выполнены условия предположений 1.1 и полином 
)(λT  – гурвицев порядка 1−γ . Тогда существуют числа 0>ρ  и 0>α  

такие, что алгоритм адаптации 
)()()()()( 2

11 tctetwtetc αρ −−= ,    (1.16) 
с фильтрами (1.13) и законом управления (1.10), (1.14) обеспечивают 
выполнение целевого условия (1.9) и все сигналы в замкнутой системе 
являются ограниченными. 

Доказательство теоремы 1.1. Рассмотрим функцию Ляпунова вида 

))(())(()()( 00
1

2
111 ctcctcktehtV T −−+=

ρ
, 

где 01 >h , 11ρρ h= , 01 >ρ , и вычислим полную производную по времени 
от функции )(1 tV  в силу уравнений (2.10) и (2.11) 

ϕ
ρ
α

11
2
10

1

2
111 2)(22 kehcecckehaV T

m +−−−< ,   (1.17) 

Воспользуемся оценкой ϕδδϕ 1
1

2
1

2
1111 )(2 −+≤ khekhe , 01 >δ  и 

тождеством 2

0000 )()()()(2 ccccccctccc TTT +−−−−=−− , тогда для (1.17) 
получим 

1

22
1

1

2

0
1

1
2
11

)(
)2(

δ
ϕ

δ
ρ
α kh

ckhaeV m +−−−< .   (1.18) 

Выбрав 1h  и α  из условия 01

2

0
1

1 >−− δ
ρ
α ckham , целевое неравенство 

(1.9) будет выполнено. Если известны максимальные значения величин 
)(tϕ  и 0c , то выбором чисел 1h , 1δ  можно получить заданное значение 

1∆  в целевом условии (1.9). Теперь необходимо показать, что все 
переменные в (1.15) являются ограниченными функциями. 

Так как матрицы 1F , 2F  – гурвицевы и принимая во внимание условия 
предположений, из неравенства (1.18) следует, что 20 )())(( δ→− twctс T  
при ∞→t , где 2δ  – малое число. Значит, векторы 1ζ  и 3ζ  ограниченны. 

Рассмотрим второе уравнение фильтра (1.13) 
+−++= wccbbF TT )()( 010201022 ζςζ  
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)( 03020 r
k
kyb m

y
T +++ θςς , 

где неизвестные 01ς , 02ς , 03ς  получены при соответствующем разложении 

полиномов, т.е. ],,,[ 0302010 k
kc mT ςςς= . Матрица TbF 0102 ς+  имеет 

характеристический многочлен )(λR , который в соответствии с 
предположением 1.1.3 гурвицев, значит )(2 tζ  – ограниченный вектор, 
откуда следует, что вектор )(tw  также ограничен. Из функции Ляпунова 1V  
и изложенного выше, следует ограниченность векторов )(1 tw  и )(1 tc . Это 
значит, что, если система начинает работать из некоторой области 
начальных значений 0Ω , то существует область 

{ }43211 )(,)(,)(,)(:)(),(),(),(),( ktcktwktcktwtctwtctwte <<<<=Ω   
с некоторой областью притяжения 1Ω , для которой справедливо целевое 
условие (1.9). 

В виду отсутствия информации о производных входного и выходного 
сигналов, в силу предположения 2.1, сформируем закон управления 
следующим образом 

)(ˆ)()( tvpTtu χ= ,       )()()( twtctv T= ,  (1.19) 
где 0>χ  – коэффициент, предназначенный для повышения точности 
слежения выхода объекта (1.7) за эталонным сигналом (1.8). Для оценки 
переменной )(tv  и ее производных воспользуемся любым из известных 
наблюдателей. Возьмем наблюдатель, предложенный в [24], и описанный 
уравнениями 

( ) )()(ˆ,)()(ˆ)()( 00 tLtvtvtvDtGt ξξξ =−+= .   (1.20) 

В (1.20): 1)( −ℜ∈ γξ t , 







= −

00
0 2

0
γI

G , [ ]T1
1

2
2

1
10 ,...,, +−

−
−−−= γ

γ µµµ dddD , 

причем 121 ,...,, −γddd  выбираются из условия гурвицевости матрицы 
DLGG −= 0 , [ ]T1210 ,...,, −= γdddD , 0>µ  – достаточно малое число, 

[ ]0,...,0,1=L  – матрица соответствующей размерности. 
Для оценки точности наблюдения (γ – 1)-производных сигнала )(tv  

введем вектор ))()(()( 1 ttГt θξη −= − , где { }1,,...,,diag 32 µµµ γγ −−= uГ , 
( )[ ]T1 )(,...),(),()( tvtvtvt −= γθ  . Продифференцировав )(tη  с учетом (1.20), 

получим 
)()()( )(1 tvbtGt γηµη += − , )()( 2 tLt ηµγ −=∆ , 

где [ ]T1,0...,,0=b . Преобразуем предпоследнее уравнение в эквивалентное 
относительно выхода )(t∆ : 

)()()( 2
1 tvbtGt  += − ηµη , )()( 2 tLt ηµγ −=∆ .   (1.21) 
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Здесь )()()( )1(1 tvtt ii
ii

−−+−= γµηη , 1...,,2 −= γi , )()( 11 tt ηη = , 
[ ]T2 0,...,0,γµ −=b . 
Преобразуем уравнение (1.15) с учетом (1.21) 

( ) )()()()()( 1
2

2011 tLktwctckteate T
m ηχµχ γ −+−+−= .  (1.22) 

Структурная схема модифицированного алгоритма адаптации 
высокого порядка приведена на рисунке 1.1. 

 

 
Рисунок 1.1 – Схема адаптивного управления без использования 

предиктора 
 

Теорема 1.2. Пусть выполнены предположения 1.1 и полином )(λT  – 
гурвицев порядка 1−γ . То существует число 0µ  и алгоритм адаптации 
вида (1.16) такие, что при 0µµ ≤ , 0>ρ  и 0>α  система управления 
(1.13), (1.14), (1.19), (1.20) обеспечивает выполнение целевого условия (1.9). 

Доказательство теоремы 1.2. Запишем уравнения (1.21) и (1.22) в 
виде 

( )
),()()(

),()()()()(

121

2
2011

tvLtGt

thktwctckteate
T

T
m





µηηµ

ηχµχ γ

+=

+−+−= −

 (1.23) 

где µµµ == 21 . И воспользуемся леммой [7]. 
Лемма 1.1 [3]. Если динамическая система описывается уравнением 

),),(()( 21 µµtxftx = , ntx ℜ∈)( , 01 >µ , 0, 2 >µ ,  (1.24) 
где ),,( 21 µµxf  – непрерывная функция, липшецева по x , и при 02 =µ  
имеет ограниченную замкнутую область диссипативности 

{ }CxPxx ≤=Ω )(: ,     (1.25) 
где )(xP  – непрерывная, кусочно-гладкая, положительно определенная 
функция в nℜ , такая, что при некоторых 01 >C  и 00 >µ  выполнено 

11

T

,
)0,,(,)(sup

021

Cxf
x
xP

−≤





∂
∂

≤

µ
µµµ

, при CxP =)( .  (1.26) 

Объект 

Алгоритм 
адаптации 

Наблюдатель 

)(ty

)(tξ

)(tu

 
Филь-

тры 

Эталонная 
модель 

)(tr )(tym

Закон 
управления 

)(tu
)(te

)( htw −

)(tc

)(tv
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То для всех достаточно малых 01 µµ ≤  и 02 µµ ≤  множество (1.25) 
остается областью диссипативности системы (1.24). 

Возьмем функцию Ляпунова для второго уравнения (1.23) в виде 
)()()(2 tNttV T ηη= , тогда, взяв производную по времени, получим 

)()(1)(
1

2 tQttV T ηη
µ

−=  при 02 =µ . 

Таким образом при 02 =µ  система (1.23) асимптотически устойчива. 
Однако область притяжения может оказаться другой, поэтому рассмотрим 
функцию )(xP  

),()()()(

)()())(())(()(

222

11100
2
12

tNttRt

tRtctcctcktehP

TT

TT

ηηζζ

ζζ
ρ

++

++−−+=
 (1.27) 

где 02 >h , 1R , 2R , N  – положительно-определенные симметричные 
матрицы. Выберем число C  в (1.25) так, чтобы ограниченная замкнутая 
поверхность CxP =)( , где ],,,[)( 2111

TTTT etx ζζη= , находилась в области Ω  
по переменным )(1 tx , а поскольку множество притяжения 1Ω  лежит в 
открытой области CxV <)( 1  и система диссипативна, то переменные )(1 tx  
будут стремится к области притяжения 1Ω , а следовательно существует 
число 1C , для которого выполнено (1.25) и (1.26). И только переменные 

)(tη  и их скорость сходимости к нулю зависят от выбора  1µ . Таким 
образом, в соответствии с леммой 1.1, существует число 00 >µ  такое, что 
при 0µµ <  областью диссипативности системы (1.23) остается область Ω . 

Пусть в (1.23) 021 µµµ == . Будем считать, что движение системы 
начинается в начальном множестве начальных условий 0Ω , а 
следовательно все траектории системы будут находится в области 
диссипативности Ω . 

Рассмотрим функцию Ляпунова )(),( 2011 ηVcceVV +−=  для замкнутой 
системы вида 

))(())(()()()()( 00
1

2
11 ctcctcktNttehtV TT −−++=

ρ
ηη . 

Вычислим полную производную от нее на траекториях системы (1.23) 
( )

( ) ( ) ( ).212

2222

0
10

1

111
1

011011
2
11

ccckNGNGwcwcNL

kheLhewcchkeehaV

TTTTTTT

T
m

−+++++

+++−+−= −





ρ
η

µ
ηη

ϕηµχχ γ

 (1.28) 

Воспользуемся следующими оценками: 
ηµχηµχ γγ 1

01111
1

011 22 −− ≤ TLLeLhe , 

01 2)(2 KwcwcNL TTT ηη ≤+  , где )( 321410 kkkkNLK += . 
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Последняя оценка следует из ограниченности вектора регрессии, 
функции ϕ , вектора настраиваемых параметров, а также их производных. 

Подставив все оценки в (1.28), получим 

+−−−−−−≤ 2
00

0

2

0
1

2

0
1

1
2
1 )1()(1)( KtckhaeV m µη

µ
η

µ
δ

ρ
α  

1

22
12

0

1
0111

2
11

2
00

)(
)12(

δ
ϕ

η
µ

ηµχµ γ kh
LLeeahK T ++−−+ − . 

Выбрав 12
1

1
20 )( −< γ

χ
µ

h
am , имеем 

1

22
12

00
2
12

2

0
1

1

)(
)(

δ
ϕ

µδ
ρ
α kh

KeckhaV m ++−−−≤ . 

Видно, что меняя 1h , 1ρ  и 1δ  можно варьировать величиной 1∆  в 
целевом условии (1.9). 

 
1.4 Метод вспомогательного контура 

Опишем алгоритм управления, предложенный в [20]. 
Постановка задачи. Рассмотрим стационарный линейный объект 

управления, динамические процессы в котором описываются 
дифференциальным уравнением 

)()()()()()( tfpFtupRtypQ += , i
i yyp =)0( , 1...,,1,0 −= ni , (1.29) 

где ℜ∈)(ty , ℜ∈)(tu  и ℜ∈)(tf  имеют тот же смысл, что и в (1.1), )( pQ , 
)( pR , )( pF  – линейные дифференциальные операторы с неизвестными 

коэффициентами.  
Качество переходных процессов по выходу определим эталонной 

моделью (1.2). 
Предположения 1.2. 
1. Коэффициенты операторов )( pQ , )( pR , )( pF , их порядки 

npQ =)(deg , mpR =)(deg , npF =)(deg  и относительная степень 
1≥−= mnγ  зависят от некоторого вектора неизвестных параметров 

Ξ∈ϑ , где Ξ  – известное множество. Коэффициенты при старших 
степенях операторов )( pQ  и )( pR  – положительные числа. 

2. Известна γγ ≥ , γ  – верхняя граница относительной степени γ . 
γ=)(deg pQm . 

3. Объект управления (1.29) минимально-фазовый. 
4. В системе управления доступны измерению только сигналы )(ty  и 
)(tym . 
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Требуется построить систему управления, обеспечивающую 
ограниченность всех сигналов в замкнутой системе и выполнение целевого 
условия (1.9). 

Метод решения. Представим линейные операторы )( pR  и )( pQ  в 
виде сумм )()()( pRpRpR m ∆+= , )()()( pQpQpQ m ∆+= . Поскольку )( pRm  
и )( pQm  – произвольные, то выберем их так, чтобы )()()( 0

1 sQsRsQ mm =− . 
Сформируем ошибку слежения )()()( tytyte m−=  в виде 

)()()()( ttutepQm ϕ+= ,     (1.30) 
где )()()()()()()()()(0 trktfpFtypQtupRtpR m−+∆−∆=ϕ . Для 
регулирования объектом (1.29) зададим закон управления 

)()()( tvpTtu α= .      (1.31) 
Здесь 0>α , )( pT  – линейный дифференциальный оператор порядка 

γ  и такой, что полином )(sT  – гурвицев. Причем, корни полинома )(sT  
являются нулями передаточной функции замкнутой системы. )(tv  – оценка 
сигнала )(tv , )(tv  – вспомогательное управляющее воздействие. 

С учетом (1.31), преобразуем уравнение ошибки (1.30) к виду 
( ))()()()()()( tttvpTtepQm ∆++= αϕα , )()()( ttpT ϕϕ = ,  (1.32) 

где )()()( tvtvt −=∆  – ошибка оценки сигнала )(tv . 
Следуя [100], для выделения внутренних и внешних 

неопределенностей в (1.29) введем вспомогательный контур 
)()()()( tvpTtepQm β= ,     (1.33) 

где 0>β . Тогда, учитывая уравнения (1.32) и (1.33), составим уравнение 
рассогласования )()()( tetet −=ζ  в виде 

( ))()()()()( 1 ttpTtpQm ϕαζ +∆= ,    (1.34) 
где ( ) )()()()()( 1 ttvpTtpT ϕβαϕ +−=  – новая функция возмущения, 
включающая в себя параметрическую и сигнальную неопределенность 
объекта (1.29). 

Зададим закон вспомогательного управляющего воздействия )(tv  в 
виде 

)()()()()( 1
111 ttpTpQtv m ϕβζβ −−− −=−= .    (1.35) 

Разрешив уравнение )()( 1
1 ttv ϕβ −−=  относительно переменной )(tv , 

получим )()()( 11 tpTtv ϕα −−−= . Подставим последний результат в (1.32). 
Тогда уравнение замкнутой системы относительно ошибки слежения 
можно записать как 

)()()()( tpTtepQm ∆= α .    (1.36) 
Для оценки γ -производных сигнала )(tv  воспользуемся 

наблюдателем (1.20). Тогда, принимая во внимание (1.21), преобразуем 
уравнение ошибки (1.36) к виду 
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),()(),()()( 1 tLtetgbtAt m εαµεε γ =∆+= −    (1.37) 
где γε ℜ∈)(t  – вектор состояния (13.37), γγ ×ℜ∈mA  – матрица в форме 
Фробениуса с характеристическим многочленом )(sQm , 

( )[ ]T111 )(,...),(),()( tttt γηηη =∆ , g  – вектор, составленный из коэффициентов 
полинома )(sT . 

На рисунке 1.2 приведена общая схема робастного управления 
линейными объектами. 

Теорема 1.3. Пусть выполнены условия предположений 1.2. Тогда 
существуют числа 0>T  и 00 >µ  такие, что при 0µµ ≤  система 
управления, состоящая из вспомогательного контура (1.33), закона 
управления (1.31) и (1.35), наблюдателя (1.20) обеспечивает выполнение 
целевого условия (1.9). 

 

 
Рисунок 1.2 – Робастное управление структурно неопределенными 

объектами 
 

Доказательство теоремы 1.3. Перепишем уравнения (1.21) и 
(1.37) в виде 

),()()(
),()()(

1
2

21

tgbtAt
tvbtGt

m ∆+=

+=
−γαµεε

µηηµ



    (1.38) 

где µµµ == 21 . Воспользуемся леммой 1.1. Для этого выберем в качестве 
функции )(xP  функцию Ляпунова ( ))(),( ttVV ηε=  в виде 

)()()()( 2
T

1
T tPttPtV ηηεε += ,    (1.39) 

где матрицы 011 >= TPP , 022 >= TPP  определяются из решений уравнений 
111

T QAPPA mm −=+ , 222
T QGPPG −=+ , 0T

11 >= QQ , 0T
22 >= QQ . (1.40) 

Согласно лемме 1.1, рассмотрим вначале систему (1.38) при 02 =µ . 
Это равносильно тому, что закон управления (1.31), (1.35) обеспечивает 
точную компенсацию )(1 tϕ , т.е. )()( tvtv = . 

С учетом (1.40), возьмем от функции (1.39) полную производную по 
времени вдоль траекторий (1.38) при 02 =µ : 

Объект 

)(tf
Закон 

управления 
)(tu

Наблюдатель 
)(ty)(tξ

Вспомогательн
ый контур 

)(ty

)(tζ

Эталонная 
модель 

)(tr )(tym

Вспомогательное 
управление 

)(tv
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)()()()( 2
T1

11
T tQttQtV ηηµεε −−−= .   (1.41) 

Следовательно, 0)(lim =
∞→

t
t

ε  и 0)(lim =
∞→

t
t

η . Тогда из (1.38) и условий 

леммы 2.1 )(t∆  и )(tv  – ограниченные функции. Ограниченность сигналов 
)(typ in− , ni ...,,2,1=  и )(tξ  следует из вышесказанного, уравнений (1.2), 

(1.38) и предположения 3.2.3. 
Рассмотрим уравнение ( ) )()()()()( 1 ttvpTtpT ϕβαϕ +−= . С учетом 

(1.35) и структуры функции )(tϕ , разрешим его относительно переменной 
)(tv : 

)()()()()()()( tfpFtypQtvpRpT +∆=−α .   (1.42) 
Т.к. функции )(typ in− , ni ...,,2,1=  и )(tr  – ограниченные, то из 

предположения 1.2.2 и гурвицевости полинома )(sT  все слагаемые в (1.42) 
ограниченны. Значит из (1.42) ограничена функция )(tv . То есть, в системе 
управления все сигналы ограниченны. 

Однако сохранение области диссипативности не гарантирует 
асимптотическую устойчивость сингулярно-возмущенной системе (1.38). 

Пусть в (1.38) 021 µµµ == . Возьмем снова функцию Ляпунова (1.39). 
С учетом результата (1.41) вычислим полную производную от (1.39) вдоль 
траекторий (1.38) 

).()(2)()(
)()(2)()()(

2
T

02
T1

0

1
T1

01
T

tvbPttQt
tgbPttQttV





ηµηηµ
εαµεε γ

+−

−∆+−=
−

−

(1.43) 

Воспользуемся оценками: 
,)(2)()(2)()(2 21

01
TT

1
T1

01
T1

0 ttPbggbPttgbPt ∆+≤∆ −−− γγγ αµεαεµεαµ  
)(2)()(2)()(2 2

02
T

2
T

02
T

0 tvtPbbPttvbPt  µηηµηµ +≤ , 
{ })()(sup2 222

0 tvt
t

+∆= −γαµψ . 

Принимая во внимание данные неравенства, (1.43) можно оценить 
как: 

ψµηηεε 02
T

1
T )()()()( +−−≤ tRttRtV , 

где 1
T

1
1

011 2 PbggbPQR Tαµγ −−= , 2
T

2
2
022 2 PbbPQR µ−= . Легко видеть, что 

всегда существует число 00 >µ , обеспечивающее выполнение матричных 
неравенств 02 1

T
1

1
01 >− − PbggbPQ Tαµγ  и 02 2

T
2

2
02 >− PbbPQ µ . В этом случае 

оценка производной функции Ляпунова может быть записана в виде 
ψµχ 0+−≤ VV , 

где 








=
)(
)(,

)(
)(min

2max

2min

1max

1min

P
R

P
R

λ
λ

λ
λχ . Решив последнее неравенство, получим 

( ) ψµχ χχ
0

1 1)0()( tt eVetV −−− −+≤ . (1.44) 
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Из (1.44) следует, что ψµχ 0
1)(lim −

∞→
≤tV

t
. Очевидно, что всегда 

существует число 00 >µ , обеспечивающее требуемую величину δ  в 
целевом условии (1.3). Приравняем правую часть (1.44) к δ . Тогда 

( ) ψχµδ χχ 1
0

2 1)0( −−− −+≤ tt eVe . Рассмотрим верхнюю границу последнего
неравенства, заменив его равенством в момент времени Tt = . Тогда 

ψµχδ
ψµχχ

0
2

01 )0(ln
−
−

= − VT . Т.е. по истечении времени Tt =  будет выполнено 

целевое условие (1.9) и все функции в замкнутой системе управления – 
ограниченны. 
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Глава 2 
УПРАВЛЕНИЕ МНОГОСВЯЗНЫМИ ОБЪЕКТАМИ 

 
Задача управления многосвязными системами в условиях 

неопределенности имеет большое теоретическое и прикладное значение и 
является предметом активных исследований. 

Построение принципов управления многосвязными системами можно 
условно разделить на децентрализованное управление – это когда в 
каждом локальном регуляторе используется переменные только с 
соответствующих подсистем, и централизованное управление – когда 
разрешен обмен информацией между локальными подсистемами. 

На сегодняшний день предложено достаточно большое количество 
решений проблемы децентрализованного адаптивного и робастного 
управления многосвязными системами как с полностью измеряемым 
вектором состояния подсистем [4, 19], так и по выходу [12, 17, 19]. Важно 
отметить, что в этих работах при синтезе закона управления не 
учитывается топология связей между подсистемами, что может усложнить 
структуру регулятора и ухудшить качество переходных процессов в 
замкнутой системе, особенно если сложная система состоит из достаточно 
большого количества объектов. 

В [12] рассмотрено решение задачи адаптивного управления 
многосвязным объектом с запаздыванием по управлению. Проблема 
решена с использованием метода расширенной ошибки. 

В [12] предложено субоптимальное управление многосвязными 
объектами с использованием метода вложения систем. 

В [19] решена задача робастного децентрализованного управления по 
выходу многосвязными системами, математические модели подсистем 
которых описываются сингулярно-возмущенными дифференциальными 
уравнениями. Определено условие на малый параметр в моделях 
подсистем, при котором система может быть работоспособной. 
 

2.1 Адаптивное управление многосвязными объектами 
 

Вначале рассмотрим получение способов адаптивного управления 
линейными многосвязными объектами. 
 

 
2.1.1 Линейные многосвязные объекты 

 
Постановка задачи. Имеется взаимосвязная линейная стационарная 

система, динамические процессы в локальных подсистемах которой 
описываются уравнениями 
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....,,2,1,1...,,1,0,)0(

,)()()()()()()()(

0

,1 ,1

σ

σ κ

=−==

++= ∑ ∑
≠= ≠=

inlyyp

tupRtypQtupRktypQ

iii
l

jij jij
jijjijiiiii   (2.1) 

где ℜ∈)(tui  – управляющее воздействие в i -й подсистеме, ℜ∈)(tyi  –
регулируемая переменная i -й подсистемы, )( pQi , )( pRi , )( pQij , )( pRij  – 
стационарные дифференциальные операторы, 0>ik  – высокочастотный 
коэффициент усиления, 0iy  – неизвестные начальные условия, σ – 
количество локальных подсистем. 

Требуемое качество переходных процессов в подсистемах задается 
уравнениями локальных эталонных моделей 

....,,2,1),()()()( σ== itrpRktypQ imimimimi   (2.2) 
Здесь ℜ∈)(tymi  – выход эталонной модели, ℜ∈)(tri  – ограниченное 
задающее воздействие, )( pQmi  и )( pRmi  – линейные дифференциальные 
операторы с известными коэффициентами, 0>mik  – известный 
коэффициент. 

Предположения 2.1. 
1. Коэффициенты операторов )( pQi , )( pRi , )( pQij , )( pRij , их 

порядки ii npQ =)(deg , ii mpR =)(deg , iijij nnpQ <=)(deg , 

iijij mmpR <=)(deg , коэффициент 0>ik  – неизвестные числа, которые 
зависят от вектора неизвестных параметров Ξ∈ϑ , где Ξ  – известное 
множество возможных значений. 

2. Известны верхние границы порядков характеристических 
многочленов (2.1) и их относительные степени, т.е. ii nn ≥  и ii γγ ≥ , где 

1≥−= iii mnγ . 
3. )(sRi  и )(sRij  – гурвицевы, то есть решение 

0)()()()(
,1

=+ ∑
≠=

κ

jij
jijii tupRtupR , σ...,,2,1=i  асимптотически устойчиво. 

2. В системе управления доступны измерению только сигналы )(tyi , 
)(tymi  и )(tri . 
Требуется спроектировать систему управления, обеспечивающую 

выполнение целевого условия 
δ<−

∞→
)()(lim tyty miit

 Ξ∈∀ϑ .    (2.3) 
При этом все сигналы в системах управления должны быть 
ограниченными. 

Метод решения. Для получения передаточной функции обобщенно 
настраиваемого объекта управления, как у эталонной модели (2.2), 
представим операторы )( pRi , )( pQi  в виде следующих сумм: 
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)()()( 0 pRpRpR iii ∆+= ,  )()()( 0 pQpQpQ iii ∆+= ,  (2.4) 
где )(0 pR i  и )(0 pQ i  – произвольные линейные дифференциальные 

операторы порядков iin γ−  и in  соответственно, [ ]T1T
01 ,...,,1)( −=∆ in

ii pppR ς , 

i01ς  – вектор, составленный из коэффициентов оператора )()( 0 pRpR ii − , и 
такой, что всегда выполнено первое разложение (2.4). Так, если 1−= ii nm , 
то вектор i01ς  полный, если 2−< ii nm , то [ ]0,...,0,T

0
T
01 kii ςς = , im

ki ℜ∈0ς  – 
ненулевой вектор. ii npQ =∆ )(deg . Оператор )( pQi∆  является разностью 

)()( 0 pQpQ ii −  и ii npQ ≤∆ )(deg . Относительно структуры )( pRi∆  можно 
сказать, что если iii nm γ−< , то iii npR γ−=∆ )(deg ; если iii nm γ−= , то 

iii npR γ−≤∆ )(deg ; если iii nm γ−> , то ii mpR =∆ )(deg . Т.е. всегда 
существует вектор i01ς , обеспечивающий справедливость разложения 
оператора )( pRi . Относительно оператора )( pQi∆  можно сказать, что если 

)(deg)(deg 0 pQpQ ii < , то )(deg)(deg 0 pQpQ ii =∆ , если 
)(deg)(deg 0 pQpQ ii = , то 1)(deg −≤∆ ii npQ . 

Поскольку )(0 pR i  и )(0 pQ i  – произвольные, то выберем 
)()(0 pRpR mii =  и )()(0 pQpQ mii = . Тогда, учитывая (2.4), уравнение (2.1) 

преобразуем к виду 

.)(
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)(
)(
)()(

)(
)()(

)(
)()(

,1 ,1




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



−

∆
−

∆
+=

∑ ∑
≠= ≠=

σ κ

jij jij
j

mii
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j
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i
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i
i
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i
i

mi

mi
ii

tu
pRk

pR
ty

pRk
pQ

ty
pRk
pQtu

pR
pRtu

pQ
pRkty

  (2.5) 

Зададим законы управления в форме 
)()()( tvpTtu iii = , )()()( T twtctv iii = , σ...,,2,1=i    (2.6) 

Здесь )( pTi  – линейный дифференциальный оператор порядка iγ , такой, 
что полином )(sTi  – гурвицев, )(tvi  – оценка некоторого вспомогательного 
управляющего воздействия )(tv , )(tci  – вектор настраиваемых параметров, 

[ ]T
,...,,2,1,...,,2,1

TT

,...,,2,1

TT )(,)(,)(),(),(,)(),()( tvtyttyttttw rijiijjiiyijiyijijuijuii ≠=≠=≠=
=

σσκ
ζζζζ

 – вектор регрессии, составленный с помощью фильтров 

.0)0(),()(),()()(

,0)0(),()()(

,0)0(),()()(

,0)0(),()()(

,0)0(),()()(

2

1

1

1

1

==+=

=+=

=+=

=+=

=+=

ririiriiriiri

yjjiyijiyij

yiiiyiiyi

ujjiuijiuij

uiiiuiiui

tLtvtbrtFt

tybtFt

tybtFt

tubtFt
tubtFt

ζζζζ

ζζζ

ζζζ

ζζζ

ζζζ











  (2.7) 
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В уравнениях (2.7): in
ui t ℜ∈)(ζ , in

uij t ℜ∈)(ζ , in
yi t ℜ∈)(ζ , in

yij t ℜ∈)(ζ , 
itri
γζ ℜ∈)(  – векторы состояния фильтров, ii nn

iF ×ℜ∈1 , iiF γγ ×ℜ∈2  – 
числовые матрицы в форме Фробениуса с характеристическими 
многочленами )()( sTsR imi  и )(sTi  соответственно, [ ]T1,0,...,0=ib , 

[ ]0,...,0,1=iL . 
Принимая во внимание (2.2), (2.5) и (2.7) составим уравнение ошибки 

)()()( tytyte miii −=  в виде 
( ) )()()()( T

0 tktwctckte iiiiiii ε+−= ,    (2.8) 

где [ ]T1

,...,,2,103,...,,2,1

T
0203

T
02,...,,2,1

T
01

T
010 ,,,,,, miijiiijjiiijiijijijii kkc −

≠=≠=≠=
−=

σσκ
ςςςςςς  – 

вектор неизвестных параметров такие, что 
[ ]

jii

-n
ijiji

is...,s,,sRk
≠=

− =
,...,,2,1

T1T
01

1 1)(
κ

ς , 

[ ]T1T
0203

1 1)()()( -n
iiimiii

is...,s,,sTsRsQk ςς +=∆− , +=−
ijimiiji sTsRsQk 03

1 )()()( ς  

[ ]
jii

-n
ij

is...,s,,
≠=

+
,...,,2,1

T1T
02 1

σ
ς . 

Для реализации законов управления (2.6) воспользуемся 
наблюдателями [24]: 

))()(()()( 00 tvtvDtGt iiiiii −+= ξξ , )()( tLtv iii ξ= , σ...,,2,1=i .  (2.9) 

Здесь iti
γξ ℜ∈)( , 








= −

00
0 1

0
i

I
G i

γ , 
T

2
21

0 ,...,, 







−=

i

i
dddD ii

i γ

γ

µµµ
, причем 

i
dd i γ,...,1  выбираются из условия гурвицевости матрицы iiii LDGG −= 0 , 

где [ ]T21 ,...,,
i

dddD ii γ= , µ  – достаточно малая величина. 
Введем в рассмотрение вектор отклонений ))()(()( 1 ttÃt iiii θξη −= − , где 

{ }1,...,, 21 −−= iidiagÃi
γγ µµ , [ ]T)( )(,...),(),()( tvtvtvt i

iii
γθ = . 

Продифференцировав вектор отклонений )(tiη  по времени с учетом 
уравнения (2.9), получим 

)()()( )1(1 tvbtGt i
iiiii

+− += γηµη ,  )()()()( 1 tLtvtvt iiiii
i ηµε γ −=−= . 

Преобразуем предпоследнее уравнение в эквивалентное относительно 
выхода )(tiε  

)()()( 1 tvbtGt iiiii  += − ηµη , )()( 1 tLt iii
i ηµε γ −= .   (2.10) 

где )()()( )1(1 tvtt jj
ii

i −−+−= γµηη , ij γ...,,3,2= , )()( 11 tt ii ηη = , [ ]T1 0,...,0,i
ib γµ −=

. Данные уравнения эквивалентны относительно переменных )()( 11 tt ii ηη =  
в виду того, что являются различными векторно-матричными формами 
записи уравнения [ ][ ] )()(,11,...,, 1

TT1 tvptDpp iii
iii γγγ η =− . 

Принимая во внимание уравнения (2.10), преобразуем (2.8) к виду 
( ) )()()()( 1T

0 tLktwctckte iiiiiiii
i ηµγ −+−= .   (2.11) 
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На рисунке 2.1 приведена общая структурная схема адаптивного 
управления структурно неопределенными многосвязными объектами. 

 

 
Рисунок 2.1 – Схема адаптивного управления структурно 

неопределенными объектами 
 

Т е о р е м а  2 . 1 .  Пусть выполнены условия предположений 2.1. Тогда 
существуют числа 0>α  и 00 >µ  такие, что при 0µµ ≤  система 
управления, состоящая из законов управления (2.6), фильтров (2.7), 
наблюдателей (2.9) и алгоритмов адаптации 

)()(
)()(1

)( T tetw
twtw

tc ii
ii

i
i +

−=
α

 , σ...,,2,1=i ,  (2.12) 

обеспечивает выполнение целевого условия (2.3) и ограниченность всех 
сигналов в замкнутой системе. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2 . 1 .  Перепишем уравнения (2.10) 
и (2.11) в виде 

),()()(
),()())(()(

21

2
2

T
0

tvbtGt
tLktwctckte

iiiii

iiiiiiii
i

 µηηµ

ηµγ

+=

+−= −

   (2.13) 

где µµµ == 21 . И воспользуемся леммой 1.1. 
Выберем функцию Ляпунова для уравнений (2.13) в виде 

( ) ( )
σσ

η
...,,2,12...,,2,11 )()(

==
+=

iiii tVtcVV ,    (2.14) 

где ( ) ( ) ( )∑
=

=
−−=

σ

σ
1

0
T

0...,,2,11 )()()(
i

iiiiii ctcctctcV , ( ) ∑
=

=
=

σ

σ
ηηη

1

T
...,,2,12 )()()(

i
iiiii tPttV , 

матрица 0T >= ii PP  определяется из решения уравнения iiiii QGPPG −=+T , 
0T >= ii QQ . Возьмем от функции V  полную производную по времени 

вдоль траекторий (2.12) и (2.13) при 02 =µ : 

Объект 

Алгоритм 
адаптации 

Наблюдатель Филь-
тры 

)(tym

Закон 
управления 

Эталонная 
модель 

i-я локальная подсистема 

)(tyi )(tei

)(tri

)(twi

)(tci

)(tvi

)(tiξ

)(tui

ijjtu j ≠= ,...,,1),( κ

ijjty j ≠= ,...,,1),( σ
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  (2.15) 

Следовательно, )(tci , ic0  и )(tiη  ограничены. Из (2.15) следует, что 
)(tci  ограничен и причем  0)(lim =

∞→
tcit

 . Покажем теперь, что 0)( →tei  при 

∞→t . Т.к. ( ) 0)(
...,,2,11 ≤

= σii tcV , то ( ) ( ) ∞<∞=
==∞→ σσ ...,,2,11...,,2,11 )()(lim

iiiit
cVtcV . С 

учетом этого, рассмотрим следующий несобственный интеграл 
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σσ

σ
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i ii

ii

cVcV

dttcVdt
twtw

te 
 

Значит, 0
)()(1

)(2lim T

2

=
+∞→ twtw

te

ii

ii

t

α  σ...,,2,1=∀i , откуда следует 2)( Ltei ∈ , а 

из (2.13) при 02 =µ  имеем ( ) 2
T

0 )()( Ltwctc iii ∈− . Тогда, в силу 
ограниченности )(tri  и )(tymi , функция )(tyi  вместе с вектор-функциями 

)(tyiζ  и )(triζ  также ограничены. 
Далее, рассмотрим уравнение 

( ) ( ) ( ))()()()()()(

)()()(
1

03
T
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T
00

T
013

3

trkktytbtwctcbtbF

tvbtFt

iimiiiyiiiiiiiviiii

iiviivi

−+++−++=

=+=

ςζςζς

ζζ
 

где iin
vi t γζ −ℜ∈)( , ( ) ( )iiii nn

iF γγ −×−ℜ∈3  – матрица в форме Фробениуса с 
характеристическим многочленом )(sRmi . Матрицы T

013 iii bF ς+ , σ...,,2,1=i  
имеют характеристические многочлены )(sRi , которые в соответствии с 
предположением 2.1.3 гурвицевы, значит и )(tviζ , σ...,,2,1=i  – 
ограниченные векторы. А т.к. )()(( ttpT uivii ζζ = , то из гурвицевости )(sTi  
следует, что )(tuiζ  также ограничен. Аналогично показывается и 
ограниченность векторов )(tuijζ . Т.е. весь вектор )(twi  ограничен. Из (2.7) 
следует ограниченность )(twi . 

Таким образом, при 02 =µ  получаем асимптотически устойчивую 
систему уравнений (2.13). 

Согласно лемме 1.1, выберем в качестве функции )(xP  функцию 
Ляпунова в виде 

( ) ( )[
],)()()()()()()()(

)()()()()()(

3
T

2
T

2
T

1
T

1
1

TT
0

T
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tHttHttHttHt

tHttPtctcctcP

riiriuijijuijuiiuiyijijyij

i
yiiyiiiiiiii

ζζζζζζζζ

ζζηη
σ

++++

+++−−= ∑
=  
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где 0T
11 >= ii HH , 0T

22 >= ii HH , 0T
11 >= ijij HH , 0T

22 >= ijij HH  и 0T
33 >= ii HH . 

Выберем C  в (2.25) так, чтобы ограниченная замкнутая поверхность 
CxP =)( , где [ ]

σ
ζζζη

...,,2,1

TTTTTT ,,,,
=

=
i

riuiyiiicx , находилась в области Ω  по 

переменным x . Дальнейшие выводы о дисипативности системы 
управления аналогичны выводам в доказательстве теоремы 2.2. Таким 
образом, в соответствии с леммой 1.1 существует 00 >µ  такое, что при 

0µµ <  область диссипативности системы (2.6), (2.7), (2.9) и (2.12) остается 
Ω . Однако, сохранение области диссипативност и не гарантирует, что 
множество притяжения xΩ  в сингулярно возмущенной системе останется 
тем же. 

Пусть в (2.13) 021 µµµ == . Возьмем снова функцию Ляпунова (2.14) и 
вычислим теперь полную производную по времени от нее вдоль 
траекторий (2.12) и (2.13) с учетом результата (2.15) 

∑
=

−








+−

+
−=

σ

ηηηµα
1

TT1
T

2

)()(2)()(
)()(1

)(2
i

iiiiiii
ii

ii tvbHttQt
twtw

teV  .  (2.16) 

Рассмотрим оценку 
iiiiiiiiiii tPbbPttvbPt ψµηηµη 0

TT1
0

T 2)()(2)()(2 +≤ − , где { })(sup 2 tvi
t

i =ψ . 

Тогда, с учетом оценки производную функции Ляпунова (2.16) перепишем 
в виде 

( )∑
=

−−








+−−

+
−≤

σ

ψµηµηµα
1

0
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0
T1

0T

2

2)(2)(
)()(1

)(2
i

iiiiiiii
ii

ii tPbbPQt
twtw

teV , (2.17) 

Обозначим iiiiii PbbPQR T1
02 −−= µ . Очевидно, что существует такое 

число 0µ , что 0>iR . Причем из (2.17) видно, что уменьшением числа µ0 
уменьшается значение δ в целевом условии (2.3). 

Пример 2.1. Рассмотрим линейный двусвязный объект управления 
(2.1) в виде 

( ) ( )
( ) .2,1),()(

)()(

01
2

2

2101
2

2
3

3
4

4

=++++

++=++++

ituhtylplpl
turprktyqpqpqpqpq

jjjiii

iiiiiiiiii  (2.18) 

Параметры объекта и степени операторов считаются неизвестными. 
Класс неопределенности Ξ  задан неравенствами: 100 4 ≤≤ iq , 100 3 ≤< iq , 

102 ≤iq , 101 ≤iq , 100 ≤iq , 30 1 ≤≤ ir , 30 2 ≤< ir , 50 ≤< ik , 2≤jil , j = 0, 1, 2, 
10 ≤< jh . 

Анализируя класс неопределенности можно сказать, что порядки 
операторов )( pQi  могут принимать значения 3 и 4, а порядки операторов 

)( pRi  могут принимать значения 0 и 1. 
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Пусть 4=in  и 4=iγ  – верхние оценки степеней характеристических 
многочленов и относительных степеней локальных подсистем. Тогда 

4)(deg =pQmi , 0)(deg =pRm . Уравнение эталонной модели зададим в виде 
( ) )()(1 4 trtyp imi =+ ,   2,1=i ,    (2.19) 

где 1=mik , 1)( =pRmi  и tttr sin25,0sin2)(1 ++=  и tttr 5,1sin1,1sin1)(2 ++= . 
Пусть ( )41)( += ppTi , тогда фильтры (2.7) примут вид: 
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( ) ).()(1 trtvp iri =+  
Наблюдатель сформируем в соответствии с (2.9) в виде: 
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где [ ] [ ]TT
4321 625,500,150,20,,, == ddddDi , 01,0=µ . 

Закон управления (2.6) и алгоритмы адаптации (2.12) сформируем в 
виде 

( ) ,2,1),()()()(1)(),()()(

),()(4)(6)(4)()(
1TT

44321

=+−==

++++=
− itetwtwtwtctwtctv

ttttttu
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iiiiii
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ξξξξξ


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 (2.22) 

при 100=iα . 
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На рисунке 2.2 приведены результаты компьютерного моделирования 
по ошибкам )(tei , i = 1, 2 при следующих параметрах в объекте (2.18): 

– в первой локальной подсистеме 1)0()0()0( 111 === yyy   (остальные 
начальные условия в системе управления нулевые), 21 =k , 041 =q , 131 =q , 

5011121 −=== qqq , 12111 == rr , 1011121 === lll , 11 =h ; 
– во второй локальной подсистеме 5,0)0()0()0()0( 2222 ==== yyyy   

(остальные начальные условия в системе управления нулевые), 12 =k , 
142 =q , 232 =q , 3021222 −=== qqq , 012 =r , 122 =r , 5,0021222 === lll , 5,02 =h . 
Очевидно, что в (2.18) 3)(deg 1 =pQ , 1)(deg 1 =pR  и  4)(deg 2 =pQ , 

0)(deg 2 =pR . Т.е. параметрическая и структурная неопределенность (2.18) 
практически не влияет на результаты переходных процессов. 

 

 
 

 
Рисунок 2.2 – Переходные процессы по )(tei , 2,1=i  

 
2.1.2 Нелинейные многосвязные объекты с запаздыванием по состоянию 

 
Постановка задачи. Рассмотрим класс нелинейных систем, 

динамические процессы в которых описывается системой 
дифференциальных уравнений 
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где ℜ∈)(tui , ℜ∈)(tyi , )( pQi , )( pRi , )( pQij , )( pRij , 0>ik , 0iy , σ – имеют 
тот же смысл, что и в (2.1), )( pNi  – линейный дифференциальный 
оператор, ii npN <)(deg , и ( ))(, iiii tyy τ−Ψ  – гладкая липшицева функция 
по переменным )(tyi , )( ii ty τ− , 0>iτ  – известное время запаздывания. 

Требуется спроектировать систему управления, обеспечивающую 
выполнение целевого условия (2.3) для объектов класса (2.23). 

Метод решения. Воспользуемся разложением (2.4). Тогда, уравнение 
(2.23) преобразуется к виду 
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 (2.24) 
Зададим закон управления u(t) в виде (2.6). Принимая во внимание 

(2.2), (2.24) и выбрав )(sQmi , )(sRmi  и )(sTi  такими, что 1)()()( 1 =− sQsTsR miimi

, сформируем функцию ошибки слежения )()()( tytyte miii −=  в виде 
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 (2.25) 

Здесь )()()( tvtvt iii −=ε . Согласно структуре (2.25), введем фильтры 
(2.7) и дополнительный фильтр 

( ) 0)0(,)(,)()( 1 =−Ψ+= ΨΨΨ iiiiiiiii tyybtFt ζτζζ .  (2.26) 
где in

i t ℜ∈Ψ )(ζ . Остальные матрицы и векторы такие же, как и в (2.7). С 
учетом фильтров (2.7) и (2.26) сформируем вектор регрессии для 
уравнения (2.25) как 

[ ),(,)(),(,)(),(,)(),()( T

,...,,2,1,...,,2,1

TT

,...,,2,1

TT ttytytttttw i
jii

jijiiyijyijijuijuii Ψ
≠=≠=≠=

= ζζζζζ
σσκ

. ]T)(tvri . Тогда, уравнение (2.25) можно переписать в виде 
( ) )()()()( T

0 tktwctvkte iiiiiii ε+−= ,   (2.27) 

где [ ]T1T
04,...,,2,10303,...,,2,1

T
02

T
02,...,,2,1

T
01

T
010 ,,,,,,, miiijiiijijiiijijijijii kkc −

≠=≠=≠=
−= ςςςςςςς

σσκ
 – 

вектор неизвестных параметров, i01ς , ij01ς , i02ς , ij02ς  i03ς , ij03ς  такие же, как и 

в п. 2.1.1, [ ]T1T
04

1 1)( -n
iii

is...,s,,pRk ς=− . 

34 



Для реализации закона управления (2.6) введем наблюдатель (2.9). 
Т.к. структуры (2.8) и (2.27) подобны (отличаются только формированием 
вектора регрессии )(twi ), то с учетом результата (2.10) модель ошибки 
преобразуется к виду (2.11). 

Т е о р е м а  2 . 2 .  Пусть выполнены условия предположений 2.1 и 
дополнительные условия, наложенные на объект (2.23). Тогда, 
существуют числа 0>iα  и 0µ  такие, что при 0µµ ≤  система 
управления, состоящая из фильтров (2.7) и (2.26), закона управления (2.6), 
наблюдателя (2.9) и алгоритма адаптации (2.12) обеспечивает 
выполнение условия (2.3) и ограниченность всех сигналов в замкнутой 
системе. 

Отметим еще раз, что системы управления, предложенные в п. 2.1.1 и 
2.2.2, отличаются только формированием вектора регрессии )(twi . 
Поэтому доказательство теоремы 2.2. аналогично доказательству теоремы 
2.1. 

Пример 2.2. Пусть задан нелинейный объект управления (2.23), 
описываемый уравнением 
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τ
  (2.28) 

где ( ) ( ) )(sin2)(1ln)(, 2
iiiiiii tytytyy ττ −++=−Ψ . Параметры объекта и 

степени операторов считаются неизвестными. Класс неопределенности Ξ  
задан неравенствами, как в примере 2.1. 

Пусть 4=in  и 4=iγ . Эталонную модель определим уравнением 
(2.19). 

Зададим ( )41)( += ppTi  и сформируем фильтры (2.7) в виде (2.20) и 
дополнительный фильтр (2.26) в виде 
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Наблюдатель (2.9) сформируем в виде (2.21). Закон управления и 
алгоритмы адаптации в форме (2.22). 

На рисунке 2.3 приведены графики переходных процессов по ошибкам 
)(tei , i = 1, 2 при параметрах в локальных подсистемах (2.28), таких же, 

как и в примере 2.1, где дополнительно τ1 = 1 с и τ2 = 2 с. 
В итоге, по результатам моделирования примеров 2.1, 2.2 показано, 

что параметрическая неопределенность, отсутствие информации о порядке 
характеристического многочлена и относительной степени объекта 
управления существенно не сказываются на качестве переходных 
процессов. Т.е. предложенная система управления обеспечивает 
выполнение цели (2.3) с точностью δ  и ограниченность всех сигналов в 
замкнутой системе. Как показали исследования, асимптотическая зона δ  
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может быть уменьшена за счет соответствующего выбора параметров µ , 
D  и α . 
 

 
 

 
Рисунок 2.3 – Переходные процессы по )(tei , 2,1=i  

 
2.2 Робастное управление многосвязными объектами 

 
Данный раздел посвящен синтезу алгоритмов робастного управления 

многосвязными объектами. 
 

2.2.1 Многосвязные объекты с линейными подсистемами 
 

Постановка задачи. Рассмотрим взаимосвязную систему, 
динамические процессы в локальных подсистемах которой описываются 
уравнениями 
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где ℜ∈)(tui  – управляющее воздействие; ℜ∈)(tyi  – регулируемая 
переменная i -ой подсистемы, доступная измерению, ℜ∈)(tf j  – 
неконтролируемые ограниченные возмущения, 
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n

ijnij rprprpR ij

ij

ij

ij 0
1

)1()( +++= −

−  , 
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)(1 te
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ij
l

ijl
l

ijlij dpdpdpD ij

ij

ij

ij 0
1

)1()( +++= −

−   – линейные  дифференциальные 
операторы с неизвестными параметрами, 1−≤ iij nn , 1−≤ iij mm , 0iy  – 
неизвестные начальные условия, σ – количество подсистем. 

Требуемое качество переходных процессов в подсистемах задается 
уравнениями локальных эталонных моделей 

....,,2,1),()()( σ== itrktypQ imimimi    (2.30) 
Здесь )( pQmi  – линейные дифференциальные операторы, 0>mik ; )(tri  – 
скалярные ограниченные задающие воздействия. 

Необходимо спроектировать систему управления, для которой будет 
выполнено условие 

δ<− )()( tyty mii  Ξ∈∀ϑ  при Tt >     (2.31) 
и ограниченность всех сигналов в замкнутой системе. Здесь 0>δ  – число, 
которое может быть уменьшено за счет выбора параметров в системе 
управления, T  – время, по истечению которого должно выполняться 
неравенство (2.31). Также не допускается использования измеряемых 
величин других подсистем, т.е. требуется реализовать децентрализованное 
управление. 

Предположения 2.2. 
1. Неизвестные коэффициенты операторов )( pRi , )( pQi , )( pQij , 
)( pRij , )( pDij , порядки ii npQ =)(deg , ii mpR =)(deg , iijij nnpQ <=)(deg , 

iijij mmpR <=)(deg , ijij lpD =)(deg  и относительная степень iγ  локальных 
подсистем 1≥−= iii mnγ  зависят от вектора неизвестных параметров 

Ξ∈ϑ , где Ξ  – известное ограниченное множество. 
2. Известна ii γγ ≥  – верхняя граница относительной степени iγ . 
3. Полиномы )(sQmi  гурвицевы и imi sQ γ=)(deg . 
4. )(sRi  и )(sRij  – гурвицевы, то есть решение 

0)()()()(
,1

=+ ∑
≠=

κ

jij
jijii tupRtupR , σ...,,2,1=i  асимптотически устойчиво. 

Операторы )( pRi  и )( pQi  при старшей степени имеют коэффициенты с 
одинаковыми знаками.  

5. В системе управления доступны измерению только )(tyi  и )(tymi . 
Метод решения. Представим операторы )( pQi  и )( pRi  в виде сумм 

(2.4). Поскольку операторы )(0 pQ i и )(0 pR i  в (2.4) произвольные, то 
выберем их так, чтобы выполнялось условие )()()( 1

00 sQsRsQ miii =− . 
Преобразуем уравнение объекта управления (2.29) к виду 

),()()()( ttutysQ iiimi ϕ+=     (2.32) 
В последнем уравнении 

37 



.)()()()()()(

)()()()()()()(

,1 1,1

0

∑ ∑∑
≠= =≠=

+++

+∆−+∆=
κσ

ϕ

jij

n

j
jijjij

jij
jij

iiiiiii

tfpDtupRtypQ

typQtftupRtpR
 

С учетом (2.30), составим уравнение для ошибки )()()( tytyte miii −=  в 
виде 

).()()()()( trkttutePQ imiiiimi −+= ϕ     (2.33) 
Для вывода основного результата используем подход [20], который 

позволяет осуществлять компенсацию возмущающих воздействий. 
Выберем локальные законы управления в виде  

)()( tvtu iii α= , σ...,,2,1=i .    (2.34) 
Здесь 0>iα , )(tvi  – дополнительное управляющее воздействие. Тогда 

из (2.33) и (2.34) получим уравнение ошибки  
),()()()( 1 ttvtepQ iiimi ϕ+=     (2.35) 

где ( ) ).(1)()()(1 tvtrktt iiimiii −+−= αϕϕ  В сигнале )(1 tiϕ  сконцентрированы 
все составляющие, действие которых на ошибку желательно было бы 
скомпенсировать. 

Для выделения сигнала )(1 tiϕ  введем вспомогательный контур 
),()()( tvtepQ iimi =     (2.36) 

и составим уравнение относительно сигнала рассогласования 
)()()( tetet iii −=ζ : 

)()()( 1 ttpQ iimi ϕζ = . 
В связи с тем, что по предположению 2.2.5 измерение производных 

)(tyi  недопустимо, то сформулируем локальный закон дополнительного 
управляющего воздействия )(tvi  в виде 

),()()()( 1 ttpQtv iimii ϕζ −=−=     (2.37) 
где )(tiζ  является оценкой функции )(tiζ . Для реализации закона 
управления (2.37) требуется получить оценку )(tiζ  и ее iγ -производных, 
для чего воспользуемся наблюдателем [24] 

( ) ....,,2,1),()(,)()()()( 00 σξζζζξξ ==−+= itLtttDtGt iiiiiiiii
  

 (2.38) 

Здесь ;)( iti
γξ ℜ∈  ];0,,0,1[ =iL  ;,,1

0 







=

i

i
ddD iT

i γ

γ

µµ
  








= −

00
0 1

0
i

I
G i

γ , вектор 

iD0  выбирается так, чтобы матрица iiii LDGG += 0  была гурвицевой, где 
[ ]

i
ddD i

T
i γ−−= ,,1  ; 0>µ – малое число. 

На рисунке 2.4 представлена схема робастного управления 
многосвязными объектами. 
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Рисунок 2.4 – Схема робастного управления многосвязными объектами 

Теорема 2.3. Если выполнены предположения 2.2, то существует 
число 00 >µ  такое, что при 0µµ ≤  алгоритм управления, состоящий из 
вспомогательного контура (2.36), закона управления (2.34), (2.37) и 
наблюдателя (2.38) обеспечивает выполнение целевого условия (2.31). 

Доказательство теоремы 2.3. Введем вектор 
[ ])(,),(),()( )1( tttt i

iii
T
i

−= γζζζθ   и вектор ошибки оценки производных )(tiζ : 
( ) σθη ...,,2,1,)()()( 1 =−Γ= − itztt iiii , где { }1,,,,diag 21 µµµ γγ −−=Γ ii

i . Тогда, 
если показать, что величина )(tiη  мала, то из условия )()()( ttt iii ηζζ <−
будет следовать, что оценка )(tiζ  близка к )(tiζ . Из (2.38) получим 
уравнение динамики для нормированных отклонений )(tiη : 

).()()()(),()()( 1)(
0

1 tLttttbtFt iiiiiiiiii
ii ηµζζζηµη γγ −− =−=∆+=  

Преобразуем это уравнение в эквивалентное относительно выхода 
)(ti∆  

).()(),(~)()( 1
0

1 tLttbtFt iiiiiiii
i ηµζηµη γ −− =∆+=   (2.39) 

Здесь [ ]T1
0 0...,,0,~

i
ib γµ −= , )()( 11 tt ii ηη = . 

Принимая во внимание то, что вспомогательное управление 
формируется в виде (2.37), преобразуем уравнение ошибки (2.35) к виду 

)()()( T1 tqtePQ imiimi
i ηµγ −−= , (2.40) 

где miq  – вектор, составленный из коэффициентов полинома )(sQmi . 
Перепишем уравнение (2.40) вместе с уравнением (2.39) в виде: 

....,,2,1),(~)()(

),()()(

021

T1

σζµηηµ

ηµεε γ

=+=

+= −

itbtFt

tqbtAt

iiiii

imiiimii
i




(2.41) 

В (2.41): iti
γε ℜ∈)( , miA  и ib  получен при соответствующем переходе от 

(2.40) к первому уравнению (2.41), µµµ == 21 . В результате получили 

Вспомог
ательное 
управлен

ие 
Наблюдатель 

i-я локальная подсистема 

)(tiξ

Вспомогательн
ый контур 
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модель 

)(tr )(tym

)(tei

Объект 
)(tui )(tyi )(tiζ)(tei

ijj
tu j

≠= ,...,,1
),(
κ ijj

ty j

≠= ,...,,1
),(
σ

αi 

)(tvi

nj
tf j

...,,1
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сингулярно-возмущенную систему, т.к. µ  – достаточно малое число. 
Воспользуемся леммой 1.1. 

В данном случае при 02 =µ  в (2.41) имеем асимптотически 
устойчивую систему по переменным )(tiε  и )(tiη , поскольку матрицы 

imi FA ,  – гурвицевы. В силу ограниченности )(typ mi
li −γ , il γ...,,2,1=  следует 

ограниченность )(typ i
li −γ . Из ограниченности )(tiη  и уравнения 

наблюдателя (2.38), следует, что ∞<)(tiξ . Значит, из (2.37) следует 
ограниченность )(tvi , а из (2.34) ограниченность )(tui . Из (2.36) имеем, что 

∞<)(tei . Таким образом все переменные в замкнутой системе 
ограниченны. 

Очевидно, что условия (2.25) и (2.26) выполнены, если в качестве 
)(xP  взять функцию Ляпунова ( ))(),( ttVV ii ηε=  в виде 

[ ]∑
=

+=
σ

ηηεε
1

2
T

1
T ,)()()()(

i
iiiiii tPttPtV  (2.42) 

где положительно-определенные симметричные матрицы 0T
11 >= ii PP , 

0T
22 >= ii PP  определяются из решения  уравнений 

,11
T

1 iimimii QPAAP −=+  iiiii QPFFP 22
T

2 −=+ .   (2.43) 
Здесь 0T

11 >= ii QQ , 0T
22 >= ii QQ . Таким образом, в соответствии с леммой 

2.1, существует 00 >µ  такое, что при 0µµ <  система (2.41) остается 
устойчиво. Для определения 0µ  возьмем снова (2.42) и вычислим полную 
производную от функции (2.42) на траекториях системы (2.41), принимая 
во внимание уравнения (2.43) и положив 021 µµµ == : 

(

.)(~)(2)()(1

)()(2)()(

02
T

2
T

0

1

T
1

T1
01

T





+−

−∆+=∑
=

−

tbPttQt

tqbPttQtV

iiiiiii

i
imiiiiiii

i

ϑηηη
µ

εµεε
σ

γ





(2.44) 

Воспользуемся оценками 
( ) ),()(2)()(2)()(2 T1

0

TT
1

T
1

T1
0

T
1

T1
0 tttqbPqbPttqbPt iiimiiimiiiiimiiii

iii ηηµεεµεµ γγγ −−− +≤∆  

,)(2)(~~)(12)(~)(2
2

02
T

002
T

0
02

T ttPbbPttbPt iiiiiiiiiii ϑµηη
µ

ϑη  +≤  

,)(supmax2
2

ti
ti
ϑψ =  

Подставив эти оценки в (2.44), получим 
( )( )(

( ) .)(~~2)(1

)(2)(

020022
T

0

1

TT
1

T
1

1
01

T

σψµηη
µ

εµε
σ

γ

+



−+

+−−= ∑
=

−

tPbbPQt

tqbPqbPQtV

ii
T
iiiii

i
imiiimiiiii

i

(2.45) 
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Обозначим ( )TT
1

T
1

1
011 2 miiimiiii qbPqbPQR i −−= γµ и iiiii PbbPQR 2

T
00222

~~2−= .
Очевидно, что существует такое число 00 >µ , которое обеспечивает 
выполнение 01 >R  и 02 >R . Перепишем (2.45) в виде .0σψµγ +−≤ VV  В 

последнем неравенстве 








=
)(
)(,

)(
)(min

2max

2min

1max

1min

i

i

i

i

P
R

P
R

λ
λ

λ
λγ . Решим полученное 

неравенство ( ) σψµγγγ
0

11)0( −−− −+≤ tt eeVV . Подставив в правую часть 
требуемое значение T  и с учетом целевого условия (2.31) получим 

( ) σψµγ
λ

δ γ
γ

0
1

1min

1
)(

)0( −−
−

−+≤ T

i

T

e
P
eV . Следовательно, при 0µµ ≤  можно

получить требуемую величину δ  в целевом условии (2.31). С другой 

стороны оценка для 0µ : ( ) 







−

−
=

−

− )(
)0(

1 1min

2
0

i

T

T P
eV

e λ
δ

σψ
γµ

γ

γ . 

Пример 2.3. Рассмотрим двусвязный объект управления вида (2.30), 
динамические процессы в котором описываются уравнением: 

( ) ( )
.,2,1,

),()()()()( 2143
2

2
3

1

jiji
tftuRtyQturprtyqpqpqpq ijijjijiiiiiiii

≠=

++++=+++

(2.46) 
Задан класс неопределенности: 10 1 ≤≤ iq , 20 2 ≤< iq , 1010 3 ≤≤− iq , 

1010 4 ≤≤− iq , 10 1 ≤≤ ir , 20 2 ≤< ir , 50 ≤< ijQ , 50 ≤< ijR , 2,1, =ji , ji ≠ . 
Анализируя класс неопределенности можно сказать, что порядки )( pRi  
могут принимать значения 0 и 1, а )( pQi  2 и 3. Таким образом, 
относительные степени iγ  могут принимать значения 1, 2 и 3. 

Примем 3=iγ , 2,1=i . Уравнения эталонных моделей (2.31) зададим в 
виде 

( ) )()(133 23 trtyppp imi =+++ , 2,1=i , (2.47) 
где ttr 6,0sin1)(1 += , ttr sin2)(2 −= . 

Пусть 20=α . Тогда закон управления (2.34) определится в виде 
)(05,0)( tvtu = . (2.48) 

Согласно (2.36), уравнение вспомогательного контура зададим 
уравнением 

( ) .2,1),()(133 23 ==+++ itvteppp ii (2.49) 
Выберем [ ]T25,10,1=D  и 01,0=µ . Тогда наблюдатель (2.38) запишется как 

( )
( )
( ),)(105,2

,)(10

,)(10

1
7

3

1
5

32

121

iii

iiii

iiii

t
t
t

ζξξ

ζξξξ

ζξξξ

−⋅−=

−−=

−−=







.2,1=i  (2.50) 
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С учетом (2.50), вспомогательный закон управления (2.37) примет вид 
( ))()(3)(3)(20)( 3321 tttttv iiiii ξξξξ +++−= , 20=α .  (2.51) 

На рисунке 2.5 приведены результаты моделирования системы 
управления при следующих исходных данных в объекте управления (2.46): 

– в первой локальной подсистеме: ,211 =q  112 −=q , 513 −=q , 514 −=q , 
011 =r , 112 =r , 512 =Q , 312 =R , tttf 5,1sin9,0sin1)(1 ++= , 

2)0()0()0( 111 === yyy  ; 
– во второй локальной подсистеме: ,021 =q  222 =q , 523 =q , 324 −=q , 
121 =r , 222 =r , 221 −=Q , 321 −=R , tttf 3,1sin7,0sin21)(2 ++= , 

.1)0()0( 22 == yy   
 

 
 

 
Рисунок 2.5 – Переходные процессы по )(1 te  и )(2 te  

 
Легко видеть, что в первой локальной подсистеме 3)(deg 1 =pQ  и 

0)(deg 1 =pR , т.е. 31 =γ . Во второй локальной подсистеме 2)(deg 2 =pQ  и 
1)(deg 2 =pR , т.е. 12 =γ . Результаты моделирования показали, что 

параметрическая, сигнальная и структурная неопределенность 
многосвязного объекта управления не сказывается на устойчивости и 
выполнении целевого условия (2.31) при неизменной структуре 
управляющего устройства (2.48)-(2.51). Результаты переходных процессов 

c,t

c,t

)(2 te

)(1 te
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зависят от выбора коэффициентов iα  и µ , что подтверждает результаты 
аналитических выводов. 
 

2.2.2 Многосвязные нелинейные нестационарные объекты с 
запаздыванием по состоянию 

 
Постановка задачи. Рассмотрим многосвязный объект управления, 

где динамические процессы в локальных подсистемах описываются 
уравнениями 

( )( )

....,,2,1,

,)(),()(),()(),(

)(,)(),(),()(),()()(),(

111

σ

ζτ
κσ

=≠

+++

+−Ψ+=

∑∑∑
===

iji

tutpRtytpQtftpD

ttttytytpKtutpRtktytpQ

j
jij

j
jij

n

j
jij

iiiiiiiiii

 (2.52) 
где ℜ∈)(tyi , ℜ∈)(tui , ℜ∈)(tf j  имеют тот же физический смысл, что и в 

(2.29), ,)(),(
0
∑=
=

in

l

l
lii ptqtpQ  ,)(),(

0

l
m

l
lii ptrtpR

i

∑=
=

 ∑
=

=
ijh

l

l
liji ptktpK

0
)(),( , 

∑
=

=
ijn

l

l
lijij ptqtpQ

0
)(),( , ∑

=
=

ijm

l

l
lijij ptrtpR

0
)(),( , ∑

=
=

ijn

l

l
lijij ptdtpD

0
)(),(  – линейные 

нестационарные дифференциальные операторы, 1−≤ iij nn , 1−≤ iij nl , 
1−≤ iij mm , ii nh < , ( )( )tttyty iii ,)(),( τ−Ψ  – гладкая нелинейность, 

липшицевая по переменным ( ))(),( ttyty iii τ−  и ограничена по t , )(tiζ  – 
неизвестный ограниченный вектор такой, что ( )( ) ℜ∈−Ψ )(,)(),( ttttyty iiii ζτ , 

0)( >tiτ  – неизвестное время запаздывания, 1)( <tp iτ . 
Качество переходных процессов в подсистемах определим 

уравнением (2.30). Цель управления состоит в поиске локальных 
децентрализованных законов управления, которые бы обеспечили 
выполнение целевого условия (2.31). 

При решении задачи рассмотрим следующие предположения. 
Предположения 2.3. 
1. Коэффициенты дифференциальных операторов ),( tpRi , ),( tpQi , 

),( tpKi , ),( tpQij , ),( tpRij  и ),( tpDij  непрерывные неизвестные функции, 
порядки операторов ii ntpQ ≤),(deg , ii mtpR ≤),(deg , ii htpK ≤),(deg , 

iijij nntpQ <≤),(deg , iijij mmtpR <≤),(deg , ijij ltpD ≤),(deg  и 
относительная степень локальных объектов управления 1≥−= iii mnγ  
неизвестные числа, которые зависят от вектора неизвестных 
параметров Ξ∈ϑ , где Ξ  – известное ограниченное множество. 

2. Известна ii γγ ≥  – верхняя граница относительной степени iγ . 
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3. Полиномы )(sQmi  гурвицевы и imi sQ γ=)(deg . )(sRi  и )(sRij  – 
гурвицевы и операторы ),( tpRi , ),( tpRij  устойчивые при любом t, т.е. 

тривиальное решение уравнения 0)(),()(),(
,1

=+ ∑
≠=

κ

jij
jijii tutpRtutpR  

асимптотически устойчивое. 
4. Функции при старших степенях операторов ),( tpRi  и ),( tpQi  

одинакового знака и 0)( >tki . 
2. В системе управления доступны измерению только )(tyi  и )(tymi . 
Из предположения 2.3.1 следует, что динамический порядок объекта 

(2.52) неизвестен и подвержен изменению в результате действия на него 
параметрических возмущений. Например, если 0)( =tq

in  и 0)(1 ≠− tq
in , то 

1),(deg −= ii ntPQ , если 0)()( 1 == − tqtq
ii nn  и 0)(2 ≠− tq

in , то 
2),(deg −= ii ntPQ  и т.д. Требование к знанию знаков ненулевых 

коэффициентов при старших степенях операторов ),(),,( tpQtpR ii  
(предположение 2.3.5) связано со знанием знака высокочастотного 
коэффициента усиления объекта (2.52). 

Метод решения. Разложим операторы ),(),,( tpRtpQ ii  в (2.53) в виде 
),,()(),(),,()(),( 00 tpRpRtpRtpQpQtpQ iiiiii ∆+=∆+=  (2.53) 

где )(0 pQ i  – произвольный линейный дифференциальный оператор, такой 
что полином )(0 sQ i  – гурвицев; ii npQ =)(deg 0 , in  – верхняя  граница 
порядка оператора ),( tpQi . Тогда оператор ),( tpQi∆  представляет собой 
разность )(),( 0 pQtpQ ii −  и ,),(deg ii ntpQ ≤∆ т.е. если 

)(deg),(deg 0 pQtpQ ii < , то )(deg),(deg 0 pQtpQ ii =∆ , а если 
)(deg),(deg 0 pQtpQ ii = , то 1),(deg −≤∆ ii ntpQ . )(0 pR i  – произвольный 

линейный дифференциальный оператор такой, что полином )(0 sR i  – 
гурвицев и iii ntpR γ−=),(deg 0 . Относительно структуры ),( tpR∆  можно 
сказать, что если iii nm γ−< , то iii ntpR γ−=∆ ),(deg , а если iii nm γ−> , то 

ii mtpR =∆ ),(deg . Таким образом всегда возможно обеспечить 
справедливость указанного разложения операторов ),(),,( tpRtpQ ii , 
поскольку в одном случае операторы ),( tpQi∆  и ),( tpRi∆  имеют все 
ненулевые коэффициенты, в другом соответствующее число 
составляющих нулевые. 

Положим )()()( 1
00 sQsQsR miii =− . Подставим разложение (2.53) в (2.52). 

В результате получим 
),()()()( ttutypQ iiimi ϕ+=     (2.54) 
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где ++∆−+∆= ∑
≠=

σ

ϕ
jij

jijiiiiiii tytpQtytpQtftutpRtpR
,1

0 )(),()(),()()(),()()(  

( )( ) )(,)(),(),()(),()(),(
,1,1

ttttytytpKtftpDtutpR iiiii

n

jij
jij

jij
jij ζτ

κ

−Ψ+++ ∑∑
≠=≠=

. 

С учетом (2.30) и (2.54) составим уравнение для ошибки 
)()()( tytyte miii −= в виде 

).()()()()( trkttutepQ imiiiimi −+= ϕ    (2.55) 
Уравнения (2.33) и (2.35) подобны, поэтому дальнейший синтез 

системы управления аналогичен как в п. 2.2.1. Зададим закон управления в 
виде (2.34). Введем вспомогательный контур (2.36) и сформируем 
локальный закон дополнительного управляющего воздействия в виде 
(2.37). Для реализации закона управления (2.37) воспользуемся 
наблюдателем (2.38). 

Структурная схема управления нелинейными структурно 
неопределенными объектами аналогична схеме, приведенной на рисунок 
2.4. 

Теорема 2.4. Если выполнены предположения 2.3, то существует 
число 00 >µ  такое, что при 0µµ ≤  алгоритм управления, состоящий из 
закона управления (2.34), (2.37), вспомогательного контура (2.36) и 
наблюдателя (2.38) обеспечивает выполнение целевого условия (2.31). 

Доказательство теоремы 2.4. Введем вектор 
[ ])(,),(),()( )1(T tttt i

iiii
−= γζζζθ   и вектор ошибки оценки производных )(tiζ : 

( ) σξθη ...,,2,1,)()()( 1 =−Γ= − ittt iiii . Тогда, учитывая (2.39), перепишем 
(2.39) и (2.55) в виде: 

....,,2,1),(~)()(

),()()(

021

T1
1

σζµηηµ

ηµεε γ

=+=

+= −

itbtFt

tqbtAt

iiiii

imiiimii
i




   (2.56) 

В (2.56): iti
γε ℜ∈)( , miA  и ib  получен при соответствующем переходе от 

(2.56) к первому уравнению (2.56), µµµ == 21 . В результате получили 
сингулярно-возмущенную систему, т.к. µ  – достаточно малое число. 
Воспользуемся леммой 2.1. 

В данном случае при 02 =µ  в (2.56) имеем асимптотически 
устойчивую систему по переменным )(tiε  и )(tiη , поскольку матрицы 

imi FA ,  – гурвицевы. В силу ограниченности )(typ mi
li −γ , il γ...,,2,1=  следует 

ограниченность )(typ i
li −γ . Из ограниченности )(tiη  и уравнения 

наблюдателя (2.38), следует, что ∞<)(tiξ . Значит, из (2.37) следует 
ограниченность )(tvi , а из (2.34) ограниченность )(tui . Из (2.36) имеем, что 

∞<)(tei . Т.к. элементы функции ( )( )tttyty iii ,)(),( τ−Ψ  гладкие и 
липшицевы по переменным )(tyi , ( ))(tty ii τ−  и ограниченные по t , то в 
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силу ограниченности )(tyi  и ( ))(tty ii τ−  следует ограниченность функции 
( )( )tttyty iii ,)(),( τ−Ψ . Таким образом, все переменные в замкнутой 

системе ограниченны. 
Очевидно, что условия (2.25), (2.26) выполнено, если в качестве )(xP  

взять функцию Ляпунова ( ))(),( ttVV ii ηε=  в виде (2.42). Таким образом, в 
соответствии с леммой 2.1, существует 00 >µ  такое, что при 0µµ <  
система (2.56) остается устойчивой. Очевидно, что дальнейшее 
доказательство теоремы 2.4 совпадает с доказательством теоремы 2.3. 

Пример 2.4. Рассмотрим двусвязный объект управления вида (2.52), 
динамические процессы в котором описываются уравнением: 

( ) ( )

( ) ( )( ) .,2,1,),(,)(),()()(
)()()()()(

)()()()()()()()(

21

2143
2

2
3

1

jijittttytytkptk
tftutRtytQ

tutrptrtytqptqptqptq

iiiiii

ijijjij

iiiiiiii

≠=−Ψ++

++++
++=+++

ζτ
 (2.57) 

Здесь ( )( ) ( )))((1lnsin1,)(),( 4 ttyttttyty iiiii ττ −+++=−Ψ . Класс 
неопределенности задан неравенствами: 1)(0 1 ≤≤ tqi , 2)(0 2 ≤< tqi , 

10)(10 3 ≤≤− tqi , 10)(10 4 ≤≤− tqi , 1)(0 1 ≤≤ tri , 2)(0 2 ≤< tri , 5)(0 ≤< tQij , 
5)(0 ≤< tRij , 20)( <tiζ , 2,1, =ji , ji ≠ . Анализируя класс 

неопределенности можно сказать, что порядки ),( tpRi  могут принимать 
значения 0 и 1, а ),( tpQi  2 и 3. Таким образом, относительные степени iγ  
объекта управления могут принимать значения 1, 2 и 3. 

Примем 3=iγ , 2,1=i . Уравнения эталонных моделей сформируем в 
виде (2.47), закон управления определим в форме (2.48), вспомогательный 
контур зададим уравнением (2.49), наблюдатель сформируем в виде (2.50), 
управление в форме (2.51). 

На рисунке 2.6 приведены результаты моделирования системы 
управления при следующих исходных данных в объекте управления (2.57): 

– в первой локальной подсистеме: ,sin2211 tq +=  tq 2cos312 += , 
tq 1,1sin3513 +−= , tq 5,0sin1014 = , 011 =r , tr sin2,0112 += , tQ 3cos512 = , 

tR 2,1sin312 = , tttf 5,1sin9,0sin1)(1 ++= , [ ]T1 cos,1)( tt =ζ , tet 2
1 2)( −+=τ , 

2)0()0()0( 111 === yyy  ; 
– во второй локальной подсистеме: ,021 =q  tq sin222 += , tq 4sin523 = , 

tq 5cos324 −= , tr sin1,0121 += , tr 2,0cos5,0222 −= , tQ 4sin221 −= , 
tR cos321 −= , tttf 3,1sin7,0sin21)(2 ++= , [ ]T2 2cos,2sin)( ttt =ζ , 
tet −+=1)(2τ , .1)0()0( 22 == yy   
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Рисунок 2.6 – Переходные процессы по ошибкам слежения )(tei , i =1, 2 

 
Легко видеть, что в первой локальной подсистеме 3)(deg 1 =pQ  и 

0)(deg 1 =pR , т.е. 31 =γ  и 21 =γ . Во второй локальной подсистеме 
2)(deg 2 =pQ  и 1)(deg 2 =pR , т.е. 12 =γ . Результаты моделирования 

показали, что параметрическая, функциональная, сигнальная и 
структурная неопределенности, действующие на многосвязный объект 
управления не сказываются на устойчивости и выполнении целевого 
условия (2.31) при неизменной структуре управляющего устройства (2.48)-
(2.51). Результаты переходных процессов зависят от выбора 
коэффициентов iα  и µ , что подтверждает результаты аналитических 
выводов. 

 
2.3 Субоптимальное управление многосвязными объектами 

 
Предлагается построение подходов субоптимального управления с 

использованием методов робастного управления. 
 
 
 
 

)(2 te

)(1 te

c,t

c,t
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2.3.1 Линейные многосвязные объекты 

 
Постановка задачи. Рассмотрим многосвязный объект управления, 

динамические процессы в котором описываются дифференциальным 
уравнением 

,...,,2,1,)0(),()(

,)()()()()()(

0

,1,11

σ

κσ

===

++++= ∑∑∑
≠=≠==

ixxtxLty

tuUtxYtfDtuBtxAtx

iiiii

jij
jij

jij
jij

n

j
jijiiiii   (2.58) 

где in
i tx ℜ∈)(  – вектор состояния i -й подсистемы, ℜ∈)(tui , ℜ∈)(tf j  и 
ℜ∈)(tyi  – вход, внешнее ограниченное неконтролируемое возмущение и 

выход соответственно, ii nn
iA ×ℜ∈ , ii nn

iF ×ℜ∈ , ii nn
ijY ×ℜ∈ , in

iB ℜ∈ , in
ijD ℜ∈ , 

iin
ijU ℜ∈  – матрицы и векторы с известными размерностями, ii mtB =)(rang , 

ii ltD =)(rang , ii nm <  и ii nl < , [ ] in
iL ×ℜ∈= 10,...,0,1 , ix0  – известные 

начальные условия, σ  – количество подсистем. 
Предположения 2.4. 
1. Неизвестные элементы матриц iA , iB , iD , ijY  и ijU  зависят от 

вектора неизвестных параметров Ξ∈ϑ , где Ξ  – известное множество.  
2. Пары ( )ii BA ,  и ( )ii AL ,  – управляемые и наблюдаемые 

соответственно. Выполнены условия структурного согласования: 
T
iNiNii cBAA += , iNiNii BBB π+= , ijNiij kBD = , T

ijNiij BY ρ= , ijNiij BU ς= , где 
ii nn

NiA ×ℜ∈ , in
NiB ℜ∈  – известные номинальные постоянные матрицы, а 

также NiA  – гурвицева, in
ic ℜ∈ , in

i ℜ∈ρ , ℜ∈iπ , ℜ∈ijk  и in
ij ℜ∈ς  – 

векторы и числа неизвестных параметров.  
3. Локальные подсистемы (2.58) – минимально фазовые, решения 

0)()(
,1

=+ ∑
≠=

κ

jij
jijii tuUtuB , σ...,,2,1=i  асимптотически устойчивые, 

последние элементы iB , NiB  – положительные числа. 
4. В системе управления доступны измерению только сигналы )(tyi . 
Цель управления состоит в синтезе системы регулирования, 

обеспечивающей перевод (2.58) из начального положения ( )0iy  в конечное 
)( fii ty  за время fit  и минимизирующей интегральный критерий качества 

( )∫ +=
fit

iiiii dtturtyqJ
0

2
0

2 )(~)(~ ,    (2.59) 

с некоторой малой погрешностью, 0~ ≥iq  и 0~ >ir  – весовые 
коэффициенты, где функция )(0 tu i  определяет оптимальный закон 
управления [4]. 
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Метод решения. Принимая во внимание условия структурного 
согласования (предположение 2.4.2), перепишем уравнение объекта (2.59) 
в виде 

,)0(),()(),()()()( 0iiiiiiNiiNiiNii xxtxLtytBtuBtxAtx ==++= ϕ  (2.60) 

где ∑∑∑
=≠=≠=

++++=
n

j
jij

jij
jij

jij
jijiiiii tfktutxtutxct

1,1,1

TT )()()()()()(
κσ

ςρπϕ  содержит в 

себе параметрические и сигнальные возмущения объекта (2.58). 
Рассмотрим уравнение (2.60) при 0)( ≡tiϕ , то есть когда объект не 

подвержен воздействию неопределенностей. В результате получим 
номинальный объект вида 

.)0(),()(),()()( 0iiiiiiNiiNii xxtxLtytuBtxAtx ==+=  (2.61) 
Для номинального объекта (2.61) критерий качества (2.59) и 

оптимальный закон управления )(0 tu i  определятся в виде [13, 37, 53]: 

( )
),()()()(~)(

,)(~)(~)(

0
1
,12,22

T1
0

0

2
0

T

tutxtztzBrtu

dtturtxQtxJ

iiiiNiii

t

iiiiii

fi

+=

+=

−−

∫    (2.62) 

где { }0...,,0,1diag~~
ii qQ = , ( ) )()()()()(~)( ,11

1
,12,22,21

T1
0 fiiiiiiNiii txtztztztzBrtu −− += , 

[ ]TTT )(),()( ttxtz iii ψ= , )()(~)( T tAtxQt iNiiii ψψ −= , )()( tzDtz iii = , 









−

=
−

T

T1

~
~

Nii

NiNiiNi
i AQ

BBrA
D , 








==

)()(
)()(

)(
,22,21

,12,11

iiii

iiiiD
ii zz

zz
eZ ii

ττ
ττ

τ τ , )()()( fiiiii tzZtz τ= , 

fii tt −=τ . 
Добавим и вычтем в (2.60) правую часть второго выражения (2.62). 

Тогда (2.60) можно переписать в виде 
,)0(),()(),()()()()()( 0100 iiiiiiNiiNiiNiiii xxtxLtytBtuBtuBtxtAtx ==+++= ϕ   

(2.63) 
где )()(~)( 1

,12,22
T1

0 tztzBBrAtA iiNiNiiNii
−−+= , )()()( 01 tutt iii −=ϕϕ . 

Оптимальное управление в (2.62) минимизирует функционал качества 
(2.59) если в (2.60) 0)( ≡tiϕ . Тогда при 0)( ≠tiϕ  необходимо ввести 
обратную связь, позволяющую скомпенсировать функцию )(tiϕ . Для этого 
рассмотрим вспомогательный контур [20]: 

,)0(),()(),()()()()( 000 iiiiiiNiiiNiiii xxtxLtytuBtuBtxtAtx ==++= β    (2.64) 
где 0>iβ . С учетом (2.63) и (2.64) составим функцию рассогласования 

)()()( txtxt iii −=σ , записанную в форме 
.0)0(),()(),()()()( 0 ==+= iiiiiNiiii tLttBttAt σσζφσσ  (2.65) 

Здесь ( ) )()(1)( 1 ttut iiii ϕβφ +−= .  
Преобразуем последнее уравнение к виду 

)()()(),(0 tpRttpQ iNiii φζ = ,   (2.66) 
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где ),(0 tpQ i  и )( pRNi  – дифференциальные операторы, полученные при 
переходе от (2.65) к (2.66) при фиксированном параметре t. 

Для компенсации неопределенностей определим сигнал )(tui  в виде: 
)()(),()()( 1

0
11 tttpQpRtu iiiiNiii φβζβ −−− −=−= ,  (2.67) 

где )(tiζ  и )(tiφ  – оценки функций )(tiζ  и )(tiφ  соответственно. Для 
реализации сигнала компенсации (2.67) введем наблюдатель [24]: 

( ) )()(,)()()()( 00 tLtttDtGt iiiiiiiii ξζζζξξ =−+= ,  (2.68) 

где in
i t ℜ∈)(ξ , 








= −

00
0 1

0
in

i

I
G , [ ]T2

2
1

10 ,...,, i

i

n
iniii dddD −−−−= µµµ , 

коэффициенты inii i
ddd ,...,, 21  выбираются так, чтобы матрица 

iiii LDGG −= 0  была гурвицевой, [ ]T21 ,...,, iniii i
dddD = , 0>µ  – достаточно 

малая величина. 
Для оценки точности наблюдения введем вектор отклонений 

( ))()()( 1 ttÃt iiii θξη −= − , где { }1,,...,,diag 21 µµµ −−= ii nn
iÃ , 

[ ]T)( )(,...),(),()( tttt in
iiii ζζζθ = . Продифференцировав )(tiη  по времени с 

учетом уравнения (2.68), и преобразовав полученный результат в 
уравнения, эквивалентные относительно выхода )(ti∆ , получим: 

)()()( 1 tbtGt iiiii ζηµη  += − ,  )()( 1 tLt ii
n

i
i ηµ −=∆ .  (2.69) 

Здесь )()()( )1(1 ttt ii

ii

jnj
jj

−−+−= ζµηη , ii nj ...,,3,2= , )()( 11 tt ii ηη = , 

[ ]T2 0,...,0,in
ib −= µ . 

Принимая во внимание уравнения (2.67) и (2.69), уравнение (2.63) 
преобразуем к виду 

( )
),()(),(

)()()()()(~)()()(
T11

,11
1
,12,22,21

T1
0

txLtytgb

txtztztztzBrBtxtAtx

iiiiii
n

i

fiiiiiiNiiNiiii

i =∆+

+++=
−−

−−

µβ


 (2.70) 

где ( )[ ]T111 )(,...),(),()( tttt i

iii

n
i ηηη =∆ , ig  – вектор, составленный из 

коэффициентов полинома )(0 sQ i  и записанных в обратном порядке. 
На рисунке 2.7 представлена схема робастного субоптимального 

управления многосвязными объектами. 
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Рисунок 2.7 – Структурная схема робастного субоптимального управления 

многосвязными объектами 
 
Теорема 2.2. Пусть для объекта (2.58) выполнены условия 

предположений 2.4. Тогда существуют числа 0>iβ  и 00 >µ  такие, что 
при 0µµ ≤  система управления, состоящая из вспомогательного контура 
(2.64), закона управления (2.67) и наблюдателя (2.68) минимизирует 
критерий качества (2.59) с достаточно малой погрешностью и 
обеспечивает ограниченность всех сигналов в замкнутой системе 
управления. 

Доказательство теоремы 2.2. Необходимо показать, что в 
системе управления (2.64), (2.67) и (2.68) обеспечивает субминимизацию 
критерия качества (2.59) с малой погрешностью. Для этого введем сначала 
новую переменную in

i t ℜ∈)(ε , равную разности векторов состояния (2.70) 
и (2.61) соответственно. В результате получим 

0)0(),()()( 11 =∆+= −−
iiii

n
iiNii tgbtAt i εµβεε . 

Т.е. функция )(tε  характеризует степень близости фазовых переменных 
реального объекта (2.70) и номинального (2.61). Перепишем последнее 
уравнение и уравнение (2.70) в виде: 

),()()(),()()( 21
1

2
1 tbtGttgbtAt iiiiiii

n
iiNii

i ζµηηµµβεε  +=∆+= −−  (2.71) 
где µµµ == 21 . Воспользуемся леммой 1.1, согласно которой рассмотрим 
систему (2.71) при 02 =µ : 

).()(),()( 1 tGttAt iiiiNii ηηµεε ==      (2.72) 
Т.к. матрицы NiA  и iG  – гурвицевы, то решение системы (2.72) 

глобально асимптотически устойчиво. Тогда согласно лемме 1.1, сигналы 
)(tiη , )(tiε , )(ti∆  и )(tiζ  ограничены. Так как ∞<)(tiη , то из (2.70) 

следует ограниченность )(tiξ , а из (2.67) ограниченность )(tui . 
Следовательно, система (2.71) диссипативна. 

Однако, из диссипативности (2.71) не следует ее асимптотическая 
устойчивость как сингулярно-возмущенной системы. Также необходимо 
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σnj
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показать, что при 02 >µ  обеспечивается достаточная близость выходов 
объекта (2.70) и номинальной системы (2.61). 

Выберем функцию Ляпунова ( ))(),( ttVV ii ηε=  в виде 

∑
=

+=
σ

ηηεε
1

2
T

1
T )()()()(

i
iiiiii tPttPtV ,   (2.73) 

где 0T >= ii PP , 0T >= ii HH , и вычислим производную от (2.73) вдоль 
траекторий (2.71) 

[
].)()(2)()(

)()(2)()(

2
T

02
T1

0

1
1

T1
0

1
1

T

tbPttQt

tgbPttQtV

iiiiiii

i
iiiii

n
iiii

i

ζηµηηµ

εµβεε
σ





+−

−∆+−=

−

=

−−∑
  (2.74) 

Здесь iNiiiNi QAPPA 111
T −=+ , iiiii QGPPG 222

T −=+ . Оценим в (2.74) второе и 
четвертое слагаемые: 

( ) 21
0

1T

11
T1

0
1

1
T1

0
1 )(2)()(2)()(2 ttgbPgbPttgbPt i

n
iiiiiiiii

n
iiiiii

n
i

iii ∆+≤∆ −−−−−− µβεεµβεµβ , 
2

02
T

2
T

02
T

0 )(2)()(2)()(2 ttPbbPttbPt iiiiiiiiiii ζµηηµζηµ  +≤ , 

{ }222
0

1 )()(supmax2 tt ii
n

i
ti

i ζµβψ +∆= −− . 

Воспользовавшись полученными оценками, перепишем (2.74) в виде 
( )( )[

( ) ].)(2)(

)(2)(

02
T

202
T1

0

1

T

11
1

0
1

1
T

ψµηµηµ

εµβε
σ

ktPbbPQt

tgbPgbPQtV

iiiiiii

i
iiiiiii

n
iii

i

+−−

−−−≤

−

=

−−∑
 

Примем ( )T11
1

0
1

11 2 iiiiii
n

iii gbPgbPQR i −−−= µβ , iiiiii PbbPQR 2
T

2022 2µ−= . 
Очевидно, что всегда существует числа 00 >µ  и 0>iβ , обеспечивающие 

01 >iR  и 02 >iR . 
Оценим производную функции Ляпунова в виде 0σψµγ +−≤ VV , где 









=
)(
)(,

)(
)(min

2max

2min

1max

1min

i

i

i

i

P
R

P
R

λ
λ

λ
λγ . Решив последнее неравенство, получим 

( ) 0
1 1)0()( σψµγ γγ tt eVetV −−− −+≤ . 

Значит 0lim σψµ≤
∞→

V
t

. Тогда, в силу структуры (2.73) при Tt = : 

( )[ ]0
1

1
1

min 1)0()()( σψµγλδ γγ TT
ii eVePTe −−−− −+≤< . Причем значение правой 

части последнего неравенства зависит от величины 0µ . Очевидно, что 
уменьшением числа 0µ  можно уменьшить погрешность минимизации 
значения интегрального критерия качества (2.59) в системе робастного 
субоптимального управления неопределенными объектами класса (2.58). 

Пример 2.2. Рассмотрим двухсвязный объект управления (2.58), 
математическая модель которого имеет вид 
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 (2.75) 

Класс неопределенности Ξ  задан неравенствами: 10≤lia , 3,2,1,0=l , 
2,1=i , 70 0 ≤< ir , 100 ≤id , 10)( ≤tf i , 100 ≤ik , 20)( ≤tsli , 2,1=j . 

Предполагаются известными начальные условия [ ]T1,1,1,1)0( =ix . 
Цель управления – квазиминимизация интегрального критерия 

качества (2.59) и ограниченность всех сигналов в системе управления. 
Зададим следующие параметры в (2.59): 1~ =iq , 1~ =ir , 10=fit  с, 1)0( =iy  и 

2)10( =iy . Тогда 

( )∫ +=
10

0

2
0

2 )()( dttutyJ iii .     (2.76) 

Сформируем уравнение номинального объекта управления (2.61) в 
виде: 
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= ,  [ ] )(0,0,0,1)( txty ii = . (2.77) 

Для (2.77) перепишем критерий качества (2.76) и сформируем закон 
оптимального управления в виде 

{ }( )
[ ] ( )[ ],)10()()()()()()()(1,0,0,0)(
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 (2.78) 

где 







−−
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)10()10(
)10()10(
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i , )10()10()( iii ztZtz −= , 
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Введем вспомогательный контур (2.64), где зададим 
[ ]T2,2,2,2)10( =ix  и 04,0=iβ . Тогда 
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   (2.79) 

Пусть в (2.68) [ ]T625,500,150,20=iD , 01,0=µ . В результате, 
наблюдатель определится в виде 
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  (2.80) 

Используя наблюдатель (2.80), сигнал компенсации (2.67) можно 
записать как 

)()(25)( ,04 ttatu iii ξ−= .     (2.81) 
Здесь [ ]( ) 41

,4,04 )(4641)( ×ℜ∈−−−−−= tzta ii , )(,04 ta i  и )(,4 tz i  – 
четвертые строки матриц )(0 tA i  и )()( 1

,12,22 tztz ii
−  соответственно. 

На рисунке 2.8 (слева) приведены результаты моделирования по 
выходам первой локальной подсистемы (2.75) и номинального объекта 
(2.77), на рисунке 2.8 (справа) результаты моделирования по выходам 
второй локальной подсистемы (2.75) и номинального объекта (2.77) при 
следующих данных в них: 

– в первой локальной подсистеме: 831 =a , 621 −=a , 911 =a , 801 =a , 
601 =r , 1001 =d , 501 =k , 531 =s , 721 =s , 311 =s , 1501 =s , 

tttf 5,1sin5,18,0sin2)(1 ++= ; 
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– во второй локальной подсистеме: 232 =a , 622 =a , 1012 −=a , 502 =a , 
502 =r , 1002 =d , 302 −=k , 1532 =s , 922 =s , 912 =s , 1002 =s , 

tttf 2,1cossin1)(2 ++= . 
Результаты моделирования показали, что значение критерия (2.76) для 

номинального объекта (2.77) при подаче на вход оптимального управления 
(2.78) составляет 178,5738. Для первой локальной подсистемы (2.75) 
значение критерия 177,7076, для второй подсистемы 178, 0021. То есть 
параметрическая и сигнальная неопределенности в (2.75) практически не 
сказываются на качестве управления. 

 

 
 

 
Рисунок 2.8 – Результаты моделирования по выходам первой подсистемы 

)(tyi , 2,1=i  и номинального объекта )(tyN  
 

2.3.2 Нелинейные нестационарные многосвязные объекты с 
запаздыванием по состоянию 

 
Постановка задачи. Рассмотрим многосвязный объект управления с 

запаздыванием по состоянию, динамические процессы в котором 
описываются системой дифференциальных уравнений: 
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где in
i tx ℜ∈)( , ℜ∈)(tui , ℜ∈)(tf j , ℜ∈)(tyi , iL , ix0  и σ  – имеют тот же 

смысл, что и в (2.58), элементы матриц ii nn
i tA ×ℜ∈)( , ii nn

i tF ×ℜ∈)( , 
ii nn

ij tY ×ℜ∈)(  и векторов in
i tB ℜ∈)( , in

ij tD ℜ∈)( , in
ij tU ℜ∈)(  – неизвестные 

непрерывные функции. Известны размерности этих матриц и векторов, 
причем ii mtB =)(rang , ii ltD =)(rang , ii nm <  и ii nl < . ( )( )tttyty iii ,)(),( τ−Ψ  
– нелинейная функция, 0)( >tiτ  – неизвестное время запаздывания, 

1)( <tp iτ . 
Предположения 2.2. 
1. Элементы матриц )(tAi , )(tFi , )(tYij  и коэффициенты векторов 

)(tBi , )(tDij , )(tUij  неизвестные функции, которые зависят от вектора 
неизвестных параметров Ξ∈ϑ , где Ξ  – известное множество. 

2. Объект (2.82) управляемый и наблюдаемый. Выполнены условия 
структурного согласования: )()( T tcBAtA iNiNii += , )()( tBBtB iNiNii π+= , 

)()( tkBtD ijNiij = , )()( T tzBtF iNii = , )()( tBtU ijNiij ς= , )()( T tBtY ijNiij ρ= , где 
ii nn

NiA ×ℜ∈ , in
NiB ℜ∈  – известные номинальные постоянные матрицы, а 

также NiA  – гурвицева, in
i tc ℜ∈)( , ℜ∈)(tiπ , ℜ∈)(tkij , in

i tz ℜ∈)( , ℜ∈)(tijς  
и in

ij t ℜ∈)(ρ  – функции неизвестных параметров. Система (2.82) 
управляемая и наблюдаемая. 

3. При фиксированном времени t  подсистемы (2.82) – минимально 

фазовые, решения 0)()()()(
,1

=+ ∑
≠=

κ

jij
jijii tutUtutB , σ...,,2,1=i  

асимптотически устойчивые и последние элементы )(tBi , NiB  – 
положительные функции и числа.  

4. Элементы нелинейной функции ( )( )tttyty iii ,)(),( τ−Ψ  – гладкие 
липшицевы функции по переменным )(tyi , ( ))(tty ii τ−  и непрерывные по t . 

2. В системе управления доступны измерению только сигналы )(tyi . 
Цель управления состоит в синтезе системы регулирования, 

обеспечивающего выполнение целевого условия (2.59). 
Метод решения. Принимая во внимание условия структурного 

согласования (предположение 2.2.2), перепишем уравнение объекта (2.82) 
в виде 

,)0(),()(),()()()( 0iiiiiiNiiNiiNii xxtxLtytBtuBtxAtx ==++= ϕ  (2.83) 

где ( )( ) ++−Ψ++= ∑
≠=
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jij
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ς  содержит в себе параметрические и сигнальные 

возмущения объекта (2.82). 
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Очевидно, что уравнения (2.60) и (2.83) подобны. Поэтому 
дальнейший вывод системы управления объектами (2.82) аналогичен, как в 
п. 2.4.1. 

Рассмотрим уравнение (2.83) при 0)( ≡tiϕ . В результате получим 
номинальный объект (2.61). Для номинального объекта (2.61) критерий 
качества (2.59) и оптимальный закон управления )(0 tu i  определятся в виде 
(2.62). Для выделения неопределенностей в (2.83) введем вспомогательный 
контур (2.64). Для компенсации неопределенностей зададим сигнал )(tui  в 
виде (2.67). Для реализации сигнала компенсации (2.67) введем 
наблюдатель (2.68). 

Структурная схема робастного субоптимального управления 
нелинейными объектами с запаздыванием по состоянию приведена на 
рисунке 2.7. 

Теорема 2.2. Пусть для объекта (2.82) выполнены условия 
предположений 2.2. Тогда существуют числа 0>iβ  и 00 >µ  такие, что 
при 0µµ ≤  система управления, состоящая из вспомогательного контура 
(2.64), закона управления (2.67) и наблюдателя (2.68) минимизирует 
критерий качества (2.58) с достаточно малой погрешностью и 
обеспечивает ограниченность сигналов в замкнутой системе. 

Доказательство теоремы 2.5 аналогично доказательствам теорем 4.3 и 
2.4. 

Пример 2.6. Рассмотрим двухсвязный объект управления (2.82), 
математическая модель которого задана в виде 
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+



















+



















−−−−

=

τ



(2.84) 
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Класс неопределенности Ξ  определен неравенствами: 10)( ≤tali , 
3,2,1,0=l  , 2,1=i , 7)(0 0 ≤< tr i , 10)(0 ≤td i , 10)( ≤tf i , 10)( ≤tf li , 

20)( ≤tsli , 2,1=j . Предполагаются известными начальные условия 
[ ]T1,1,1,1)0( =ix . 

Цель управления – квазиминимизация интегрального критерия 
качества (2.76) и ограниченность всех сигналов в системе управления. 

Определим уравнение номинального объекта управления в виде 
(2.77). Перепишем (2.76) для дифференциальных ограничений (2.77) в 
форме (2.78). Для (2.77) сформируем закон оптимального управления 
(2.78). Введем вспомогательный контур (2.79) и наблюдатель (2.80). 
Используя наблюдатель (2.80), сигнал компенсации определим в виде 
(2.82). 

На рисунке 2.9 (слева) приведены результаты моделирования по 
выходам первой локальной подсистемы (2.84) и номинального объекта 
(2.77), на рисунке 2.9 (справа) результаты моделирования по выходам 
второй локальной подсистемы (2.84) и номинального объекта (2.77) при 
следующих данных: 

– в первой локальной подсистеме: ( )tta cos42)(31 += , 
( )tta 3sin232)(21 += , tta 3cos9)(11 = , ttta sin2sin8)(01 += , ttr 5sin6)(01 += , 

ttd 2sin10)(01 = , tts 2sin5)(31 −= , tts cos27)(21 += , tts 3sin73)(11 += , 
tts sin15)(01 = , ttk 2sin10)(01 = , 

( )( ) ( )[ ]T11
2
111111 cos),(sin,)()(1,)(),( ttyttytytttyty ττ −++=−Ψ , tet −+= 1)(1τ

, tttf 5,1sin5,18,0sin2)(1 ++= ; 
– во второй локальной подсистеме: ( )tta sin32)(32 += , 

( )tta 3cos512)(22 += , tta 2sin10)(12 −= , ttta 3cos52cos5)(02 += , 
ttr 5cos25)(02 += , ttd 2cos10)(02 = , tts 2cos15)(32 = , 13sin9)(22 += tts , 

tts 3sin9)(12 = , tts 2cos10)(02 = , ttk 3sin5)(02 −= , tttf 2,1cossin1)(2 ++=  
tet 2

2 2)( −+=τ , 
( )( ) ( )[ ]T222

2
22222 )(),(cos,)(sin1,)(),( tetytyttyttttyty −−⋅+=−Ψ ττ . 

Результаты моделирования показали, что значение критерия (2.76) для 
номинального объекта (2.77) при подаче на вход оптимального управления 
(2.78) составляет 178,5738. Для первой локальной подсистемы (2.85) 
значение критерия 177,8123, для второй подсистемы 178,7662. То есть 
параметрическая и функциональная неопределенности в (2.85) 
практически не сказываются на качестве управления. 
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Рисунок 2.9 – Результаты моделирования по выходам объекта управления 

)(tyi , 2,1=i  и номинального объекта )(tyN . 

)(tyN

)(2 ty

)(1 ty

c,t
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Глава 3 
УПРАВЛЕНИЕ СЕТЕВЫМИ СИСТЕМАМИ 

 
В последнее время наблюдается повышенный интерес к проблеме 

управления динамическими сетями (мультиагентными системами). 
Кооперативное управление различного рода объектами привлекало 
внимание исследователей во многих областях: биология, физика, 
робототехника, телекоммуникационные сети и т.п. Одним из способов 
управления динамической сетью является консенсусное управление 
(consensus control), цель которого состоит в поиске управляющего 
устройства, способного синхронизировать подсистемы сети, в которой нет 
лидера. При этом траектории локальных объектов стремятся к некоторой 
общей величине, зависящей от их параметров и межузловых связей. 

 
3.1 Адаптивная синхронизация динамической сети 

 
Вначале рассмотрим получение способов адаптивного управления 

сетевыми объектами на базе подхода [21]. 
 

3.1.1 Линейные динамические сети 
 

Постановка задачи. Рассмотрим орграф Γ = (V, E), ассоциированный 
с сетью S, где каждой вершине орграфа Γ соответствуют подсистемы Si, 
i = 1, .., k и подсистема лидера SL, V = {v1, …, vk, vL} – множество вершин, 
E⊆ V × V – множество ребер. Пусть C = (cij), S = (siL) – матрицы смежности 
орграфа Γ такие, что cij = 1 и siL = 1 если j ∈ NjL, иначе cij = 0 и siL = 0, 
NjL = {vj ∈ V: (vj, vi) , (vi, vL) ∈ E} – множество смежных вершин для узла 
vi. Запись (vj, vi) , (vi, vL) ∈ E означает, что информация поступает от 
подсистемы Si к подсистеме Sj и от подсистемы лидера SL к Si. 

Рассмотрим подсистему Si, соответствующую i-й вершине орграфа Γ 
сети S, динамические процессы в которой описываются уравнением 

),()()()( tupRktypQ iiiii =  i = 1, .., k,    (3.1) 
где yi(t) ∈ ℜ – регулируемая переменная, ui(t) ∈ ℜ – сигнал управления, 
Qi(p), Ri(p) – линейные дифференциальные операторы, deg Qi(p) = n, 
deg Ri(p) = m, γ = n – m ≥ 1, ki > 0. 

Ведущая подсистема SL, соответствующая L-й вершине орграфа Γl 
сети S, задается уравнением 

)()()( trktypQ LLL = .    (3.2) 
Здесь yL(t) ∈ ℜ – измеряемый выход, r(t) ∈ ℜ – ограниченное задающее 
воздействие, QL(p) и kL > 0 – известный оператор и высокочастотный 
коэффициент усиления, deg QL(p) = γ. 
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Предположения 3.1. 
1. Орграф Γ содержит ориентированное остовное дерево, в корне 

которого находится ведущая подсистема (3.2). 
2. Неизвестные коэффициенты операторов Qi(p), Ri(p) и число ki > 0 

зависят от некоторого вектора неизвестных параметров ϑ  ∈ Ξ, Ξ – 
известное множество. Известны порядки операторов Qi(p), Ri(p). 

3. Подсистемы сети (3.1) минимально фазовые. 
4. Измерению доступны только выходы локальных подсистем yi(t) и 

yL(t). 
Цель управления состоит в обеспечении ε-синхронизации сети S с 

заданной точностью: 
ε<−

∞→
)()(lim tyty Lit

 ϑ∀  ∈ Ξ,    (3.3) 

ε > 0 – заданное число. 
Метод решения. Представим линейные операторы Qi(p), Ri(p) в виде 

сумм: 
)()()( pQpQpQ imi ∆+= , )()()( pRpRpR imi ∆+= ,  (3.4) 

где Qm(s), Rm(s) – гурвицевы многочлены, deg Qm(p) = n, deg Rm(p) = m, 
∆Qi(p) и ∆Ri(p) – линейные дифференциальные операторы. Порядки 
линейных операторов ∆Qi(p) и ∆Ri(p) не превосходят n и m . 

Пусть Qm(s) / Rm(s) = QL(s). Тогда, учитывая (3.4), перепишем (3.1) в 
виде 

,)(
)(
)()(

)(
)()()()( 







 ∆
−

∆
+= ty

pRk
pQtu

pR
pRtuktypQ i

mi

i
i

m

i
iiiL    (3.5) 

Принимая по внимание (3.2) и (3.5), составим уравнение ошибки 
( ) ( )∑

∈

−+−=
jLNj

LiiLjiiji tytystytycte )()()()()(  в виде 

.)()(
)(
)()(

)(
)()(

)()()(
)(
)()(

)(
)()()()(













−

∆
−

∆
++





+








−

∆
−

∆
+= ∑

∈

tr
k
kty

pRk
pQtu

pR
pRtus

ty
k

pQty
pRk
pQtu

pR
pRtucktepQ

i

m
i

mi

i
i

m

i
iiL

Nj
j

i

L
i

mi

i
i

m

i
iijiiL

j     

(3.5) 
Введем закон управления в виде 

( ) )()()(),()()( T1 twtctvtvpTsctu iiiiiLiji =+= − ,  (3.6) 
где )( pT  – линейный дифференциальный оператор порядка γ, )(tvi  – 
оценка вспомогательного управляющего воздействия )(tvi , )(tci  – вектор 
настраиваемых параметров, 

( ) ( )



++= ),(

)(
)(),(),(),()( TT ty

pT
pQctyctsctsctw j

L
ijiijyiiLijviiLiji ζζ

T

)(
)(

1



tr
pT

siL – вектор 

регрессии, сформированный с помощью фильтров 
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),()()(
),()()(

2

1

tbytFt
tbvtFt

iyiyi

ivivi

+=
+=

ζζ
ζζ




     (3.7) 

В уравнениях (3.7) m
vi t ℜ∈)(ζ , γζ ℜ∈)(tyi  – векторы состояния (3.7), 

,1F  2F  – матрицы в форме Фробениуса с характеристическими 
многочленами )(sRm , )()( sRsT m  соответственно. Тогда уравнение (3.5) 
преобразуем к форме 

( )[ ].)()()()()()( T
0∑

∈

−+−=
jNj

iiiiiiiL tvtvtwctcktepQ    (3.8) 

Здесь [ ]T11
03

T
01

T
010 ,,,, miiiiii kkkc −− −−−= ςςς  – вектор неизвестных параметров, 

где [ ]1T
01 ...,,,1)( −=∆ m

ii pppR ς , [ ] )()(...,,,1)( 03
2T

02
1 pRpTpppQk mi

n
iii ςς +=∆ −− . 

Для реализации закона управления (3.6) воспользуемся наблюдателем 
( ) ),()(,)()()()( 00 tLtvtvtvDtGt iiiiii ξξξ =−+=  i = 1, .., k,  (3.9) 

где ξi(t) ∈ ℜγ , параметры в (3.9) выбираются согласно [24]: 



= −

00
0 1

0
γIG , 

D0 = –[d1µ-1, d2µ-2, …, dγµ-γ1]T, коэффициенты d1, d2, …, dγ1 выбираются 
так, чтобы матрица G = G0 – DL была гурвицевой, D = [d1, d2, …, dγ]T, 
L = [1, 0, …, 0]T, µ > 0 – достаточно малая величина. 

Рассмотрим вектор )()( 1 tMt ii δη −= , где M  = diag {µγ - 1, µγ - 2, …, µ, 1}. 
Найдем полную производную по времени от )(tiη  с учетом (3.9) 

)()()( )(1 tbtGt iii
γζηµη += − , )()( 1 tLt ii ηµγ −=∆ , 

где b  = [0, …, 0, 1]T. Преобразуем предпоследнее уравнение в 
эквивалентное относительно выхода )(ti∆  

).()(),()()( 11 tLttvbtGt iiiii ηµηµη γ −− =∆+=     (3.10) 
Здесь ηi(t) ∈ ℜγ , )()( 11 tt ii ηη =  – первые компоненты векторов ηi(t) и ),(tiη  
b = [1, 0, …, 0]T. 

Принимая во внимание (3.10), преобразуем (3.8) к форме 
( )[ ]∑

∈

−+−=
jLNj

iiiiii tLtwctckte )()()()( 1T
0 ηµγ ,   (3.11) 

Теорема 3.1. Пусть выполнены предположения 3.1. Рассмотрим 
систему управления, состоящую из закона управления (3.6), фильтров 
(3.7), наблюдателя (3.9) и алгоритма адаптации 

)()(
)()(1

)( T tetw
twtw

tc ii
ii

i
i +

−=
α

 , ki ...,,2,1= .   (3.12) 

где 0>iα  и 0>iβ . Тогда для чисел α > 0, µ0 > 0 и µ ≤ µ0 данная система 
управления обеспечивает выполнение условия синхронизации (3.3). 

Доказательство теоремы 3.1. Перепишем уравнения (3.10) и (3.11) 
в виде 
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( ) ( )[ ]
),()()(

)()()()(

21

1
2

T
0

tvbtGt

tLtwctcsckte

iii

Nj
iiiijLijii

jL

 µηηµ

ηµγ

+=

+−+= ∑
∈

−

  (3.13) 

где µµµ == 21 . И воспользуемся леммой 2.1. 
Выберем в качестве функции )(xP  функцию Ляпунова в виде 

21 VVV += ,      (3.14) 

где ( ) ( )∑
=

−−=
k

i
iiii ctcctcV

1
0

T
01 )()( , ∑

=

=
k

i
ii tPtV

1

T
2 )()( ηη , матрица 0T >= PP  

определяется из решения уравнения QPGPG −=+T , 0T >=QQ . Возьмем от 
функции V  полную производную по времени вдоль траекторий (3.12) и 
(3.13) при 02 =µ : 

( ) ( )

( ) ( )

( )( )

.0)()(

,0)()()()(
)()(1

2

)()()()(
)()(1

2

)()(
)()(1
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12

T
00

T

1
T

T
00

T
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T
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≤−−
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=−
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−=−=

∑

∑ ∑

∑∑

∑∑

=

−

= ∈

∈=

==

k

i
ii

iiiiii

k

i Nj ii

ii

Nj
iiiiii

k

i ii

ii

i

k

i ii

ii
k

i

tQtV

twctcctctw
twtw

k

twctcctctw
twtw

k

ctctw
twtw

tectctcV

jL

jL

ηηµ

α

α

α





 (3.15) 

Следовательно, )(tci , ic0  и )(tiη  ограничены. Из (3.15) следует, что 
)(tc  ограничен и причем  0)(lim =

∞→
tc

t
 . Покажем теперь, что 0)( →te  при 

∞→t . Т.к. 0)(1 ≤tV , то ∞<∞=
∞→

)()(lim 11 VtV
t

. С учетом этого, рассмотрим 

следующий несобственный интеграл 

( )( )

[ ] .)()0()(

)()()()(
)()(1

5,0
11

5,0

0
1

5,0

0

T
00

T

1
T

∞<∞−≤







−≤

≤







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∫

∫∑ ∑
∞

∞
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VVdttV

twctcctctw
twtw

k
iiiiii

k

i Nj ii

ii

jL



α

 

Значит, ( )( ) 0)()()()(
)()(1

2lim T
00

T

1
T =−−

+∑ ∑
= ∈∞→

twctcctctw
twtw

k
iiiiii

k

i Nj ii

ii

t
jL

α , т.е. 

( ) 2
T

0 )()( Ltwctc iii ∈− , а из (3.13) следует 2)( Ltei ∈  при 02 =µ . Тогда, в силу 
ограниченности )(tr  и )(tyL , функции )(tyi , )(tyiζ  также ограничены. 

Далее, рассмотрим уравнение 

( ) ( ) ( ).)()()()()()(
)()()(

1
03

T
02

T
00

T
011

1

trkktyctbtwctcbtbF
tbvtFt

imiiyiiiiivii

ivivi
−+++−++=

=+=
ζςζς

ζζ
 

Матрица T
011 iibF ς+  имеет характеристический многочлен )(sRi , 

который в соответствии с предположением 3.1.3 гурвицев. Тогда )(tviζ  – 
ограниченный вектор. Значит весь вектор )(twi  ограничен, а из (3.7) 
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следует ограниченность )(twi .Таким образом, при 02 =µ  получаем 
асимптотически устойчивую систему уравнений (3.13). 

Пусть в (3.13) 021 µµµ == . Возьмем снова функцию Ляпунова (3.14) 
и, с учетом результатов (3.15), вычислим от нее полную производную по 
времени от нее вдоль траекторий (3.12) и (3.13): 
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γ  (3.16) 

Рассмотрим оценки 
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 , где { })(supmax 2
2 tvi
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=ψ . 

Тогда, с учетом оценок, производную функции (3.16) перепишем в 
виде 
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 (3.17) 

где 21 ψψψ += . Обозначим PbbPQR T1
02 −−= µ . Очевидно, что существует 

такое число 0µ , что 0>R  и целевое условие (3.3) будет выполнено. 
Причем, уменьшая 0µ , уменьшается ε в целевом условие (3.3). 

Замечание 3.1. Предположим, что динамическая сеть состоит из 
локальных подсистем (3.1), у которых одинаковые характеристические 
многочлены. Также предположим, что в сети отсутствует лидер (3.2), 
причем орграф, ассоциированный с динамической сетью, имеет 
ориентированное остовное дерево. Тогда система управления (3.6), (3.7), 
(3.9) и, (3.12) будет обеспечивать выполнение условия 

ε<−
∞→

)()(lim tyty jit
.     (3.18) 
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Пример 3.1. Рассмотрим орграф Γ (рисунок 3.1), описывающие 
информационные связи сети S , состоящей из четырех подсистем Si, 
i = 1, …, 4 и лидера SL. 

 

 
Рисунок 3.1 – Орграф Γ сети S 

 
Пусть Si подсистема (3.1) описывается следующим уравнением: 

( ) )()(01
2

2
3

3 tuktyqpqpqpq iiiiiii =+++ .   (3.19) 
Класс неопределенности Ξ задан неравенствами: 13 =iq , |q2i| ≤ 10, 

|qji| ≤ 10, j = 0, 1, 0 < ki ≤ 10. 
Сформируем уравнение лидера (3.2) в виде 

( ) ttyppp L sin1)(133 23 +=+++ .   (3.20) 
Цель управления состоит в обеспечении условия ε-синхронизации 

(3.3). 
Пусть ( )31)( += ppT . Согласно (3.7) сформируем уравнения фильтров 

в виде 

.0)0(),(
1
0
0

)(
331

100
010

)( =











+













−−−
= yiiyiyi tytt ζζζ   (3.21) 

Фильтр )(1 tiζ  отсутствует, т.к. 1)( =pRm . Вектор регрессии сформируем 

как ( )
T

T ),(
)(

1),(
)(
)(),(),()( 








+= tr

pT
sty

pT
pQctyctsctw iLj

L
ijiijyiiLiji ζ . 

Пусть в (3.9) Di = [3, 3, 1]T и 01,0=µ . Тогда уравнения наблюдателей 
производных сигнала vi(t) примут вид: 

( )
( )

( ) [ ] .0,0,0)0(,)()(10)(
,)()(103)()(
,)()(103)()(

T163

1432

1221

=−−=
−⋅−=
−⋅−=

iiii

iiii

iiii

tvtt
tvttt
tvttt

ξξξ
ξξξ
ξξξ







   (3.22) 

Зададим 1=α  и сформируем закон управления (3.6) и алгоритмы 
адаптации (3.12): 

).()(
)()(1

1)(

),()()(),()(3)(3)()(

T

T1233

tetw
twtw

tc

twtctvtttttu

ii
ii

i

iiiiiiii

+
−=

=+++=



 ξξξξ
  (3.23) 

Проверим работоспособность системы управления, при следующих 
параметрах в каждой локальной подсистеме (3.19): 

1S 2S

3S4S
LS
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– S1: q31 = 1, q21 = 1, q11 = –5, q01 = –5, k1 = 5, y1(0) = 1, 0)0(1 =y , 
1)0(1 =y ; 

– S2: q32 = 1, q22 = 1, q12 = –3, q02 = –3, k2 = 1, y2(0) = –1, 0)0(2 =y , 
2)0(2 =y ; 

– S3: q33 = 1, q23 = –5, q13 = –2, q03 = –7, k3 = 3, y3(0) = 1, 1)0(3 −=y , 
2)0(3 =y ; 

– S4: q34 = 1, q24 = 1, q14 = 5, q04 = –5, k4 = 1, y4(0) = 1, 1)0(4 −=y , 
2)0(4 =y . 

На рисунках 3.2, 3.3 приведены результаты переходных процессов по 
ошибкам 1

~y (t) = y1(t) – yL(t), 2
~y (t) = y2(t) – yL(t), 3

~y (t) = y3(t) – yL(t) и 4
~y

(t) = y4(t) – yL(t). 
 

  
 

 
Рисунок 3.2 – Переходные процессы по )(~

1 ty  и )(~
2 ty  
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Рисунок 3.3 – Переходные процессы по )(~

3 ty  и )(~
4 ty  

 
Пример 3.2. Рассмотрим теперь динамическую сеть без лидера. 

Введем орграф Γ (рисунок 3.4), который описывает информационные 
связи сети S , состоящей из четырех подсистем Si, i = 1, …, 4. Пусть 
каждая подсистема сети S  описывается уравнениями (3.19). 

 

 
Рисунок 3.4 – Орграф Γ сети S 

 
Положим, что система управления состоит из фильтра (3.21), 

наблюдателя (3.22) и закона управления (3.23). 
Пусть в каждой локальной подсистеме (3.19) q3i = 1, q2i  = 1, q1i  = –5, 

q0i  = –5. Остальные параметры в (3.19) такие же, как и в примере 3.1. 
На рисунках 3.5 а и б приведены результаты переходных процессов по 

ошибкам 14
~y (t) = y1(t) – y4(t), 21

~y (t) = y2(t) – y1(t), 32
~y (t) = y3(t) – y2(t) и 43

~y
(t) = y4(t) – y3(t). 

Результаты моделирования в примерах 3.1 и 3.2 показали, что 
предложенная система управления обеспечивает условие ε-синхронизации 

1S 2S

3S4S

с,t

)(~
4 ty
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(3.3) с заданной точностью. Причем, уменьшая число µ, уменьшается 
значение ε в целевом условии (3.3), что подтверждает результаты 
аналитических расчетов. 

 

 
 

 
Рисунок 3.5 (а) – Переходные процессы по )(~

14 ty  и )(~
21 ty  
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Рисунок 3.5 (б) – Переходные процессы по )(~

32 ty  и )(~
43 ty  

 
3.1.2 Нелинейные динамические сети с запаздыванием по состоянию 

 
Постановка задачи. Рассмотрим орграф Γl = (V, El), 

ассоциированный с сетью S, где каждой вершине орграфа Γl 
соответствуют подсистемы Si, i = 1, .., k и подсистема лидера SL, 
V = {v1, …, vk, vL} – множество вершин, El ⊆ V × V – множество ребер. 
Пусть C = (cij), S = (siL) – взвешенные матрицы смежности орграфа Γl 
такие, что cij > 0 и siL > 0 если j ∈ NjL, иначе cij = 0 и siL = 0, NjL = {vj ∈ V: 
(vj, vi) , (vi, vL) ∈ El} – множество смежных вершин для узла vi. Считается, 
что в процессе функционирования системы структура связей орграфа 
может изменяться. Обозначим Γ = {Γl: l = 1, …, m} – множество 
возможных значений топологий орграфа. 

Рассмотрим подсистему Si, соответствующую i-й вершине орграфа Γ 
сети S, динамические процессы в которой описываются следующим 
уравнением 

( ),)(),()()()()()( iiiiiiiiii tytypKtupRktypQ τ−Ψ+=  ,...,,2,1 ki =  (3.23) 
где yi(t) ∈ ℜ, ui(t) ∈ ℜ, Qi(p), Ri(p) и ki > 0 имеют тот же смысл, что и в 
(3.23), )( pKi  – линейный дифференциальный оператор, deg Qi(p) = ni, 
deg Ri(p) = mi, deg Ki(p) < ni γi = ni – mi ≥ 1, ki > 0 – неизвестное число, 

( ) ℜ∈−Ψ )(),( iiii tyty τ  – известная нелинейность, 0>iτ  – известное время 
запаздывания. 

Подсистема лидера SL, соответствующая L-й вершине орграфа Γl сети 
S, задается уравнением (3.2). 

Предположения 3.2. 
1. Орграфы Γl содержат ориентированные остовные деревья, в 

корне которых находится ведущая подсистема (3.2). 
2. Неизвестные коэффициенты операторов Qi(p), Ri(p), Ki(p) и число 

ki > 0 зависят от некоторого вектора неизвестных параметров ϑ  ∈ Ξ, Ξ 
– известное множество. Порядки операторов Qi(p), Ri(p), Ki(p) 
неизвестны. Известны { }iki

nn
...,,1

max
=

≥  и γ  ≥  
ki ...,,1

max
=

{ni – mi}. 

с,t

69 



3. Многочлены )(sQm  и )(sRm  гурвицевы. nsQm =)(deg , γ=)(deg sRm . 
4. ( ))(),( iiii tyty τ−Ψ  – гладкая нелинейная функция, липшицевая по 

)(tyi  и )( ii ty τ− . 
5. Подсистемы сети (3.24) минимально фазовые. 
3. Измерению доступны только выходы локальных подсистем yi(t) и 

yL(t). 
Цель управления состоит в поиске алгоритма управления, 

гарантирующего выполнение условия (3.3). 
Метод решения. Представим линейные операторы Qi(p), Ri(p) (3.1) в 

виде сумм: 
)()()( pQpQpQ imi ∆+= , )()()( pRpRpR imi ∆+= ,  (3.25) 

где Qm(s), Rm(s) – гурвицевы многочлены и такие, что Qm(s) / Rm(s) = QL(s), 
deg Qm(p) = n , deg Rm(p) = γ−n , ∆Qi(p) и ∆Ri(p) – линейные 
дифференциальные операторы. Порядки линейных операторов ∆Qi(p) и 
∆Ri(p) не превосходит n  и γ−n . Тогда, учитывая (3.25), перепишем (3.24) 
в виде 

( ) .)(),(
)(

)()(
)(

)(

)(
)(
)()()()(





−Ψ+

∆
−

−


 ∆
+=

iiii
mi

i
i

mi

i
m

iiiL

tyty
pRk

pKty
pRk

pQ

tu
pR
pRtuktypQ

τ
   (3.26) 

Введем закон управления в виде (3.6), где только порядок )( pT  равен 

γ , ( ) ( )



++= ),(

)(
)(),(),(),()( TT ty

pT
pQctyctsctsctw j

L
ijiijyiiLijuiiLiji ζζ  

( )
T

T )(),(
)(

1




+ Ψ tsctr

pT
s iiLijiL ζ  – вектор регрессии, сформированный с 

помощью фильтров 

( ).)(),()()(
),()()(
),()()(

iiiiii

iyiyi

iuiui

tytybtFt
tbytFt
tbutFt

τζζ
ζζ
ζζ

−Ψ+=
+=
+=

ΨΨ






   (3.27) 

В (3.27) n
ui t ℜ∈)(ζ , n

yi t ℜ∈)(ζ , n
i t ℜ∈Ψ )(ζ  – векторы состояния (3.27), 

F  – матрица в форме Фробениуса с характеристическими многочленами 
)()( sRsT m . 

Принимая по внимание (3.26) и (3.27), составим уравнение ошибки 
( ) ( )∑

∈

−+−=
jLNj

LiiLjiiji tytystytycte )()()()()(  в виде 

( )[ ].)()()()()()( T
0∑

∈
−+−=

jNj
iiiiiiiL tvtvtwctcktepQ    (3.28) 
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Здесь [ ]TT
04

11
03

T
02

T
010 ,,,,, iimiiiii kkkc ςςςς −− −−=  – вектор неизвестных 

параметров, где [ ]TT
01 ...,,,1)( γς −=∆ n

ii pppR , 
[ ] im

n
iii pRpTpppQk 03

TT
02

1 )()(...,,,1)( ςς +=∆− , [ ]T1T
04

1 ...,,,1)( −− = n
iii pppKk ς . 

Для реализации закона управления (3.6) воспользуемся наблюдателем 
( ) ),()(,)()()()( 00 tLtvtvtvDtGt iiiiii ξξξ =−+=  i = 1, 2, …, k, 

 (3.29) 

где ξi(t) ∈ γℜ  , параметры в (3.29) выбираются согласно [24]: 







= −

00
0 1

0
γI

G

, D0 = –[d1µ –1, d2µ –2, …, γ
γ µ

−d ]T, коэффициенты d1, d2, …, γd  выбираются 
так, чтобы матрица G = G0 – DL была гурвицевой, D = [d1, d2, …, γd ]T, 
L = [1, 0, …, 0]T, µ > 0 – достаточно малая величина. 

Рассмотрим вектор )()( 1 tMt ii δη −= , где M  = diag { 1−γµ , 2−γµ , …, µ, 1}. 
Найдем полную производную по времени от )(tiη  с учетом (3.29): 

)()()( )(1 tbtGt iii
γζηµη += − , )()( 1 tLt ii ηµγ −=∆ , 

где b  = [0, …, 0, 1]T. Преобразуем предпоследнее уравнение в 
эквивалентное относительно выхода )(ti∆ : 

).()(),()()( 11 tLttvbtGt iiiii ηµηµη γ −− =∆+=     (3.30) 
Здесь ηi(t) ∈ γℜ , )()( 11 tt ii ηη =  – первые компоненты векторов ηi(t) и )(tiη
,b = [1, 0, …, 0]T. 

Принимая во внимание (3.30), преобразуем (3.28) к форме: 
( )[ ]∑

∈

−+−=
jLNj

iiiiiii tLktwctckte )()()()( 1T
0 ηµγ ,   (3.31) 

Теорема 3.2. Пусть выполнены предположения 3.2 и система 
управления состоит из закона управления (3.6), фильтров (3.27), 
наблюдателя (3.29) и алгоритма адаптации 

)()(
)()(1

)( T tetw
twtw

tc ii
ii

i
i +

−=
α

 , ki ...,,2,1= ,  (3.32) 

где 0>iα  и 0>iβ . Тогда для чисел α > 0, µ0 > 0 и µ ≤ µ0 система 
управления при µ ≤ µ0 обеспечивает выполнение условия синхронизации 
(3.3). 

Т.к. уравнения (3.30)-(3.32) подобны уравнениям (3.10)-(3.12), то 
доказательство теоремы 3.2 аналогично доказательствам теорем 3.1 и 2.3. 

Замечание 3.2. Предположим, что динамическая сеть состоит из 
локальных подсистем (3.24), у которых одинаковые операторы )( pQi . 
Также предположим, что в сети отсутствует лидер (3.2). Причем орграф, 
ассоциированный с динамической сетью, имеет ориентированное остовное 
дерево. Тогда система управления (3.6), (3.27), (3.29) и (3.32) будет 
обеспечивать выполнение условия (3.18). 
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Пример 3.3. Рассмотрим орграф Γ (рисунок 3.6), описывающие 
информационные связи сети S , состоящей из четырех подсистем Si, 
i = 1, …, 4 и лидера SL. 

 
 

 
Рисунок 3.6 – Орграфы lΓ , l = 1, 2, …, 6 сети S  

 
Пусть Si подсистема (3.24) описывается следующим уравнением: 

( ) ( ) ( ))(),()()( 0101
2

2
3

3 iiiiiiiiiiii tytykpktuktyqpqpqpq τ−Ψ++=+++ .
 (3.33) 

Здесь ( ) )()()(),( 2
iiiiii tytytyty ττ −+=−Ψ . Класс неопределенности Ξ 

задан неравенствами: 40 3 ≤≤ iq , 0 < q2i ≤ 10, |qji| ≤ 10, j = 0, 1, 0 < ki ≤ 10, 
51 ≤ik . Анализируя класс неопределенности можно сказать, что порядок 
)( pQi  может принимать значения 3 и 4. 
Сформируем уравнение лидера в виде (3.20). Цель управления состоит 

в обеспечении условия ε-синхронизации (3.3). 
Пусть ( )31)( += ppT . Сформируем уравнения фильтров в виде (3.21) и 

дополнительные фильтры 
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 (3.34) 

Вектор регрессии сформируем как 
( ) ( ) ( )[ ]TTTT )(),(),(),(),(),()( tsctrstyctyctsctsctw iiLijiLjijiijyiiLijuiiLiji Ψ+++= ζζζ . 

Уравнения наблюдателей производных сигнала vi(t) определим в виде 
(3.22). Закон управления и алгоритмы адаптации сформируем в форме 
(3.23). 
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Положим, также, что структура сети (рисунок 3.6) менялась каждые 2 
с. 

Проверим работоспособность системы управления, при следующих 
параметрах в каждой локальной подсистеме (3.33): 

S1: q31 = 0, q21 = 2, q11 = –5, q01 = –5, k1 = 5, 11 =τ  с, y1(0) = 1, 0)0(1 =y , 
1)0(1 =y ; 

S2: q32 = 1, q22 = 1, q12 = –3, q02 = –3, k2 = 1, 22 =τ  с, y2(0) = –1, 0)0(2 =y , 
2)0(2 =y ; 

S3: q33 = 0, q23 = –3, q13 = –2, q03 = –7, k3 = 3, 33 =τ  с, y3(0) = 1, 1)0(3 −=y , 
2)0(3 =y ; 

S4: q34 = 1, q24 = 1, q14 = 5, q04 = –5, k4 = 1, 5,04 =τ  с, y4(0) = 1, 1)0(4 −=y , 
2)0(4 =y . 

На рисунках 3.7, 3.8 приведены результаты переходных процессов по 
ошибкам 1

~y (t) = y1(t) – yL(t), 2
~y (t) = y2(t) – yL(t), 3

~y (t) = y3(t) – yL(t) и 4
~y

(t) = y4(t) – yL(t). 
 

 
 

 
Рисунок 3.7 – Переходные процессы по )(~

1 ty  и )(~
2 ty  
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Рисунок 3.8 – Переходные процессы по )(~

3 ty  и )(~
4 ty  

 
Пример 3.4. Рассмотрим теперь динамическую сеть без лидера. 

Орграф Γ (рисунок 3.9), описывающий информационные связи сети S , 
состоящей из четырех подсистем Si, i = 1, …, 4, описываемых уравнениями 
(3.33). 
 

 
Рисунок 3.9 – Орграфы lΓ , l = 1, 2, …, 6 сети S  

 
Положим, что система управления состоит из фильтров (3.21) и (3.34), 

наблюдателя (3.22), закона управления и алгоритма адаптации (3.23). 
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Пусть в локальных подсистемах q3i = 0, q2i  = 1, q1i  = –5, q0i  = –5. 
Остальные параметры в каждой локальной подсистеме (3.33) и сети такие 
же, как и в примере 3.3. 

На рисунках 3.10, 3.11 приведены графики переходных процессов 
сигналов 14

~y (t) = y1(t) – y4(t), 21
~y (t) = y2(t) – y1(t), 32

~y (t) = y3(t) – y2(t) и 43
~y

(t) = y4(t) – y3(t). 
Результаты моделирования в примерах 3.3 и 3.4 показали, что 

предложенная система управления обеспечивает условие ε-синхронизации 
(3.3) с заданной точностью. Причем, уменьшая число µ, уменьшается 
значение ε в целевом условии (3.3), что подтверждает результаты 
аналитических расчетов. 
 

 
 

 
Рисунок 3.10 – Переходные процессы по 14

~y (t) и 21
~y (t)  
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Рисунок 3.11 – Переходные процессы по 32

~y (t) и 43
~y (t) 

 
3.2 Робастное управление динамической сетью 

 
Раздел посвящен обобщению подхода, рассмотренного в главе 1 [20], 

для робастного управления динамическими сетями по выходу. 
 

3.2.1 Линейные динамические сети 
 

Постановка задачи. Рассмотрим орграф Γ = (V, E), описанный в 
постановке задачи п. 3.1.1 и рассмотрим подсистему Si, соответствующую 
i-й вершине орграфа Γ сети S, динамические процессы в которой 
описываются уравнением 

),()()()()()( tfpDtupRktypQ iiiiiii +=     (3.35) 
где yi(t) ∈ ℜ – регулируемая переменная, ui(t) ∈ ℜ – сигнал управления, 
fi(t) ∈ ℜ – гладкое внешнее неконтролируемое ограниченное возмущение; 
Qi(p), Ri(p), Di(p) – линейные дифференциальные операторы. Известны 
порядки deg Qi(p) = n, deg Ri(p) = m, n – m ≥ 1, deg Di(p) = s, ki > 0. 

Ведущая подсистема SL, соответствующая L-й вершине орграфа Γ 
сети S, описывается уравнением 

)()()()( trpRktypQ mmLm = .    (3.36) 
Предположения 3.3. 
1. Орграф Γ содержит ориентированное остовное дерево, в корне 

которого находится ведущая подсистема (3.36). 
2. Неизвестные коэффициенты операторов Qi(p), Ri(p), Di(p) и число 

ki > 0 зависят от некоторого вектора неизвестных параметров ϑ  ∈ Ξ, Ξ 
– известное множество. 

3. Подсистемы (3.35) минимально фазовые. 
4. Измерению доступны только выходы локальных подсистем yi(t) и 

yL(t). 
Цель управления состоит в обеспечении ε-синхронизации сети S с 

заданной точностью: 

с,t
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ε<− )()( tyty Li  ϑ∀  ∈ Ξ,    (3.37) 
ε > 0 – заданное число. 

Метод решения. Представим линейные операторы Qi(p), Ri(p) в виде 
сумм (3.4). Подставим разложение (3.4) в (3.35) и составим уравнение 
ошибки ( ) ( )∑

∈

−+−=
jLNj

LiiLjiiji tytystytycte )()()()()(  в виде: 

( ) ( )∑
∈

−+−=
jNj

LiiLjiijmim trkttstttcpRtepQ )()()()()()()()()( ϕϕϕ . (3.38) 

Здесь )()()()()()()()()()( tfpDtypQtupRktupRktpR iiiiiiiimiim +∆−∆+=ϕ  – 
функция, содержащая в себе неопределенности подсистемы (3.38). 

Для выделения возмущений, действующих на подсистему (3.38), 
введем вспомогательный контур [19]: 

)()()()( tupRtepQ imim α=      (3.39) 
α > 0. Принимая во внимание (3.38) и (3.39), составим функцию 
рассогласования ζi(t) = ei(t) – ie (t): 

)()()()( tpRtpQ imim φζ = . 
Здесь ( ) ( ) )()()()()()( tutrktsttct i

Nj
LiiLjiiji

jL

αϕϕϕφ −−+−= ∑
∈

 – новая функция 

возмущения, содержащая в себе неопределенности i -й локальной 
подсистемы и смежных ей подсистем, а также неопределенности связей 
между ними. Выразив в последнем выражении 

( ) ( ) )()()()()()()()()( tpQtupRtrktsttcpR imim
Nj

LiiLjiijm
jL

ζαϕϕϕ +=−+−∑
∈

 и 

подставив его в (3.38), получим Qm(p)ei(t) = α )( pRm ui(t) + Qm(p)ζi(t). 

Задав закон управления ui(t) = –α -1 )(
)(

pR
pQ

m

m

ζi(t), получили бы точную 

компенсацию возмущений: Qm(p)ei(t) = 0. Однако, из предположения 3.3.4 
производные сигнала ζi(t) не могут быть доступны измерению. Тогда, 
сформируем закон управления в виде 









+−=−= −− )()()(

)(
)()(

)(
)()( 11 tpqt

pR
pQt

pR
pQtu ii

m

m
i

m

m
i ζζαζα .   (3.40) 

Здесь )(tiζ  – оценка функции ζi(t), )( pq  и )( pQm  получены при выделении 

целой части дроби 
)(
)(

pR
pQ

m

m . С учетом (3.40), перепишем (3.38) как 

)()()( T tgtepQ iim δ=     (3.41) 
где g ∈ Rγ + 1 – вектор, компонентами которого являются коэффициенты 
полинома q(s), записанные в обратном порядке, 

[ ] [ ]T)(T)(T )(...,),(),()(...,),(),()( ttttttt iiiiiii
γγ ζζζζζζδ ′−′=  – ошибка оценки 

производных. 
Для реализации закона управления (3.40) используем наблюдатель: 
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( ) ),()(,)()()()( 00 tLtttDtGt iiiiii ξζζζξξ =−+=   (3.42) 

где ξi(t) ∈ Rγ, параметры в (3.42) выбираются согласно [24]: 



= −

00
0 1

0
γIG , 

D0 = –[d1µ-1, d2µ-2, …, dγµ-γ]T, коэффициенты d1, d2, …, dγ выбираются так, 
чтобы матрица G = G0 – DL была гурвицевой, D = [d1, d2, …, dγ]T, 
L = [1, 0, …, 0]T, µ > 0 – достаточно малая величина. 

Рассмотрим вектор )()( 1 tMt ii δη −= , где M  = diag {µγ - 1, µγ - 2, …, µ, 1}. 
Найдем полную производную по времени от )(tiη  с учетом (3.42): 

)()()( )(1 tbtGt iii
γζηµη += − , )()( 1 tLt ii ηµγ −=∆ , 

где b  = [0, …, 0 , 1]T. Преобразуем предпоследнее уравнение в 
эквивалентное относительно выхода )(ti∆ : 

).()(),()()( 11 tLttbtGt iiiii ηµζηµη γ −− =∆+=      (3.43) 
Здесь ηi(t) ∈ Rγ, )()( 11 tt ii ηη =  – первые компоненты векторов ηi(t) и )(tiη
,b = [1, 0, …, 0]T. 

Принимая во внимание (3.43), преобразуем (3.41) к форме 
),()(),()()( T1 tLtetbgtAt iiiii εµεε γ =∆+= −     (3.44) 

где ε i(t) ∈ Rγ – вектор состояния (3.44), A – матрица в форме Фробениуса с 
характеристическим многочленом Qm(s), ( )[ ]T)(111 )(,...),(),()( γηηη tttt iiii =∆ . 

Теорема 3.3. Пусть выполнены предположения 3.3. Тогда для чисел 
α > 0, µ0 > 0 и 

( )
( ) 











−

Γ
≤ − 2

2

2
1 2T

1

12
0 ,

18

)(
min

bP
Q

gbPk

QL
γ

λ
µ ,    (3.45) 

где 1P  и 2P  являются решением матричных уравнений 
,, 222

T
111

T QGPPGQAPPA −=+−=+  0T
11 >=QQ , 0T

22 >= QQ , (3.46) 
система управления, состоящая из вспомогательного контура (3.39), 
закона управления (3.40) и наблюдателя (3.42) при µ ≤ µ0 обеспечивает 
выполнение условия синхронизации (3.37). 

Доказательство теоремы 3.3. Рассмотрим вспомогательные 
леммы. 

Лемма 3.1. Пусть задан орграф Γ у которых есть ориентированное 
остовное дерево. Рассмотрим квадратичную форму 

( )( ) ).()(5,0)()()( TT

1

T txIBIBtxtttS
k

i Nj
ijij

jL

γγεε ⊗⊗== ∑ ∑
= ∈

   (3.47) 

где ( ) ( ))()()()()( txtxstxtxct LiiLjiijij −+−=ε , γℜ∈)(txi , γℜ∈)(txL  – вектор 
состояния (3.36), B – лапласиан орграфа Γ, 

[ ] )1(TTT
2

T
1 ),(...,),(),()( +∈= kT

Lk Rxtxtxtxtx γ . Тогда (3.47) можно оценить снизу 
и сверху как 
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,)()()(

,)()())(()1(25,0)(

1 1

1 1
2

1

∑∑≤

∑∑Γ−≥

= =

= =

−

k

i

k

j
ij

T
ij

k

i

k

j
ij

T
ij

tttS

ttLktS

εε

εελ
   (3.48) 

Здесь ( ))(2 ΓLλ  – наименьшее ненулевое собственное число 
симметризованного лапласиана L(Γ) = BTB. 

Доказательство леммы 3.1. Докажем сначала оценку снизу. Для 
этого перепишем (3.47) в виде 

( ) ).()()(5,0)( T txILtxtS n⊗Γ=  
Известно [9, 38], что симметризованный лапласиан BBL T)( =Γ  – 
неотрицательная матрица. Так как орграф Γ  содержит ориентированное 
остовное дерево, то ))((...))(())((0 21 Γ≤≤Γ<Γ= LLL kλλλ , т.е. наименьшее 
собственное число 0))((1 =ΓLλ  имеет единичную кратность. Тогда, 
последнее выражение для )(tS  оценим снизу как 

( ) )()())((5,0)()()(5,0 T
2

T txtxLtxILtx n Γ≥⊗Γ λ .   (3.49) 
Для 1>k , воспользовавшись неравенством 

,)()()1(5,0)()(
1 1

T1T ∑∑
= =

−−≥
k

i

k

j
ijij ttktxtx εε  

и подставив его в (3.49), получим оценку снизу (3.48) для квадратичной 
формы (3.47). 

Оценка сверху очевидна, так как это равносильно введению в орграфе 
дополнительных ребер, соединяющих все пары вершин, т.е. орграф Γ  
дополнен до полного орграфа. 

Лемма 3.2. Пусть орграф Γ  содержит ориентированное остовное 
дерево. Рассмотрим квадратичную форму 

( ) ( ) ).()(5,0)()()( TT

1

T txIBKIBtxtKttS
k

i Nj
ijij

jL

γγεε ⊗⊗== ∑ ∑
= ∈

 (3.50) 

где 0T >= KK . Тогда для 1>k  справедливы следующие оценки снизу и 
сверху: 

.)()()(

,)()())(()1(25,0)(

1 1

T

1 1

T
2

1

∑∑

∑∑

= =

= =

−

≤

Γ−≥

k

i

k

j
ijij

k

i

k

j
ijij

tKttS

tKtLktS

εε

εελ
  (3.51) 

Доказательство леммы 3.2. Докажем оценку снизу. Введем 

замену )()( 2
1

twKt ijij

−
=ε  и подставим ее в (3.50): 

.)()()()()(
1

T

1

2
1

2
1

T ∑ ∑∑ ∑
= ∈= ∈

−−
==

k

i Nj
ijij

k

i Nj
ijij

ii

twtwtwKKKtwtS  

В силу (3.47) и (3.48) имеем: 

79 



.)()())(()1(25,0)()(
1 1

T
2

1

1

T ∑∑∑ ∑
= =

−

= ∈
Γ−≥

k

i

k

j
ijij

k

i Nj
ijij twtwLktwtw

i

λ  

Осуществив в последнем выражении обратную замену )()( 2
1

tKtw ijij ε=  
получим: 

.)()())(()1(25,0

)()())(()1(25,0

1 1

2
1

2
1

T
2

1

1 1

2
1

2
1

T
2

1

∑∑

∑∑

= =

−

= =

−

Γ−≥

≥Γ−

k

i

k

j
ijij

k

i

k

j
ijij

tKKtLk

tKKtLk

εελ

εελ
 

Как и в лемме 3.1, оценка сверху (3.51) следует из того, что орграф 
дополнен до полного орграфа. 

Рассмотрим систему, составленную из уравнений (3.43), (3.44) и 
записанную в виде: 

).()()(

),()()(

21

T1
2

tbtGt
tgbtAt

iii

iii

ζµηηµ

µεε γ





+=

∆+= −

    (3.52) 

Воспользуемся леммой 2.1. Согласно леммы 2.1, положим в (3.52) 
µ2 = 0. Очевидно, что в этом случае система (3.52) асимптотически 
устойчива, т.к. AN и G – гурвицевы. Следовательно, векторы εi(t), ηi(t) 
ограничены вместе со своими первыми производными. Тогда в (3.52) 
ограничены сигналы ∆i(t), )(tiζ . Из ограниченности ∆i(t) следует, что в 
(3.42) |ξi(t)| < ∞, а значит из (3.40) |ui(t)| < ∞. Однако, необходимо 
определить µ0, при котором, исходная система будет диссипативной. 
Пусть µ1 = µ2 = µ0. Выберем функцию Ляпунова в виде 

)()()()()(
1

2
T

1
1

T tPttPttV
k

i
ii

k

i
ii ∑+∑=

==
ηηεε .   (3.53) 

Принимая во внимание (3.46), возьмем от (3.53) производную по 
времени вдоль траекторий (3.52): 

[ ]

[ ].)()()()(

)()(2)()()(

1
2

T
2

T1
0

1

T
1

T1
01

T

∑

∑

=

−

=

−

+−+

+∆+−=

k

i
iiiii

k

i
iiii

tbPttQt

tgbPttQttV

ζηηηµ

εµεε γ





   (3.54) 

С учетом (3.51), оценим второе и четвертое слагаемые в (3.54): 

,)(2)()(2

)(2)()(2

)()(2)()(2

1

21
0

1 1
1

TT
1

T1
0

1

21
0

1
1

TT
1

T1
0

1

T
1

T1
0

1

T
1

T1
0

∑ ∆+∑∑≤

≤∑ ∆∑ +∑

∑ ∆∑≤∑ ∆

=

−

= =

−

=

−

= ∈

−

= ∈

−

=

−

k

i
i

k

i

k

j
ijij

k

i
i

k

i Nj
ijij

k

i
i

Nj
ij

k

i
ii

ttPbggbPt

ttPbggbPt

tgbPttgbPt

jL

jL

γγ

γγ

γγ

µεεµ

µεεµ

εµεµ

 

[ ]∑ +≤∑
=

−

=

k

i
iii

k

i
ii ttPbbPttHbt

1

2

02
T

2
T1

0
1

T )()()()()( ζµηηµζη  . 
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Примем { }222
0 )()(2sup tt ii

t
ζµψ γ +∆= − . Тогда, выражение (3.54) можно 

переписать как 

( )

( ) .)()(

)(2))(()1(25,0)()(

0
1

2
T

202
T1

0

1 1
1

TT
1

1
012

1

ψµηµηµ

εµλε γ

ktPbbPQt

tPbggbPQLkttV

k

i
ii

k

i

k

j
ij

T
ij

+−−

−−Γ−−≤

∑

∑∑

=

−

= =

−−

 

Пусть 02 11
TT

1
1

01 >=− − RPbggbPQ γµ  и 022
T

202 >=− RPbbPQ µ . 
Перепишем последнее неравенство как 

.)()()()()( 0
1

2
T1

0
1 1

1
T ψµηηµεε ktRttRttV

k

i
ii

k

i

k

j
ijij +∑−∑∑−≤

=

−

= =

   (3.55) 

В силу (3.51) оценим (3.55) в виде 
)()()()()(

1
2

T

1 1
1

T tPttPttV
k

i
ii

k

i

k

j
ijij ∑+∑∑≥

== =
ηηεε .  (3.56) 

Выберем число β из условия 
( ) ( ){ }2min2

1
max

1
01min1

1
max )(,)(min RPRP λλµλλβ −−−= . Тогда, с учетом (3.56), 

перепишем (3.55) как 
.)()( 0ψµβ ktVtV +−≤  

Решив последнее неравенство, получим 
( ) ψµββ

01)0()( keeVtV tt −− −+≤ . 
Тогда, для фиксированного значения времени t = T следует оценка 

величины ε в целевом условии (3.37): 
( ) ( ) ( )[ ]ψµλλε ββ

0
1

min
1

min 1)0()()()( keeVPTVP TT −−−− −+≤≤ .  (3.57) 
Оценка (3.57) достаточно грубая. Но из них видно, что уменьшением 

числа µ0 можно получить требуемую точность ε в (3.39). 
Замечание 3.3. Предположим, что динамическая сеть состоит из 

локальных подсистем (3.35), у которых одинаковые операторы )( pQi . 
Также предположим, что в сети отсутствует лидер (3.36), причем орграф, 
ассоциированный с динамической сетью, имеет ориентированное остовное 
дерево. Тогда система управления (3.39), (3.40), (3.42) будет обеспечивать 
выполнение условие синхронизации 

ε<− )()( tyty ji  ϑ∀  ∈ Ξ,    (3.58) 
Пример 3.5. Рассмотрим орграфы Γ (рисунок 3.1), описывающие 

информационные связи сети S , состоящей из четырех подсистем Si, 
i = 1, …, 4 и лидера SL. 

Пусть Si подсистема (3.35) описывается следующим уравнением:  
( ) )()()(01

2
2

3
3 tfdtuktyqpqpqpq iiiiiiiii +=+++ .  (3.59) 

Класс неопределенности Ξ задан неравенствами: 0 < q3i ≤ 1, |q2i| ≤ 10, 
|qji| ≤ 10, j = 0, 1, 50 << ik , |di| ≤ 10, |fi(t)| ≤ 10. 
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Пусть ( )31)( += ppQm , 1)( =pRm  и 1=mk . Тогда сформируем 
уравнение лидера (3.36) в виде (3.20). 

Цель управления состоит в обеспечении условия ε-синхронизации 
(3.37). 

Пусть 1=α . Тогда, согласно (3.39), вспомогательный контур 
сформируем как 

( ) )()(133 23 tuteppp ii =+++ .    (3.60) 
Пусть в (3.42) Di = [3, 3, 1]T. Задав в (3.46) Q1 = Q2 = 0,1I2 и 

воспользовавшись условием (3.45), получим интервал для µ0: µ0 < 0,05. 
Выберем µ = 0,01. Тогда уравнения наблюдателей (3.42) производных 
сигнала ζi(t) примут вид: 

( ) ( )
( ) .0)0(,)()(10)(

,)()(103)()(,)()(103)()(
163

14321221

=−−=

−⋅−=−⋅−=

iiii

iiiiiiii

ttt
tttttttt

ξζξξ

ζξξξζξξξ




 (3.61) 
Закон управления (3.40) можно сформировать как: 

( ))()(2)()()( 1233 tttttu iiiii ξξξξ +++−=  .   (3.62) 
Проверим работоспособность системы управления, при следующих 

параметрах в каждой локальной подсистеме (3.59): 
– S1: q31 = 1, q21 = 2, q11 = –5, q01 = –5, k1 = 1, d1 = 5, f1(t) = 2 + sint, 

y1(0) = 1, 0)0(1 =y , 1)0(1 =y ; 
– S2: q32 = 1, q22 = –5, q12 = –3, q02 = –3, k2 = 2, d2 = 1, 

f2(t) = 1 + 8 sin 0,5t, y2(0) = 1, 2)0(2 −=y , 0)0(2 =y ; 
– S3: q33 = 1, q23 = 8, q13 = –2, q03 = –3, k3 = 3, d3 = 3, f3(t) = 1 –

 2 sin 1,5t, y3(0) = –3, 1)0(3 =y , 2)0(1 −=y ; 
– S4: q34 = 1, q24 = 1, q14 = 5, q04 = –5, k4 = 4, d4 = 1, f4(t) = 2 + 4 sin 2t, 

y4(0) = 3, 1)0(4 −=y , 2)0(4 −=y . 
На рисунках 3.12, 3.13 приведены результаты переходных процессов 

по ошибкам 1
~y (t) = y1(t) – yL(t), 2

~y (t) = y2(t) – yL(t), 3
~y (t) = y3(t) – yL(t) и 4

~y
(t) = y4(t) – yL(t). 

 

  
 

с,t

)(~
1 ty
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Рисунок 3.12 – Переходные процессы по )(~

1 ty и )(~
2 ty  

 

  
 

 
Рисунок 3.13 – Переходные процессы по )(~

3 ty  и )(~
4 ty  

 
Пример 3.3. Рассмотрим орграфы Γ (рисунок 3.4), описывающие 

информационные связи сети S , состоящей из четырех подсистем Si, 
i = 1, …, 4. 

Пусть Si подсистема (3.35) описывается (3.59). Цель управления 
состоит в обеспечении условия ε-синхронизации (3.58) где нет лидера. 

Вспомогательный контур сформируем в виде (3.60). Уравнения 
наблюдателей производных сигнала ζi(t) определим как (3.61). Закон 
управления зададим в форме (3.62). 

Пусть в (3.59) q3i = 1, q2i = 2, q1i = –5, q0i = –5. Остальные параметры в 
каждой локальной подсистеме (3.59) такие же, как и в примере 3.3. 

с,t
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)(~
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На рисунках 3.14, 3.15 приведены графики переходных процессов по 
ошибкам 14

~y (t) = y1(t) – y4(t), 21
~y (t) = y2(t) – y1(t), 32

~y (t) = y3(t) – y2(t) и 43
~y

(t) = y4(t) – y3(t). 
Результаты моделирования в примерах 3.5 и 3.6 показали, что 

предложенная система управления обеспечивает условие ε-синхронизации 
с заданной точностью. Причем, уменьшая числа α во вспомогательном 
контуре (3.39), законе управления (3.40) и µ в наблюдателе (3.42), 
уменьшается значение ε в целевом условии (3.37) или (3.58), что 
подтверждает результаты аналитических расчетов. 

 

 
 

 
Рисунок 3.14 – Переходные процессы по )(~

14 ty  и )(~
21 ty  
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Рисунок 3.15 – Переходные процессы по )(~

32 ty  и )(~
43 ty  

 
3.2.2 Нелинейные нестационарные динамические сети с запаздыванием по 

состоянию 
 

Постановка задачи. Рассмотрим орграф Γl = (V, El), рассмотренный в 
постановке задаче п. 3.1.2, где только C(t) = (cij(t)), S(t) = (siL(t)) – 
взвешенные матрицы смежности орграфа Γl такие, что cij(t) > 0 и siL(t) > 0 
если j ∈ NjL, иначе cij(t) = 0 и siL(t) = 0. 

Рассмотрим подсистему Si, соответствующую i-й вершине орграфа Γl 
сети S, динамические процессы в которой описываются уравнением 

( ) ....,2,1,),(),()()),((),(),(
)(),()(),(

kitftpDthtttytytpK
tutpRktytpQ

iiiiiiii

iiiii

=+−Ψ+
+=

τ
 (3.63) 

где yi(t) ∈ ℜ, ui(t) ∈ ℜ, fi(t) ∈ ℜ, Qi(p, t), Ri(p, t), Di(p, t) и k имеют тот же 
смысл, что и в (3.35), Ki(p, t)– линейный дифференциальный оператор, 
deg Qi(p, t) = ni, deg Ri(p, t) = mi, ni – mi ≥ 1, deg Di(p, t) = si и 
deg Ki(p, t) = zi ≤ ni-1, ( ) i)),((),(T n

iiii Rtttyty ∈−Ψ τ  – нелинейность, hi(t) ∈ inR  
– ограниченный вектор неизвестных параметров, ki > 0, )(tiτ  – неизвестное 
время запаздывания, причем 1)( <tp iτ . 

Ведущая подсистема SL, соответствующая L-й вершине орграфа Γl 
сети S, описывается уравнением (3.2). 

Цель управления состоит в обеспечении ε-синхронизации (3.37) 
Предположения 3.4. 
1. Орграфы Γl, l = 1, …, m содержат ориентированное остовное 

дерево, в корне которого находится ведущая подсистема (3.2). 
2. Неизвестные коэффициенты операторов Qi(p, t), Ri(p, t), Ki(p, t), 

Di(p, t), элементы матриц C(t), S(t), коэффициенты вектора hi(t) и число 
ki > 0 принадлежат известному ограниченному множеству возможных 
значений Ξ. Порядки операторов Qi(p, t), Ri(p, t), Ki(p, t), Di(p, t) 
неизвестны. Известно, что γ  ≥ 

ki ...,,1
max
=

{ni – mi}. 

с,t

)(~
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3. Гладкие нелинейности ( )tttyty iiii )),((),( τ−Ψ  удовлетворяют 
глобальному условию Липшица по )(tyi  и ))(( tty ii τ−  и ограничены по t . 

4. Многочлен )(sQL  гурвицев и γ=)(deg sQL . 
5. Локальные подсистемы (3.63) минимально фазовые. 
3. Измерению доступны только выходы локальных подсистем yi(t) и 

yL(t). 
Метод решения. Представим линейные операторы Qi(p, t), Ri(p, t) в 

виде сумм: 
),()(),( tpQpQtpQ imi ∆+= , ),()(),( tpRpRtpR imi ∆+= ,  (3.64) 

где Qm(s), Rm(s) – гурвицевы многочлены и такие, что Qm(s) / Rm(s) = QL(s), 
deg Qm(p) = n  ≥ ni, deg Rm(p) = n  – γ , ∆Qi(p, t) и ∆Ri(p, t) – линейные 
дифференциальные операторы. Порядок линейного оператора ∆Qi(p) не 
превосходит n . 

Подставим разложение (3.64) в (3.63) и с учетом (3.2) составим 
уравнение ошибки ( ) ( )∑

∈

−+−=
jLNj

LiiLjiiji tytytstytytcte )()()()()()()(  в виде 

( ) ( )∑ −+−=
∈ jNj

LiiLjiijiL trkttstttctepQ )()()()()()()()( ϕϕϕ .  (3.65) 

Здесь ++∆−∆+= )(),()(),()(),()()()( tftpDtytpQtutpRktuktpR iiiiiiiiiim ϕ  
( ) )()),((),(),( thtttytytpK iiiiii τ−Ψ+  – функция, содержащая в себе 

неопределенности объекта (3.63). 
Введем вспомогательный контур 

)()()( tutepQ iiL α=     (3.66) 
α > 0. Принимая во внимание (3.65) и (3.66), составим функцию 
рассогласования ζi(t) = ei(t) – ie (t) в виде 

)()()( ttpQ iiL φζ = . 
Здесь ( ) ( ) )()()()()()()( tutrktstttct i

Nj
LiiLjiiji

jL

αϕϕϕφ −∑ −+−=
∈

 – новая 

функция возмущения, содержащая в себе неопределенности i -й локальной 
подсистемы и смежных ей подсистем, а также неопределенности связей 
между ними. 

Сформируем закон управления в виде 
)()()( 1 tpQtu iLi ζα −−= .     (3.67) 

Здесь )(tiζ  – оценка функции ζi(t). С учетом (3.67), перепишем (3.65) как 
)()()( T tgtepQ iiL δ=      (3.68) 

где g ∈ 1+ℜγ  – вектор, компонентами которого являются коэффициенты 
полинома QL(s), записанные в обратном порядке, 

[ ] [ ]T)(T)( )(...,),(),()(...,),(),()( ttttttt iiiiii
T
i

γγ ζζζζζζδ ′−′=  – ошибка оценки 
производных. 
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Для реализации закона управления (3.67) воспользуемся 
наблюдателем (3.42), где только γξ ℜ∈)(ti . Тогда, принимая во внимание 
(3.43), преобразуем (3.68) к форме: 

),()(),()()( T1 tLxtetbgtAxtx iiiii =∆+= −γµ   (3.69) 
где xi(t) ∈ γℜ  – вектор состояния (3.69), A – матрица в форме Фробениуса 
с характеристическим многочленом QL(s), ( )[ ]T)(111 )(,...),(),()( γηηη tttt iiii =∆ . 

Теорема 3.4. Пусть выполнены предположения 3.4. Тогда для чисел 
α > 0, µ0 > 0 и 







≤ −

−− 1 2T
11

2
220 5,0,min γµ gbPQbPQ ,   (3.70) 

где P1, P2, Q1, Q2 являются решением матричных уравнений (3.46), 
система управления, состоящая из вспомогательного контура (3.66), 
закона управления (3.67) и наблюдателя (3.42) (где только γξ ℜ∈)(ti ) при 
µ ≤ µ0 обеспечивает выполнение условия синхронизации (3.37). 
Доказательство теоремы 3.4. Рассмотрим вспомогательную лемму. 

Лемма 3.3. Пусть задан орграф Γl у которых есть ориентированное 
остовное дерево. Рассмотрим квадратичную форму 

( ) ( )∑ 



 ∑ −+−=

= ∈

k

i LNj
LiiLjiij

j

tytytstytytctS
1

2

)()()()()()()( .  (3.71) 

Тогда (3.71) можно оценить снизу как 
( )( ) ( ))()()()()(5,0)( 0

T
02 tytytytyLctS l −−Γ≥ λ .  (3.72) 

Здесь L(Γl) = BTB, B – лапласиан орграфа Γl. 
Доказательство леммы 3.3. Оценим снизу квадратичную форму 

(3.71): 

( ) ( )

( ) ( ) ,)()()()(

)()()()()()()(

1

2

1

2

∑ ∑

∑ ∑

= ∈

= ∈









−+−≥

≥







−+−=

k

i Nj
LiiLjiij

k

i Nj
LiiLjiij

j

j

tytystytycc

tytytstytytctS
 

где { })(),(min tstcc iLijt
= , 1=ijc  если cij(t) > 0, 0=ijc  если cij(t) = 0, 1=iLs  если 

siL(t) > 0, 0=iLs  если siL(t) = 0. Преобразуем последнее выражение к виду 

( ) ( )

( ) ( ).)()()()()(5,0

)()()()(

0
T

0

1

2

tytyLtytyc

tytystytycc

l

k

i Nj
LiiLjiij

j

−Γ−=

=







−+−∑ ∑

= ∈  

Здесь y(t) = [y1(t), …, yk(t)]T, y0(t) = [1, …, 1]T ⊗ yL(t). 
Из [63] известно, что если орграф Γl содержит ориентированное 

остовное дерево, то это равносильно его связности. Следовательно, 
симметризованный лапласиан L(Γl) – неотрицательная матрица с 

87 



неотрицательными действительными собственными числами, причем 
( ) ( ) ( ))(...)()(0 21 lkll LLL Γ≤≤Γ<Γ= λλλ . Но тогда, квадратичную форму 

(3.71) можно оценить в виде (3.72).   � 
Рассмотрим систему, составленную из уравнений (3.43), (3.69) и 

записанную в виде: 

).()()(
),()()(

21

T1
2

tbtGt
tgbtAxtx

iii

iii

ζµηηµ
µγ





+=
∆+= −

    (3.73) 

Воспользуемся леммой 2.1. Согласно лемме 2.1, положим в (3.73) 
µ2 = 0. Очевидно, что в этом случае система (3.73) асимптотически 
устойчива, т.к. AN и G – гурвицевы. Следовательно, векторы xi(t), ηi(t) 
ограничены вместе со своими первыми производными. Тогда в (3.73) 
ограничены сигналы ∆i(t), )(tiζ . Из ограниченности ∆i(t) следует, что в 
(3.42) |ξi(t)| < ∞, а значит из (3.67) |ui(t)| < ∞. Однако, необходимо 
определить µ0, при котором исходная система будет диссипативной. Пусть 
µ1 = µ2 = µ0. Выберем функцию Ляпунова: 

)()()()()(
1

T

1

T tHttPxtxtV
k

i
ii

k

i
ii ∑∑

==

+= ηη .    (3.74) 

Принимая во внимание (3.46), возьмем от (3.74) производную по 
времени вдоль траекторий (3.73): 

[ ]
[ ].)()()()(

)()(2)()()(

1
2

T
2

T1
0

1

T
1

T1
01

T

∑

∑

=

−

=

−

+−+

+∆+−=
k

i
iiii

k

i
iiii

tbPttQt

tgbPtxtxQtxtV

ζηηηµ

µγ





   (3.75) 

Оценим второе и четвертое слагаемые в (3.75): 
[ ]∑∑

=

−

=

− ∆+≤∆
k

i
iii

k

i
ii ttxPbggbPtxtgbPtx

1

2
1

TT
1

T1
0

1

T
1

T1
0 )()()(2)()(2 γγ µµ ; 

[ ]∑∑
=

−

=

+≤
k

i
iii

k

i
ii ttPbbPttbPt

1

2

02
T

2
T1

0
1

2
T )()()()()( ζµηηµζη  . 

Примем { }222
0 )()(2sup tt ii

t
ζµψ γ +∆= − . Тогда, выражение (3.75) можно 

переписать как 

( )

( ) .)()(

)(2)()(

0
1

2
T

202
T1

0

1
1

TT
1

1
01

T

ψµηµηµ

µγ

ktPbbPQt

txPbggbPQtxtV
k

i
ii

k

i
ii

+−−

−−−≤

∑

∑

=

−

=

−

 

Если выполнены условия (3.70), то )(tV  ≤ –βV(t) + kµ0ψ, β > 0. Пусть 
02 11

TT
1

1
01 >=− − RPbggbPQ γµ  и 022

T
202 >=− RPbbPQ µ . Перепишем 

последнее неравенство как 
.)()()()()( 0

1
2

T1
0

1
1

T ψµηηµ ktRttxRtxtV
k

i
ii

k

i
ii +∑−∑−≤

=

−

=

   (3.76) 
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Выберем число χ из условия 
( ) ( ){ }2min2

1
max

1
01min1

1
max )(,)(min RPRP λλµλλχ −−−= . Тогда, с учетом (3.74), 

перепишем (3.76) как 
.)()( 0ψµχ ktVtV +−≤  

Решив последнее неравенство, получим 
( ) ψµχχ

01)0()( keeVtV tt −− −+≤ . 
Принимая во внимание (3.72), оценим снизу (3.74) в виде: 

( ) ( )

( ) ( ),)()()()()(5,0

)()()()()()()(

)()()()()()()()(

001min

1

2

1min

1

2
1min

1

T
1min

1
1

T

tytytytyPc

tytytstytytcP

tePtxtxPtxPtxtV

T

k

i Nj
Liijiij

k

i
i

k

i
ii

k

i
ii

j

−−≥

≥∑ 



 ∑ −+−=

∑ =≥∑≥∑≥

= ∈

===

λρ

λ

λλ

 

где ( ){ })(min 2...,,1 lml
L Γ=

=
λρ . Тогда, для фиксированного значения времени t = T 

следует оценка величины ε в целевом условии (3.37): 
( ) ( ) ( )[ ]ψµλρλρε χχ

0
1

1min
1

1min 1)0()(2)()(2 keeVPcTVPc TT −−−− −+≤≤ .
 (3.77) 

Оценки (3.70) и (3.77) достаточно грубые. Но из них видно, что 
уменьшением числа µ0 можно получить требуемую точность ε  в (3.37). 

Замечание 3.4. Предположим, что динамическая сеть состоит из 
локальных подсистем (3.63), у которых одинаковые операторы )( pQi . 
Также предположим, что в сети отсутствует лидер (3.2), причем орграф, 
ассоциированный с динамической сетью, имеет ориентированное остовное 
дерево. Тогда система управления (3.66), (3.67), (3.42) будет обеспечивать 
выполнение условия (3.58). 

Пример 3.3. Рассмотрим орграфы Γl, l = 1, …, 6 (рисунок 3.6), 
описывающие информационные связи сети S , состоящей из четырех 
подсистем Si, i = 1, …, 4 и лидера SL. 

Пусть Si подсистема (3.63) описывается следующим уравнением:  
( ) ( )

( ) ( ) ).()()()),((),()(~)(~
)()()()()()()()(

01

0101
2

2
3

3

tftdthtttytytkptk

tutrptrktytqptqptqptq

iiiiiiiii

iiiiiiiii

+−Ψ++

+=+++

τ
 (3.78) 

Класс неопределенности Ξ задан неравенствами: 0 ≤ q3i(t) ≤ 1, 
0 < q2i(t) ≤ 1, |qji(t)| ≤ 5, j = 0, 1, 0 ≤ r1i(t) ≤ 1, 0 < r0i(t) ≤ 5, 2)(~

≤tk ji , 

[ ]T21 )(),()( ththth iii = , 2)(1 ≤thi , 2)(2 ≤thi , |di(t)| ≤ 10, |fi(t)| ≤ 10, 0,5 ≤ cij(t) ≤ 5, 
0,5 ≤ siL(t) ≤ 5. Нелинейность ( )tttyty iiii )),((),( τ−Ψ  = [ln2(1 + |yi(t)|), 
ln2(1 + |yi(t – )(tiτ )|+0,5sin yi(t))]. 

Из уравнения (3.78) видно, что относительная степень каждой 
локальной подсистемы не превосходит 3. Положим γ  = 3. 
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Сформируем уравнение лидера (3.2) в виде (3.20). Цель управления 
состоит в обеспечении условия ε-синхронизации (3.37). 

Согласно (3.66), вспомогательный контур сформируем в виде 
(3.60).Задав в (3.46) Q1 = Q2 = 0,1I2 и воспользовавшись условием (3.70), 
получим интервал для µ0: µ0 < 0,05. Выберем µ = 0,01. Уравнения 
наблюдателей (3.42) зададим в виде (3.61). Закон управления (3.67) 
сформируем как (3.62). 

Пусть параметры в локальных подсистемах (3.78): 
– S1: q31(t) = 1, q21(t) = 1 + sin t, q11(t) = –5 + 5sin 2t, q01(t) = –5 +sin 1,1t, 

r11(t) = 0, r01(t) = 1 + 0,1 sin 0,5t, [ ]T1 2sin1,sin1)( ttth ++= , d1(t) = 5 + 10 sin t, 
f1(t) = 2 + sint, y1(0) = 1, 0)0(1 =y , 1)0(1 =y ; 

– S2: q32(t) = 0, q22(t) = 1, q12(t) = –3 + 7sin t, q02(t) = –3 + cos 5t, 
r12(t) = 0, r02(t) = 1 + 0,1sin 0,1t, [ ]T2 2cos1,cos1)( ttth ++= , d2(t) = 1 + 10 sin t, 
f2(t) = 1 + 8 sin 0,5t, y2(0) = 1, 2)0(2 −=y ; 

– S3: q33(t) = 1, q23(t) = 1 + 7 sin t, q13(t) = –2 + 4 sin 2t, q03(t) = –
3 + 6 sin 3t, r13(t) = 1, r03(t) = 1 + 0,1 sin 3t, [ ]T3 4sin1,3sin1)( ttth −−= , 
d3(t) = 3 + 7 sin 4t, f3(t) = 1 – 2 sin 1,5t, y3(0) = –3, 1)0(3 =y , 2)0(1 −=y ; 

– S4: q34(t) = 0, q24(t) = 1, q14(t) = 5 + 7 sin t, q04(t) = –5 + 10 sin 2t, 
r14(t) = 1, r04(t) = 2 + 0,2 sin 3t, [ ]T4 2sin21,sin21)( ttth −−= , d4(t) = 1 + 3 sin 4t, 
f4(t) = 2 + 4 sin 2t, y4(0) = 3, 1)0(4 −=y . 

Положим, что структура сети S (рисунок 3.6) изменялась 
последовательно каждые 0,01 секунды. Элементы весовых матриц 
смежности C(t) и S(t) зададим в виде: cij(t) = 1 + 0,5 sin(ijt) и 
siL(t) = 2 + 0,5 cos(it). На рисунках 3.16, 3.17 приведены результаты 
переходных процессов по ошибкам 1

~y (t) = y1(t) – yL(t), 2
~y (t) = y2(t) – yL(t), 

3
~y (t) = y3(t) – yL(t) и 4

~y (t) = y4(t) – yL(t). 
 

 
 

с,t

)(~
1 ty

90 



 
Рисунок 3.16 – Переходные процессы по )(~

1 ty  и )(~
2 ty  

 

 
 

 
Рисунок 3.17 – Переходные процессы по )(~

3 ty  и )(~
4 ty  

 
Пример 3.7. Рассмотрим орграфы Γl, l = 1, …, 6 (рисунок 3.9), 

описывающие информационные связи сети S , состоящей из четырех 
подсистем Si, i = 1, …, 4. Пусть Si подсистема (3.63) описывается 
следующим уравнением (3.78). 

Цель управления состоит в обеспечении условия ε-синхронизации 
(3.58). Сформируем вспомогательный контур в виде (3.60). Задав в (3.46) 
Q1 = Q2 = 0,1I2 и воспользовавшись условием (3.70), получим интервал для 
µ0: µ0 < 0,04. Выберем µ = 0,01. Уравнения наблюдателей зададим в виде 
(3.61). Закон управления сформируем в форме (3.62). 

с,t
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Пусть в (3.63) q3i = 1 + sin t, q2i = 1 + sin 2t, q1i = –5 + 5sin 2t, q0i = –
5 +sin 1,1t, r1i = 0. Остальные параметры в каждой локальной подсистеме 
(3.71) такие же, как и в примере 3.5. 

Положим, что структура сети S (рисунок 3.9) изменялась 
последовательно каждые 0,01 секунды. Элементы весовых матриц 
смежности C(t) и S(t) зададим в виде: cij(t) = 1 + 0,5 sin(jt) и 
siL(t) = 2 + 0,5 cos(it). На рис. 3.18, 3.19 приведены результаты переходных 
процессов по ошибкам 14

~y (t) = y1(t) – y4(t), 21
~y (t) = y2(t) – y1(t), 32

~y
(t) = y3(t) – y2(t) и 43

~y (t) = y4(t) – y3(t). 
 

 
 

 
Рисунок 3.18 – Переходные процессы по )(~

14 ty  и )(~
21 ty  

 

 
 

с,t

с,t

с,t

)(~
21 ty

)(~
14 ty

)(~
32 ty

92 



 
Рисунок 3.19 – Переходные процессы по )(~

32 ty  и )(~
43 ty  

 
Результаты примеров 3.6 и 3.7 показали, что предложенная система 

управления обеспечивает условие ε-синхронизации (3.37) и (3.58) с 
заданной точностью. Причем, уменьшая числа α во вспомогательных 
контурах (3.39) и (3.66), законах управления (3.40) и (3.67), µ в 
наблюдателе (3.42) уменьшается значение ε в целевых условиях (3.37) и 
(3.58), что подтверждает результаты аналитических расчетов. 

 
3.3 Робастное субоптимальное управление динамической сетью 

 
Предлагается построение подходов робастного субоптимального 

управления по выходу динамическими сетями. 
 

3.3.1 Линейные динамические сети 
 

Постановка задачи. Пусть задан орграф Γ = (V, E), ассоциированный 
с сетью S и рассмотренный в постановке задачи п. 3.1.1. 

Рассмотрим подсистему iS , соответствующую i-й вершине орграфа Γ  
сети S , динамические процессы в которой описываются уравнением 

,...,,1,)0(),()(),()()()( 0 kixxtLxtytfDtuBtxAtx iiiiiiiiiii ===++=    
(3.79) 

где n
i tx ℜ∈)(  – вектор состояния i -й локальной подсистемы, ℜ∈)(tui и 
ℜ∈)(tyi  – вход и выход, доступные измерению, ℜ∈)(tfi  – 

неконтролируемое внешнее ограниченное возмущение, nn
iA ×ℜ∈  n

iB ℜ∈ , 
n

iD ℜ∈ , [ ]0,...,0,1=L  – матрица соответствующей размерности, ix0  –
известные начальные условия. 

Ведущая подсистема SL, соответствующая L-й вершине орграфа Γl 
сети S, задается уравнением 

,)0(),()(),()()( 0LLLLLLLL xxtLxtytrBtxAtx ==+=  (3.80) 

с,t

)(~
43 ty
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Здесь n
L tx ℜ∈)(  – вектор состояния (3.80), ℜ∈)(tyL , r(t) ∈ ℜ – выход 

эталонной модели и ограниченное задающее воздействие, nn
LA ×ℜ∈  и 

n
LB ℜ∈  – известная матрица и вектор. 

Обозначим ( )[ ]∑ −+−=
∈ iNj

LiiLjiiji txtxstxtxctx ))()(()()()(~  и )(~)(~ txLty ii = . 

Цель управления состоит в синтезе непрерывного закона управления, 
обеспечивающего переход из )0(~

iy  в )(~
fi ty  и субминимизации критерия 

качества 

( )∫ +=
ft

ii dtturtyqJ
0

2
0

2 )(~)(~~ ,    (3.81) 

где 0~ ≥q  и 0~ >r  – весовые коэффициенты, выбираемые разработчиком, 
)(0 tu i  – оптимальное управление. 
Предположения 3.5. 
1. Орграф Γ  содержит ориентированное остовное дерево в корне 

которого находится подсистема лидера (3.80). 
2. Элементы матрицы nn

iA ×ℜ∈  и коэффициенты векторов n
iB ℜ∈ , 

n
iD ℜ∈  – неизвестные числа, которые зависят от вектора неизвестных 

параметров Ξ∈ϑ , где Ξ  – известное множество. 
3. Пары ( )iBA,  управляемы и пара ( )AL,  наблюдаема. 
4. Выполнены условия структурного согласования: ThBAA NN += , 

iLLi BBB π+= , iNi kBD = , где nn
NA ×ℜ∈ , n

NB ℜ∈  – известные номинальные 
постоянные матрица и вектор, причем матрица NA  гурвицева, nh ℜ∈ , 

ℜ∈iπ , ℜ∈ik  – неизвестные вектор и числа. 
5. Локальные подсистемы (3.79) минимально фазовые. 
3. Измерению доступны только выходы локальных подсистем yi(t) и 

yL(t). 
Метод решения. Воспользовавшись предположением 3.5.4, составим 

уравнение для ошибки ( )[ ]∑ −+−=
∈ iNj

LiiLjiiji txtxstxtxctx ))()(()()()(~  в виде 

[ ] ,...,,1),(~)(~,)()()(~)(~ kitxLtyttuBtxAtx ii
Nj

ijiLiLi
i

==∑ ++=
∈

ϕ  (3.82) 

где ( ) ( )[ ]+−++−+−= )()()(1)()()()( T tfktfktututxtxhct jjiijjiijiijij ππϕ  
[ ])()()()(T trtfktutxhs iiiiiiL −++π  – функция, содержащая в себе 

неизвестные параметры и внешние возмущения i -й локальной подсистемы 
и смежных ей подсистем. 

Выделим в (3.82) номинальный объект 
)()(~)(~ tuBktxAtx LjLiLi += , )(~)(~ txLty ii = , ii xx 0

~)0(~ = .  (3.83) 
Номинальный объект (3.83) получен из уравнения (3.82) при 0)( =tijϕ . 

94 



Согласно [4], для номинального объекта (3.83) критерий качества 
(3.81) и оптимальный закон управления )(0 tu i  определятся в виде 

( )
),()(~)()(~)(

,)(~)(~~)(~

0
1
,12,22

T11
0

0

2
0

T

tutxtztzBrktu

dtturtxQtxJ

iiiiLjLi

t

iii

f

+=

+=

−−−

∫    (3.84) 

где { }0...,,0,1diag~~ qQ = , ( ) )(~)()()()(~)( ,11
1
,12,22,21

T11
0 fiiiiiLjLi txtztztztzBrktu −−− += , 

[ ]TTT )(),()( ttxtz iii ψ= , )()(~~)( T tAtxQt iLii ψψ −= , )()( tDztz ii = , 









−

=
−−

T

T11

~
~

L

LLjLL
i AQ

BBrkA
D , )()()( fiii tzZtz τ= , 








==

)()(
)()(

)(
,22,21

,12,11

ττ
ττ

τ τ

ii

iiD
i zz

zz
eZ i , 

ftt −=τ , )(~
fi tx  – конечное состояние номинального объекта (3.83). 

Добавим и вычтем в (3.82) правую часть второго выражения (3.84). 
Тогда (3.82) можно переписать в виде 

( ) ),(~)(~,)()()()(~)()(~
1,00 txLtytBtuBtuBtxtAtx ii

Nj
ijLiLiLiii

iL

=+++= ∑
∈

ϕ

 (3.85) 
где )()(~)( 1

,12,22
T1

0 tztzBBrAtA iiLLLi
−−+= , )()()( 0,1 tutt iijij −=ϕϕ . 

Введем вспомогательный контур, динамические процессы в котором 
описываются уравнением 

,...,,1,~)0(),()(),()()()()( 000 kixxtxLtytuBtuBtxtAtx iiiiiLiLiii ===++= α  
(3.86) 

где n
i tx ℜ∈)( , 0>α . Принимая во внимание уравнения (3.85) и (3.86), 

составим функцию рассогласования )()(~)( txtxt iii −=σ  в виде 
).()(),()()()( 0 tLttBttAt iiiLiii σζψσσ =+=    (3.87) 

Здесь [ ] )()()()( tuttut i
Nj

ijii
i

αϕψ −∑ +=
∈

 – новая функция возмущения. 

Преобразуем уравнение рассогласования (3.87) к форме вход-выход: 
)()()(),(0 tpRttpQ iLii ψζ = ,    (3.88) 

где ),(0 tpQ i , )( pRL  – линейные дифференциальные операторы, 
полученные при переходе от (3.87) к (3.88) при фиксированном t, 

ntpQ i =),(deg 0 , mpRL =)(deg . Ради простоты положим, что 
),()(),(),( 00 tpQpRtpQtpQ miLii += , где γ=),(deg tpQmi , mn −=γ , 

1),(deg 0 −≤ mtpQ i . 
Если бы производные входа и выхода каждой локальной подсистемы 

(3.79) были доступны измерению, то закон управления 

[ ] ,...,,1),()()()(),(
)(

1)( 1T
0

1 kitttgttpQ
pR

tu iiiiii
L

ii =−=







+−= −− ψαθζα

 (3.89) 
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где )(tg  – вектор, составленный из коэффициентов оператора ),( tpQm , 
записанных в обратном порядке, [ ]T)( )(,...),(),()( tttt iiii

γζζζθ = , обеспечил 
бы точную компенсацию неопределенностей в локальных подсистемах 
(3.79). Однако из предположения 3.5.6 производные сигналов )(tyi  не 
доступны измерению. Поэтому закон управления )(tui  будем формировать 
в виде 

[ ] kittgttpQ
pR

tu iiii
L

i ...,,1,)()()(),(
)(

1)( T
0

1 =







+−= − ξζα .  (3.90) 

Здесь [ ]T
)( )(,...),(),()( tttt iiii

γζζζξ = , )()( tl
iζ  – оценка l -й производной 

сигнала )(tiζ . 
Добавляя и вычитая идеальное управление (3.89) в (3.85), а также 

принимая во внимание (3.90), перепишем (3.85) в виде 
( ) ).(~)(~,)()()()()(~)()(~ T

00 txLtytttgBtuBtxtAtx iiiiiLiLiii =−−+= θξ  (3.91) 
Для оценки γ -производных сигнала )(tiζ  в (3.90) рассмотрим 

наблюдатель (3.42). Тогда, принимая во внимание (3.43), перепишем (3.91) 
как 

).(~)(~),()()()(~)()(~ T
00 txLtytMtgBtuBtxtAtx iiiiLiLiii =−+= η   (3.92) 

Условия работоспособности полученного алгоритма управления 
можно сформулировать следующим утверждением. 

Теорема 3.4. Пусть выполнены предположения 3.5 и существуют 
числа 0>α  и 

2T
112

1
0 ))(()1(125,00

−− Γ−<< MgBPQLk Llλµ ,   (3.93) 
где g ∈ ℜ γ такой, что )(supmax

...,,1
tgg i

tki=
= , 0T

11 >= PP  матрица, которая 

является решением уравнения 
,111

T QAPPA LL −=+  0T
11 >= QQ .    (3.94) 

Тогда при 0µµ ≤  система управления, состоящая из 
вспомогательного контура (3.86), наблюдателя производных (3.42) и 
закона управления (3.90), обеспечивает субминимизацию критерия 
качества (3.81). 

Доказательство теоремы 3.4. Введем переменную n
i t ℜ∈)(ε , 

равную разности векторов состояния (3.92) и (3.83) соответственно. В 
результате получим 

0)0(),()()()( T =−= εηεε tMtgBtAt iiLiLi . 
Т.е. функция )(tε  характеризует степень близости фазовых 

переменных реального объекта (3.94) и номинального (3.83). Рассмотрим 
систему, составленную из уравнений (3.94), (3.30) и записанную в виде 
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),()()(
),()()()(

)1(
21

T

tbtGt
tMtgBtAt

iii

iiNiLi

++=

−=
γζµηηµ
ηεε




    (3.95) 

где µµµ == 21 . Для исследования поведения решений системы (3.95) 
воспользуемся леммой 2.1. Согласно лемме 2.1 положим в (3.95) 02 =µ . 
Очевидно, что в этом случае система (3.95) асимптотически устойчива в 
силу матриц LA  и G . Следовательно, векторы )(tiε , )(tiη  ограничены 
вместе со своими первыми производными. Также в соответствии с леммой 
2.1 в (3.95) ограничен сигнал )()1( ti

+γζ . Из ограниченности )(tiη  следует, 
что в (3.42) ∞<)(tiξ , а значит, из (3.90) следует ∞<)(tui . Таким 
образом, все переменные в замкнутой системе ограниченны. 

Однако необходимо определить 0µ , при котором исходная система 
будет диссипативной. Пусть 021 µµµ == . Выберем функцию Ляпунова 

( ))(),( ttVV ii ηε=  в виде 

)()()()(
1

2
T

1
1

T tPttPtV
k

i
ii

k

i
ii ∑+∑=

==
ηηεε ,   (3.96) 

где матрица 2P  являются решением уравнения 
,222

T QGPPG −=+  0T
22 >= QQ .   (3.97) 

Вычислим полную производную функции от (3.96), принимая во 
внимание (3.94), (3.95) и (3.97): 

[ ]

[ ].)()(2)()(

)()()(2)()(

1

)1(
2

T
2

T1
0

1

T
2

T
1

T

∑

∑

=

+−

=

+−+

+−−=

k

i
iiii

k

i
iiLiii

tbPttQt

tMtgBPttQtV

γζηηηµ

ηεεε
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Для оценки первого и второго слагаемых в (3.98) воспользуемся 
(3.51): 
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Четвертое слагаемое в (3.98) оценим в виде 
[ ]∑ +≤∑
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В силу ограниченности всех переменных в замкнутой системе 
обозначим: { }2)1(

0 )(sup2 ti
t

+= γζµψ . Тогда выражение (3.98) можно 

переписать как 

( )

( ) .)(22)(

)(2))(()1(25,0)()(

0
1

12
T

22
T1

0

1 1
1

TTT
1012

1T

ψµηηµ

εµλε

γ ktIPbbPQt
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 (3.99) 
Обозначим 1

TTT
1012

1
1 2))(()1(25,0 PgBMMgBPQLkR LLµλ −Γ−= −  и 

12
T

222 22 +−−= γIPbbPQR . Очевидно, что если выполнено условие (3.93), то 
01 >R  и 02 >R . С учетом новых обозначений перепишем (3.99) в виде 

.)()()()()( 0
1
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1 1

1
T χµηηµεε ktRttRttV
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ii
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j
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= =

   (3.100) 

В силу (3.51), оценим функцию (3.96) сверху 
).()()()()(

1
2

T

1 1
1

T tPttPttV
k

i
ii

k

i

k

j
ijij ∑+∑∑≤

== =
ηηεε    (3.101) 

Принимая во внимание (3.101), перепишем (3.100) в виде 
ψµχ 0)()( ktVtV +−≤ , где ( ) ( ){ }2min2

1
max

1
01min1

1
max )(,)(min RPRP λλµλλχ −−−= . 

Решив последнее неравенство, получим ( ) ψµχχ
01)0()( keeVtV tt −− −+≤ , 

откуда для фиксированного значения времени Tt = : 
( )[ ]ψµλλε χχ

01
1

min1
1

min 1)0()()()()( keeVPTVPt TT
i

−−−− −+≤≤ . (3.102) 
Оценки (3.93) и (3.102) достаточно грубы, но из них видно, что, 

уменьшая величину 0µ , можно получить требуемую точность при 
субминимизации интегрального критерия (3.84). 

Замечание 3.5. Предположим, что динамическая сеть состоит из 
локальных подсистем (3.79), у которых одинаковые матрицы iA . Также 
предположим, что в сети отсутствует лидер (3.80), причем орграф, 
ассоциированный с динамической сетью, имеет ориентированное остовное 
дерево. Тогда система управления (3.42), (3.86), (3.90), при выполнении 
условий (3.93), будет субминимизировать критерий (3.81). 

Пример 3.8. Рассмотрим сеть S , состоящую из четырех подсистем iS , 
4...,,1=i , ассоциированную с орграфом Γ  (рисунок 3.1). 

Пусть подсистема iS  описывается следующим уравнением:  
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Класс неопределенности Ξ  задан неравенствами: 10≤jia , 3,2,1,0=j

, 100 0 ≤< ir , 100 ≤id , 10)( ≤tf i . Пусть [ ]T0 1,1,1,1=ix . 
Подсистема лидера задана уравнением 
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где ttr sin1)( += , [ ]T0,0,0,0=Lx . 
Цель управления – субминимизация интегрального критерия качества 

(3.81). Зададим в (3.81): 1~ =q , 1~ =r , 10=ft  с, 1)0( =y  и 2)10( =y . Тогда 

( )∫ +=
10

0

2
0

2 )()(~ dttutyJ ii .     (3.105) 

Согласно (3.83) сформируем уравнение номинального объекта 
управления: 
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Для (3.106) перепишем критерий качества (3.105) и сформируем закон 
оптимального управления (3.84) в виде 
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где )10()10()( iii ztZtz −= , 
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Выберем в (3.86) 1=α  и сформируем вспомогательный контур: 
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   (3.108) 

Пусть в (3.42) [ ]T625,500,150,20=D . Задав в (3.94) Q1 = I4 и 
воспользовавшись условием (3.93), получим интервал для µ0: µ0 < 0,04. 
Выберем µ = 0,01. Тогда уравнения наблюдателя производных сигнала 

)(tiζ  примут вид: 
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   (3.109) 

В результате, закон управления (3.90) формируется как 
.4,3,2,1),()(25)( ,04 =−= ittatu iii ξ    (3.110) 

Здесь [ ]( ) 41
,4,04 )(4,6,4,1)( ×ℜ∈−−−−−= tzta ii  – четвертая строка матрицы 

)(0 tA i , )(,4 tz i  – четвертая строка матрицы )()( 1
,12,22 tztz ii

− . 
Зададим параметры для каждой подсистеме (3.103) в виде: 
– подсистема 1S : 831 =a , 621 −=a , 911 =a , 801 =a , 601 =r , 1001 =d , 

tttf 5,1sin5,18,0sin2)(1 ++= ; 
– подсистема 2S : 332 =a , 322 −=a , 412 −=a , 702 =a , 302 =r , 402 =d , 

ttf sin1)(2 += ; 
– подсистема 3S : 333 =a , 523 −=a , 213 =a , 203 =a , 103 =r , 203 −=d , 

ttf 2sin1)(3 −= ; 
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– подсистема 4S : 134 −=a , 824 =a , 514 =a , 204 −=a , 304 =r , 404 −=d , 
ttf 3,1sin1)(4 −= . 

На рисунках 3.20, 3.21 представлены графики переходных процессов 
по ошибкам 1

~y (t) = y1(t) – yL(t) – )(~ tyNi , 2
~y (t) = y2(t) – yL(t) – )(~ tyNi , 3

~y
(t) = y3(t) – yL(t) – )(~ tyNi  и 4

~y (t) = y4(t) – yL(t) – )(~ tyNi , где )(~ tyNi  – выход 
(3.106) при подаче на вход оптимального управления (3.107). 

 

 
 

 
Рисунок 3.20 – Переходные процессы по )(~

1 ty  и )(~
2 ty  

 

 
 

)(~
1 ty

)(~
2 ty

)(~
3 ty

101 



 
Рисунок 3.21 – Переходные процессы по )(~

3 ty  и )(~
4 ty  

 
Пример 3.9. Рассмотрим сеть S , состоящую из четырех подсистем iS , 

4...,,1=i , ассоциированную с орграфом Γ  (рисунок 3.4). Пусть 
подсистемы iS  описываются уравнениями (3.103). Цель управления – 
субминимизация интегрального критерия качества (3.105). 

Сформируем закон оптимального управления в виде (3.107), 
вспомогательный контур (3.108), наблюдатель (3.109) и закон управления 
(3.110). 

Зададим параметры в каждой подсистеме: 83 =ia , 62 −=ia , 91 =ia , 
80 =ia  4,3,2,1=i . Остальные параметры такие же, как в примере 3.8. 
На рисунках 3.22, 3.23 приведены графики функций 

)()()(~
4114 tytyty −=  – )(~ tyNi , )()()(~

1221 tytyty −=  – )(~ tyNi , 
)()()(~

2332 tytyty −=  – )(~ tyNi , )()()(~
3443 tytyty −=  – )(~ tyNi . 

 

 
 

 
Рисунок 3.22 – Переходные процессы по )(~

14 ty  и )(~
21 ty  

)(~
4 ty

)(~
14 ty

)(~
21 ty
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Рисунок 3.23 – Переходные процессы по )(~

32 ty  и )(~
43 ty  

 
Из результатов примеров 3.8 и 3.9 видно, что предложенная система 

управления обеспечивает субминимизацию критерия качества (3.105) с 
заданной точностью, которая зависит от величины µ  в наблюдателе 
(3.109). 

 
3.3.2 Нелинейные нестационарные динамические сети с запаздыванием по 

состоянию 
 

Постановка задачи. Рассмотрим орграф Γl = (V, El), 
ассоциированный с сетью S и рассмотренный в постановке задачи п. 3.1.1. 
Пусть каждая подсистема iS , соответствующая i-й вершине орграфа Γ  
сети S , определена уравнением 

( )
,...,,1,)0(),()(

),()()),((),()()()()()()(

0 kixxtLxty
tftDtttytytFtutBtxtAtx

iiii

iiiiiiiiiiii

===
+−Ψ++= τ

 (3.111) 
где n

i tx ℜ∈)( , ℜ∈)(tui , ℜ∈)(tyi , ℜ∈)(tfi , ix0 , L и k – имеют тот же 
смысл, как и в (3.79), nn

i tA ×ℜ∈)( , nn
i tF ×ℜ∈)( , n

i tB ℜ∈)( , n
i tD ℜ∈)( , 

( ) ℜ∈−Ψ )),((),( tttyty iiii τ  – гладкая нелинейная функция липшицевая по 
)(tyi  и )(( tty ii τ−  и ограниченная по t , 0)( >tiτ  – неизвестное время 

запаздывания, 1)( <tp iτ . 

)(~
32 ty

)(~
43 ty

103 



Ведущая подсистема SL, соответствующая L-й вершине орграфа Γl 
сети S, задается уравнением (3.80). 

Обозначим ( )[ ]∑ −+−=
∈ iNj

LiiLjiiji txtxstxtxctx ))()(()()()(~  и )(~)(~ txLty ii = . 

Цель управления состоит в синтезе непрерывного закона управления, 
обеспечивающего переход из )0(~

iy  в )(~
fi ty  и субминимизации 

интегрального критерия качества (3.81). 
Предположения 3.3. 
1. Орграфы lΓ  содержат ориентированные остовные деревья в 

корне, которого находится подсистема (3.80). 
2. Элементы матриц nn

i tA ×ℜ∈)( , nn
i tF ×ℜ∈)(  и коэффициенты 

векторов n
i tB ℜ∈)( , n

i tD ℜ∈)(  – неизвестные числа, которые зависят от 
вектора неизвестных параметров Ξ∈ϑ , где Ξ  – известное множество. 

3. Система (3.111) управляемая и наблюдаемая. 
4. Выполнены условия структурного согласования: )()( T thBAtA iLLi +=

, )()( T tzBtF iLi = , )()( tBBtB iLLi π+= , )()( tkBtD iLi = , где, n
i th ℜ∈)( , 

n
i tz ℜ∈)( , ℜ∈)(tiπ , ℜ∈)(tki  – неизвестные вектор и числа. 

5. При фиксированном параметре t подсистемы (3.111) минимально 
фазовые. 

3. Измерению доступны только выходы локальных подсистем yi(t) и 
yL(t). 

Метод решения. Воспользовавшись предположением 3.3.4, составим 
уравнение для ошибки ( )[ ]∑ −+−=

∈ iNj
LiiLjiiji txtxstxtxctx ))()(()()()(~  в виде 

[ ] ,...,,1),(~)(~,)()()(~)(~ kitxLtyttuBtxAtx ii
Nj

ijiLiLi
i

==∑ ++=
∈

ϕ  (3.112) 

где ( ) ( )[ −+−Ψ+−= )()()),((),()()()()()( TT tuttttytytztxtxthct iiiiiiijiiijij πτϕ  
( ) ] [ ])()()()()()()()()()()()(1)( T trtftktuttxthstftktftktut iiiiiiLjjiijj −+++−++ τπ
 – функция, содержащая в себе неизвестные параметры и внешние 
возмущения i-й локальной подсистемы и смежных ей подсистем. 

Видно, что уравнение (3.112) подобно уравнению (3.82). Поэтому 
дальнейший синтез системы управления подобен синтезу системы 
управления в п. 3.3.1. 

Выделим в (3.112) номинальный объект в виде (3.83). Тогда для 
номинального объекта (3.83) критерий качества (3.81) и оптимальный 
закон управления )(0 tu i  определятся в виде (3.84). Введем 
вспомогательный контур (3.86). Закон управления )(tui  сформируем в виде 
(3.90). Для оценки γ -производных сигнала )(tiζ  в законе управления )(tui  
воспользуемся наблюдателем (3.42). 
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Теорема 3.3. Пусть выполнены предположения 3.6 и существуют 
числа 0>α  и 0µ , где 0µ  определенно выражением (3.93). Тогда при 0µµ ≤  
система управления, состоящая из вспомогательного контура (3.86), 
наблюдателя производных (3.42) и закона управления (3.90), обеспечивает 
субминимизацию критерия качества (3.81). 

Доказательство теоремы 3.5 аналогично доказательствам теорем 3.5 и 
4.3, где только { } 2T

112...,,1

1
0 ))((min)1(125,00

−

=

− Γ−<< MgBPQLk Llml
λµ . 

Замечание 3.5. Предположим, что динамическая сеть состоит из 
локальных подсистем (3.111), у которых одинаковые матрицы )(tAi . Также 
предположим, что в сети отсутствует лидер (3.80), причем орграф, 
ассоциированный с динамической сетью, имеет ориентированное остовное 
дерево. Тогда условия теоремы 3.6 будут справедливы, и в системе 
управления будет субминимизирован критерий (3.81). 

Пример 3.10. Рассмотрим сеть S , состоящую из четырех подсистем 
iS , 4...,,1=i , ассоциированную с орграфом Γ  (рисунок 3.6). Пусть 

подсистема iS  описывается следующим уравнением:  
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(3.113) 

Класс неопределенности Ξ  задан неравенствами: 10)( ≤ta ji , 

3,2,1,0=j , 100 0 ≤< ir , 10)(0 ≤td i , 10)(0 ≤tf i , 10)( ≤tf i . Допустим, что 
( ) [ ]tttytytttyty iiiiiii sin)),((),(1)),((),( 22 ττ −+=−Ψ  и [ ]T0 1,1,1,1=ix . 

Определим уравнение лидера в виде (3.104). Цель управления – 
субминимизация интегрального критерия качества (3.105). 

Сформируем уравнение номинального объекта управления в форме 
(3.106), оптимальный закон управления в виде (3.107). Систему 
управления сформируем из вспомогательного контура (3.108), 
наблюдателя (3.109) и закона управления (3.110). 

Параметры для каждой подсистемы iS , 4...,,1=i  в (3.113) выберем 
следующими: 
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– в подсистеме 1S : tta sin81)(31 += , tta 5,0sin2)(21 += , tta cos1)(11 −= , 
tta 7,0sin41)(01 −= , ttr sin6)(01 += , ttd sin10)(01 = , ttf sin1)(31 += , 

ttf sin2)(21 += , ttf 2cos1)(11 −= , ttf sin2)(01 += , 
tttf 5,1sin5,18,0sin2)(1 ++= ; 

– в подсистеме 2S : tta 2sin53)(32 += , tta 5sin3)(22 +−= , 
tta 3sin4)(12 +−= , tta 2cos7)(02 = , tr cos5,0302 += , ttd cos4)(02 = , 

ttf sin3)(32 −= , ttf sin1)(22 +−= , ttf 2sin1)(12 += , ttf cos)(02 = , 
ttf sin1)(2 += ; 

– в подсистеме 3S : tta 4sin3)(33 += , tta 6sin1)(23 +−= , 
tta 2sin2)(13 += , tta 4sin2)(03 +−= , ttr 2sin1,01)(03 += , ttd 3sin2)(03 −= , 

ttf sin)(33 = , ttf 6sin)(23 = , ttf sin2)(13 −= , ttf sin1)(03 += , ttf 2sin1)(3 −= ; 
– в подсистеме 4S : tta 4sin1)(34 +−= , tta 2sin91)(24 += , 

tta 4sin2)(14 += , tta 2cos2)(04 +−= , ttr 5,0cos1,03)(04 += , ttd sin4)(04 +−= , 
ttf cos1)(34 +−= , ttf sin1)(24 += , ttf 2sin1)(14 +−= , ttf cos)(04 = , 
ttf 3,1sin1)(4 −= . 

На рисунках 3.24, 3.25 представлены графики переходных процессов 
по ошибкам 1

~y (t) = y1(t) – yL(t) – )(~ tyNi , 2
~y (t) = y2(t) – yL(t) – )(~ tyNi , 3

~y
(t) = y3(t) – yL(t) – )(~ tyNi  и 4

~y (t) = y4(t) – yL(t) – )(~ tyNi , где )(~ tyNi  – выход 
(3.106) при подаче на вход оптимального управления (3.107). 

 

 
 

 
Рисунок 3.24 – Переходные процессы по )(~

1 ty  и )(~
2 ty  

 

)(~
1 ty

)(~
2 ty

)(~
3 ty
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Рисунок 3.25 – Переходные процессы по )(~

3 ty  и )(~
4 ty  

 
Пример 3.11. Рассмотрим сеть S , состоящую из четырех подсистем 

iS , 4...,,1=i , ассоциированную с орграфом Γ  (рисунок 3.9). Пусть 
подсистемы iS  описываются уравнениями (3.113). Цель управления – 
субминимизация интегрального критерия качества (3.105). 

Сформируем уравнения номинального объекта в виде (3.106), закон 
оптимального управления в форме (3.107), вспомогательный контур 
(3.108), наблюдатель (3.109) и закон управления (3.110). 

Положим, что параметры в каждой подсистеме (3.113) заданы 
следующими функциями: tta i 2sin8)(3 += , tta i sin71)(2 +−= , 

tta i 5,0sin52)(1 += , tta i cos42)(0 +=  4,3,2,1=i . Остальные параметры в 
каждой подсистеме (3.113) такие же, как в примере 3.10. 

На рисунках 3.26, 3.27 представлены результаты переходных 
процессов по ошибкам 14

~y (t) = y1(t) – y4(t) – )(~ tyNi , 21
~y (t) = y2(t) – y1(t) –

 )(~ tyNi , 32
~y (t) = y3(t) – y2(t) – )(~ tyNi и 43

~y (t) = y4(t) – y3(t) – )(~ tyNi . 
 

 

)(~
14 ty

)(~
4 ty
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Рисунок 3.26 – Переходные процессы по )(~

14 ty  и )(~
21 ty  

 

 
 

 
Рисунок 3.27 – Переходные процессы по )(~

32 ty  и )(~
43 ty  

 
Из результатов примеров 3.10 и 3.11 видно, что предложенная система 

управления обеспечивает субминимизацию (3.81) с заданной точностью. 
Причем при уменьшении числа µ  в наблюдателе (3.42), уменьшается 
погрешность, возникающая при минимизации критерия качества. 

 
3.4 Управление динамическими сетями с коммуникационным 

запаздыванием 

Задача построения простых и эффективных алгоритмов в условиях 
неопределенности была и остается актуальной задачей в теории и практике 
автоматического регулирования. Данная задача значительно усложняется, 
если в объекте присутствует запаздывание в канале управления. Неучет 

)(~
21 ty

)(~
32 ty

)(~
43 ty
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данного запаздывания может привести к потере качества регулирования, а 
иногда и к потере устойчивости замкнутой системы. 

Впервые для управления объектами с запаздыванием с известными 
параметрами был предложен предиктор Смита. Затем был разработан 
последовательный компенсатор запаздывания на базе регулятора Ресвика. 
Для дискретных систем предложен предиктор Цыпкина. В [19] было 
установлено, что для компенсации внешних возмущений с требуемой 
точностью необходимо, чтобы h ≤ ω –1, где h – время запаздывания в 
канале управления, ω – максимальный спектр внешнего возмущения. 
Проблема компенсации возмущений существенно усложняется, если 
необходимо управлять сетью динамических объектов в условиях 
коммуникационного запаздывания, возникающего при обмене 
информацией между подсистемами сети и регулятором. И насколько 
известно, по данной проблеме до сих пор нет решений. Поэтому, данный 
пункт посвящен решению задачи компенсации возмущений для объектов с 
запаздыванием по управлению, где не предъявляются требования к 
зависимости параметров возмущения от параметров объекта. 

В данном пункте представлен простой алгоритм компенсации 
периодических неизвестных возмущений. Предполагается, что 
возмущения представляют собой сумму синусоид с неизвестными 
амплитудами, неизвестными кратными частотами и неизвестными фазами. 
Для выделения и компенсации возмущений используется метод 
вспомогательного контура [20]. Для прогноза регулируемой величины на 
время запаздывания используется метод адаптивной идентификации 
частоты синусоидального сигнала, позволяющий определить период 
неизвестного возмущения. Полученные результаты распространяются на 
управление динамическими сетями с коммуникационным запаздыванием. 
Приведены результаты моделирования, иллюстрирующие 
работоспособность алгоритма. 

 
3.4.1 Алгоритм управления для изолированного агента сети 

 
Постановка задачи. Рассмотрим объект управления, динамические 

процессы в котором описываются следующим уравнением 
)()()()( htBfhtButAxtx −+−+= ,   (3.114) 

где x(t)∈Rn – вектор состояния, u(t)∈R – управляющее воздействие, f(t)∈R – 

внешнее возмущение, nn

n

n R
aa

I
A ×

−

− ∈







−−

=
10

1

...
0

 и B=[0, …, 0, b]T∈Rn – 

известные гурвицева матрица и вектор, b>0, пара (A, B) – управляема, h>0 
– известное время запаздывания. 

Предположения 3.4. 
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1. Внешнее возмущение f(t) – периодическая функция с неизвестным 

периодом T>0, которая определена выражением ∑
=

+=
k

i
iii tAtf

1
)sin()( ϕω , 

где Ai, ωi и ϕi – неизвестные амплитуда, частота и фаза, причем периоды 
Ti=2π/ωi кратные, k – известное число. Ради простоты положим, что 
T>h. 

2. Измерению доступны сигналы x(t), )(tx  и u(t). 
Целью управления является синтез алгоритмической структуры 

управляющего устройства, обеспечивающей стабилизацию объекта, то 
есть 

0)(lim =
∞→

tx
t

.     (3.115) 
Метод решения. Согласно [10], для выделения возмущения f(t–h), 

введем вспомогательный контур 
)()()( htButAxtx vv −+= ,     (3.116) 

где xv(t)∈Rn – вектор состояния. Принимая во внимание (3.114) и (3.116), 
рассмотрим уравнение для рассогласования ξ(t)=x(t)–xv(t) в виде 

)()()( htBftAt −+= ξξ .     (3.117) 
Перепишем уравнение (3.117) в виде системы дифференциальных 

уравнений 

).()()(
),()(

),()(

1

21

htbftat
tt

tt

n

nn

−+=
=

=

−

ξξ
ξξ

ξξ








 

Здесь ξ(t)=[ξ1(t), ξ2(t), …, ξn(t)]T, a=[–a0, …, –an]. Из последней 
системы уравнений очевидно, что в явном виде функция f(t–h) 
присутствует только в последнем уравнении. Поэтому сигнал f(t – h) 
можно определить как 

( ))()()( 1 tatbhtf n ξξ −=− −  , 
Обозначим ( ))()()( 1 tatbt n ξξϕ −= −  . Тогда, для компенсации функции 

f(t–h) закон управления u(t) можно сформировать в виде 
)()( httu +−= ϕ .     (3.118) 

Однако, для реализации сигнала управления (3.118) необходимо 
знание функции ϕ(t+h). Согласно предположению 1, функция f(t) – 
периодическая, значит закон управления (3.118) можно переписать в виде 

)()( Thttu −+−= ϕ .     (3.119) 
Подставив (3.119) в (3.114), получим уравнение замкнутой системы в 

виде 
)()( tAxtx = .      (3.120) 
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Таким образом, закон управления (3.119) обеспечивает компенсацию 
неизвестного возмущения f(t–h). В силу гурвицевости матрицы A, система 
(3.120) будет асимптотически устойчивой. 

Теперь необходимо определить период T функции f(t). 
Идентификацию периода T будем определять по идентифицированным 
частотам синусоид функции f(t). 

Продифференцируем функцию ϕ(t) 2k-раз и результат запишем в виде 
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, (3.121) 

где ωi≠ωj и zi≠zj для i ≠j, zi=– 2
iω . 

С учетом (3.121) запишем выражение для ϕ(2k)(t) в виде 
[ ] [ ]

).()(...)(
)(...,),(),(...,,,)(

1
)22(

1

T)22(1
21

)2(

ttt
tttVzzzt

kk
k

kk
k

kkk

ϕθϕθϕθ
ϕϕϕϕ

−−−−=
==

−
−

−−




   (3.122) 

Здесь θi – параметры, зависящие от частот ωi. Найдем от (3.122) 
преобразование Лапласа 

)()(...)()( 2
1

)22(
1

2 sssssss kk
kk ϕθϕθϕθϕ −−−−= −
− ,   (3.123) 

где s – комплексная переменная. Рассмотрим гурвицевый полином 
δ(s)=s2k+λ2ks2k–1+…+λ2s+λ1 и введем обозначение 

ikii −+ −= θλφ 12 ,   i=0, …, k – 1. 
Тогда (3.123) можно переписать в виде 
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+= .   (3.124) 

Для уравнения (3.124) введем фильтр 
)()()( 0 tbtFt ϕϑϑ += ,    (3.125) 

где F – матрица в форме Фробениуса с характеристическим многочленом 
δ(s), b0=[0, ..., 0, 1]T. С учетом (3.125), перепишем (3.124) в виде 

)()()(
1

121
1

22 ttt
k

i
ii

k

i
ii ∑∑

=
−−

=

+= ϑφϑλϕ .   (3.126) 

Введем в рассмотрение новую функцию 

)()()()(
1

121
1

22 tttt
k

i
ii

k

i
ii ∑∑

=
−−

=

+= ϑφϑλϕ ,   (3.127) 

где )(1 ti−φ  – оценка значения φi–1. Сформируем уравнение ошибки 
)()()( ttte ϕϕ −= . Принимая во внимание (3.126) и (3.127), запишем 

уравнение для e(t) в виде 

( ) )()()(
1

1211 ttte
k

i
iii∑

=
−−− −= ϑφφ .
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Для того, чтобы e(t)→0 при t→∞, а соответственно и 11 )( −− → ii t φφ , 
i=0, …, k–1 при t→∞, достаточно алгоритм адаптации выбрать в виде 

)()()( ttet Θ−=Φ α , α>0,     (3.128) 
где Φ(t)= [ ]T110 )(...,),(),( ttt k−φφφ , Θ(t)=[ϑ1(t), ϑ3(t), ..., ϑ2k – 1(t)]T. 

Сформулируем утверждение, при выполнении условий которого 
система управления (3.116), (3.119), (3.125), (3.128) обеспечивает 
выполнение цели (3.115). 

Теорема 3.4. Пусть выполнены условия предположений 3.4. Тогда 
система управления (3.116), (3.119), (3.125), (3.128) обеспечивает 
выполнение целевого условия (3.115). 

Замечание 3.6. Часто в режиме on-line сложно оценить период T 
функции f(t), так как T является наименьшим общим кратным частот ωi. 
Тогда закон управления (3.119) можно сформировать в виде 

)()( Thttu −+−= ϕ ,    (3.129) 
где T  можно находить по формуле 

∏
=

=
k

i i t
T

1 )(
2
ω
π ,     (3.130) 

где )(tiω  – оценки частот ωi, полученные с помощью алгоритма (12), (15). 
 

3.4.2 Обобщение алгоритма для управления динамическими сетями с 
коммуникационным запаздыванием 

 
Рассмотрим динамическую сеть, где каждая локальная подсистема 

описывается уравнением 
)()()()( tBftButAxtx iiii ++= ,   i=1, …, N,   (3.131) 

где xi(t)∈Rn – вектор состояния, ui(t)∈R – управляющее воздействие, 
fi(t)∈R – внешнее возмущение, матрица А и вектор В те же, что и 
предыдущем пункте. 

Целью управления является синтез алгоритмической структуры 
управляющего устройства, обеспечивающей выполнение условия 
консенсуса 

( ) 0)()(lim =−−−
∞→

htxhtx jit
,    (3.132) 

где h>0 – коммуникационное запаздывание. 
Предположения 3.5. 
1. Внешнее возмущение fi(t) – периодическая функция с неизвестным 

периодом T > 0, которая определена выражением 

∑
=

+=
k

j
jijijii tAtf

1
,,, )sin()( ϕω , где Ai, j, ωi, j и ϕi, j – неизвестные амплитуды, 

неизвестные кратные частоты и неизвестные фазы, k – известное число. 
Ради простоты положим, что Ti>h. 
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2. Измерению доступны сигналы xi(t), )(txi  и ui(t). 
Введем уравнение ошибки ∑

∈

−−−=
iNj

jii htxhtxt )()()(ε , где Ni – 

множество смежных подсистем для i-й подсистемы. Продифференцировав 
ei(t) по времени вдоль траекторий уравнений (3.131), получим 

)()()()()( htBhtBuhtButAt ijiii −+−−−+= ψεε .  (3.133) 
где ψi(t)=fi(t)–fj(t) Зададим закон управления ui(t) в виде 

)()()( tutvtu jii += ,    (3.134) 
где vj(t) – вспомогательное управляющее воздействие. Введем 
вспомогательный контур 

)()()( htBvtAt ivivi −+= εε ,    (3.135) 
где εvi(t)∈Rn. Принимая во внимание (3.133)-(3.135), составим уравнение 
ξi(t)=εi(t)–εvi(t) в виде 

)()()( htBtAt iii −+= ψξξ .    (3.136) 
Перепишем (3.136) в виде системы дифференциальных уравнений 
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Здесь ξi(t)=[ξ1, i(t), ξ2, i(t), …, ξn, i(t)]T. Тогда сигнал ψi(t–h) можно 
определить как 

( ))()()( ,
1 tatbht iini ξξψ −=− −  , 

Обозначим ( ))()()( ,
1 tatbt iini ξξϕ −= −  . Тогда вспомогательное 

управляющее воздействие vi(t) можно сформировать в виде 
)()( Thttv ii −+−= ϕ .    (3.137) 

Подставив (3.134) и (3.137) в (3.133), получим уравнение замкнутой 
системы 

)()( tAt ii εε = .     (3.138) 
Таким образом, закон управления (3.134), (3.137) обеспечивает 

компенсацию неизвестного возмущения ψi(t–h). В силу гурвицевости 
матрицы A, система (3.138) будет асимптотически устойчивой. 

Система идентификации будет представлена следующими 
уравнениями: 

фильтры состояния 
)()()( 0 tbtFt iii ϕϑϑ += ,     (3.139) 

где F и b0 аналогичны, как в (3.125); 
алгоритмы идентификации 

)()()( ttet iii Θ−=Φ α , α>0     (3.140) 
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где Φi(t) = [ ]T,1,1,0 )(...,),(),( ttt ikii −φφφ , Θ(t)=[ϑ1, i(t), ϑ3, i(t), ..., ϑ2k – 1, i(t)]T, 

)()()( ttte iii ϕϕ −= , )()()()(
1

,12,1
1

,22 tttt
k

l
ilil
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l
illi ∑∑

=
−−

=

+= ϑφϑλϕ , 

)(
)()(

)(
1

22

,1

12

2 s
s

s
s

ss i
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l

l

il

l

li ϕ
δ

φ
δ

λϕ ∑
=

−

−

−









+= ,

 
ilklil ,12, −+ −= θλφ , l = 0, …, k – 1. 

Теорема 3.5. Пусть выполнены условия предположений 3.5. Тогда 
система управления (3.134), (3.135), (3.137), (3.139), (3.140) обеспечивает 
выполнение целевого условия (3.132). 

Замечание 3.7. Закон управления (3.137) можно формировать в 
виде 

)()( iii Thttv −+−= ϕ ,     (3.142) 
где T  можно находить по формуле 

∏
=

=
k

j ij
iT

1 ,

2
ω
π .     (3.143) 

Пример 3.12. Рассмотрим объект управления вида (3.114) 

)1(
1
0

)1(
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0
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)( −
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


−−

= tftutxtx , [ ]T11)0( =x ,  (3.144) 

где h>0 – известное время запаздывания, 
)sin()sin()( 222111 ϕωϕω +++= tAtAtf . 

Цель управление – компенсация неизвестного возмущения f(t) так, 
чтобы было выполнено условие (3.115). 

Зададим вспомогательный контур (3.146) в виде 
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
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

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
−−

= tutxtx vv , [ ]T11)0( =vx ,   (3.145) 

и составим уравнение для рассогласования ξ(t)=x(t)–xv(t) 
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= tftt ξξ . 

Выделим в последнем уравнении вторую строку 
[ ] )1()(21)(2 −+−−= tftt ξξ . 

Тогда, [ ] )()(21)()1( 2 ttttf ϕξξ =−−−=−  . 
Определим теперь частоты ω1 и ω2. Выберем δ(s)=s4+4s3+6s2+4s+1. 

Сформируем фильтр (3.125) в виде 

.0)0()0()0()0(
),()(4)(6)(4)()(

),()(

),()(

),()(

4321

43214

43

32

21

====
+−−−−=

=

=

=

ϑϑϑϑ
ϕϑϑϑϑϑ

ϑϑ

ϑϑ

ϑϑ

tttttt

tt

tt

tt









 

114 



Пусть α=1000. Тогда алгоритм (3.128) определится в виде 

,0)0(),()(1000)(

,0)0(),()(1000)(

111

030

=−=

=−=

φϑφ

φϑφ

ttet

ttet



 

где )()()( ttte ϕϕ −= , ( ) ( ) )()(1)()(6)(4)(4)( 113024 ttttttt ϑφϑφϑϑϕ −+−++= . 
Оценки частот ω1 и ω2 можно найти по следующим формулам 

2
)(4)()(

)( 2
2

11
2,1

ttt
t

φφφ
ω

−±−
= . 

Зададим закон управления (3.129), где 
)()(

4)(
21

2

tt
tT

ωω
π

= . 

Пусть в функции f(t) A1=1, A2=3, ω1=π/2, ω2=π, ϕ1=π/3, ϕ2=π/4. На 
рисунках 3.28, 3.29 приведены результаты идентификации частот ω1 и ω2. 
На рис. 3.30 приведены результаты по ошибке e(t). На рис. 3.31 приведены 
результаты по x(t) в замкнутой системе. 

 

 
Рисунок 3.28 – Переходные процессы по )(1 tω  

 

 
Рисунок 3.29 – Переходные процессы по )(2 tω  
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Рисунок 3.30 – Переходные процессы по e(t) 

 

 
Рисунок 3.31 – Переходные процессы по x(t) в замкнутой системе 

 
Результаты моделирования показали, что поставленная цель (3.115) 

выполняется. 
Пример 3.13. Рассмотрим динамическую сеть, состоящую из 

четырех подсистем Si, i=1, …, 4 (рисунок 3.32). 
 

 
Рисунок 3.32 – Схема сети 

 
Пусть каждая подсистема сети описывается уравнением 
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= , i = 1, …, 4  (3.146) 

где )sin()( iiii tAtf ϕω += . 
Цель управление – компенсация неизвестного возмущения f(t) так, 

чтобы было выполнено условие (3.132), где коммуникационное 
запаздывание h=1 c. 

Сформируем систему управления, состоящую из: 
закона управления (3.134) и вспомогательного управляющего 

воздействия (3.142); 
вспомогательного контура (3.135) 

1S 2S
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фильтра (3.139) 
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алгоритмов идентификации (3.140) 
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Оценки частот ω1, i и ω2, i можно найти по следующим формулам 

( ) 2
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2
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t iii
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φφφ
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= . 

Во вспомогательном управляющем воздействии (3.142) 

)()(
4)(

,2,1

2

tt
tT

ii
i ωω

π
= . 

Пусть в функциях fi(t) A1=1, A2=3, A3=2, A4=4, ω1=π/2, ω2=π, ω3=π/2, 
ω4=π/4, ϕ1=π/3, ϕ2=π/4, ϕ3=π/6, ϕ4=π/2. На рисунках 3.33-3.36 приведены 
результаты по ошибкам ε1(t)=x1(t–1)–x4(t–1), ε2(t)=x2(t–1)–x1(t–1), 
ε3(t)=x3(t–1)–x2(t–1), ε4(t)=x4(t–1)–x1(t–1) соответственно. 

 
 

 
Рисунок 3.33 – Переходные процессы по ε1(t) 
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Рисунок 3.34 – Переходные процессы по ε2(t) 

 
 

 
Рисунок 3.35 – Переходные процессы по ε3(t) 

 

 
Рисунок 3.36 – Переходные процессы по ε4(t) 

 
Результаты моделирования показали, что поставленная цель (3.132) 

выполняется. 
В результате предложен синтез простой системы компенсации 

внешнего неизвестного ограниченного периодического возмущения 
основанной на адаптивной идентификации частот синусоидальных 
сигналов с кратными периодами. Следует отметить, что применение 
данного способа компенсации требует точных оценок (без смещений) 
частот синусоидальных сигналов. Иначе смещение идентифицируемых 
частот от истинных может привести к невыполнению поставленной цели 
(3.115) или (3.134). Допускается оценка частот в некотором множестве, 
однако среднее значение оценки должно быть истинным. Время 
переходных процессов в системе управления напрямую зависит от 
времени идентификации частот синусоидальных сигналов. 

с,t
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3.5 Робастное управление определенным классом неминимально-

фазовых динамических сетей 
 

Одним из фундаментальных предположений при управлении 
системой (объектом управления) в условии параметрической 
неопределенности, когда доступны измерению только скалярные вход и 
выход системы, является предположение о ее минимально-фазовости. 
Линейную систему (объект управления) будем называть минимально-
фазовой, если числитель ее передаточной функции гурвицев, и 
неминимально-фазовой, если числитель ее передаточной функции 
негурвицев [11]. При разработке схем адаптивного или робастного 
управления выполнение требования к минимально-фазовости системы 
обусловлено построением устойчивых регуляторов [11]. 

На сегодняшний день предложено мало решений задачи управления 
параметрически неопределенными неминимально-фазовыми системами со 
скалярными входом и выходом. Так для управления таким классом 
объектов в [11] используется метод шунтирования. Однако данный метод 
применим только для линейных устойчивых объектов. Причем метод 
шунтирования оказывается неэффективным в условиях возмущений из-за 
регулирования по расширенному сигналу, который равен сумме выходов 
объекта управления и шунта. В [19] предложен последовательный 
компенсатор, применение которого позволяет получить новую 
расширенную модель объекта с векторным управлением и тем самым 
скомпенсировать положительные нули передаточной функции объекта 
управления. Однако алгоритм [19] эффективен лишь для стабилизации 
неминимально-фазовых систем, не подверженных внешним 
неконтролируемым возмущениям. 

Задача управления неминимально-фазовыми системами значительно 
усложняется, если управление осуществляется не одним объектом, а 
совокупностью взаимосвязанных объектов. Под динамической сетью 
будем понимать совокупность динамических подсистем (узлов), 
соединенных физическими или информационными связями. Под 
неминимально-фазовыми (минимально-фазовыми) динамическими сетями 
будем понимать динамические сети, подсистемы которых описываются 
неминимально-фазовыми (минимально-фазовыми) системами. 

Одной из примет времени является повсеместное распространение 
динамических сетей. Среди многочисленных примеров можно упомянуть 
многопроцессорные системы передачи и обработки информации, 
различные транспортные сети, высокотехнологичные производственные 
сети, сложные кристаллические решетки, наноструктурные объекты и т.д. 
Среди неминимально-фазовых динамических сетей можно отметить 
системы координированного управления движением летательных, 
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подводных аппаратов и подвижных роботов, распределенные системы 
управления электроэнергетическими сетями и т.д. 

На сегодняшний день для управления динамическими сетями 
применен практически весь арсенал известных методов и подходов, 
разработанных для управления одним объектом. 

В следующем пункте рассмотрено решение задачи робастного 
управления определенным классом неминимально-фазовых динамических 
сетей в условиях параметрической неопределенности и внешних 
неконтролируемых возмущений. Решение строится при измерении только 
скалярных входных и выходных сигналов в каждой локальной подсистеме 
сети. Для учета топологии сети вводится орграф, каждая вершина которого 
ассоциирована с соответствующим узлом сети, а дуги орграфа 
ассоциированы с информационными связями между соответствующими 
подсистемами сети. Для синтеза закона управления используется метод 
вспомогательного контура. Вначале рассмотрено решение задачи для сети 
с ведущей подсистемой (лидером), которая определяет желаемое 
поведение остальных локальных подсистем сети. Затем рассмотрено 
решение задачи для сети без ведущей подсистемы и с запаздыванием в 
каналах связи. Разработанные системы управления обеспечивают 
синхронизацию сети с требуемой точностью. Получены условия, 
зависящие от параметров сети и системы управления и при выполнении 
которых, алгоритм, разработанный для минимально-фазовых систем, будет 
работоспособен и для неминимально-фазовых систем. Приведены 
численные примеры, иллюстрирующие работоспособность алгоритма. 

3.5.1 Управления динамической сетью с ведущей подсистемой 

Рассмотрим динамическую сеть S, состоящую из k подсистем Si, 
i = 1, 2, …, k и ведущей подсистемы (лидера) SL. Цель управления 
(синхронизации) динамической сетью с ведущей подсистемой состоит в 
поиске регуляторов, обеспечивающих сближение решения каждой 
локальной подсистемы с решением ведущей подсистемы. 

Введем в рассмотрение орграф Γ = (V, E), ассоциированный с сетью S, 
где вершины орграфа Γ ассоциированы с соответствующими 
подсистемами Si и подсистемой лидера SL, V = {v1, …, vk, vL} – множество 
вершин, E ⊆ V × V – множество ребер. Пусть C = (cij), S = (siL) – матрицы 
смежности орграфа Γ такие, что cij = 1 и siL = 1 если j ∈ NjL, иначе cij = 0 и 
siL = 0, где NjL = {vj ∈ V: (vj, vi) , (vi, vL) ∈ E} – множество смежных вершин 
для узла vi. Запись (vj, vi) , (vi, vL) ∈ E означает, что информация поступает 
от подсистемы Si к подсистеме Sj и от подсистемы лидера SL к Si. Также 
рассмотрим орграф Γ0, ассоциированный с сетью S, где исключена 
ведущая подсистема SL. 
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Пусть в каждой подсистеме Si динамические процессы описываются 
уравнением 

),()()()()( tftupRktypQ iiiiii +=  0
1 )0( ii

n yyp =− , i = 1, ..., k,  (3.148) 
где yi(t) ∈ R – регулируемая переменная, ui(t) ∈ R – сигнал управления, 
fi(t) ∈ R – гладкое внешнее неконтролируемое ограниченное возмущение, 
Qi(p), Ri(p) – линейные дифференциальные операторы, deg Qi(p) = n, 
deg Ri(p) = m, n – m ≥ 1, ki > 0, yi0 – неизвестные начальные условия. 

Модель подсистемы лидера SL описывается уравнением 
)()()( trktypQ LLL = .      (3.149) 

Здесь yL(t) ∈ R – измеряемый выход, r(t) ∈ R – ограниченное задающее 
воздействие, QL(p) и kL > 0 – известный оператор и коэффициент 
соответственно, deg QL(p) = n. 

Необходимо синтезировать непрерывный закон управления, 
обеспечивающий синхронизацию сети S с заданной точностью δ > 0, то 
есть выполнение целевого условия 

δ<− )()( tyty Li  при t > T,     (3.150) 
где T > 0 – время, по истечении которого с начала работы системы должно 
выполняться неравенство (3.150). 

Будем решать сформулированную задачу при следующих 
предположениях. 

Предположения 3.6. 
1. Неизвестные коэффициенты операторов Qi(p), Ri(p) и число ki > 0 

принадлежат известному ограниченному множеству возможных 
значений Ξ. 

2. В системе управления доступны измерению сигналы yi(t) и ui(t), но 
не их производные. 

3. Орграф Γ содержит ориентированное остовное дерево в корне 
которого находится ведущая подсистема (3.149). 

Метод решения. Представим оператор Ri(p) в виде следующего 
произведения 

)()()( pRpRpR iii
−+= ,     (3.151) 

где )(λ+
iR  – многочлен с положительными вещественными частями корней 

и порядком m1, )(λ−
iR  – многочлен с отрицательными вещественными 

частями корней и порядком m2, λ – комплексная переменная. 
Предположим, что оператор )( pRi

+  можно представить в виде следующей 
суммы 

)()()( 00 pRppRpR iiii ∆+=+ θ ,     (3.153) 
где R0i(λ) – произвольный известный гурвицевый многочлен, 
deg R0i(p) = m1, θi > 0 – малый параметр. Подставим (3.151) и (3.52) в 
(3.148) и перепишем (3.148) в виде 
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[ ] )()()()()()()( 00 tftupRpθpRpRktypQ iiiiiiiii +∆+= − .  (3.154) 
Преобразуем модель (3.154) к форме уравнений состояния 

( ) ),()(),()()()()( 1i txLtytfCtσtuBtxAtx iiiiiiiiii =+++=  (3.155) 

),()(),()(1)( 2i tzLtσtuNtzFtz iiiiii
i

i =+= 
θ

   (3.156) 

где xi(t) ∈ Rn, 1)( m
i Rtz ∈  – векторы состояния медленных и быстрых 

составляющих соответственно, Ai, Bi, Ci, Fi, Ni, L1i, L2i – числовые 
матрицы, полученные при переходе от (3.154) к (3.155) и (3.156). При 
σi(t) = 0 система (3.155) является минимально-фазовой, так как Ai, Bi и L1i 
зависят от коэффициентов устойчивых многочленов Qi(λ) и )()( 0 λλ iii RRk − . 
Система же (3.156) является неминимально-фазовой, поскольку Fi, Ni и L2i 
зависят от коэффициентов устойчивого R0i(λ) и неустойчивого ∆R0i(λ) 
многочленов. Выясним, каким должно быть возмущение σi(t), чтобы 
поведение системы (3.155)-(3.156) при σi(t) ≠ 0 было бы близко к 
поведению системы (3.155)-(3.156) при σi(t) = 0. Перепишем (3.155)-(3.156) 
в виде 

( )
),()(),()()(

),()(),()()()()(

221

1

tzLttuNtzFtz
txLtytfCttuBtxAtx

iiiiiiiiii

iiiiiiiiiii

=+=
=+++=

σθθ
σ




 (3.157) 

где θ1i = θ2i =θi. Для исследования поведения системы (3.157) 
воспользуемся следующей леммой. 

Лемма 3.1. Рассмотрим динамическую систему 
),,,( 21 txfx µµ= ,    (3.158) 

где 1sRx∈ , 2),(col 21
sR∈= µµµ , f(x, µ1, µ2, t) – липшицева функция по x. 

Пусть система (3.158) имеет замкнутое ограниченное множество 
притяжения Ω = {x | P(x) ≤ C} когда µ2 = 0, где P(x) – кусочно-гладкая 
положительно-определенная функция в 1sR . Также положим, что 
существует некоторые числа C1 > 0 и 01 >µ  такие, что выполнено 
следующее условие 

11

T

)(),0,,(,)(sup
11

CCxPtxf
x
xP

−≤











=





∂
∂

≤
µ

µµ
.  (3.159) 

Тогда существует µ0 > 0 такое, что система (3.158) имеет то же самое 
множество притяжения Ω при µ2 ≤ µ0. 

Лемма 3.1 является обобщением первой леммы 1.1 для исследования 
поведения системы неавтономных дифференциальных уравнений. 
Доказательство леммы 1 приведено в приложении. 

Согласно лемме 3.1, рассмотрим сначала редуцированную модель 
системы (3.157) при θ2 = 0: 

( ) ),()(),()()()()( 1 txLtytfCttuBtxAtx iiiiiiiiiii =+++= σ   (3.160) 
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).()(),()( 21 tzLttzFtz iiiiiii == σθ   (3.161) 
Очевидно, что уравнение (3.161) асимптотически устойчиво, так как 

матрица Fi – гурвицева (в силу гурвицевости полинома R0i(λ)) и θ1i > 0. 
Преобразуем уравнения (3.160)-(3.161) к виду 

[ ] )()()()()()()( 0 tfttupRpRktypQ iiiiiiii ++= − σ . (3.160) 
Представим операторы )()( 0 pRpR ii

−  и Qi(p) в виде сумм: 
)(1)()( 0 pRpRpR iii ∆+=− , )()()( pQpQpQ iLi ∆+= . (3.162) 

Здесь ∆Ri(p), ∆Qi(p) – остатки разложения, deg ∆Qi(p) < n, deg ∆Ri(p) = m. 
Принимая во внимание (3.149), (3.160) и (3.162), сформируем уравнение 
для ошибки слежения ( ) ( )∑

∈

−+−=
jLNj

LiiLjiiji tytystytycte )()()()()(  в виде 

( ) ( )∑
∈

−+−=
jLNj

LiiLjiijiL trktsttctepQ )()()()()()( ϕϕϕ , (3.163) 

где функция ϕi(t) представлена следующим выражением 

).()()()()()(
)()()()(

tftypQtpRktk
tupRktukt

iiiiiiii

iiiiii

+∆−∆++
+∆+=

σσ
ϕ

(3.164) 

Из (3.164) легко видеть, что функция ϕi(t) содержит в себе 
неопределенности i-й подсистемы и смежных ей j-подсистем. Для 
выделения возмущений, действующих на i-ю подсистему, введем 
вспомогательный контур 

)()()( tutepQ iaiL α= ,   α > 0. (3.165) 
Принимая во внимание (2.13) и (2.15), составим функцию 

рассогласования ζi(t) = ei(t) – eai(t) в виде 
)()()( ttpQ iiL φζ = . 

Здесь ( ) ( ) )()()()()()( tutrktsttct i
Nj

LiiLjiiji
jL

αϕϕϕφ −−+−= ∑
∈

– новая функция

возмущения, содержащая в себе неопределенности i-й локальной 
подсистемы и смежных ей j-подсистем, а также неопределенности в 
линиях связи между ними. Переписав последнее выражение в виде 

( ) ( ) )()()()()()()( tpQtutrktsttc iLi
Nj

LiiLjiij
jL

ζαϕϕϕ +=−+−∑
∈

и подставив его в 

(3.163), получим: QL(p)ei(t) = αui(t) + QL(p)ζi(t). Тогда задав закон 
управления ui(t) = –α –1QL(p)ζi(t), получили бы точную компенсацию 
неопределенностей в сети, то есть QL(p)ei(t) = 0. Однако, из постановки 
задачи производные сигнала ζi(t) не доступны измерению. Следовательно, 
сформируем закон управления в виде 

)()()( 1 tpQtu iLi ζα −−= , (3.166) 
где )(tiζ  – оценка функции ζi(t). С учетом закона управления (3.166), 
перепишем уравнение ошибки (3.163) 

)()()( T tgtepQ iiL δ= , (3.167) 
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где g ∈ Rn + 1 – вектор, компонентами которого являются коэффициенты 
полинома QL(λ), записанные в обратном порядке, 

[ ] [ ]T)(T)( )(...,),(),()(...,),(),()( ttttttt n
iii

n
iiii ζζζζζζδ ′−′=  – ошибка оценки 

производных. 
Для реализации закона управления (3.166) воспользуемся 

наблюдателем 
( ) ),()(,)()()()( 00 tLtttDtGt iiiiii ξζζζξξ =−+=    (3.168) 

где ξi(t) ∈ Rn + 1, параметры в (3.168) выбираются согласно [24]: 









=

00
0

0
nI

G , In – единичная матрица порядка n, D0 = –[d1µ–1, d2µ–

2, …, dn + 1µ–n – 1]T, коэффициенты d1, d2, …, dn + 1 выбираются так, чтобы 
матрица G = G0 – DL была гурвицевой, D = [d1, d2, …, dn + 1]T, 
L = [1, 0, …, 0], µ > 0 – достаточно малое число. 

Для оценки качества наблюдения производных сигнала ζi(t) введем в 
рассмотрение вектор )()( 1 tDt ii δη −= , где D  = diag {µn, µn – 1, …, µ, 1}. 
Найдем производную от )(tiη  с учетом (3.168): 

)()()( )(1 tbtGt n
iii ζηµη += − , )()( tLt i

n
i ηµ=∆ , 

где b  = [0, …, 0 , 1]T. Преобразуем предпоследнее уравнение в 
эквивалентное относительно выхода )(ti∆ : 

).()(),()()( 1
1 tLttbtGt i

n
iiii ηµζηµη =∆+= −     (3.169) 

Здесь ηi(t) ∈ Rn, )()( 11 tt ii ηη =  – первые компоненты векторов ηi(t) и )(tiη , 
b1 = [1, 0, …, 0]T. 

Принимая во внимание (3.169), преобразуем (3.167) к форме: 
),()(),()()( T

2 tLtetgbtAt iii
n

ii εµεε =∆+=    (3.170) 
где εi(t) ∈ Rn – вектор состояния (3.170), A – матрица в форме Фробениуса 
с характеристическим многочленом QL(λ), b2 = [1, 0, …, 0]T, 

( )[ ]T)1(111 )(,...),(),()( +=∆ n

iiii tttt ηηη  . 
Приведем теорему, при выполнении условий которого алгоритм 

(3.165), (3.166), (3.168) обеспечивает выплнение целевого условия (1.3) при 
θ2i = 0. 

Теорема 3.6. Пусть выполнены предположения 3.6. Тогда для чисел 
α > 0, µ0 > 0 и 





≤ −

−− 1
2T

1

2

20 5,0,min n gbPQHbQµ , 

где P и H являются решением матричных уравнений 
,, 2

T
1

T QHGHGQPAPA −=+−=+  0T
11 >=QQ , 0T

22 >=QQ , 
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система управления (3.165), (3.166), (3.168) при µ ≤ µ0 обеспечивает 
выполнение условия синхронизации (3.150) для динамической сети с 
подсистемами (3.160)-(3.161) и ведущей подсистемой (3.149). 

Поскольку )(tiσ  – затухающая ограниченная функция, то 
доказательство работоспособности алгоритма (3.165), (3.166), (3.168) для 
редуцированной системы (3.160)-(2.161) аналогично доказательству в [13] 
при условии, что динамические порядки подсистем известны. 

Однако из постановки задачи подсистемы (3.148) могут быть 
неминимально-фазовыми. Поэтому получим условия работоспособности 
алгоритма (3.165), (3.166), (3.168) для исходной (нередуцированной) 
модели (3.155)-(3.156). 

Введем вектор отклонений )()()( tztztz iii −=∆  для быстрых 
составляющих в (3.156) и (3.161): 

)()(),()(1)( 2 tzLttuNtzFtz iiiiiii
i

i ∆=∆+∆=∆ σ
θ

 .   (3.171) 

Тогда в уравнении ошибки слежения (3.163) функция возмущения ϕi(t) 
будет выглядеть как 

).()()()()()(
)()()()(

tftypQtpRktk
tupRktukt

iiiiiiii

iiiiii

+∆−∆++
+∆+=

σσ
ϕ

   (3.172) 

Сформулируем утверждение, при выполнении условий которого 
алгоритм (3.165), (3.166), (3.168), разработанный для минимально-фазовых 
динамических сетей, будет работоспособен и для определенного класса 
неминимально-фазовых динамических сетей с ведущей подсистемой. 

Теорема 3.7. Пусть выполнены условия предположений 3.6. 
Существуют числа µ > 0 и θ0 > 0 такие, что решениями матричных 
неравенств: 

( ) ( )
( ) ( )

( )
,22
,2

2))(()1(25.0
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(3.173) 
являются положительно определенные матрицы H1, H2 и H3, где 

0T
11 >= QQ , 0T

22 >=QQ , 0T
33 >=QQ , L(Γ) и L(Γ0) – симметризованные 

лапласианы орграфов Γ и Γ0, λ2(L(Γ)) и λ2(L(Γ0)) – вторые (ненулевые) 
собственные числа L(Γ) и L(Γ0). Тогда при θ < θ0 алгоритм управления 
(3.165), (3.166), (3.168) обеспечивает выполнение целевого условия (3.150) 
для сети с подсистемами (3.148) и ведущей подсистемой (3.149). 

Во втором неравенстве (3.173) используется орграф Γ0, поскольку 
третье и четвертое уравнения в (3.157) рассматриваются только для 
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подсистем Si. Доказательство утверждения приведено в приложении. 
Свойства лапласиана графа подробно изложены в [38]. 

 
3.5.2 Управление динамической сетью без ведущей подсистемы с 

коммуникационным запаздыванием 
 

Рассмотрим случай, когда в динамической сети отсутствует ведущая 
подсистема. Управление динамической сетью без ведущей подсистемы 
называется консенсусным управлением (consensus control) [63]. Цель 
такого управления состоит в поиске управляющего устройства, способного 
синхронизировать подсистемы сети, в которой нет лидера, при этом 
траектории локальных подсистем сети стремятся к некоторой общей 
величине, зависящей от их параметров и параметров межузловых связей. 

В настоящее время предложены решения задачи консенсусного 
управления, когда модели подсистем сети полностью идентичны. Далее 
будет рассмотрен синтез консенсусного управления для сети, модели 
подсистем которой имеют только одинаковые характеристические 
многочлены. 

Введем в рассмотрение орграф Γ0, который был определен в разд. 2. 
Пусть каждая подсистема Si описывается уравнением (3.148). 

Цель управления состоит в поиске непрерывного закона управления, 
обеспечивающего выполнение условия консенсуса в условии 
коммуникационного запаздывания: 

δτ <−− ))(()( ttyty ijji  при t > T.    (3.174) 
Здесь τij(t) > 0 – неизвестное коммуникационное запаздывание, причем 
dτij(t) / dt < 1. 

Будем решать сформулированную задачу при выполненных 
предположениях 3.6 и дополнительных предположениях 3.7. 

Предположения 3.7. 
1. Характеристические многочлены в моделях (3.148) идентичны, то 

есть Qi(p) = Qj(p). 
2. Орграф Γ0 содержит ориентированное остовное дерево. 
Очевидно, что для сети без ведущей подсистемы результаты (3.148)-

(3.157) справедливы. Тогда, с учетом разложения (3.162) составим 
уравнение для ошибки слежения ( )∑

∈

−−=
jLNj

ijjiiji ttytycte ))(()()( τ  в виде 

( )∑
∈

−−=
jNj

ijjiijiL tttctepQ ))(()()()( τϕϕ ,   (3.175) 

где функция ϕi(t) определена выражением (3.164). 
Для выделения возмущений введем вспомогательный контур (3.165). 

Принимая во внимание (3.165) и (3.175), составим функцию 
рассогласования ζi(t) = ei(t) – eai(t) в виде 
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)()()( ttpQ iiL φζ = . 
Здесь ( ) )())(()()()( tuttttct i

Nj
ijjiiji

jL

ατϕϕφ −−−= ∑
∈

. Сформируем закон 

управления в форме (3.166), для реализации которого используем 
наблюдатель (3.168). Принимая во внимание (3.169), преобразуем (3.175) к 
форме: 

),()(),()()( T
2 tLtetgbtAt iii

n
ii εµεε =∆+=  

где все переменные, матрицы и векторы такие же, как в (3.170). 
Теорема 3.8. Пусть выполнены предположения 3.6.1, 3.6.2, 3.7. 

Тогда существуют числа 0>α  и 00 >µ  такие, что при 0µµ ≤  система 
управления (3.165), (3.166), (3.168) обеспечивает выполнение условие 
консенсуса (3.174) для подсистем вида (3.160)-(3.161). 

Так как )(tiσ  – ограниченная затухающая функция, то доказательство 
теоремы 3.8 аналогично доказательствам утверждений в [14]. 

Получим условия работоспособности алгоритма (3.165), (3.166), 
(3.168) для исходной (нередуцированной) модели (3.155)-(3.156). 

Если введем вектор отклонений )()()( tztztz iii −=∆  для быстрых 
составляющих (3.156) и (3.161), то получим уравнение (3.171). Тогда в 
уравнении ошибки слежения (3.170) функция возмущения ϕi(t) будет 
определена выражением (3.172). 

Ниже приведена теорема, при выполнении условий которой алгоритм 
(3.165), (3.166), (3.168), разработанный для консенсусного управления 
минимально-фазовыми динамическими сетями, будет работоспособен для 
определенного класса неминимально-фазовых динамических сетей без 
ведущей подсистемы. 

Теорема 3.9. Пусть выполнены условия предположений 3.6.1, 3.6.2, 
3.7. Существуют числа µ > 0 и θ0 > 0 такие, что решениями матричных 
неравенств (3.173) являются положительно определенные матрицы H1, 
H2 и H3, где в первом неравенстве (3.173) L(Γ) = L(Γ0). Тогда при θ < θ0 
алгоритм управления (3.165), (3.166), (3.168) обеспечивает выполнение 
целевого условия (3.174) для сети с подсистемами вида (3.149). 

Доказательство теоремы 3.9 подобно доказательству теоремы 3.7, 
если в доказательстве теоремы 3.7 исключить из рассмотрения ведущую 
подсистему (3.149). 

Пример сети с ведущей подсистемой. Рассмотрим орграф Γ 
(рисунок 3.37), описывающий информационные связи сети S, которая 
состоит из четырех подсистем Si, i = 1, …, 4 и подсистемы лидера SL. 
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Рисунок 3.37 – Орграф Γ сети S 

 
Пусть каждая подсистема сети Si описывается уравнением 

( ) ( ) )()(1)(01
2

2
3 tftupktyqpqpqp iiiiiii +−=+++ θ .  (3.176) 

Класс неопределенности Ξ задан неравенствами: –5≤ qji ≤5, j = 0, 1, 2, , 
1 ≤ ki ≤ 2, |fi(t)| ≤ 10. Множество значений для θi > 0 подлежит 
определению. 

Согласно (3.149), определим подсистему лидера уравнением 
( ) )()(133 23 trtyppp L =+++ , ttr sin21)( += .  (3.177) 

Цель управления состоит в обеспечении условия синхронизации 
(3.150). 

Выберем α = 1 и, согласно (3.165), сформируем вспомогательный 
контур в виде 

( ) )()(133 23 tuteppp iai =+++ .    (3.178) 
Пусть в (3.168) Di = [4 6 4 1]T и µ = 0.01. Тогда уравнения 

наблюдателя производных сигнала ζi(t) примут вид 
( ) ( )

( ) ( ).)()(10)(,)()(104)()(

,)()(106)()(,)()(104)()(
1841643

14321221

ttttttt

tttttttt

iiiiiii

iiiiiiii

ζξξζξξξ

ζξξξζξξξ

−−=−⋅−=

−⋅−=−⋅−=




 (3.179) 
С учетом (3.179), закон управления (3.166) сформируем как 

)()(3)(3)()( 1234 tttttu iiiii ξξξξ −−−−= .   (3.180) 
Зададим в (3.153) R0i(p) = θip + 1. Тогда ∆R0i(p) = –2θip. 

Следовательно, в (3.156): Fi = –1, Ni = –2 и L2i = 1. С учетом выбранного 
QL(p), определим матрицу A и вектор g в виде 
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D0=[ ]T8642 10104106104 ⋅⋅⋅ , L=[1 0 0 0], 
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Зададим в (3.173) Q1 = 10–5I3, Q2 = θ0 и Q3 = I4. Согласно структуре 
орграфа сети (рисунок 3.37), симметризованный лапласиан для орграфа Γ с 
ведущей подсистемой равен 
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для орграфа Γ0 без ведущей подсистемы равен 
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 (3.181) 
Тогда λ2(L(Γ)) = 0.382 и λ2(L(Γ0)) = 2. Ради простоты заменим 

матричные неравенства (3.173) равенствами. Эти уравнения будут иметь 
решения при θ0i ∈ (0; 0.0009]. Пусть в системе управления все начальные 
условия нулевые. Значения θ0i, полученные при моделировании (3.176) с 
параметрами: 

S1: q21 = –5, q11 = –5, q01 = –5, k1 = 1, f1(t) = 2 + sin t, y1(0) = 1, 0)0(1 =y
, 1)0(1 =y ; 
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S2: q22 = 1, q12 = –3, q02 = –3, k2 = 2, f2(t) = 1 + 8 sin 0,5t, y2(0) = –1, 
1)0(2 =y , 1)0(2 =y ; 

S3: q23 = 5, q13 = –5, q03 = 0, k3 = 1, f3(t) = 1 – 2 sin 1,5t, y3(0) = 0, 
2)0(3 =y , 0)0(3 =y ; 

S4: q24 = 1, q14 = 5, q04 = –5, k4 = 1, f4(t) = 2 + 4 sin 2t, y4(0) = 2, 
1)0(4 −=y , 1)0(4 −=y ; 

принадлежат следующим интервалам: θ01 ∈ (0; 0.001], θ02 ∈ (0; 0.004], 
θ03 ∈ (0; 0.001] и θ04 ∈ (0; 0.007]. 

Положим, что в подсистемах θ1 = 0.001, θ2 = 0.004, θ3 = 0.001 и 
θ4 = 0.007. На рисунках 3.38-3.41 приведены результаты переходных 
процессов по ошибкам e1(t) = y1(t) – yL(t), e2(t) = y2(t) – yL(t), e3(t) = y3(t) –
 yL(t) и e4(t) = y4(t) – yL(t) соответственно. 

 

 
Рисунок 3.38 – Переходной процесс по e1(t) 

 

 
Рисунок 3.39 – Переходной процесс по e2(t) 
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Рисунок 3.40 – Переходной процесс по e3(t) 

 

 
Рисунок 3.41 – Переходной процесс по e4(t) 

 
Пример сети без ведущей подсистемы с коммуникационным 

запаздыванием. Рассмотрим орграф Γ0 (рисунок 3.42), описывающий 
информационные связи сети S, состоящей из четырех подсистем Si, 
i = 1, …, 4 без лидера. 

 

 
Рисунок 3.42 – Орграф Γ0 сети S 

 
Пусть каждая подсистема Si описывается уравнением (3.176) с тем же 

классом неопределенности Ξ, только пологая, что соответствующие 
параметры в левых частях уравнений (3.176) для всех подсистем равны. 
Эталонную модель определим уравнением (3.177). Цель управления 
состоит в обеспечении условия консенсуса (3.174). 

Сформируем систему управления, состоящую из вспомогательного 
контура (3.178), наблюдателя (3.179) и закона управления (3.180). 

Для орграфа сети (рисунок 3.42) симметризованный лапласиан 
определен в виде (3.181). Значит λ2(L(Γ0)) = 2. Остальные параметры в 
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(3.176) зададим, как в предыдущем примере, где только L(Γ) = L(Γ0). 
Заменим матричные неравенства (3.173) равенствами. Тогда эти уравнения 
будут иметь решения при θ0i ∈ (0; 0.0008]. Примем все начальные условия 
в системе управления нулевыми. Значения θ0i, полученные при 
моделировании (3.176), когда q2i = –5, q1i = –4, q0i = –5, i = 1, ..., 4, τ14(t) = 0 
с, τ21(t) = 2 – 0.5e–t с, τ32(t) = 1 – 0.1e–0.5 t с, τ43(t) = 3 – 0.2e– 0.9t с и остальных 
параметрах взятых из предыдущего примера, принадлежат интервалу 
(0; 0.001]. 

На рисунках 3.42-3.46 приведены результаты переходных процессов 
по ошибкам e1(t) = y1(t) – y4(t – τ14(t)), e2(t) = y2(t) – y1(t – τ21(t)), 
e3(t) = y3(t) – y2(t – τ32(t)) и e4(t) = y4(t) – y3(t – τ43(t)) соответственно, когда 
в (3.176) θ1 = θ2 =θ3 = θ4 = 0.001. 

 

 
Рисунок 3.43 – Переходной процесс по e1(t) 

 

 
Рисунок 3.44 – Переходной процесс по e2(t) 
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Рисунок 3.45 – Переходной процесс по e3(t) 

 

 
Рисунок 3.46 – Переходной процесс по e4(t) 

 
Результаты моделирования показали, что предложенная система 

управления обеспечивает условие синхронизации (3.150) и условие 
консенсуса (3.174) с заданной точностью δ. Причем, уменьшая число µ в 
наблюдателе (3.179), уменьшается значение δ в целевых условиях (3.150) и 
(3.174), что подтверждает результаты аналитических расчетов. 

В данном разделе решена задача робастного управления 
динамической сетью, подсистемы которой описываются линейными 
неминимально-фазовыми системами со скалярными входами и выходами. 
При решении предполагалось, что каждую подсистему сети можно описать 
минимально-фазовой системой, подверженной возмущению, которое 
описывается неминимально-фазовой системой. Далее каждая модель 
подсистемы сети декомпозировалась на систему сингулярно возмущенных 
дифференциальных уравнений, в которых малый параметр зависит от 
положительных нулей передаточной функции соответствующей 
подсистемы. Найдены ограничения на малый параметр, при которых 
алгоритм управления, разработанный для минимально-фазовых 
динамических сетей, остается работоспособным для неминимально-
фазовых динамических сетей. 

Результаты расчетов показали, что ограничения на малый параметр 
зависят от параметров локальных подсистем сети, коэффициентов в 
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алгоритме управления и топологии сети. Численное моделирование 
подтвердило результаты аналитических расчетов. 
Теперь приведем доказательства леммы 3.1 и теоремы 3.7. 

Доказательство леммы 3.1. Сформируем функцию 












=





∂
∂

=
≤

CxPtxf
x
xPF )(),,,(,)(sup)( 21

T

2
11

µµµ
µµ

. 

По условию леммы 3.1 функция P(x) – кусочно-гладкая 
положительно-определенная, f(x, µ1, µ2, t) – липшицева функция по x, 
следовательно, функция F(µ2) будет непрерывной по аргументу µ2 в 
области непрерывности f. Согласно (3.159) F(0) ≤ –C1. Значит, существует 
такое 2µ , что F(µ2) < 0 при всех µ2: 22 µµ ≤ . 

Доказательство теоремы 3.7. С учетом уравнений (2.16) и (2.18), 
преобразуем (2.21) к виду 
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Перепишем уравнения (3.169), (3.170) и (3.182) в виде 

( )
).()()(

,)()()()(
),()()(

1
1

00
T

2
1

1

T
2

tbtGt

tLDtGgNtzFtz
tgbtAt

iii

i
n

iiiiii

i
n

ii

ζηµη

ηµξθαθ
µεε







+=

+−∆=∆

∆+=

−

−   (3.183) 

Воспользуемся леммой 3.1, взяв в качестве положительно-
определенной функции функцию Ляпунова 
V(t) = V(ε1(t), …, εk(t), ∆z1(t), …, ∆zk(t),η1(t), …, ηk(t)) в виде 
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Согласно лемме 3.1, рассмотрим (3.183) при θ2i = 0. Тогда второе 
уравнение (3.183) асимптотически устойчиво в силу гурвицевости 
матрицы Fi. Значит функция σi(t) – ограниченная. В соответствии с 
теоремой 3.6, система (3.183) диссипативна, и все переменные в ней 
ограничены. 

Определим теперь значение θ0i, при котором исходная система 
диссипативна. Пусть θ1i = θ2i = θ0i. Возьмем производную по времени от 
функции (3.184) вдоль траекторий (3.183). В результате получим 
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С учетом условий теоремы 3.7, оценим слагаемые в (3.185) в виде 
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Подставив данные оценки в (3.185), получим: 
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Оценим (3.184) в виде 

[ ] ∑∑∑
== =

+∆∆+≤
k

i
ii

k

i

k

j
ijiijii tHttzHtztHttV

1
3

T

1 1
2

T
1

T )()()()()(~)(~)( ηηεε .  (3.189) 

Обозначим 
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Принимая во внимание (3.189), перепишем (3.188) в форме: 
µψχ +−≤ )()( tVtV ,     (3.190) 

Решим (3.190) относительно переменной V(t): 
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Используя это выражение, найдем оценку δ в целевом условии (3.150) 
при t = T: 
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Очевидно, что из-за используемых оценок в доказательстве, условия 
(3.173) и (3.191) грубы, но из них видно, что существуют значения θi, при 
которых алгоритм управления, разработанный для минимально-фазовых 
динамических сетей, работоспособен для определенного класса 
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неминимально-фазовых динамических сетей. Причем, из последнего 
неравенства видно, что уменьшая величину µ, можно получить требуемое 
значение δ в (3.150). 
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Глава 4 
СИНТЕЗ АЛГОРИТМА УПРАВЛЕНИЯ 
ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ СЕТЬЮ 

 
В теории управления к числу актуальных задач относится проблема 

эффективного управления работой электрических станций в 
электроэнергетической системе. В последнее время во всем мире 
наблюдается повышенный интерес к научно-технологическому 
инновационному преобразованию электроэнергетики. Так, недавно в США 
была принята новая концепция Smart Grid [29, 60], состоящая в 
формировании нового технологического базиса, дающего возможность 
существенного улучшения достигнутых и создания новых 
функциональных свойств энергосистемы. Затем эта программа была 
принята в странах Европейского союза. В России аналогом этой концепции 
утверждена программа развития «Активно-адаптивные сети». 

Для качественного управления электроэнергетической сетью на 
сегодняшний день предложено достаточное количество решений. Так, в 
[40-46] решена задача робастного децентрализованного управления сетью 
электрических генераторов с использованием линеаризации обратной 
связью и алгоритма робастной стабилизации. В [61, 62] авторами 
предложен децентрализованный робастный алгоритм стабилизации 
каждой подсистемы сети, аналогичный как в [40-46], однако изначальная 
модель каждого генератора в сети предполагалась линейной. Работа [59] 
посвящена управлению сетью генераторов с использованием 
энергетического подхода. В работе [7] рассматривается синтез 
субоптимального управления частотой и активной мощностью 
параллельно работающих синхронных генераторов. Для решения задачи 
авторы декомпозировали исходную сеть на локальные подсистемы, что 
позволило построить алгоритм оптимальной стабилизации отдельных 
агрегатов сети и координирующего управления. 

Заметим, что для реализации алгоритмов [40-46, 61, 62] требуется 
полное или частичное знание параметров сети и возможность измерения 
угла ротора, относительной угловой скорости роторов и активной 
электрической мощности каждого генератора в сети. Однако, как 
отмечалось в [40-46], измерение угла ротора в реальных ситуациях 
затруднительно из-за отсутствия соответствующих измерительных 
устройств, а гарантия точного измерения активной электрической 
мощности невозможна в аварийных ситуациях. Также, при синтезе 
алгоритмов управления [40-46, 61, 62] не учитывалась топология 
электроэнергетической сети. Поэтому, естественно возникает интерес 
решить задачу управления сетью электрических генераторов с априорно 
неизвестными параметрами, когда измерению доступна только 
относительная угловая скорость каждого генератора сети. При этом 
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желательно, чтобы при расчете параметров в алгоритме управления 
учитывалась топологию сети. 

В статье решается задача управления сетью электрических 
генераторов, модель которой приведена в [40-46]. При решении 
предполагается, что параметры сети неизвестны и измерению доступны 
только относительные угловые скорости роторов каждого генератора сети. 
Для синтеза закона управления используется подход [20], который был 
применен для управления одним генератором в [15]. Полученный 
алгоритм обеспечивает синхронизацию генераторов в сети с требуемой 
точностью, как в нормальном режиме работы сети, так и в аварийных 
ситуациях. Работоспособность полученной схемы проиллюстрирована на 
числовом примере. 

Постановка задачи. Рассмотрим орграф Γl = (V, El), 
ассоциированный с сетью S, где каждой вершине орграфа Γl соответствует 
подсистема Si, i = 1, …, k, V ={v1, …, vk} – множество вершин, El ⊆ V × V – 
множество ребер. Пусть C = (cij) ∈ Rk – матрица смежности орграфа Γl 
такая, что cij = 1 если j ∈ Ni, иначе cij = 0, Ni = {vj ∈ V: (vi, vj) ∈ El} – 
множество смежных вершин для узла vi. Запись (vi, vj) ∈ El означает, что 
информация поступает от подсистемы Sj к подсистеме Si. Считается, что в 
процессе функционирования системы структура связей орграфа может 
изменяться. Обозначим Γ = {Γl : l = 1, …, m} – множество возможных 
значений топологий орграфа сети. 

Пусть динамические процессы в подсистеме Gi, соответствующей i-й 
вершине орграфа Γl сети S, описываются следующими уравнениями: 

– уравнения движения ротора i-го генератора: 

 (4.1) 

– электрическая динамика i-го генератора: 

  (4.2) 

– электрические уравнения: 
, , 

, 

   (4.3) 

, , 

,  

В уравнениях (4.1)-(4.3): δi(t) – угол поворота ротора i-го генератора 
относительно его синхронной оси вращения (рад), ωi(t) – относительная 
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скорость ротора i-го генератора (рад/с), ω0 – скорость ротора в синхронном 
режиме (рад/с), ∆Pei(t) = Pei(t) – Pmi (отн. ед.), Pei(t) – активная 
электрическая входная мощность, поступающая на i-й генератор (отн. ед.), 
Pmi – входная механическая мощность i-го генератора (отн. ед.), Di – 
коэффициент демпфирования (отн. ед.), Hi – коэффициент инерции (с),  
– переходная постоянная времени по продольной оси при разомкнутом 
статоре i-го генератора (с),  – переходное реактивное сопротивление по 
продольной оси i-го генератора (отн. ед.), xdi – реактивное сопротивление 
вдоль продольной оси i-го генератора (отн. ед.), xadi – взаимное 
сопротивление между обмотками возбуждения и статора i-го генератора 
(отн. ед.), kci – инерционная постоянная i-го генератора (отн. ед.), ufi(t) – 
напряжение на обмотке возбуждения ротора i-го генератора (отн. ед.), 
Eqi(t) – ЭДС i-го генератора по поперечной оси (отн. ед.), Efi(t) – 
эквивалентная ЭДС возбуждения i-го генератора,  – переходная ЭДС 
по поперечной оси i-го генератора (отн. ед.), Iqi(t) – ток по поперечной оси 
i-го генератора (отн. ед.), Ifi(t) – ток возбуждения i-го генератора (отн. ед.), 
Idi(t) – ток по продольной оси i-го генератора (отн. ед.), Qei(t) – реактивная 
мощность i-го генератора (отн. ед.), Vti(t) – напряжение на зажимах статора 
i-го генератора (отн. ед.), Mij – взаимная проводимость между i-м и j-м 
генераторами (отн. ед.). 

Предположения 4.1. 
1. Орграфы Γl, l = 1, …, m содержит ориентированное остовное 

дерево. 
2. Параметры модели (4.1)-(4.3) зависят от вектора неизвестных 

параметров υ, υ ∈ Ξ, Ξ – известное ограниченное множество. В рабочем 
режиме генератора δi(t) ∈ (0; 1800) для ∀t ≥ 0 и ∀υ ∈ Ξ, i = 1, …, k. 

3. Доступен измерению знак тока Iqi(t), i = 1, …, k. 
4. В процессе функционирования сети могут произойти аварийные 

ситуации, связанные с внезапным изменением сопротивления линии 
передачи. 

5. Измерению доступна только относительная угловая скорость 
ωi(t), i = 1, …, k. 

Цель управления состоит в получении системы управления для сети 
электрических генераторов в условиях неопределенности их параметров и 
связей между ними, чтобы были выполнены целевые условия: 

,  и ,  при t > T, (4.4) 

где ε1 > 0, ε2 > 0, ε3 > 0, T > 0 – время, по истечении которого с начала 
работы системы должны выполняться условия (4). 

Метод решения. Принимая во внимание алгебраические уравнения 
(4.3), перепишем (4.1), (4.2) в виде [40-46]: 

idT 0′
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 (4.5) 

где 

 Введем обозначения в (4.5): , 

, , , 

. Тогда 

уравнения (4.5) можно переписать в форме 
.  (4.6) 

Для управления сетью генераторов с неизвестными параметрами 
воспользуемся подходом [20]. Перепишем уравнение (4.6) в следующей 
форме 

.   (4.7) 
Здесь Qi(p), Ri(p, t) – линейные дифференциальные операторы порядков 3 
и 1 соответственно, которые получены при переходе от (4.6) к (4.7) при 
фиксированном времени t, p = d / dt – оператор дифференцирования. 

Разложим Ri(p, t) и Qi(p) на следующие составляющие: 
, ,   (4.8) 

где R0(p), Q0(p) – произвольные стационарные линейные 
дифференциальные операторы порядков 3 и 1 соответственно, ∆Ri(p, t) и 
∆Qi(p) – остатки разложения. Пусть Q0(λ) / R0(λ) = Qm(λ), Qm(λ) – гурвицев 
полином, λ – комплексная переменная. Тогда, подставив разложение (7) в 
(8), уравнение (7) можно переписать в виде 

, 
где  – функция, 
содержащая в себе неопределенности модели i-го генератора. 

Составим уравнение для ошибки  в виде: 
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.  (4.9) 

Для выделения неопределенностей введем в рассмотрение 
вспомогательный контур 

, .   (4.10) 
Здесь χ > 0. Принимая во внимание уравнения (4.9) и (4.10), составим 
функцию рассогласования  в виде Qm(p)ζi(t) = ψi(t), где 

 – функция, включающая в 

себя неопределенности i-го генератора и смежных ему генераторов, а 
также неопределенность связей между ними. 

Поскольку в системе управления доступны измерению только 
относительные угловые скорости роторов генераторов (предположение 5), 
то закон управления будем формировать в виде 

, .   (4.11) 
В (4.11)  – оценка сигнала ζi(t), полученная с наблюдателя [24]: 

,  (4.12) 

где ξi(t) ∈ R2 – оценка величины , , 

, коэффициенты d1, d2 выбираются так, чтобы матрица 
G = G0 – DL1,  была гурвицевой, L1 = [1, 0], µ > 0 – достаточно 
малая величина. 

Для оценки точности наблюдения введем в рассмотрение вектор 
отклонений , где T = diag{µ, 1}. 
Продифференцировав  по времени с учетом уравнения (4.12), получим 

, . Здесь b = [0, 1]T. Преобразуем 
предпоследнее уравнение в эквивалентное относительно выхода  

, ,   (4.13) 
где . С учетом уравнений (4.11) и (4.13), преобразуем (4.9) к 
форме 

   (4.14) 
где xi(t) ∈ R2, Am ∈ R2×2 – матрица в форме Фробениуса с 
характеристическим многочленом Qm(λ), , g – 
вектор, составленный из коэффициентов полинома Qm(λ) и записанных в 
обратном порядке.  

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия предположений 1-5. Тогда 
для чисел χ > 0, µ0 > 0 и 

,   (4.15) 
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где   – наименьшее ненулевое собственное 

число (алгебраическая связность) симметризованного лапласиана  
орграфа , матрицы P, H определяются из решений уравнений 

, , , , (4.16) 
система управления (4.10)-(4.12) при µ ≤ µ0 обеспечивает выполнение 
целевого условия (4.4) при t > T. 

Пример. Рассмотрим электроэнергетическую сеть S, состоящую из 
электрических генераторов Gi, i = 1, 2, 3, 4 (рисунок 4.1). Пусть третий 
генератор в сети эталонный. При моделировании рассмотрим аварийные 
ситуации, связанные с изменением сопротивления линии передачи: до 
момента времени t = 1 с, M12 = M21 = 0,4853 отн. ед., в момент времени 
t = 1 с, M12 = M21 = 3; при t = 1,5 с срабатывают блокираторы и 
подключают резервную линию передачи с M12 = M21 = 0,4853 отн. ед. [40-
46]; в момент времени t = 10 происходит обрыв линии между вторым и 
четвертым генератором без ее восстановления. Орграфы, соответствующие 
структурам сети, приведены на рисунке 4.2. 

Математические модели генераторов Gi, i = 1, 2, 3, 4 сети S 
определены уравнениями (4.1)-(4.3), для которых класс неопределенности 
Ξ задан неравенствами [40-46]: , 3 ≤ Di ≤5, 4 ≤Hi ≤5,5, 1 ≤ kci ≤3, 
1,8 ≤ xdi ≤2,4, , 0,3 ≤ Mij ≤3, i, j = 1, 2, 3, 4. 
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Рисунок 4.1 – Схема сети четырех генераторов 
 

                 
Рисунок 4.2 – Орграфы сети 

 
Зададим в (4.10) Qm(p) = p2 + 4p + 4 и χ = 1. Тогда уравнение 

вспомогательного контура (4.10) примет вид 
, . 

Выберем в (4.12) D = [4, 4]T. Пусть в (13) Q1 = Q2 = 0,1I2. Из структур 
орграфов сети S (рисунок 4.2), наименьшая алгебраическая связность ρ 
соответствует орграфу Γ2 и равна ρ = 1,708. Из условия (4.15) определим 
интервал для µ0: µ0 < 0,05. Выберем µ = 0,01 и сформируем наблюдатель 
(4.12) в виде 

, , 
, . 

Закон управления, согласно (4.11), определится в виде: 
, . 

Зададим параметры генераторов Gi, i = 1, 2, 3, 4 сети S [40-46]: 
ω0 = 314,159 рад/с, ωi(0) = 0 рад/с и ∆Pei(0) = 0 отн. ед. Отдельно в 
генераторе: 

- G1: D1 = 5 отн. ед., H1 = 4 с,  с, xd1 = 1,863 отн. ед., 
 отн. ед., Pm01 = 0,9 отн. ед, Vt01 = 1 отн. ед, kc1 = 1 отн. ед., 

δ1(0) = π / 3 рад.; 
- G2: D2 = 4 отн. ед., H2 = 5 с,  с, xd2 = 2,17 отн. ед.,  

отн. ед., Pm02 = 0,8 отн. ед, Vt02 = 0,9 отн. ед, kc2 = 1 отн. ед., δ2(0) = 11π / 36 
рад.; 

- G3: D3 = 4,1 отн. ед., H3 = 5,1 с,  с, xd3 = 2,01 отн. ед., 
 отн. ед., Pm03 = 1 отн. ед, Vt03 = 1,1 отн. ед, kc3 = 1 отн. ед., 

δ3(0) = 13π / 36 рад.; 
- G4: D3 = 4,5 отн. ед., H4 = 5,2 с,  с, xd4 = 2,07 отн. ед., 

 отн. ед., Pm04 = 0,85 отн. ед, Vt04 = 0,87 отн. ед, kc4 = 1 отн. ед., 
δ4(0) = 7π / 20 рад. 

( ) )()(442 tutepp fii −=++ 4,3,2,1=i
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0)0()0( 21 == ii ξξ 4,3,2,1=i
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7,101 =′dT
257,01 =′dx

202 =′dT 32,02 =′dx
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1,204 =′dT
35,04 =′dx
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Ограничения на управление, согласно [40-46], –3 ≤ Efi(t) ≤ 6 отн. ед., 
i = 1, 2, 3, 4. 

На рисунках 4.3 и 4.4 приведены переходные процессы по углам 
роторов δi(t), относительным угловым скоростям ωi(t), активным 
мощностям ∆Pei(t) и законам управления ufi(t). 

Результаты моделирования показали, что синтезированная система 
управления сетью электрических генераторов, когда измерению доступны 
только относительные угловые скорости, обеспечивает лучше показатели 
качества переходных процессов, по сравнению со схемами [40-46], где 
измерению был доступен весь вектор состояния и частично известны 
параметры модели генераторов. Причем, выбором Qm(p) и χ во 
вспомогательном контуре (4.10) и законе управления (4.11), а также µ в 
наблюдателе (4.12), можно получить требуемые величины ε1, ε2 и ε3 в 
целевом условии (4.4). 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
Рисунок 4.3 – Переходные процессы по δi(t) и ωi(t), i = 1, 2, 3, 4. 
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Рисунок 4.4 – Переходные процессы по ∆Pei(t) и ufi(t), i = 1, 2, 3, 4. 

 
В результате в главе 4 предложен алгоритм робастного управления 

сетью электрических генераторов, модель которых описывается 
параметрически неопределенными дифференциальными уравнениями, 
взятыми из [40-46]. Получены условия выбора параметров регулятора, 
которые учитывают топологию сети. Предложенный алгоритм позволяет 
управлять сетью электрических генераторов с заданной точностью, как в 
нормальном режиме, так и в аварийных ситуациях. 

Компьютерное моделирование показало лучше результаты 
переходных процессов в системе управления, по сравнению с [40-46]. 
Причем, в отличие от [440-46], в данной работе при синтезе алгоритма 
управления предполагалось, что измерению доступны только 
относительные угловые скорости роторов генераторов сети. 

Рассмотрим доказательство теоремы 4.1. 
Доказательство теоремы 4.1. Рассмотрим систему, 

составленную из уравнений (4.13), (4.14) и записанную в виде 
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 (4.18) 
Для исследования поведения ее решений воспользуемся леммой 3.1. 

Согласно лемме 3.1, положим в (4.18) µ2 = 0. Очевидно, что в этом случае 
система (4.18) асимптотически устойчива, так как матрицы Am и G 
гурвицевы. Следовательно, векторы xi(t), ηi(t) ограничены вместе со 
своими первыми производными. Тогда в (4.18) ограничены сигналы ∆i(t), 

. Из ограниченности ∆i(t) следует, что в (4.12) |ξi(t)| < ∞, а значит из 
(4.11) |ui(t)| < ∞. 

Однако необходимо определить µ0, при котором исходная система 
будет диссипативной. Пусть µ1 = µ2 = µ0. Выберем функцию Ляпунова в 
виде 

.   (4.19) 

Принимая во внимание (4.16), возьмем от (4.19) производную по 
времени вдоль траекторий (4.18) 

  (4.20) 

Оценим первое и второе слагаемые в (4.20): 
, где 

 

 

. 

Четвертое слагаемое в (4.20) оценим в виде 
. 

Обозначим . Тогда, выражение (4.20) можно 

переписать как 

 

Принимая во внимание условие (4.15), введем обозначения 
,  и 

перепишем последнее неравенство для  в виде 

  (4.21) 
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В силу (4.17), оценим функцию (4.20) в виде 
 

(4.22) 
С учетом (4.22), перепишем (4.21) как 

, 
где . Решив последнее 
неравенство, получим 

, 
откуда, для фиксированного значения времени t = T следует оценка 
величины ε3 в целевом условии (4.4) 

.  (4.23) 
Покажем теперь, что |ωi(t)| < ε1 и |∆Pei(t)| < ε2. Так как 

, то из структуры (4.21) 

. 

С другой стороны 
, . 

Тогда 
 (4.24) 

Оценки (4.23) и (4.24) достаточно грубые. Но из них видно, что 
уменьшением числа µ0 можно получить требуемые величины ε1, ε2 и ε3 в 
целевом условии (4.4). 
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Миссия университета – генерация передовых знаний, внедрение ин-
новационных разработок и подготовка элитных кадров, способных дей-
ствовать в условиях быстро меняющегося мира и обеспечивать опере-
жающее развитие науки, технологий и других областей для содействия 
решению актуальных задач.  

КАФЕДРА «УПРАВЛЕНИЕ СЛОЖНЫМИ СИСТЕМАМИ» 

Базовая магистерская кафедра «Управление сложными системами» 
(БМК УСС) создана в 2014 году на базе одноименной лаборатории Ин-
ститута проблем машиноведения Российской академии наук (ИПМаш 
РАН). БМК УСС создана на базе научной организации и ее основная 
миссия - приобщать молодежь к научным исследованиям, внедрять в 
учебный процесс в ИТМО научные результаты высокого мирового 
уровня, воспитывать современных востребованных специалистов в ув-
лекательной области кибернетики и систем управления. Для выполне-
ния этой миссии преподаватели кафедры стремятся вести научную ра-
боту на высоком мировом уровне и привлекают магистрантов и аспи-
рантов к работе по грантам и программам, выполняемым в лаборатории 
УСС ИПМаш РАН. 

НАУЧНЫЕ НАПРАВЛЕНИЯ КАФЕДРЫ: 
• разработка систем адаптивного и робастного управления слож-

ными системами;
• разработка алгоритмов управления механическими, мехатронны-

ми и электроэнергетическими системами.
В лаборатории УСС ИПМаш РАН ведутся также исследования в облас-
тях:  

• управление нелинейными колебаниями и хаосом;
• управление сетевыми системами с учетом информационных и

вычислительных  ограничений,
• с приложениями к задачам управления электроэнергетическими

сетями, группами беспилотных летательных аппаратов и мобиль-
ных роботов, мехатронными вибрационными установками, к ней-
рообратной связи.
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