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Введение

Управление системами с запаздыванием является важной и ак-
туальной проблемой в теории автоматического управления, кото-
рая всегда привлекала внимание многих исследователей [1–20]. За-
паздывание в системах автоматического управления может возни-
кать по различным причинам [14], например: в силу ограничен-
ности быстродействия отдельных её компонентов, инерционности
процессов протекающих в ней, удаленности объекта управления и
многим другим. Иногда этими факторами можно пренебречь, но
зачастую это приводит к ухудшению качества функционирования
системы, а в некоторых случаях к потере устойчивости.

В связи с широким распространением цифровых систем управ-
ления рассматриваемая проблема становится все актуальнее. Для
расчета управляющих воздействий микроконтроллерам требуется
некоторое время. Ограниченная пропускная способность цифровых
каналов связи приводит к увеличению запаздывания. Здесь стоит
упомянуть работу [21], где рассматриваются результаты в области
управления при информационных ограничениях.

Среди значимых результатов в области управления при наличии
запаздывания в канале связи стоит отметить подход предложенный
Отто Смитом [15], получивший название «предиктор Смита». Он
заключается в построении системы управления, в которой запаз-
дывание не влияет на устойчивость и качество переходных про-
цессов. Данный подход может быть применен к параметрически
неопределенным асимптотически устойчивым объектам. Впослед-
ствии были разработаны его различные модификации, в том чис-
ле адаптивная версия [22] для объектов с относительной степенью
меньше либо равной двум. Кроме того стоит отметить результаты
для дискретных [23] и параметрически неопределенных объектов
управления [5, 24,25].

Подход, позволяющий стабилизировать систему при нали-
чии входного запаздывания, впервые был предложен в работах
[18, 19]. Строгое доказательство устойчивости замкнутой систе-
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мы было получено Мирославом Крстичем с помощью его метода
«backstepping» («обратный обход интегратора») [17].

Кроме запаздывания в пособии особое внимание уделяется муль-
тисинусоидальным воздействиям. Рассматривается проблема ком-
пенсации внешних возмущений, являющаяся фундаментальной в
современной теории автоматического управления [26–35], и зада-
ча слежения за мультисинусоидальным задающим воздействием
[36–39].

Проблема компенсации возмущающих воздействий, представи-
мых как конечная сумма синусоидальных сигналов, встречаются
достаточно часто [40], например в системах активной виброзащи-
ты [41,42].

Несмотря на большое количество работ, посвященных управле-
нию в условиях запаздывания и компенсации внешних возмуща-
ющих воздействий, эти проблемы в совокупности рассматривают-
ся относительно недавно. В статьях [43, 44] алгоритмы стабилиза-
ции для неустойчивых линейных систем с входным запаздывани-
ем [16, 17] были модифицированы для случая компенсации неиз-
вестных внешних возмущений.

В пособии изложены основные результаты, полученные при ре-
шении задачи стабилизации и слежения в условиях внешних воз-
мущений и запаздывания [45–53].



Глава 1

Аналитический обзор и обобщенная
постановка задачи

Глава посвящена обзору методов адаптивного управления в
условиях запаздывания и компенсации внешних возмущающих воз-
действий. Кратко обсуждаются достоинства и недостатки извест-
ных подходов. Выделяются ключевые особенности рассматривае-
мой в пособии проблемы, формулируется обобщенная постановка
задачи.

1.1 Обзор методов управления в условиях запаз-
дывания и мультисинусоидальных воздей-
ствий

Запаздывание в системе автоматического управления может
быть как в состоянии, так и в канале управления и измерения,
включая различные их комбинации. При этом рассматриваемые
запаздывания могут быть как постоянные, так и переменные. Их
величина может быть известна или неизвестна.

Системы управления с постоянными запаздываниями в канале
связи могут быть сведены к системам с запаздыванием только в
канале управления.

В пособии мы будем рассматривать системы с входным запаз-
дыванием, так как для таких задач получено мало конструктивных
решений в силу их сложности [7, 17]. Для систем с запаздывани-
ем только по состоянию зачастую могут быть использованы мето-
ды для систем без запаздывания, например использующие сильную
обратную связь. Для таких случаев были получены конструктив-
ные результаты, позволяющие решать задачи слежения для нели-
нейных и параметрически неопределенных объектов управления,
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включая задачи компенсации внешних возмущающих воздействий
[54]. К недостаткам подхода [54], использующего принцип комби-
нированного регулятора с прямыми связями по оценке задающего
воздействия, и других подходов, использующих сильную обратную
связь, можно отнести ухудшение качества их функционирования
при наличии ограничений на управляющее воздействие.

Важным результатом в области управления системами с вход-
ным запаздыванием является «предиктор Смита» [15]. Данный под-
ход с помощью введения дополнительного контура управления поз-
воляет получить модель замкнутой системы без запаздывания в ха-
рактеристическом уравнении и использовать классические методы
управления.

К аналогичным подходам, использующим контур прогнозирова-
ния регулируемой величины, можно отнести регулятор Ресвика [1],
а для дискретных систем — предиктор Цыпкина [7].

В [7] метод управления на основе пассивности был распростра-
нен на системы с постоянным запаздыванием в управлении и изме-
рении. В [55] рассматривается задача адаптивного управления си-
стемой по выходу с входным запаздыванием в задаче слежения за
эталонным сигналом с заданной точностью. Подход базируется на
алгоритме адаптации высокого порядка [56]. К недостаткам такого
рода подходов можно отнести бесконечномерность получаемых за-
конов управления, в результате чего применение на практике таких
регуляторов может оказаться затруднительным.

Кроме того, к недостаткам подходов [1,15,56–58] можно отнести
требование асимптотической устойчивости объектов управления и
их минимально-фазовости.

Впрочем, в [59] рассматривается регулятор по выходу на основе
пассификации, не имеющий требований к относительной степени
объекта управления и его минимально-фазовости.

Позже были получены различные адаптивные версии предикто-
ра Смита [22,60], в том числе для неизвестного запаздывания [61]. К
недостаткам [60] можно отнести требование измеримости состояния
системы. В [22] рассматриваются объекты с относительной степе-
нью меньшей или равной двум, а также не гарантируется устойчи-
вость замкнутой системы управления.

В [62, 63] рассматриваются адаптивные системы управления с
входным запаздыванием. К недостаткам можно отнести тот факт,
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что алгоритм управления строится по состоянию и вопрос рабо-
тоспособности алгоритмов при использовании наблюдателя состо-
яний остается открытым.

Закон управления, позволяющий стабилизировать систему при
наличии входного запаздывания, впервые был предложен на основе
конечно-мерного представления системы и редуцированного подхо-
да [57] в работах [18, 19]. В то же время, строгое доказательство
устойчивости замкнутой системы было также получено Миросла-
вом Крстичем с помощью его метода «backstepping» («обратный
обход интегратора») [17]. Сначала система с запаздыванием пред-
ставляется в виде гиперболического дифференциального уравнения
в частных производных первого порядка. Далее на основе [16] до-
казывается экспоненциальная устойчивость замкнутой системы.

Если рассматривать задачу отработки или компенсации внеш-
них мультисинусоидальных воздействий, то она является классиче-
ской проблемой современной теории управления. Базовым подхо-
дом является использование принципа внутренней модели [64, 65],
который был расширен на случай параметрически неопределенного
возмущающего воздействия в работах [35,65–67].

Другим подходом является использование сильной обратной
связи [65,68,69]. С другой стороны, как было указано выше, такие
методы сложно применить к системам с входным запаздыванием.

Для систем с запаздыванием и мультисинусоидальными воз-
действиями на данный момент существует не так много резуль-
татов. В статье [70] рассматривается случай управления парамет-
рически неопределенным линейным объектом, подверженным вли-
янию внешнего возмущения. Однако, авторам не удалось добиться
полной компенсации возмущения.

В [71] решена задача компенсации неизвестного синусоидально-
го возмущения для линейного объекта управления любой относи-
тельной степени, которая была расширена на случай наличия за-
паздывания в канале управления в [72].

Позже работа [72], с использованием [17], была расширена на
задачу стабилизации неустойчивой системы при наличии внешних
возмущений [43,44] для задачи управления по состоянию и выходу
соответственно.

В пособии описано расширение результатов, опубликованных
в [43,44], по компенсации внешних возмущений, в частности на слу-
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чай влияния возмущений на сигнал измерения. Известные подходы
для решения такой задачи были получены группой итальянских
ученых Р. Марино и П. Томей [33–35].

Проблема возмущающих воздействий, присутствующих в кана-
ле измерения, часто встречается на практике. Например, такая про-
блема весьма актуальна для систем динамического позициониро-
вания надводного судна в точке. Волновые возмущения являются
причиной качки судна. Антенна глобальной системы позициониро-
вания GPS, используемая для измерения географических коорди-
нат судна, как правило, размещается как можно выше для луч-
шего приема. Из-за качки антенна может перемещаться в радиусе
нескольких метров, в то время как фактические координаты судна
(долгота и широта) практически не изменяются.

В [33] рассматривается объект управления в следующей форме:

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑏𝑢(𝑡), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R,
𝑦(𝑡) = 𝑐𝑥(𝑡) + 𝛿(𝑡), 𝑦 ∈ R,
𝑣̇(𝑡) = 𝑅𝑣(𝑡), 𝑣 ∈ R2𝑚+1,

𝛿(𝑡) = 𝑞𝑣(𝑡),

где матрица с неизвестными параметрами 𝑅 имеет чисто мнимые
собственные числа.

В [33] синтезирован адаптивный регулятор, стабилизирующий
переменные состояния 𝑥 ∈ R𝑛 с помощью управляющего воздей-
ствия 𝑢(𝑡), сформированного на основе измерения только выходной
переменной. В качестве дополнения к [33] в [34] рассмотрена ком-
плексная задача слежения за задающим воздействием с компенса-
цией неизвестных возмущений, оказывающих влияние на состояние
и выходную переменную линейного стационарного неминимально-
фазового объекта управления.

В [35] авторами решена комплексная задача слежения за зада-
ющим воздействием с компенсацией неизвестных возмущений, ока-
зывающих влияние на состояние и выходную переменную линей-
ного стационарного минимально-фазового объекта с неизвестными
параметрами.

Методы управления, предложенные в [33–35], не являются уни-
версальными и представляются очень сложными для практической



10
Аналитический обзор и обобщенная

постановка задачи

реализации. Кроме того, не рассматривался случай наличия запаз-
дывания в канале связи.

В пособии изложены основные результаты, опубликованные в
[45–53] и посвященные задаче управления объектом с входным за-
паздыванием для мультисинусоидальных воздействий, которые мо-
гут выступать в качестве сигнала задания и/или возмущения. При
этом рассматривается случай компенсации эффекта внешнего воз-
мущающего воздействия, приложенного к входу и выходу объекта
управления, в том числе для многоканальной системы. Кроме это-
го, расширяется класс рассматриваемых нелинейных систем.

1.2 Обобщенная постановка задачи

Рассмотрим задачу слежения для объекта управления с вход-
ным запаздыванием, подверженного влиянию внешнего возмуще-
ния:

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡− ℎ) + 𝑓(𝑦(𝑡− 𝜏)) + 𝐸𝛿(𝑡), (1.1)
𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) +𝐷𝛿(𝑡), (1.2)
𝑒(𝑡) = 𝑔(𝑡) − 𝑦(𝑡), (1.3)

где 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 — вектор состояния; 𝑢(𝑡) ∈ R𝑚 — сигнал управления;
𝑓(𝑦(𝑡−𝜏)) — векторная функция векторного аргумента 𝑦(𝑡−𝜏); ℎ и
𝜏 — известные постоянные запаздывания, 𝜏 > ℎ; 𝑦(𝑡) ∈ R𝑚 — выход
системы; 𝛿(𝑡) ∈ R𝑚 — возмущающее воздействие; 𝑔(𝑡) ∈ R𝑚 — за-
дающий сигнал в виде желаемого выхода системы, определяемого
целью функционирования; 𝑒(𝑡) ∈ R𝑚 — ошибка слежения за за-
дающим сигналом; 𝐴𝑛×𝑛, 𝐵𝑛×𝑚, 𝐸𝑛×𝑛, 𝐶𝑚×𝑛, 𝐷𝑚×𝑛 — матрицы,
содержащие параметры объекта.

Возмущение 𝛿(𝑡) и задающий сигнал 𝑔(𝑡) представляют собой
вектора, компонентами которых являются смещенные мультисину-
соидальные сигналы.

Д оп у ще н и е 1.2.1 Все параметры системы (1.1)-(1.2) из-
вестны.

Д оп у ще н и е 1.2.2 Тройка матриц (𝐴,𝐵,𝐶) полностью
управляемая и наблюдаемая.
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Д оп у ще н и е 1.2.3 Известна нижняя граница частот 𝜔0

для компонент задающего сигнала 𝑔(𝑡) и возмущающего воздей-
ствия 𝛿(𝑡).

Д оп у ще н и е 1.2.4 Все частоты задающего и возмущаю-
щего воздействия различны.

В пособии описано решение задачи слежения в классе иденти-
фикационных адаптивных методов управления. На первом шаге
оцениваются параметры возмущающего и задающего воздействий,
строится наблюдатель и предиктор значений этих воздействий. На
втором шаге для нулевого задающего сигнала решается задача ком-
пенсации внешнего возмущения. На третьем шаге полученный ре-
зультат обобщается на задачу слежения.

В соответствии с этим, структура пособия построена следующим
образом:

– Глава 2 посвящена синтезу схемы оценивания параметров
мультисинусоидального сигнала, построению его текущей и
упреждающей оценки.

– В главе 3 рассматриваются частные постановки задач компен-
сации внешнего возмущающего воздействия. Особенностью
является влияние возмущения на данные измерений выход-
ных регулируемых переменных.

– В главе 4 полученные результаты применяются для решения
различных постановок задачи слежения.



Глава 2

Наблюдатели
мультисинусоидальных сигналов

Глава посвящена методам оценивания параметров смещенных
синусоидальных и мультисинусоидальных сигналов, а также по-
строению наблюдателей и предикторов для мгновенных значений
сигналов.

В целом, рассматриваемая проблема является базовой и кроме
теоретической ценности имеет широкое практическое применение
как в измерительных [73], так и адаптивных системах регулирова-
ния [27, 29, 32–34, 74–76]. Известны также результаты для случая,
когда количество гармоник в спектре сигнала заранее не извест-
но [28,35,77].

Рассматриваемый в главе алгоритм оценивания частот муль-
тигармонического сигнала имеет динамический порядок, равный
3𝑙, где 𝑙 — число гармоник, что является наименьшей размерно-
стью среди наиболее известных результатов, опубликованных в
[26,33–35,77–79].

Наиболее близкий аналог, предложенный в работе [79], также
обладает динамической размерностью 3𝑙 для случая мультисину-
соидального сигнала, состоящего из 𝑙 гармоник и не содержащего
смещения. Но при наличии смещения в сигнале, размерность алго-
ритма становится больше 3𝑙. Надо отметить, что полное отсутствие
смещения в измеряемом сигнале в практической задаче зачастую
является существенной идеализацией, в силу конечной точности ка-
либровки измерительных устройств.

Сначала рассматривается схема оценивания параметров сме-
щенного гармонического сигнала, где подробно изучается вопрос
робастности предложенного подхода в [80–82] к аддитивным состав-
ляющим в сигнале измерения [46]. Рассматривается способ динами-
ческой настройки параметров алгоритма, что в свою очередь поз-
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воляет существенно увеличить скорость получения оценки частоты
при сохранении той же точности, что и в схеме с постоянными па-
раметрами [45]. Далее описывается интегральная схема оценивания
амплитуд и смещения сигнала [45].

Во втором разделе рассматривается смещенный мультисинусо-
идальный сигнал. Для схемы оценивания параметров мультисину-
соидального сигнала [82] приведено доказательство экспоненциаль-
ной сходимости к истинным значениям оценок параметров гармо-
ник. Далее описан синтез интегральной схемы оценивания, позво-
ляющей избежать трудоемких вычислений значений комплексной
передаточной функции блока, связанного с оцениванием парамет-
ров, что является важным аспектом в практических задачах.

Третий раздел посвящен дополнительному анализу описанных
схем оценивания и рассмотрению некоторых особенностей их рабо-
ты.

2.1 Смещенный гармонический сигнал

Рассматривается задача оценивания параметров сигнала

𝑦(𝑡) = 𝜎 + 𝛾 sin(𝜔𝑡+ 𝜑), (2.1)

где 𝜎 — смещение, 𝜔 — частота, 𝛾 — амплитуда, 𝜑 — фазовый сдвиг.
Константы 𝜎, 𝜔, 𝛾 и 𝜑 являются неизвестными.

Рассматриваемый сигнал (2.1) также может быть представлен
в виде

𝑦(𝑡) = 𝜎 + 𝜇 sin(𝜔𝑡) + 𝜈 cos(𝜔𝑡), (2.2)

где 𝜇 = 𝛾 sin(𝜑), 𝜈 = 𝛾 cos(𝜑).
Две записи (2.1) и (2.2) эквивалентны и используются ниже в

зависимости от удобства описания.

2.1.1 Оценивание частоты

Ставится задача оценивания частоты гармоники сигнала (2.1):

lim
𝑡→∞

|𝜔 − 𝜔̂(𝑡)| = 0. (2.3)
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Согласно подходу, описанному в [43, 80–84], предлагается рас-
смотреть не сам сигнал (2.1), а его первую производную, так как
это сигнал той же частоты, но в нем отсутствует смещение 𝜎:

𝑦̇(𝑡) = 𝜔𝛾 cos(𝜔𝑡+ 𝜑). (2.4)

Сигнал (2.4) можно представить как выход некоторой динами-
ческой системы:

...
𝑦 (𝑡) = 𝜃𝑦̇(𝑡), (2.5)

где 𝜃 = −𝜔2 — параметр генератора сигнала. Начальные условия
на генераторе будут определять амплитуду 𝜔𝛾 и фазу 𝜑.

Далее используется интегральный закон идентификации пара-
метра 𝜃

˙̂
𝜃(𝑡) = 𝑘𝑦̇2(𝑡)

(︁
𝜃 − 𝜃(𝑡)

)︁
, (2.6)

где 𝜃(𝑡) — оценка параметра 𝜃 генератора сигнала (2.5), связанная с
оценкой частоты 𝜃(𝑡) = −𝜔̂2(𝑡), 𝑘 > 0 — некоторый настраиваемый
параметр.

Выражение (2.6) содержит неизвестный параметр 𝜃. Раскрывая
скобки и используя соотношение (2.5), получим

˙̂
𝜃(𝑡) = 𝑘𝑦̇(𝑡)

...
𝑦 (𝑡) − 𝑘𝑦̇2(𝑡)𝜃(𝑡). (2.7)

Далее вводится в рассмотрение вспомогательная функция 𝜒(𝑡),
позволяющая снизить порядок необходимых производных 𝑦(𝑡) в вы-
ражении: (2.6)

𝜒(𝑡) = 𝜃(𝑡) − 𝑘𝑦̇(𝑡)𝑦(𝑡). (2.8)

Выразим из (2.8) оценку 𝜃(𝑡):

𝜃(𝑡) = 𝜒(𝑡) + 𝑘𝑦̇(𝑡)𝑦(𝑡). (2.9)
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После дифференцирования (2.9) получим

˙̂
𝜃(𝑡) = 𝜒̇(𝑡) + 𝑘𝑦2(𝑡) + 𝑘𝑦̇(𝑡)

...
𝑦 (𝑡). (2.10)

Из (2.10) и (2.6) найдем выражение для 𝜒̇(𝑡) и запишем полу-
чившийся закон оценивания частоты 𝜔:

𝜔̂(𝑡) =

√︂⃒⃒⃒
𝜃(𝑡)

⃒⃒⃒
, (2.11)

𝜃(𝑡) = 𝜒(𝑡) + 𝑘𝑦̇(𝑡)𝑦(𝑡), (2.12)

𝜒̇(𝑡) = −𝑘𝑦̇2(𝑡)𝜃(𝑡) − 𝑘𝑦2(𝑡), (2.13)

где 𝑘 > 0 — некоторый параметр.
Закон идентификации (2.11)-(2.13) обеспечивает экспоненциаль-

ную сходимость к нулю ошибки оценивания 𝜔̃(𝑡) = 𝜔 − 𝜔̂(𝑡):

|𝜔̃(𝑡)| 6 𝜌𝑒−𝛽𝑡, ∀𝑡 > 0, (2.14)

где 𝜌 и 𝛽 — положительные константы.
Если производные сигнала (2.1) не измеряются, вводится линей-

ный фильтр:

𝜉(𝑠) = 𝐹 (𝑠)𝑦(𝑠), (2.15)

где 𝐹 (𝑠) — передаточная функция фильтра с гурвицевым знамена-
телем, 𝑦(𝑠) = ℒ{𝑦(𝑡)} — изображение по Лапласу функции 𝑦(𝑡), 𝜉(𝑠)
— выходной сигнал фильтра. При реализации фильтра в управля-
емой форме становятся доступны для измерения производные вы-
ходного сигнала 𝜉(𝑡) = ℒ−1 {𝜉(𝑠)} и их количество равно степени
полинома знаменателя. Здесь и далее ℒ{·}, ℒ−1 {·} — прямое и об-
ратное преобразования Лапласа соответственно.

Для оценивания частоты в схеме (2.11)–(2.13) используется пер-
вая и вторая производные сигнала, поэтому степень полинома зна-
менателя должна быть не меньше двух. Вопрос выбора конкретного
вида 𝐹 (𝑠) будет рассмотрен позже.

Так как фильтр линейный, то на выходе фильтра будет смещен-
ный гармонический сигнал той же частоты 𝜔, что и у гармониче-
ского сигнала 𝑦(𝑡), поступающего на вход, c некоторой аддитивной
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экспоненциально затухающей составляющей 𝜀(𝑡) c экспоненциально
затухающими производными, в силу гурвицевости полинома, стоя-
щего в знаменателе передаточной функции 𝐹 (𝑠):

𝜉(𝑡) = 𝜎 + 𝜇𝜉 sin(𝜔𝑡) + 𝜈𝜉 cos(𝜔𝑡) + 𝜀(𝑡) = (2.16)
= 𝜎 + 𝛾𝜉 sin(𝜔𝑡+ 𝜑) + 𝜀(𝑡). (2.17)

Смещение 𝜎 в сигналах 𝑦(𝑡) и 𝜉(𝑡) совпадают, так как коэффи-
циент усиления фильтра для постоянного сигнала равен единице.
Амплитуды компонент 𝜇𝜉, 𝜈𝜉 и фаза 𝜑 могут быть рассчитаны на
основе частотных свойств звена (2.15):

𝜇𝜉 = 𝐿𝜔𝜇, (2.18)
𝜈𝜉 = 𝐿𝜔𝜈, (2.19)
𝜙 = 𝜑+ 𝜙𝑓 , (2.20)

где 𝐿𝜔 = |𝐹 (𝑗𝑐𝜔)| и 𝜙𝑓 = arg𝐹 (𝑗𝑐𝜔) — коэффициент усиления и
сдвиг по фазе фильтра (2.15) для гармонического сигнала частоты
𝜔 соответственно, 𝑗𝑐 =

√
−1 — мнимая единица.

Далее для сигнала 𝜉(𝑡) и его производных формулируется лем-
ма.

Л ем м а 1 Для линейного фильтра (2.15) и для сигнала (2.1)
справедливо следующее выражение:

...
𝜉 (𝑡) = 𝜃𝜉(𝑡) + 𝜀1(𝑡), (2.21)

где функции 𝜉(𝑡) и
...
𝜉 (𝑡) — производные выходного сигнала филь-

тра (2.15), 𝜀1(𝑡) — экспоненциально затухающая функция.

Д ок а з а т е л ь с т в о л е м мы 1. Выполняя преобразование Ла-
пласа для (2.5), имеем

𝑠3𝑦(𝑠) = 𝜃𝑠𝑦(𝑠) +𝑄(𝑠), (2.22)

где 𝑦(𝑠) = ℒ{𝑦(𝑡)} — изображение по Лапласу переменной 𝑦(𝑡), а
полином 𝑄(𝑠) — изображение по Лапласу для начальных условий.
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Умножая обе части (2.22) на 𝐹 (𝑠), получим

𝑠3𝐹 (𝑠)𝑦(𝑠) = 𝜃𝑠𝐹 (𝑠)𝑦(𝑠) + 𝐹 (𝑠)𝑄(𝑠). (2.23)

Выполняя обратное преобразование Лапласа для (2.23) с учетом
(2.15), имеем

...
𝜉 (𝑡) = 𝜃𝜉(𝑡) + 𝜀1(𝑡), (2.24)

где 𝜀1(𝑡) = ℒ−1 {𝑄(𝑠)𝐹 (𝑠)} — экспоненциально затухающая функ-
ция с экспоненциально затухающими производными, что и требо-
валось доказать.

Схема оценивания в этом случае примет вид:

𝜔̂(𝑡) =

√︂⃒⃒⃒
𝜃(𝑡)

⃒⃒⃒
, (2.25)

𝜃(𝑡) = 𝜒(𝑡) + 𝑘𝜉1(𝑡)𝜉2(𝑡), (2.26)

𝜒̇(𝑡) = −𝑘𝜉21(𝑡)𝜃(𝑡) − 𝑘𝜉22(𝑡), (2.27)

где 𝜉1(𝑡) = 𝜉(𝑡), 𝜉2(𝑡) = 𝜉(𝑡).

В отличии от (2.11)–(2.13), в схеме оценивания (2.25)–(2.27) не
используются недоступные для измерения производные сигнала
𝑦(𝑡).

2.1.2 Оценивание частоты гармоники по зашум-
ленным измерениям

Рассмотрим проблему оценивания частоты 𝜔 сигнала (2.1) по
измерению 𝑦(𝑡), отличающегося наличием ограниченной аддитив-
ной составляющей 𝜍0(𝑡) с ограниченными производными:

𝑦(𝑡) = 𝜎 + 𝛾 sin(𝜔𝑡+ 𝜑) + 𝜍0(𝑡). (2.28)
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Д оп у ще н и е 2.1.1 Функция 𝜍0(𝑡) удовлетворяет следую-
щим ограничениям:⃒⃒⃒⃒

⃒
∞w

0

𝜍0(𝜏)𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒ <∞,

⃒⃒⃒⃒
⃒
∞w

0

cos(𝜔𝜏)𝜍0(𝜏)𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒ <∞. (2.29)

На выходе линейного фильтра (2.15), как реакция на 𝜍0(𝑡), так-
же добавится ограниченная аддитивная составляющая 𝜍1(𝑡) с огра-
ниченными производными:

𝜉(𝑡) = 𝜎 + 𝛾𝜉 sin(𝜔𝑡+ 𝜙) + 𝜍1(𝑡) + 𝜀(𝑡). (2.30)

Можно записать следующие соотношения для производных вы-
хода фильтра (2.15):

𝜉(𝑡) = 𝛾𝜉𝜔 cos(𝜔𝑡+ 𝜙) + 𝜍1(𝑡) + 𝜀̇(𝑡), (2.31)

𝜉(𝑡) = −𝛾𝜉𝜔2 sin(𝜔𝑡+ 𝜙) + 𝜍1(𝑡) + 𝜀(𝑡), (2.32)
...
𝜉 (𝑡) = −𝛾𝜉𝜔3 cos(𝜔𝑡+ 𝜙) +

...
𝜍 1(𝑡) +

...
𝜀 (𝑡). (2.33)

Соотношение между производными, аналогичное (2.21), примет
вид:

...
𝜉 (𝑡) = 𝜃𝜉(𝑡) − 𝜃𝜍1(𝑡) − 𝜃𝜀̇(𝑡) +

...
𝜍 1(𝑡) +

...
𝜀 (𝑡) =

= 𝜃𝜉(𝑡) + 𝜍𝜉(𝑡) + 𝜀𝜉(𝑡), (2.34)

где 𝜍𝜉(𝑡) — некоторая аддитивная составляющая, 𝜀𝜉(𝑡) — экспо-
ненциально затухающая функция с экспоненциально затухающими
производными, определяемые выражениями:

𝜍𝜉(𝑡) =
...
𝜍1(𝑡) − 𝜃𝜍1(𝑡), (2.35)

𝜀𝜉(𝑡) =
...
𝜀 (𝑡) − 𝜃𝜀̇(𝑡). (2.36)

Рассмотрим производную ошибки оценивания параметра 𝜃, ис-
пользуя (2.26), (2.27) и (2.34):

˙̃
𝜃(𝑡) = 𝜃 − ˙̂

𝜃(𝑡) = − ˙̂
𝜃(𝑡), (2.37)
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− ˙̂
𝜃(𝑡) = = −𝜒̇(𝑡) − 𝑘𝜉2(𝑡) − 𝑘𝜉(𝑡)

...
𝜉 (𝑡) =

= 𝑘𝜉2(𝑡)𝜃(𝑡) + 𝑘𝜉2(𝑡) − 𝑘𝜉2(𝑡) − 𝑘𝜉(𝑡)
...
𝜉 (𝑡) =

= 𝑘𝜉2(𝑡)𝜃(𝑡) − 𝑘𝜉(𝑡)(𝜃𝜉(𝑡) + 𝜍𝜉(𝑡) + 𝜀𝜉(𝑡)) =

= −𝑘𝜉2(𝑡)𝜃(𝑡) − 𝑘𝜉(𝑡)(𝜍𝜉(𝑡) + 𝜀𝜉(𝑡)). (2.38)

Введем в рассмотрение функцию Ляпунова:

𝑉 (𝑡) =
1

2
𝑓(𝑡)𝜃2(𝑡), (2.39)

где 𝑓(𝑡) — некоторая непрерывная положительно определенная
функция, конкретный вид которой будет рассчитан ниже.

Найдем выражение для её производной в силу системы (2.25)–
(2.27):

𝑉̇ (𝑡) =
1

2
𝑓(𝑡)𝜃2(𝑡) + 𝑓(𝑡)𝜃(𝑡)

˙̃
𝜃(𝑡) =

=
1

2
𝑓(𝑡)𝜃2(𝑡) + 𝑓(𝑡)𝜃(𝑡)

(︁
−𝑘𝜉2(𝑡)𝜃(𝑡) − 𝑘𝜉(𝑡)(𝜍𝜉(𝑡) + 𝜀𝜉(𝑡))

)︁
=

=
1

2
𝑓(𝑡)𝜃2(𝑡) − 𝑓(𝑡)𝑘𝜉2(𝑡)𝜃2(𝑡) − 𝑓(𝑡)𝜃(𝑡)𝑘𝜉(𝑡)(𝜍𝜉(𝑡) + 𝜀𝜉(𝑡)) ≤

≤ 1

2
𝑓(𝑡)𝜃2(𝑡) − 1

2
𝑘𝑓(𝑡)𝜉2(𝑡)𝜃2(𝑡)+

+
1

2
𝑘𝑓(𝑡)(𝜍𝜉(𝑡) + 𝜀𝜉(𝑡))

2. (2.40)

Запишем выражения для 𝜉 и 𝜉2 с учетом (2.31):

𝜉(𝑡) = 𝛾𝜉𝜔 cos(𝜔𝑡+ 𝜙) + 𝜍1(𝑡) + 𝜀(𝑡), (2.41)

𝜉2(𝑡) = 𝛾2𝜉𝜔
2𝑐𝑜𝑠2(𝜔𝑡+ 𝜙) + 𝜍21 (𝑡) + 𝜀2(𝑡) + 2𝛾𝜉𝜔 cos(𝜔𝑡+ 𝜙)𝜍1(𝑡)+

+ 2𝛾𝜉𝜔 cos(𝜔𝑡+ 𝜙)𝜀(𝑡) + 2𝜍1(𝑡)𝜀(𝑡) =

=
1

2
𝛾2𝜉𝜔

2(1 + cos(2𝜔𝑡+ 2𝜙)) + 𝜍1
2(𝑡) + 𝜀2(𝑡)+

+ 2𝛾𝜉𝜔 cos(𝜔𝑡+ 𝜙)𝜍1(𝑡) + 2𝛾𝜉𝜔 cos(𝜔𝑡+ 𝜙)𝜀(𝑡)+

+ 2𝜍1(𝑡)𝜀(𝑡). (2.42)
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Подставим (2.41) и (2.42) в (2.40):

𝑉̇ (𝑡) ≤ 1

2
𝑓(𝑡)𝜃2(𝑡) − 1

2
𝑘𝑓(𝑡)𝜃2(𝑡)

1

2
𝛾2𝜉𝜔

2 +
1

2
𝑘𝑓(𝑡)(𝜍𝜉(𝑡) + 𝜀𝜉(𝑡))

2−

− 1

2
𝑘𝑓(𝑡)𝜃2(𝑡)𝜍1

2(𝑡) − 1

2
𝑘𝑓(𝑡)𝜃2(𝑡)

(︁1

2
𝛾2𝜉𝜔

2 cos(2𝜔𝑡+ 2𝜙)+

+ 𝜀2(𝑡) + 2𝛾𝜉𝜔 cos(𝜔𝑡+ 𝜙)𝜍1(𝑡) + 2𝛾𝜉𝜔 cos(𝜔𝑡+ 𝜙)𝜀(𝑡)+

+ 2𝜍1(𝑡)𝜀(𝑡)
)︁
. (2.43)

В качестве 𝑓(𝑡) выберем функцию, удовлетворяющую следую-
щему уравнению:

𝑓(𝑡) = 𝑘𝑓(𝑡)
(︁1

2
𝛾2𝜉𝜔

2 cos(2𝜔𝑡+ 2𝜙) + 𝜀2(𝑡)+

+ 2𝛾𝜉𝜔 cos(𝜔𝑡+ 𝜙)𝜍1(𝑡)+

+ 2𝛾𝜉𝜔 cos(𝜔𝑡+ 𝜙)𝜀(𝑡) + 2𝜍1(𝑡)𝜀(𝑡)
)︁
. (2.44)

Уравнение (2.44) является обыкновенным дифференциальным
уравнением с разделяющимися переменными, где в скобках стоит
некоторая функция от времени. Найдем общее решение (2.44):

𝑓(𝑡) = 𝐶0𝑒
𝑔(𝑡),

𝑔(𝑡) = 𝑘

𝑡w

0

(︁1

2
𝛾2𝜉𝜔

2 cos(2𝜔𝜏 + 2𝜙) + 𝜀2(𝜏)+

+ 2𝛾𝜉𝜔 cos(𝜔𝑡+ 𝜙)𝜍1(𝜏) + 2𝛾𝜉𝜔 cos(𝜔𝜏 + 𝜙)𝜀(𝑡)+

+ 2𝜍1(𝜏)𝜀(𝜏)
)︁
𝑑𝜏, (2.45)

где 𝐶0 — константа, зависящая от начальных условий.

Для положительной определенности функции Ляпунова 𝑉 (𝑡)
(2.39) необходимо, чтобы 𝐶0 > 0. Рассмотрим частное решение
(2.44) для 𝐶0 = 1.

Так как функция 𝑔(𝑡) зависит от ограниченных синусоидальной
и экспоненциальной составляющих и c учетом допущения 2.1.1, то
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она ограничена:

|𝑔(𝑡)| ≤ 𝐶1 ≤ ∞. (2.46)

Откуда получим нижнюю и верхнюю оценки 𝑓(𝑡) в виде:

𝐶𝑓1 = 𝑒−𝐶1 ≤ 𝑓(𝑡) ≤ 𝑒𝐶1 = 𝐶𝑓2. (2.47)

Подставляя (2.44) в (2.43):

𝑉̇ (𝑡) ≤ −1

2
𝑘𝑓(𝑡)𝜃2(𝑡)

(︂
1

2
𝛾2𝜉𝜔

2 + 𝜍2(𝑡)

)︂
+

1

2
𝑘𝑓(𝑡)(𝜍𝜉(𝑡) + 𝜀𝜉(𝑡))

2 ≤

≤ −𝛽𝑉 (𝑡) +
1

2
𝑘𝑓(𝑡)(𝜍𝜉(𝑡) + 𝜀𝜉(𝑡))

2 ≤

≤ −𝛽𝑉 (𝑡) +
1

2
𝑘𝑓(𝑡)𝜐2(𝑡) ≤

≤ −𝛽𝑉 (𝑡) + 𝐶3𝜐
2(𝑡), (2.48)

где

𝛽 = min

(︂
1

2
𝛾2𝜉𝜔

2 + 𝜍2(𝑡)

)︂
=

1

2
𝛾2𝜉𝜔

2 + min 𝜍2(𝑡), (2.49)

𝜐 = 𝜍𝜉(𝑡) + 𝜀𝜉(𝑡), (2.50)

𝐶3 =
1

2
𝑘𝐶𝑓2. (2.51)

Рассмотрим случай равенства:

𝑉̇ (𝑡) = −𝛽𝑉 (𝑡) + 𝐶3𝜐
2(𝑡). (2.52)

Уравнение (2.52) является линейным неоднородным дифферен-
циальным уравнением. Для нахождения его решения рассмотрим
соответствующее однородное уравнение:

𝑉̇ (𝑡) = −𝛽𝑉 (𝑡), (2.53)
w 𝑑𝑉 (𝑡)

𝑉 (𝑡)
= −

w
𝛽𝑑𝑡, (2.54)



22
Наблюдатели мультисинусоидальных

сигналов

ln𝑉 (𝑡) = −𝛽𝑡+ 𝐶4, (2.55)

𝑉 (𝑡) = 𝐶4𝑒
−𝛽𝑡, (2.56)

где 𝐶4 и 𝐶4 — постоянные, зависящие от начальных условий, при-
чем 𝐶4 = 𝑒𝐶4 .

Решение неоднородного уравнения получим методом Лагранжа:{︃
𝑉̇ (𝑡) = 𝐶̇4𝑒

−𝛽𝑡 + 𝐶4(−𝛽)𝑒−𝛽𝑡,

𝑉̇ (𝑡) = −𝛽𝐶4𝑒
−𝛽𝑡 + 𝐶3𝜐

2(𝑡).
(2.57)

Откуда найдем:

𝐶̇4𝑒
−𝛽𝑡 = 𝐶3𝜐

2(𝑡), (2.58)

𝐶̇4 = 𝐶3𝑒
𝛽𝑡𝜐2(𝑡), (2.59)

w
𝑑𝐶4 =

w
𝐶3𝑒

𝛽𝑡𝜐2(𝑡)𝑑𝑡, (2.60)

𝐶4 =
w
𝐶3𝑒

𝛽𝑡𝜐2(𝑡)𝑑𝑡+ 𝐶5, (2.61)

𝐶5 = 𝑉 (0). (2.62)

Тогда решение дифференциального уравнения (2.52) примет
следующий вид:

𝑉 (𝑡) = 𝑉 (0)𝑒−𝛽𝑡 + 𝑒−𝛽𝑡
w
𝐶3𝑒

𝛽𝑡𝜐2(𝑡)𝑑𝑡 = (2.63)

= 𝑉 (0)𝑒−𝛽𝑡 +
w
𝐶3𝑒

𝛽(𝜏−𝑡)𝜐2(𝜏)𝑑𝜏. (2.64)

По теореме сравнения [85] получим:

𝑉 (𝑡) ≤ 𝑉 (0)𝑒−𝛽𝑡 +

𝑡w

0

𝐶3𝑒
𝛽(𝜏−𝑡)𝜐2(𝜏)𝑑𝜏. (2.65)

Найдем оценку функции 𝜐2(𝑡) с учетом

𝜐(𝑡) = 𝜍𝜉(𝑡) + 𝜀𝜉(𝑡), (2.66)

где 𝜍𝜉(𝑡) из (2.35) — ограниченная функция, 𝜀𝜉(𝑡) из (2.36) — экспо-
ненциально убывающая функция с экспоненциально затухающими
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производными. Тогда справедлива оценка:

|𝜐(𝑡)| ≤ 𝑏1 + 𝑒−𝑏2𝑡, (2.67)

где 𝑏1 и 𝑏2 — положительные константы.
Из положительности слагаемых 𝑏1 и 𝑒−𝑏2𝑡 в (2.67) справедлива

следующая цепочка неравенств:(︀
𝑏1 − 𝑒−𝑏2𝑡

)︀2
+ 𝑏1𝑒

−𝑏2𝑡 ≥ 0, (2.68)

𝑏21 − 𝑏1𝑒
−𝑏2𝑡 + 𝑒−2𝑏2𝑡 ≥ 0, (2.69)

𝑏21 + 𝑒−2𝑏2𝑡 ≥ 𝑏1𝑒
−𝑏2𝑡, (2.70)

2
(︀
𝑏21 + 𝑒−2𝑏2𝑡

)︀
≥ 2𝑏1𝑒

−𝑏2𝑡. (2.71)

C учетом (︀
𝑏1 + 𝑒−𝑏2𝑡

)︀2
= 𝑏21 + 2𝑏1𝑒

−𝑏2𝑡 + 𝑒−2𝑏2𝑡, (2.72)

получим

𝑏21 + 2𝑏1𝑒
−𝑏2𝑡 + 𝑒−2𝑏2𝑡 ≤ 3

(︀
𝑏21 + 𝑒−2𝑏2𝑡

)︀
. (2.73)

Тогда оценка для 𝜐2(𝑡) имеет следующий вид:

𝜐2(𝑡) ≤ 3
(︀
𝑏21 + 𝑒−2𝑏2𝑡

)︀
= 3𝑏21 + 3𝑒−2𝑏2𝑡. (2.74)

Найдем оценку интеграла из (2.65), применяя неравенство (2.74)
и подставляя значение константы 𝐶3 из (2.51):

𝑡w

0

𝐶3𝑒
𝛽(𝜏−𝑡)𝜐2(𝜏)𝑑𝜏 ≤

𝑡w

0

𝐶3𝑒
𝛽(𝜏−𝑡) (︀3𝑏21 + 3𝑒−2𝑏2𝜏

)︀
𝑑𝜏 =

= 3𝐶3𝑏
2
1

𝑡w

0

𝑒𝛽(𝜏−𝑡)𝑑𝜏 + 3𝐶3

w
𝑒𝜏(𝛽−2𝑏2)−𝛽𝑡𝑑𝜏 =

=
3𝐶3𝑏

2
1

𝛽

(︀
1 − 𝑒−𝛽𝑡

)︀
+

3𝐶3

𝛽 − 2𝑏2

(︀
𝑒−2𝑏2𝑡 − 𝑒−𝛽𝑡

)︀
=

=
3𝐶3𝑏

2
1

𝛽
− 𝑒−𝛽𝑡

(︂
3𝐶3𝑏

2
1

𝛽
+

3𝐶3

𝛽 − 2𝑏2

)︂
+

3𝐶3

𝛽 − 2𝑏2
𝑒−2𝑏2𝑡 =
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=
3𝑘𝐶𝑓2𝑏

2
1

2𝛽
− 𝑒−𝛽𝑡

(︂
3𝑘𝐶𝑓2𝑏

2
1

2𝛽
+

3𝑘𝐶𝑓2
2𝛽 − 4𝑏2

)︂
+

+
3𝑘𝐶𝑓2

2𝛽 − 4𝑏2
𝑒−2𝑏2𝑡. (2.75)

Подставим полученную оценку (2.75) в неравенство (2.65):

𝑉 (𝑡) ≤ 𝑉 (0)𝑒−𝛽𝑡 +
3𝑘𝐶𝑓2𝑏

2
1

2𝛽
−

−
(︂

3𝑘𝐶𝑓2𝑏
2
1

2𝛽
+

3𝑘𝐶𝑓2
2𝛽 − 4𝑏2

)︂
𝑒−𝛽𝑡 +

3𝑘𝐶𝑓2
2𝛽 − 4𝑏2

𝑒−2𝑏2𝑡 =

=
3𝑘𝐶𝑓2𝑏

2
1

2𝛽
+

+

(︂
𝑉 (0) − 3𝑘𝐶𝑓2𝑏

2
1

2𝛽
− 3𝑘𝐶𝑓2

2𝛽 − 4𝑏2

)︂
𝑒−𝛽𝑡 +

3𝑘𝐶𝑓2
2𝛽 − 4𝑏2

𝑒−2𝑏2𝑡 ≤

≤ 𝜌1𝑘𝑏
2
1 + 𝜌2𝑒

−𝜌3𝑡, (2.76)

где

𝜌1 =
3𝐶𝑓2
2𝛽

, 𝜌2 = max

(︂
0, 𝑉 (0) − 3𝑘𝐶𝑓2𝑏

2
1

2𝛽

)︂
, 𝜌3 = min (𝛽, 2𝑏2).

Из (2.39) имеем

𝜃2(𝑡) =
2𝑉 (𝑡)

𝑓(𝑡)
≤

2
(︀
𝜌1𝑘𝑏

2
1 + 𝜌2𝑒

−𝜌3𝑡
)︀

𝐶𝑓1
. (2.77)

Из условия неотрицательности коэффициентов (2.77) справед-
лива оценка

𝜃2(𝑡) ≤ 2𝜌1𝑘𝑏
2
1

𝐶𝑓1
+

2𝜌2𝑒
−𝜌3𝑡

𝐶𝑓1
=

(︃√︃
2𝜌1𝑘𝑏21
𝐶𝑓1

)︃2

+

(︃√︃
2𝜌2𝑒−𝜌3𝑡

𝐶𝑓1

)︃2

≤

≤

(︃√︃
2𝜌1𝑘𝑏21
𝐶𝑓1

+

√︃
2𝜌2𝑒−𝜌3𝑡

𝐶𝑓1

)︃2

,
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⃒⃒⃒
𝜃(𝑡)

⃒⃒⃒
≤

√︃
2𝜌1𝑘𝑏21
𝐶𝑓1

+

√︃
2𝜌2𝑒−𝜌3𝑡

𝐶𝑓1
. (2.78)

Исходя из (2.78), рассмотрим характер сходимости функции
невязки 𝜔̃(𝑡) для оценки частоты:

𝜔̃(𝑡) =

√︂⃒⃒⃒
𝜃(𝑡) + 𝜃(𝑡)

⃒⃒⃒
−
√︂⃒⃒⃒

𝜃(𝑡)
⃒⃒⃒
≤
√︂⃒⃒⃒

𝜃(𝑡)
⃒⃒⃒
,

𝜔̃(𝑡) =
√︀

|𝜃| −
√︂⃒⃒⃒

𝜃 − 𝜃(𝑡)
⃒⃒⃒
≥ −

√︂⃒⃒⃒
𝜃(𝑡)

⃒⃒⃒
,

|𝜔̃(𝑡)| ≤
√︂⃒⃒⃒

𝜃(𝑡)
⃒⃒⃒
. (2.79)

С учетом (2.79) найдем оценку функции невязки 𝜔̃(𝑡):

𝜔̃2(𝑡) ≤

√︃
2𝜌1𝑘𝑏21
𝐶𝑓1

+

√︃
2𝜌2𝑒−𝜌3𝑡

𝐶𝑓1
=

(︃
4

√︃
2𝜌1𝑘𝑏21
𝐶𝑓1

)︃2

+

(︃
4

√︃
2𝜌2𝑒−𝜌3𝑡

𝐶𝑓1

)︃2

≤

≤

(︃
4

√︃
2𝜌1𝑘𝑏21
𝐶𝑓1

+ 4

√︃
2𝜌2𝑒−𝜌3𝑡

𝐶𝑓1

)︃2

,

𝜔̃(𝑡) ≤ 4

√︃
2𝜌1𝑘𝑏21
𝐶𝑓1

+ 4

√︃
2𝜌2𝑒−𝜌3𝑡

𝐶𝑓1
≤ 𝜌4 + 𝜌5𝑒

−𝜌6𝑡, (2.80)

где

𝜌4 = 4

√︃
2𝜌1𝑘𝑏21
𝐶𝑓1

, (2.81)

𝜌5 = 4

√︃
2𝜌2
𝐶𝑓1

, (2.82)

𝜌6 =
𝜌3
4
. (2.83)

Исходя из (2.79), получаемая оценка частоты 𝜔̂(𝑡) экспоненци-
ально сходится в некоторую ограниченную область, зависящую от
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параметров схемы оценивания и линейного фильтра, начальных
условий и аддитивной составляющей 𝜍(𝑡) в измеряемом сигнале.

П ри м е р 1 Рассмотрим пример, иллюстрирующий робаст-
ные свойства адаптивного закона оценивания частоты (2.25)–
(2.27). В качестве фильтра рассмотрим 𝜉(𝑠) = 𝐹 (𝑠)𝑦(𝑠), 𝐹 (𝑠) =
1

𝑓(𝑠) (2.15), где 𝑓(𝑠) = 1
𝜆2 𝑠

2 + 1
𝜆𝑠 + 1. На рисунках 2.2 изображены

графики оценки частоты 𝜔̂(𝑡) для различных значений параметра
адаптивного закона 𝑘, коэффициента фильтра 𝜆 и входного сигна-
ла 𝑦(𝑡), различные варианты которого представлены на рисунках
2.1.
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0 
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5 

t, с

y(t)

(a) Входной сигнал 𝑦(𝑡) = 2 +
3 sin(4𝑡)+ 𝛿(𝑡), где 𝛿(𝑡) — ограни-
ченный шум

0 10 20 30 40 50
−6

−4

−2
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t, с

y(t)

(b) Входной сигнал «меандр»

Рис. 2.1. Временные диаграммы входных сигналов 𝑦(𝑡)

2.1.3 Анализ качества оценивания частоты
Для определенности, в качестве фильтра 𝜉(𝑠) = 𝐹 (𝑠)𝑦(𝑠), 𝐹 (𝑠) =

1
𝑓(𝑠) из (2.15) примем 𝑓(𝑠) = 1

𝜆2 𝑠
2 + 1

𝜆𝑠+ 1:

𝐹 (𝑠) =
1

1
𝜆2 𝑠2 + 1

𝜆𝑠+ 1
. (2.84)

В этом разделе рассматривается связь между параметром адап-
тивного закона 𝑘 из (2.25)-(2.27), коэффициента фильтра 𝜆 из (2.84)
и точностью оценивания частоты 𝜔̂(𝑡).
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(a) Оценка частоты 𝜔 = 4 для
сигнала 2.1a
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(b) Оценка частоты сигнала
«меандр» 2.1b

Рис. 2.2. Графики оценки частоты 𝜔̂(𝑡)

Рассмотрим неравенство (2.48) и вспомогательную систему:

𝑥̇(𝑡) = −𝛽𝑥(𝑡) +
1

2
𝑘𝐶𝑓2𝛿𝜐(𝑡). (2.85)

Применим преобразование Лапласа к выражению (2.85):

𝑥(𝑠) =

[︂
𝑘𝐶𝑓2

2𝑠+ 2𝛽

]︂
𝛿𝜐(𝑠), (2.86)

где 𝑥(𝑠) = ℒ{𝑥(𝑡)}, 𝛿𝜐(𝑠) = ℒ{𝛿𝜐(𝑡)}.
Для анализа асимптотического поведения фильтра нижних ча-

стот 𝑊 (𝑠) =
𝑘𝐶𝑓2

2𝑠+2𝛽 рассмотрим его частотную передаточную функ-
цию. Для синусоидального сигнала 𝛿𝜐(𝑡) с частотой 𝜔𝛿 ≫ 𝜔, ампли-
туда выходного сигнала 𝑥(𝑡) пропорциональна

|𝑊 (𝑗𝑐𝜔𝛿)| =
𝑘𝐶𝑓2√︀

4𝜔2
𝛿 + 4𝛽2

, (2.87)

и зависит от параметра 𝑘. Таким образом, выходной сигнал 𝑥(𝑡)
системы (2.86) убывает с уменьшением значения параметра 𝑘

lim
𝑘→0

|𝑊 (𝑗𝑐𝜔𝛿)| = lim
𝑘→0

𝑘𝐶𝑓2√︀
4𝜔2

𝛿 + 4𝛽2
= 0, (2.88)
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где 𝑗𝑐 — мнимая единица.
Используя принцип сравнения [85] и выражения (2.48), (2.85),

получим, что при выполнении условия 𝑥(0) ≥ 𝑉 (0) справедливо

𝑉 (𝑡) ≤ 𝑥(𝑡), (2.89)

следовательно, параметр 𝑘 влияет на асимптотическую сходимость
функции 𝑉 (𝑡), а также на сходимость функции невязки 𝜔̃(𝑡) в огра-
ниченную область.

Отметим, что время переходного процесса функции 𝑉 (𝑡) зави-
сит от константы 𝛽. Хорошо известно, что экспоненциальная функ-
ция сходится в течении трех постоянных времени в 5% зону от
ее начальной амплитуды. То есть для любой постоянной 𝑏 ∈ R+,
𝑏𝑒−𝛽𝑡 ≤ 0,05𝑏 для ∀𝑡 ≥ 3

𝛽 . Тогда за время

𝑡𝑓 =
3

𝛽
(2.90)

функция 𝜔̂(𝑡) сходится к ограниченной окрестности истинного зна-
чения частоты 𝜔. Таким образом, константа 𝑡𝑓 определяет момент
времени, после которого влиянием начальных условий на переход-
ные процессы можно пренебречь.

Гибридное переключение

Рассмотрим гибридный алгоритм оценивания частоты 𝜔, пред-
ложенный в работе [86], при котором параметры 𝑘 и 𝜆 представимы
убывающими кусочно-постоянными функциями.

Применение предложенной схемы позволяет улучшить асимпто-
тическую точность оценки частоты 𝜔 функцией 𝜔̂(𝑡).

Пусть 𝑡𝑖, 𝑖 ≥ 0 с 𝑡0 = 0 — возрастающая последовательность
моментов времени переключения значения параметра 𝑘:

𝑘𝑖+1 =
1

𝛼
𝑘𝑖, (2.91)

𝑡𝑖+1 = 𝑡𝑖 +
3

𝛽(𝑘𝑖)
, (2.92)
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где 𝑘(𝑡) = 𝑘𝑖, ∀𝑡 ∈ (𝑡𝑖,𝑡𝑖+1) — кусочно постоянная функция, опреде-
ляющая значение параметра 𝑘 в зависимости от времени, 𝛼 > 1.

Функция 𝛽(𝑘𝑖) линейно зависит от параметра 𝑘 и удовлетворяет
условию:

𝛽(𝑘𝑖+1) =
1

𝛼
𝛽(𝑘𝑖). (2.93)

Перепишем (2.92) в более простом виде:

𝑡𝑖+1 = 𝑡𝑖 + ∆𝑡𝑖, 𝑡(0) = 0, (2.94)

∆𝑡𝑖+1 = 𝛼∆𝑡𝑖, ∆𝑡0 =
3

𝛽(𝑘0)
. (2.95)

Использование алгоритма (2.91), (2.94), (2.95), позволяет полу-
чить быструю первоначальную сходимость невязки оценивания ча-
стоты 𝜔̃(𝑡) в некоторую окрестность нуля.

Отметим, что при уменьшении значения коэффициентов 𝑘𝑖 и 𝜆𝑖,
увеличивается длительность переходных процессов ∆𝑡𝑖, но правило
изменения коэффициентов (2.91)–(2.92) гарантирует асимптотиче-
скую сходимость к нулю величины |𝑊 (𝑗𝑐𝜔𝛿)|.

П ри м е р 2 Рассмотрим сигнал

𝑦(𝑡) = 2 + 8 sin(1,6𝑡+ 1) + 𝛿, (2.96)

где 𝛿 — белый шум с ограниченным спектром и мощностью, рав-
ной 0,1.

Результаты оценивания частоты для фиксированного коэффи-
циента 𝑘 = 0,5 и с применением гибридного переключения с пара-
метрами ∆𝑡0 = 10, 𝛼 = 1,25, 𝑘0 = 0,5 проиллюстрированы на
рисунке 2.3a. Значение функции 𝑘(𝑡) для подхода с переменным
значением параметра 𝑘 показано на рисунке 2.3b.

Как можно заключить из рисунка 2.3a, асимптотические ха-
рактеристики сходимости у гибридного подхода лучше, чем у ал-
горитма с постоянным параметром 𝑘. Результаты эксперимен-
тов, изображенные на рисунках 2.3a-2.3b, подтверждают теоре-
тические выводы.
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(a) Оценивание частоты с посто-
янным и кусочно-постоянным па-
раметром 𝑘
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(b) Значение 𝑘 при 𝑘(0) = 0,5;
𝜆(0) = 0,3; Δ𝑡(0) = 10 и 𝛼 = 1,25

Рис. 2.3. Графики для оценивания частоты сигнала 𝑦(𝑡) при
кусочно-постоянном 𝑘

Гладкая динамическая настройка параметров алгоритма

Применение алгоритма оценивания частоты, использующего пе-
реключение значения параметра 𝑘, описанного в предыдущем раз-
деле, может вызвать нежелательные переходные процессы в за-
мкнутой системе. Рассмотрим алгоритм, использующий в качестве
𝑘(𝑡) гладкую функцию, проходящую через точки переключения ги-
бридного подхода, изложенного выше.

Рассмотрим моменты времени переключения значения парамет-
ра 𝑘:

𝑡0 = 0,

𝑡1 = 𝑇,

𝑡2 = 𝑇 + 𝛼𝑇,

𝑡3 = 𝑇 + 𝛼𝑇 + 𝛼2𝑇,

. . .

𝑡𝑖 = 𝑇 (1 + 𝛼+ 𝛼2 + . . . 𝛼𝑖−1). (2.97)
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Таким образом, запишем формулу времени переключения:

𝑡(𝑖) = 𝑇
𝛼𝑖 − 1

𝛼− 1
. (2.98)

С учетом того, что во время переключения значение параметра
𝑘 изменяется по закону

𝑘(𝑡(𝑖)) = 𝑘(𝑖) =
𝑘0
𝛼𝑖
, (2.99)

перепишем выражение для 𝑡(𝑖) из (2.98), исключая параметр 𝑖:

𝑡 = 𝑇

𝑘0
𝑘(𝑡) − 1

𝛼− 1
. (2.100)

Теперь заменим дискретный закон изменения параметра 𝑘 на
непрерывный:

𝑘(𝑡) =
𝑘0

𝛼−1
𝑇 𝑡+ 1

. (2.101)

Из (2.101) легко видеть, что функция 𝑘(𝑡) является гипербо-
лой, проходящей через все точки переключения 𝑘(𝑖). Полученный
результат [45] формулируется в виде утверждения.

У тв е рж д е н и е 1 Для сигнала (2.28) и схемы оценивания
(2.25)–(2.27) настройка параметра 𝑘(𝑡) согласно правилу

𝑘̇(𝑡) = −𝜈𝑘2(𝑡), 𝑘(0) = 𝑘0, (2.102)

где 𝑘0 > 0, 𝜈 = 𝛼−1
𝑘0𝑇

> 0, позволяет увеличить быстродействие
схемы оценивания и качество получаемой оценки (2.25), сохраняя
экспоненциальный характер сходимости.

П ри м е р 3 Рассмотрим сигнал

𝑦(𝑡) = 3 + 8 sin(2𝑡− 1) + 𝛿,

где 𝛿 — белый шум с ограниченным спектром и мощностью, рав-
ной 0,1.
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Результаты оценивания частоты сигнала 𝑦(𝑡) при помощи ал-
горитма с фиксированным значением параметра 𝑘 = 2 и с приме-
нением гиперболической функции (2.102) с параметрами 𝜈 = 0,01,
𝑘0 = 2, 𝛽 = 0,25 изображены на рисунке 2.4a. Характер поведения
параметра 𝑘 для рассмотренного подхода представлен на рисунке
2.4b.
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(a) Оценивание частоты для
двух случаев
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(b) Значение 𝑘 при 𝜈 = 0,01 и
𝛽 = 0,25

Рис. 2.4. Оценивание частоты сигнала 𝑦(𝑡) при гиперболическом
законе изменения параметров алгоритма

2.1.4 Оценивание параметров смещенного гармо-
нического сигнала

Рассмотрим задачу оценивания параметров сигнала (2.2) [52]:

lim
𝑡→∞

|𝜎 − 𝜎̂(𝑡)| = 0, (2.103)

lim
𝑡→∞

|𝜇− 𝜇̂(𝑡)| = 0, (2.104)

lim
𝑡→∞

|𝜈 − 𝜈(𝑡)| = 0. (2.105)

Представим сигнал (2.2) в следующем виде:

𝑦(𝑡) = 𝜎 + 𝜇 sin(𝜔𝑡) + 𝜈 cos(𝜔𝑡) = 𝜎̄𝑇𝜐(𝑡), (2.106)
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где

𝜎̄ =

⎡⎣ 𝜎
𝜇
𝜈

⎤⎦ , 𝜐(𝑡) =

⎡⎣ 𝜐0(𝑡)
𝜐1(𝑡)
𝜐2(𝑡)

⎤⎦ =

⎡⎣ 1
sin𝜔𝑡
cos𝜔𝑡

⎤⎦ . (2.107)

Построим оценку 𝜐(𝑡) и покажем, что

lim
𝑡→∞

(𝜐(𝑡) − 𝜐(𝑡)) = 0, (2.108)

где

𝜐(𝑡) =

⎡⎣ 𝜐0(𝑡)
𝜐1(𝑡)
𝜐2(𝑡)

⎤⎦ =

⎡⎣ 1
sin 𝜔̂𝑡
cos 𝜔̂𝑡

⎤⎦ . (2.109)

Рассмотрим отдельно вторую компоненту вектора ˆ𝜐(𝑡):

𝜐1(𝑡) = sin 𝜔̂𝑡 = sin(𝜔𝑡− 𝜔̃𝑡) = sin𝜔𝑡 cos 𝜔̃𝑡− cos𝜔𝑡 sin 𝜔̃𝑡, (2.110)

где 𝜔̃(𝑡) — ошибка оценивания частоты.

С учетом оценки (2.14) получим

lim
𝑡→∞

|𝜔̃(𝑡)𝑡| 6 𝜌𝑒−𝛽𝑡𝑡, (2.111)

откуда

lim
𝑡→∞

|𝜔̃(𝑡)𝑡| = 0. (2.112)

Таким образом, получаем асимптотическую сходимость функ-
ции 𝜐1(𝑡) ко второй компоненте регрессора 𝜐(𝑡):

lim
𝑡→∞

(𝜐1(𝑡) − 𝜐1(𝑡)) = 0.

Кроме того, можно показать справедливость аналогичного вы-
ражения для третьей компоненты 𝜐(𝑡):

lim
𝑡→∞

(𝜐2(𝑡) − 𝜐2(𝑡)) = 0.
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Запишем идеальный алгоритм для идентификации вектора 𝜎̄:

˙̄̂𝜎(𝑡) = −𝛾𝜎𝜐(𝑡)𝜐𝑇 (𝑡)ˆ̄𝜎(𝑡) + 𝛾𝜎𝜐(𝑡)𝜐𝑇 (𝑡)𝜎̄, (2.113)

где 𝛾𝜎 > 0 — некоторая положительная константа, ˆ̄𝜎(𝑡) — оценка
вектора параметров 𝜎̄.

Найдем производную вектора невязки ˜̄𝜎(𝑡) = 𝜎̄− ˆ̄𝜎(𝑡) для пара-
метров смещенного гармонического сигнала (2.106):

˙̄̃𝜎(𝑡) = − ˙̄̂𝜎(𝑡) = 𝛾𝜎𝜐(𝑡)𝜐𝑇 (𝑡)ˆ̄𝜎(𝑡) − 𝛾𝜎𝜐(𝑡)𝜐𝑇 (𝑡)𝜎̄ =

= −𝛾𝜎𝜐(𝑡)𝜐𝑇 (𝑡)
(︀
𝜎̄ − ˆ̄𝜎(𝑡)

)︀
= −𝛾𝜎𝜐(𝑡)𝜐𝑇 (𝑡)˜̄𝜎(𝑡). (2.114)

Из выполнения условия незатухающего возбуждения для
𝜐(𝑡)𝜐𝑇 (𝑡) следует, что закон идентификации (2.113) обеспечивает
асимптотическую сходимость оценки ˆ̄𝜎 к вектору параметров 𝜎̄ (см.
Теорему 4.3.2 в [87]):

lim
𝑡→∞

(︀
𝜎̄ − ˆ̄𝜎(𝑡)

)︀
= 0.

Однако вектор 𝜎̄ содержит неизвестные компоненты, что делает
алгоритм (2.113) нереализуемым. Используя уравнения (2.106) и
(2.113), получим

˙̄̂𝜎(𝑡) = −𝛾𝜎𝜐(𝑡)𝜐𝑇 (𝑡)ˆ̄𝜎(𝑡) + 𝛾𝜎𝜐(𝑡)𝑦𝑇 (𝑡).

Окончательно, с учетом (2.108) для идентификации вектора 𝜎̄
предлагается следующий алгоритм:

𝑦(𝑡) = ˆ̄𝜎𝑇 (𝑡)𝜐(𝑡), (2.115)
˙̄̂𝜎(𝑡) = −𝛾𝜎𝜐(𝑡)𝜐𝑇 (𝑡)ˆ̄𝜎(𝑡) + 𝛾𝜎𝜐(𝑡)𝑦𝑇 (𝑡). (2.116)

Таким образом, получаем интегральный закон идентификации
параметров 𝜎, 𝜇 и 𝜈 сигнала (2.106), который в отличие от [80–82] не
требует расчета частотной передаточной функции фильтра (2.15).
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2.2 Мультисинусоидальные сигналы со смеще-
нием

В этом разделе рассматривается измеряемый сигнал

𝑦(𝑡) = 𝜎 +

𝑙∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝑖), (2.117)

являющийся суммой постоянного смещения 𝜎 и 𝑙 гармоник с часто-
тами 𝜔𝑖, амплитудами 𝛾𝑖 и начальными фазами 𝜑𝑖. Константы 𝜎,
𝜔𝑖, 𝛾𝑖 и 𝜑𝑖 являются неизвестными. Здесь и далее символ 𝑖 означает
номер гармоники.

Сигнал (2.117), аналогично (2.2), представим в следующем виде:

𝑦(𝑡) = 𝜎 +

𝑙∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡) + 𝜈𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡), (2.118)

где 𝜇𝑖 = 𝛾𝑖 sin(𝜑𝑖), 𝜈𝑖 = 𝛾𝑖 cos(𝜑𝑖), которые далее будем называть
амплитудами 𝑖-й гармоники.

Д оп у ще н и е 2.2.1 Количество гармоник 𝑙 известно.

Д оп у ще н и е 2.2.2 Все частоты гармоник сигнала 𝑦(𝑡) не
меньше некоторого известного числа 𝜔0 > 0, т.е. 𝜔𝑖 ≥ 𝜔0, 𝑖 = 1,𝑙.

Д оп у ще н и е 2.2.3 Расстояние между соседними часто-
тами сигнала 𝑦(𝑡) не меньше некоторого известного числа 𝛿0, т.е.
|𝜔𝑖 − 𝜔𝑗 | ≥ 𝛿0, 𝑖, 𝑗 = 1,𝑙, 𝑖 ̸= 𝑗.

Сформулируем цель, как решение задачи синтеза устройства
оценивания, обеспечивающего для любых 𝜔𝑖 > 0, 𝜎, 𝜇𝑖, 𝜈𝑖 выполне-
ние условий:

lim
𝑡→∞

|𝜔𝑖 − 𝜔̂𝑖(𝑡)| = 0, (2.119)

lim
𝑡→∞

|𝜎 − 𝜎̂(𝑡)| = 0, (2.120)

lim
𝑡→∞

|𝜇𝑖 − 𝜇̂𝑖(𝑡)| = 0, (2.121)

lim
𝑡→∞

|𝜈𝑖 − 𝜈𝑖(𝑡)| = 0, (2.122)
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где 𝜔̂𝑖(𝑡) — оценка частоты 𝜔𝑖; 𝜎̂(𝑡) — оценка смещения 𝜎; 𝜇̂𝑖(𝑡), 𝜈𝑖(𝑡)
— оценки амплитуд 𝑖-й гармоники 𝜇𝑖 и 𝜈𝑖 соответственно.

2.2.1 Алгоритм идентификации частот смещен-
ного мультисинусоидального сигнала

Как и в (2.15), введем в рассмотрение линейный фильтр:

𝜉(𝑠) = 𝐹 (𝑠)𝑦(𝑠), (2.123)

где 𝐹 (𝑠) — передаточная функция фильтра с гурвицевым знаме-
нателем, такая что 𝐹 (0) = 1. При реализации фильтра в управ-
ляемой форме, становятся доступны для измерения производные
выходного сигнала 𝜉(𝑡) = ℒ−1 {𝜉(𝑠)}. Их количество равно степени
полинома знаменателя 𝑛2. В нашем случае, относительная степень
фильтра должна быть не меньше 2𝑙. Обозначим 𝜆0 = max{𝜆𝑞}, 𝜆𝑞
— корни полинома, стоящего в знаменателе передаточной функции
𝐹 (𝑠), 𝑞 = 1,𝑛2.

Рассмотрим частный вид передаточной функции (2.123) 𝐹 (𝑠) =
1

𝑓(𝑠) , где для определенности выберем 𝑓(𝑠) в виде:

𝑓(𝑠) =
1

𝜆2𝑙0
𝑠2𝑙 +

𝑓2𝑙−1

𝜆2𝑙−1
0

𝑠2𝑙−1 + · · · +
𝑓1
𝜆0
𝑠+ 1, (2.124)

где 𝑓2𝑙−1, 𝑓2𝑙−2, . . . , 𝑓1 — некоторые коэффициенты, такие что все
корни полинома 𝑓(𝑠) прямо пропорциональны параметру 𝜆0.

Л ем м а 2 Для фильтра (2.123) и входного сигнала (2.117) бу-
дет выполнено соотношение

𝜉(2𝑙+1)(𝑡) = Ω𝑇 (𝑡)Θ̄ + 𝜀(𝑡), (2.125)

где Ω𝑇 (𝑡) =
[︀
𝜉(2𝑙−1)(𝑡) . . . 𝜉(3)(𝑡) 𝜉(1)(𝑡)

]︀
— регрессор, состав-

ленный из функций 𝜉(𝑗)(𝑡), являющихся производными выходного
сигнала фильтра (2.123):

𝜉(𝑗)(𝑡) = ℒ−1
{︀
𝑠𝑗𝐹 (𝑠)𝑦(𝑠)

}︀
, (2.126)
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и Θ̄𝑇 =
[︀
𝜃1 . . . 𝜃𝑙−1 𝜃𝑙

]︀
— вектор параметров, зависящий от

частот: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜃1 = 𝜃1 + 𝜃2 +· · · + 𝜃𝑙,
𝜃2 = −𝜃1𝜃2 − 𝜃1𝜃3 −· · · − 𝜃𝑙−1𝜃𝑙,
...
𝜃𝑙 = (−1)𝑙+1𝜃1𝜃2· · · 𝜃𝑙,

(2.127)

где 𝜃𝑖 = −𝜔2
𝑖 , функция |𝜀(𝑡)| ≤ 𝜌0𝑒

−𝜆𝑡 и ее производные ограничены
и экспоненциально стремятся к нулю; 𝜌0, 𝜆 > 0.

Д ок а з а т е л ь с т в о. Хорошо известно, что сигнал (2.117) яв-
ляется решением дифференциального уравнения:

𝑦(2𝑙+1)(𝑡) = 𝜃1𝑦
(2𝑙−1)(𝑡) + 𝜃2𝑦

(2𝑙−3)(𝑡) + . . .+ 𝜃𝑙𝑦̇(𝑡). (2.128)

Выполняя преобразование Лапласа в (2.128), найдем

𝑠2𝑙+1𝑦(𝑠) = 𝜃1𝑠
2𝑙−1𝑦(𝑠) + . . .+ 𝜃𝑙𝑠𝑦(𝑠) + 𝑑(𝑠), (2.129)

где полином 𝑑(𝑠) соответствует начальным условиям.
Умножая (2.129) на 𝐹 (𝑠) с учетом (2.123), получим

𝑠2𝑙+1𝜉(𝑠) = 𝜃1𝑠
2𝑙−1𝜉(𝑠) + . . .+ 𝜃𝑙𝑠𝜉(𝑠) + 𝐹 (𝑠)𝑑(𝑠). (2.130)

После обратного преобразования Лапласа в (2.130) найдем ис-
комое уравнение (2.125), где 𝜀(𝑡) = ℒ−1 {𝐹 (𝑠)𝑑(𝑠)}. В силу струк-
туры полинома 𝑓(𝑠), функция 𝜀(𝑡) может быть представлена как
сумма затухающих экспонент, причем показатель экспоненты 𝜆 в
соотношении |𝜀(𝑡)| ≤ 𝜌0𝑒

−𝜆𝑡 зависит от выбора собственных чисел
полинома 𝑓(𝑠). Производные этих функций также экспоненциально
стремятся к нулю. При этом 𝜆 прямо пропорционально настраива-
емому параметру 𝜆0:

𝜆 = 𝜆0 · 𝐶0, (2.131)

где 𝐶0 > 0 — некоторая константа.
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З ам е ч а н и е 1 Так как 𝜃𝑖 является корнем полинома 𝑞2𝑙 +
𝜃1𝑞

2𝑙−2 + · · · + 𝜃𝑙−1𝑞
2 + 𝜃𝑙, где 𝑞 — некоторая алгебраическая пе-

ременная, то можно вычислить значения 𝜃𝑖 на основе 𝜃𝑖.

Алгоритм оценивания частот представлен в следующей теореме.

Т е о р ем а 1 Алгоритм настройки

𝜔̂𝑖 =

⎧⎨⎩
√︂⃒⃒⃒

𝜃𝑖

⃒⃒⃒
, для

⃒⃒⃒
𝜃𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒
≥ 𝜔2

0 ,

𝜔0 иначе,
(2.132)

где 𝜔0 — известная нижняя граница частот 𝜔𝑖, оценки 𝜃𝑖 рассчи-
таны на основе ˆ̄𝜃𝑖, являющихся элементами вектора ˆ̄Θ:

ˆ̄Θ(𝑡) = Υ(𝑡) +𝐾Ω(𝑡)𝜉(2𝑙)(𝑡), (2.133)

Υ̇(𝑡) = −𝐾Ω(𝑡)Ω𝑇 (𝑡) ˆ̄Θ(𝑡) −𝐾Ω̇(𝑡)𝜉(2𝑙)(𝑡), (2.134)

где 𝐾 = diag{𝑘𝑖 > 0,𝑖 = 1,𝑙}, обеспечивает экспоненциальную схо-
димость ошибок оценивания 𝜔̃𝑖(𝑡) = 𝜔𝑖 − 𝜔̂𝑖(𝑡) к нулю:

|𝜔̃𝑖(𝑡)| ≤ 𝜌1𝑒
−𝛽1𝑡, 𝜌1,𝛽1 > 0, ∀𝑡 ≥ 0. (2.135)

Д ок а з а т е л ь с т в о. Используя результат леммы 2, вычислим
производную ошибки оценивания ˜̄Θ = Θ̄ − ˆ̄Θ:

˙̄̃
Θ(𝑡) = ˙̄Θ − ˙̄̂

Θ(𝑡) = −Υ̇(𝑡) −𝐾Ω̇(𝑡)𝜉(2𝑙)(𝑡) −𝐾Ω(𝑡)𝜉(2𝑙+1)(𝑡) =

= 𝐾Ω(𝑡)Ω𝑇 (𝑡) ˆ̄Θ(𝑡) +𝐾Ω̇(𝑡)𝜉(2𝑙)(𝑡) −𝐾Ω̇(𝑡)𝜉(2𝑙)(𝑡)−
−𝐾Ω(𝑡)𝜉(2𝑙+1)(𝑡) =

= 𝐾Ω(𝑡)Ω𝑇 (𝑡) ˆ̄Θ(𝑡) −𝐾Ω(𝑡)
(︀
Ω𝑇 (𝑡)Θ̄ + 𝜀(𝑡)

)︀
=

= −𝐾Ω(𝑡)Ω𝑇 (𝑡) ˜̄Θ(𝑡) −𝐾Ω(𝑡)𝜀(𝑡). (2.136)

С использованием функции Ляпунова 𝑉 (𝑡) = ˜̄Θ𝑇𝐾−1 ˜̄Θ/2, явля-
ющейся положительно определенной квадратичной формой в си-
лу выбора диагональной матрицы 𝐾, нетрудно видеть из (2.136),
что производная 𝑉̇ (𝑡) является неположительной. Исходя из этого,
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можно показать лишь то, что ошибка ˜̄Θ стремится к некоторому
вектору констант и необязательно к нулю.

Временно предположим, что 𝜀 = 0. Хорошо известно, что ес-
ли регрессор Ω(𝑡) удовлетворяет условию предельной интегральной
невырожденности, то ˜̄Θ как решение уравнения

˙̄̃
Θ(𝑡) = −𝐾Ω(𝑡)Ω𝑇 (𝑡) ˜̄Θ(𝑡) (2.137)

экспоненциально стремится к нулю (см. Теорему 4.3.2 в [87]).
Так как |𝜀(𝑡)| ≤ 𝜌0𝑒

−𝜆𝑡 — экспоненциально затухающая функция
времени, то можно показать, что с учетом принципа сравнения [85]
для любой экспоненциально затухающей функции 𝜀(𝑡) ошибка оце-
нивания ˜̄Θ(𝑡) экспоненциально сходится к нулю в системе (2.136):⃦⃦⃦

˜̄Θ(𝑡)
⃦⃦⃦
≤ 𝜌2𝑒

−𝛽2𝑡, 𝜌2,𝛽2 > 0, ∀𝑡 ≥ 0. (2.138)

Покажем, что если регрессор Ω(𝑡) удовлетворяет условию пре-
дельной интегральной невырожденности, то 𝑋 , ˜̄Θ как решение
уравнения

𝑋̇(𝑡) = −𝐾 Ω(𝑡)Ω𝑇 (𝑡)𝑋(𝑡) (2.139)

экспоненциально стремится к нулю, где 𝐾 > 0 — положительная
диагональная матрица.

Согласно [87] (см. Теорему 4.3.2) рассмотрим функцию Ляпуно-
ва:

𝑉 =
𝑋𝑇 𝐾−1𝑋

2
. (2.140)

Дифференцируя (2.140) с учетом (2.139), получим:

𝑉̇ = −𝑋𝑇 ΩΩ𝑇 𝑋 = −(𝑋𝑇Ω)2 ≤ 0. (2.141)

Из (2.141) следует, что положительная функция 𝑉 ∈ ℒ∞ не
возрастает и имеет конечный предел 𝑉∞. Также будем пользоваться
тем фактом, что вектора 𝑋,Ω ∈ ℒ∞ ограничены. Заметим, что из
(2.141) следует (𝑋𝑇Ω) ∈ ℒ2.
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Интегрируя (2.141), получим

𝑉 (𝑡+ 𝑇0) = 𝑉 (𝑡) −
𝑡+𝑇0w

𝑡

(𝑋𝑇 (𝜏)Ω(𝜏))2𝑑𝜏, ∀𝑡,𝑇0 > 0. (2.142)

Выражая 𝑋𝑇 (𝜏)Ω(𝜏) = 𝑋𝑇 (𝑡)Ω(𝜏) + (𝑋𝑇 (𝜏) −𝑋𝑇 (𝑡))Ω(𝜏) и ис-
пользуя неравенство (𝑥+ 𝑦)2 ≥ 1

2𝑥
2 − 𝑦2, найдем, что

𝑡+𝑇w

𝑡

(𝑋𝑇 (𝜏)Ω(𝜏))2𝑑𝜏 ≥ 1

2

𝑡+𝑇w

𝑡

(𝑋𝑇 (𝑡)Ω(𝜏))2𝑑𝜏−

−
𝑡+𝑇w

𝑡

((𝑋𝑇 (𝜏) −𝑋𝑇 (𝑡))Ω(𝜏))2𝑑𝜏. (2.143)

Так как регрессор Ω(𝑡) удовлетворяет условию предельной ин-
тегральной невырожденности, имеем

𝑡+𝑇0w

𝑡

Ω(𝜏)Ω𝑇 (𝜏) 𝑑𝜏 ≥ 𝛼0𝑇0𝐼, (2.144)

для некоторых положительных констант 𝛼0 и 𝑇0, где 𝐼 — единичная
матрица. Тогда

𝑡+𝑇0w

𝑡

(𝑋𝑇 (𝑡)Ω(𝜏))2𝑑𝜏 ≥ 𝛼0𝑇0𝑋
𝑇 (𝑡)𝑋(𝑡)

≥ 2𝛼0𝑇0𝜆min{𝐾}𝑉 (𝑡). (2.145)

C другой стороны

𝑋𝑇 (𝜏) −𝑋𝑇 (𝑡) =

𝜏w

𝑡

𝑋̇𝑇 (𝜁)𝑑𝜁 = −
𝜏w

𝑡

𝑋𝑇 (𝜁)Ω(𝜁) Ω𝑇 (𝜁)𝐾𝑑𝜁 (2.146)
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и

(𝑋(𝜏) −𝑋(𝑡))𝑇Ω(𝜏) = −
𝜏w

𝑡

𝑋𝑇 (𝜁)Ω(𝜁) Ω𝑇 (𝜁)𝐾 Ω(𝜏)𝑑𝜁 =

= −
𝜏w

𝑡

(︀
𝑋𝑇 (𝜁)Ω(𝜁)

)︀ (︀
Ω𝑇 (𝜁)𝐾 Ω(𝜏)

)︀
𝑑𝜁. (2.147)

Используя неравенство Коши-Буняковского (в английской ли-
тературе неравенство Коши-Шварца) для (2.147), получим:

𝑡+𝑇0w

𝑡

((𝑋𝑇 (𝜏) −𝑋𝑇 (𝑡))Ω(𝜏))2𝑑𝜏 ≤

≤
𝑡+𝑇0w

𝑡

(︃
𝜏w

𝑡

(︀
Ω(𝜁)𝑇 𝐾 Ω(𝜏)

)︀2
𝑑𝜁

𝜏w

𝑡

(︀
𝑋𝑇 (𝜁)Ω(𝜁)

)︀2
𝑑𝜁

)︃
𝑑𝜏 ≤

≤ 𝛽4
3𝜆

2
max{𝐾}

𝑡+𝑇0w

𝑡

(𝜏 − 𝑡)

𝜏w

𝑡

(︀
𝑋𝑇 (𝜁)Ω(𝜁)

)︀2
𝑑𝜁 𝑑𝜏, (2.148)

где 𝛽3 = sup𝜏≥0 ‖Ω‖.
Меняя порядок интегрирования, получим:

𝑡+𝑇0w

𝑡

(︀(︀
𝑋𝑇 (𝜏) −𝑋𝑇 (𝑡)

)︀
Ω(𝜏)

)︀2
𝑑𝜏 ≤ (2.149)

≤ 𝛽4
3𝜆

2
max{𝐾}

𝑡+𝑇0w

𝑡

(︀
𝑋𝑇 (𝜁)Ω(𝜁)

)︀2 𝑡+𝑇0w

𝜁

(𝜏 − 𝑡) 𝑑𝜏 𝑑𝜁 ≤

≤ 𝛽4
3𝜆

2
max{𝐾}

𝑡+𝑇0w

𝑡

(︀
𝑋𝑇 (𝜁)Ω(𝜁)

)︀2{︂𝑇 2
0 − (𝜁 − 𝑡)2

2

}︂
𝑑𝜁 ≤

≤ 𝛽4
3𝜆max{𝐾}2 𝑇 2

0

2

𝑡+𝑇0w

𝑡

(︀
𝑋𝑇 (𝜁)Ω(𝜁)

)︀2
𝑑𝜁.
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Подставляя (2.145) и (2.149) в (2.143), получим

𝑡+𝑇0w

𝑡

(𝑋𝑇 (𝜏)Ω(𝜏))2𝑑𝜏 ≥ 𝛼0𝑇0𝜆min{𝐾}𝑉 (𝑡)− (2.150)

− 𝛽4
3 𝑇

2
0 𝜆max{𝐾}2

2

𝑡+𝑇0w

𝑡

(︀
𝑋𝑇 (𝜁)Ω(𝜁)

)︀2
𝑑𝜁.

Нетрудно видеть, что

𝑡+𝑇0w

𝑡

(𝑋𝑇 (𝜏)Ω(𝜏))2𝑑𝜏 ≥ 𝛽4 𝑉 (𝑡),

где

𝛽4 =
2𝛼0𝑇0𝜆min{𝐾}

2 + 𝛽4
3 𝑇

2
0 𝜆max{𝐾}2

. (2.151)

Из (2.151) и (2.142) следует, что

𝑉 (𝑡+ 𝑇0) ≤ 𝑉 (𝑡) − 𝛽4𝑉 (𝑡) = 𝛽5𝑉 (𝑡), (2.152)

где 𝛽5 = 1−𝛽4. Так как 𝛽4 > 0 и 𝑉 (𝑡+𝑇0) ≥ 0, имеем 0 < 𝛽5 < 1. По-
скольку (2.152) справедливо для всех 𝑡 ≥ 0, то, делая подстановку
𝑡 = (𝑛− 1)𝑇0 в (2.152), получим

𝑉 (𝑡) ≤ 𝑉 (𝑛𝑇0) ≤ 𝛽𝑛5 𝑉 (0), ∀𝑡 ≥ 𝑛𝑇0, 𝑛 = 0, 1, ... (2.153)

Из (2.153) следует, что 𝑉 (𝑡) экспоненциально стремится к нулю
при 𝑡→ ∞, откуда следует, что экспоненциально стремится к нулю
𝑋(𝑡).

Покажем, что для экспоненциально затухающей функции
|𝜀(𝑡)| ≤ 𝜌0𝑒

−𝜆𝑡 ошибки оценивания 𝑋 , ˜̄Θ экспоненциально сходит-
ся к нулю в системе (2.136). Напомним, что фильтр (2.123) сфор-
мирован так, что 𝜆 = 𝜆0 · 𝐶0 (см. (2.131)).

Рассмотрим динамическую модель

𝑋̇(𝑡) = −𝐾 Ω(𝑡)Ω𝑇 (𝑡)𝑋(𝑡) −𝐾 Ω(𝑡) 𝜀(𝑡) (2.154)
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и функцию Ляпунова (2.140).
Для производной функции Ляпунова получим:

𝑉̇ = −(𝑋𝑇Ω)2 − (𝑋𝑇Ω) 𝜀(𝑡) ≤

≤ −1

2
(𝑋𝑇Ω)2 +

1

2
𝜀2(𝑡). (2.155)

Интегрируя (2.155), получим следующее неравенство:

𝑉 (𝑡+ 𝑇0) ≤ 𝑉 (𝑡) − 1

2

𝑡+𝑇0w

𝑡

(𝑋𝑇 (𝜏)Ω(𝜏))2𝑑𝜏 +
1

2

𝑡+𝑇0w

𝑡

𝜀2(𝜏)𝑑𝜏,∀𝑡, 𝑇 > 0.

Выполняя преобразования, аналогичные (2.143)–(2.152),
нетрудно получить следующее соотношение для функции Ляпуно-
ва:

𝑉 (𝑡+ 𝑇0) ≤ 𝛽6𝑉 (𝑡) +
𝜌20
2

𝑡+𝑇0w

𝑡

𝑒−2𝜆0𝐶0𝜏𝑑𝜏,

≤ 𝛽6𝑉 (𝑡) + 𝐶3𝑒
−2𝜆0 𝐶0 𝑡, (2.156)

где 𝛽6 = 1 − 1
2𝛽4, 0 < 𝛽6 < 1, 𝐶3 =

𝜌20
4𝜆0𝐶0

(︀
1 − 𝑒−2𝜆0𝐶0𝑇0

)︀
.

Подставим 𝑡 = 𝑛𝑇0 в (2.156):

𝑉 ((𝑛+ 1)𝑇0) ≤ 𝛽6 𝑉 (𝑛𝑇0) + 𝐶3𝑒
−2𝜆0𝐶0𝑇0 𝑛.

Используя принцип сравнения [85], имеем 𝑉 (𝑛𝑇0) ≤ 𝑉0(𝑛𝑇0), где
𝑉0(𝑛𝑇0) является решением уравнения:

𝑉0((𝑛+ 1)𝑇0) = 𝛽6 𝑉0(𝑛𝑇0) + 𝐶3𝑒
−2𝜆0𝐶0𝑇0 𝑛. (2.157)

Из (2.157) получим

𝑉0((𝑛+ 2)𝑇0) −
(︀
𝛽6 + 𝑒−2𝜆0𝐶0𝑇0

)︀
𝑉0((𝑛+ 1)𝑇0)

+ 𝛽6𝑒
−2𝜆0𝐶0𝑇0𝑉0(𝑛𝑇0) = 0. (2.158)

Выполним 𝑧-преобразование в (2.158):

(𝑧2 −
(︀
𝛽6 + 𝑒−2𝜆0𝐶0𝑇0

)︀
𝑧 + 𝛽6𝑒

−2𝜆0𝐶0𝑇0)𝑉0(𝑛𝑇0) = 0. (2.159)
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Корни характеристического полинома в (2.159) имеют вид: 𝑧1 =
𝛽6, 𝑧2 = 𝑒−2𝜆0𝐶0𝑇0 . Поскольку корни 𝑧1,2 больше нуля и строго
меньше единицы, то последовательность 𝑉0(𝑛𝑇0) экспоненциально
стремится к нулю со скоростью, определяемой корнями 𝑧1,2, откуда
нетрудно получить оценку для 𝑉 (𝑡) при ∀𝑡 ≥ 𝑛𝑇0, 𝑛 = 0, 1, ...:

𝑉 (𝑡) ≤ 𝑉 (𝑛𝑇0) ≤ 𝑉0(𝑛𝑇0) ≤ 𝐶4 𝑒
−𝐶5 𝑛𝑇0 , (2.160)

где 𝐶4 = 𝐶4(𝑉 (0),𝐶3) = const и 𝐶5 = min
{︁

2𝜆0𝐶0; − ln(𝛽6)
𝑇0

}︁
.

Таким образом, 𝑉 (𝑡) экспоненциально стремится к нулю при 𝑡→
∞, откуда следует, что экспоненциально стремится к нулю 𝑋(𝑡) в
модели (2.154), причем показатель экспоненты 𝐶5 для 𝑉 (𝑡) в (2.160)
комплексно зависит от параметров матрицы 𝐾 и коэффициента 𝜆0.

Аналогичные рассуждения позволяют показать, что для случая
ограниченной нерегулярной составляющей в измеряемом сигнале,
вектор 𝑋(𝑡) экспоненциально стремится в окрестность, размер ко-
торой соизмерим с максимальной амплитудой аддитивной помехи.
Регулирование точности в задаче оценивания параметров зашум-
ленного сигнала может осуществляться, например, за счет коэф-
фициентов адаптивного устройства оценки [45], а также за счет
расширения размерности фильтра (2.123) для активного подавле-
ния шумов на выходе линейного фильтра и на входе в адаптивное
устройство оценки (2.133), (2.134).

Согласно замечанию 1 зафиксируем, что вектор оценок частот
𝜃𝑖 является доступным для системы управления на основе 𝜃𝑖(𝑡).
Так как вычисление 𝜃𝑖 на основе 𝜃𝑖(𝑡) может быть рассмотрено как
алгебраическая задача, то ошибки оценивания 𝜃𝑖(𝑡) = 𝜃𝑖−𝜃𝑖(𝑡) так-
же сходятся к нулю и ограниченны экспоненциально затухающими
функциями времени.

Частоты мультисинусоидального сигнала могут быть вычисле-
ны по формуле (2.132). Покажем, что ошибки оценивания частот
𝜔̃𝑖(𝑡) = 𝜔𝑖 − 𝜔̂𝑖(𝑡) для (2.132) экспоненциально сходятся к нулю
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(2.135):

𝜔𝑖(𝑡) =

√︂⃒⃒⃒
𝜃𝑖(𝑡) + 𝜃𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒
−
√︂⃒⃒⃒

𝜃𝑖(𝑡)
⃒⃒⃒
≤
√︂⃒⃒⃒

𝜃𝑖(𝑡)
⃒⃒⃒
, (2.161)

𝜔̃𝑖(𝑡) =
√︀
|𝜃𝑖| −

√︂⃒⃒⃒
𝜃𝑖 − 𝜃𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒
≥ −

√︂⃒⃒⃒
𝜃𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒
, (2.162)

|𝜔̃𝑖(𝑡)| ≤
√︂⃒⃒⃒

𝜃𝑖(𝑡)
⃒⃒⃒
≤ 𝜌1𝑒

−𝛽1𝑡, (2.163)

где 𝜌1 и 𝛽1 зависят от 𝜌2 и 𝛽2.

2.2.2 Оценивание частот мультисинусоидального
сигнала на основе метода каскадной редук-
ции

Ниже описывается другой способ оценивания частот мультиси-
нусоидального сигнала [48] с использованием метода каскадной ре-
дукции [88].

Рассмотрим сигнал, представленный в виде суммы двух гармо-
ник:

𝑦(𝑡) = 𝛾1 sin(𝜔1𝑡+ 𝜑1) + 𝛾2 sin(𝜔2𝑡+ 𝜑2), (2.164)

где 𝛾1, 𝜔1, 𝜑1, 𝛾2, 𝜔2, 𝜑2 — неизвестные постоянные параметры.
Как известно, для генерации мультисинусоидального сигнала

можно использовать систему, описываемую следующим дифферен-
циальным уравнением:

𝑑4𝑦(𝑡)

𝑑𝑡4
= 𝜃1

𝑑2𝑦(𝑡)

𝑑𝑡2
+ 𝜃2𝑦(𝑡), (2.165)

где 𝜃1 = −𝜔2
1 − 𝜔2

2 , 𝜃2 = −𝜔2
1𝜔

2
2 , используя обозначения, введенные

в формуле (2.127).
Таким образом, задачу оценивания параметров исходного сиг-

нала можно свести к задаче идентификации параметров 𝜃1 и 𝜃2
системы (2.165). На основе получаемых оценок ˆ̄𝜃1 и ˆ̄𝜃2 нетрудно
получить оценки частот двух гармоник исходного сигнала 𝜔̂1 и 𝜔̂2,
решив квадратное уравнение.
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Как и ранее в (2.15), введем в рассмотрение линейный фильтр:

𝜉(𝑠) = 𝐹 (𝑠)𝑦(𝑠), (2.166)

где 𝐹 (𝑠) — передаточная функция фильтра с гурвицевым знамена-
телем, такая что 𝐹 (0) = 1. При реализации фильтра в управляемой
форме становятся доступны для измерения производные выходного
сигнала 𝜉(𝑡) = ℒ−1 {𝜉(𝑠)}. Их количество равно степени полинома
знаменателя 𝑛2. В нашем случае, она должна быть не меньше че-
тырех.

Введем обозначения согласно (2.126):

𝜉(𝑡) = ℒ−1 {𝐹 (𝑠)𝑦(𝑠)} , (2.167)

𝜉(2)(𝑡) = ℒ−1
{︀
𝑠2𝐹 (𝑠)𝑦(𝑠)

}︀
, (2.168)

𝜉(4)(𝑡) = ℒ−1
{︀
𝑠4𝐹 (𝑠)𝑦(𝑠)

}︀
. (2.169)

Применим преобразования (2.165), (2.167) к модели (2.164):

𝜉(4)(𝑡) = 𝜃1𝜉
(2)(𝑡) + 𝜃2𝜉(𝑡) + 𝜀(𝑡) =

= Ω𝑇 (𝑡)Θ̄ + 𝜀(𝑡), (2.170)

где Θ̄𝑇 =
[︀
𝜃1 𝜃2

]︀
, Ω𝑇 (𝑡) =

[︀
𝜉(2)(𝑡) 𝜉(𝑡)

]︀
и 𝜀(𝑡) — экспоненциально

затухающее слагаемое, соответствующее собственному движению
системы.

При использовании алгоритма оценивания (2.132)–(2.134) мож-
но достигать увеличения быстродействия параметрической сходи-
мости до некоторого предела [81]. Для мультисинусоидального сиг-
нала с несколькими гармониками увеличение коэффициентов 𝑘 > 0
менее эффективно, чем для скалярного случая. Для решение этой
проблемы может быть использована гибридная схемы настройки
параметров, базирующаяся на методе каскадной редукции [88].

Преобразуем (2.170), пренебрегая 𝜀(𝑡), следуя данному методу.
Для этого последовательно умножим (2.170) на 𝜉(2)(𝑡) и проинте-
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грируем полученное уравнение:

𝜉(4)(𝑡)𝜉2(𝑡) = 𝜃1

(︁
𝜉(2)(𝑡)

)︁2
+ 𝜃2𝜉(𝑡)𝜉

2(𝑡), (2.171)

𝑡w

0

𝜉(4)(𝜏)𝜉2(𝜏)𝑑𝜏 =

𝑡w

0

𝜃1

(︁
𝜉(2)(𝜏)

)︁2
𝑑𝜏 +

𝑡w

0

𝜃2𝜉(𝜏)𝜉2(𝜏)𝑑𝜏. (2.172)

Введем обозначения для интегралов, входящих в соотношение
(2.172):

𝜁1(𝑡) =

𝑡w

0

𝜉(4)(𝜏)𝜉2(𝜏)𝑑𝜏, (2.173)

𝜁2(𝑡) =

𝑡w

0

(︁
𝜉(2)(𝜏)

)︁2
𝑑𝜏, (2.174)

𝜁3(𝑡) =

𝑡w

0

𝜉(𝜏)𝜉2(𝜏)𝑑𝜏. (2.175)

С учетом введенной замены, выражение (2.172) примет вид:

𝜁1(𝑡) = 𝜃1𝜁2(𝑡) + 𝜃2𝜁3(𝑡). (2.176)

Поделим последнее соотношение на 𝜁2(𝑡) и затем продифферен-
цируем по 𝑡, тогда получим:

𝜁1(𝑡)𝜁−1
2 (𝑡) − 𝜁1(𝑡)𝜁2(𝑡)𝜁−2

2 (𝑡) =

= 𝜃2

(︁
𝜁3(𝑡)𝜁−1

2 (𝑡) − 𝜁3(𝑡)𝜁2(𝑡)𝜁−2
2 (𝑡)

)︁
, (2.177)

или

𝜁1(𝑡)𝜁2(𝑡) − 𝜁1(𝑡)𝜁2(𝑡) = 𝜃2

(︁
𝜁3(𝑡)𝜁2(𝑡) − 𝜁3(𝑡)𝜁2(𝑡)

)︁
. (2.178)

Введем следующие обозначения:

𝑧21(𝑡) = 𝜁1(𝑡)𝜁2(𝑡) − 𝜁1(𝑡)𝜁2(𝑡), (2.179)

𝑧22(𝑡) = 𝜁3(𝑡)𝜁2(𝑡) − 𝜁3(𝑡)𝜁2(𝑡). (2.180)
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Тогда уравнение (2.178) примет вид:

𝑧21(𝑡) = 𝜃2𝑧22(𝑡). (2.181)

Из (2.181) получим алгоритм идентификации параметра 𝜃2:

˙̄̂
𝜃2(𝑡) = −𝑘2𝑧222(𝑡)ˆ̄𝜃2(𝑡) + 𝑘2𝑧22(𝑡)𝑧21(𝑡), (2.182)

где 𝑘2 > 0 — некоторый параметр, увеличение которого позволяет
повысить скорость сходимости ˆ̄𝜃2(𝑡) к 𝜃2.

Подставляя полученную оценку ˆ̄𝜃2(𝑡) вместо 𝜃2 в выражение
(2.170) и пренебрегая экспоненциально затухающим слагаемым
𝜀(𝑡), для идентификации параметра 𝜃1 получим алгоритм вида:

˙̄̂
𝜃1(𝑡) = −𝑘1

(︁
𝜉(2)(𝑡)

)︁2
ˆ̄𝜃1(𝑡) + 𝑘1𝜉

(2)(𝑡)𝑧11(𝑡), (2.183)

где 𝑘1 > 0 — некоторый параметр, увеличение которого, как и в
предыдущем случае, позволяет повысить скорость сходимости ˆ̄𝜃1(𝑡)
к 𝜃1:

𝑧11(𝑡) = 𝜉(4)(𝑡) − ˆ̄𝜃2𝜉(𝑡). (2.184)

Таким образом, получаем гибридную схему идентификации па-
раметров 𝜃1 = −𝜔2

1 − 𝜔2
2 и 𝜃2 = −𝜔2

1𝜔
2
2 . На основе ˆ̄𝜃1(𝑡) и ˆ̄𝜃2(𝑡)

нетрудно получить оценки частот двух гармоник исходного сигнала
𝜔̂1(𝑡) и 𝜔̂2(𝑡), решив квадратное уравнение. Для ускорения процесса
параметрической сходимости оценок неизвестных частот мультиси-
нусоидального сигнала (2.164) необходимо увеличивать коэффици-
енты 𝑘1 и 𝑘2.

Сформулируем полученный результат в виде утверждения.

У тв е рж д е н и е 2 Для сигнала (2.164) схема оценивания:

𝜔̂𝑖 =

√︂⃒⃒⃒
𝜃𝑖

⃒⃒⃒
, (2.185)

˙̄̂
𝜃1(𝑡) = −𝑘1

(︁
𝜉(2)(𝑡)

)︁2
ˆ̄𝜃1(𝑡) + 𝑘1𝜉

(2)(𝑡)𝑧11(𝑡), (2.186)
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˙̄̂
𝜃2(𝑡) = −𝑘2𝑧222(𝑡)ˆ̄𝜃2(𝑡) + 𝑘2𝑧22(𝑡)𝑧21(𝑡), (2.187)

обеспечивает экспоненциальную сходимость к нулю ошибок оце-
нивания:

|𝜔𝑖 − 𝜔̂𝑖(𝑡)| ≤ 𝜌1𝑒
−𝛽1𝑡, 𝜌1, 𝛽1 > 0, ∀𝑡 ≥ 0,

где 𝑘𝑖 > 0, 𝜃𝑖 = arg{𝑞2𝑙 + ˆ̄𝜃1𝑞
2𝑙−1 +· · · + ˆ̄𝜃𝑙 = 0}, 𝑖 = 1,2; 𝜉(2)(𝑡) опре-

делена в (2.168); 𝑧11(𝑡), 𝑧21(𝑡) и 𝑧22(𝑡) определены в (2.184), (2.179)
и (2.180) соответственно.

Алгоритм оценивания частот (2.187)–(2.187) на базе метода кас-
кадной редукции работает быстрее и точнее при одинаковых насто-
ечных коэффициентах 𝑘1 и 𝑘2, чем описанная выше схема оценива-
ния частот мультигармонического сигнала (2.133)–(2.134).

Отметим, что метод каскадной редукции также может быть при-
менен в задаче оценивания параметров зашумленного гармониче-
ского сигнала (2.28) для улучшения параметрической сходимости
алгоритма [46].

Обобщенную версию указанного подхода, которую можно ис-
пользовать для сигнала с произвольным количеством гармоник,
можно найти в [89].

2.2.3 Алгоритм идентификации смещения, ам-
плитуд и фаз гармоник

В этом разделе рассмотрим алгоритм оценивания общего сме-
щения, амплитуд и фаз всех гармоник мультисинусоидатьного сиг-
нала [82] на основе полученной оценки частот 𝜔̂𝑖(𝑡). Сигнал (2.117)
является суммой постоянного смещения 𝜎 и синусоидальных функ-
ций 𝑦𝑖(𝑡) = 𝛾𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝑖).

Учитывая, что сигнал 𝑦(𝑡) поступает на устойчивый линейный
фильтр (2.166), то выходная переменная фильтра будет представ-
лять собой сумму постоянной составляющей, синусоидальных гар-
моник с теми же частотами 𝜔𝑖 и экспоненциально затухающей
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функции времени, описывающей переходный процесс:

𝜉(𝑠) = 𝐹 (𝑠)𝜎 +

𝑙∑︁
𝑖=1

𝐹 (𝑠)𝑦𝑖(𝑠),

𝜉(𝑡) = 𝜉0(𝑡) +

𝑙∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖(𝑡) + 𝜀𝜉(𝑡), (2.188)

где 𝐹 (𝑠) — передаточная функция фильтра (2.166), 𝜉(𝑠) = ℒ{𝜉(𝑡)},
𝑦𝑖(𝑠) = ℒ{𝑦𝑖(𝑡)}, ℒ{·} — оператор Лапласа, 𝜉0(𝑡), 𝜉𝑖(𝑦) и 𝜀𝜉(𝑡) —
постоянная, синусоидальные и экспоненциальная составляющие со-
ответственно, 𝑖 = 1,𝑙.

Для постоянной и синусоидальных членов нетрудно получить
следующие соотношения:

𝜉0(𝑡) = 𝜎, (2.189)

𝜉𝑖(𝑡) = 𝐿𝜉𝑖𝑦𝑖

(︂
𝑡+

𝜙𝜉𝑖
𝜔𝑖

)︂
, (2.190)

где |𝐹 (𝑗𝑐𝜔)|𝜔=0 = 1 — положительный передаточный коэффи-
циент для постоянного входного сигнала, 𝐿𝜉𝑖 = |𝐹 (𝑗𝑐𝜔)|𝜔=𝜔𝑖

и
𝜙𝜉𝑖 = arg 𝐹 (𝑗𝑐𝜔)|𝜔=𝜔𝑖

— положительный передаточный коэффи-
циент и фазовый сдвиг для синусоидального входного сигнала с
частотой 𝜔𝑖, действующего на фильтр (2.166), 𝑗𝑐 =

√
−1 — мнимая

единица.
Пренебрегая экспоненциально затухающей составляющей 𝜀𝜉(𝑡)

и дифференцируя (2.188) 2𝑙 раз, получим две системы из 𝑙 линей-
ных уравнений:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜉(1)(𝑡) = 𝜉1(𝑡) + 𝜉2(𝑡) +· · · + 𝜉𝑙(𝑡),

𝜉(3)(𝑡) = 𝜃1𝜉1(𝑡) + 𝜃2𝜉2(𝑡) +· · · + 𝜃𝑙𝜉𝑙(𝑡),
...
𝜉(2𝑙−1)(𝑡) = 𝜃𝑙−1

1 𝜉1(𝑡) + 𝜃𝑙−1
2 𝜉2(𝑡) +· · · + 𝜃𝑙−1

𝑙 𝜉𝑙(𝑡),
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⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜉(2)(𝑡) = 𝜃1𝜉1(𝑡) + 𝜃2𝜉2(𝑡) +· · · + 𝜃𝑙𝜉𝑙(𝑡),
𝜉(4)(𝑡) = 𝜃21𝜉1(𝑡) + 𝜃22𝜉2(𝑡) +· · · + 𝜃2𝑙 𝜉𝑙(𝑡),
...
𝜉(2𝑙)(𝑡) = 𝜃𝑙1𝜉1(𝑡) + 𝜃𝑙2𝜉2(𝑡) +· · · + 𝜃𝑙𝑙𝜉𝑙(𝑡),

или два матричных уравнения:⎡⎢⎢⎢⎣
𝜉(1)(𝑡)
𝜉(3)(𝑡)
...
𝜉(2𝑙−1)(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 1 · · · 1
𝜃1 𝜃2 · · · 𝜃𝑙
...

...
. . .

...
𝜃𝑙−1
1 𝜃𝑙−1

2 · · · 𝜃𝑙−1
𝑙

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
𝜉1(𝑡)

𝜉2(𝑡)
...
𝜉𝑙(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ ,
⎡⎢⎢⎢⎣
𝜉(2)(𝑡)
𝜉(4)(𝑡)
...
𝜉(2𝑙)(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜃1 𝜃2 · · · 𝜃𝑙
𝜃21 𝜃22 · · · 𝜃2𝑙
...

...
. . .

...
𝜃𝑙1 𝜃𝑙2 · · · 𝜃𝑙𝑙

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
𝜉1(𝑡)
𝜉2(𝑡)
...
𝜉𝑙(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ .
Откуда имеем:⎡⎢⎢⎢⎣

𝜉1(𝑡)
𝜉2(𝑡)
...
𝜉𝑙(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜃1 𝜃2 · · · 𝜃𝑙
𝜃21 𝜃22 · · · 𝜃2𝑙
...

...
. . .

...
𝜃𝑙1 𝜃𝑙2 · · · 𝜃𝑙𝑙

⎤⎥⎥⎥⎦
−1 ⎡⎢⎢⎢⎣

𝜉(2)(𝑡)
𝜉(4)(𝑡)
...
𝜉(2𝑙)(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ , (2.191)

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜉1(𝑡)

𝜉2(𝑡)
...
𝜉𝑙(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 1 · · · 1
𝜃1 𝜃2 · · · 𝜃𝑙
...

...
. . .

...
𝜃𝑙−1
1 𝜃𝑙−1

2 · · · 𝜃𝑙−1
𝑙

⎤⎥⎥⎥⎦
−1 ⎡⎢⎢⎢⎣

𝜉(1)(𝑡)
𝜉(3)(𝑡)
...
𝜉(2𝑙−1)(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ . (2.192)

З ам е ч а н и е 2 Обратные матрицы в (2.191) и (2.192) суще-
ствуют, так как в силу постановки задачи измеряемый сигнал
𝑦(𝑡) имеет 𝑙 гармоник различной частоты.
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Реализуемый алгоритм оценки переменных 𝜉𝑖(𝑡) и 𝜉𝑖(𝑡) примет
следующий вид:⎡⎢⎢⎢⎣

𝜉1(𝑡)

𝜉2(𝑡)
...
𝜉𝑙(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜃1 𝜃2 · · · 𝜃𝑙
𝜃21 𝜃22 · · · 𝜃2𝑙
...

...
. . .

...
𝜃𝑙1 𝜃𝑙2 · · · 𝜃𝑙𝑙

⎤⎥⎥⎥⎦
−1 ⎡⎢⎢⎢⎣

𝜉(2)(𝑡)
𝜉(4)(𝑡)
...
𝜉(2𝑙)(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ , (2.193)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ˆ̇
𝜉1(𝑡)
ˆ̇
𝜉2(𝑡)
...
ˆ̇
𝜉𝑙(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 1 · · · 1

𝜃1 𝜃2 · · · 𝜃𝑙
...

...
. . .

...
𝜃𝑙−1
1 𝜃𝑙−1

2 · · · 𝜃𝑙−1
𝑙

⎤⎥⎥⎥⎦
−1 ⎡⎢⎢⎢⎣

𝜉(1)(𝑡)
𝜉(3)(𝑡)
...
𝜉(2𝑙−1)(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ . (2.194)

З ам е ч а н и е 3 При вычислении обратных матриц для

Φ̂1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜃1 𝜃2 · · · 𝜃𝑙
𝜃21 𝜃22 · · · 𝜃2𝑙
...

...
. . .

...
𝜃𝑙1 𝜃𝑙2 · · · 𝜃𝑙𝑙

⎤⎥⎥⎥⎦ , Φ̂2 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 1 · · · 1

𝜃1 𝜃2 · · · 𝜃𝑙
...

...
. . .

...
𝜃𝑙−1
1 𝜃𝑙−1

2 · · · 𝜃𝑙−1
𝑙

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.195)

возможно потенциальное деление на ноль, так как в знаменателе
явно присутствует определитель соответствующих матриц. В
силу допущений 2.2.2 и 2.2.3 определено, что минимальная часто-
та и расстояние между соседними частотами отделены от ну-
ля соответствующими константами. В установившемся режи-
ме, когда переменные 𝜃𝑖 асимптотически стремятся к истинным
значениям 𝜃𝑖, определители матриц det{Φ1} и det{Φ2} отличны
от нуля, а модули этих величин больше чем некоторые констан-
ты 𝐶1(𝜔0, 𝛿0) и 𝐶2(𝜔0, 𝛿0). Следовательно, для расчета обратных
матриц Φ̂−1

1 и Φ̂−1
2 вместо деления на определитель соответству-

ющей матрицы целесообразно использовать следующие перемен-
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ные:

∆1 =

⎧⎪⎨⎪⎩
det{Φ1}, при |det{Φ1}| ≥ 𝐶1,

𝐶1, при 0 ≤ det {Φ1} < 𝐶1,

−𝐶1, при − 𝐶1 < det {Φ1} < 0,

(2.196)

∆2 =

⎧⎪⎨⎪⎩
det{Φ2}, при |det{Φ2}| ≥ 𝐶2,

𝐶2, при 0 ≤ det {Φ2} < 𝐶2,

−𝐶2, при − 𝐶2 < det {Φ2} < 0,

(2.197)

что исключает деление на ноль и гарантирует асимптотическую
сходимость (2.193) и (2.194) к (2.191) и (2.192) соответственно.

Далее представим алгоритм оценки общего смещения, ампли-
туд и начальных фаз всех гармоник мультисинусоидального сигна-
ла 𝑦(𝑡), описанный в [82], для которого с использованием теоремы
1 докажем экспоненциальную сходимость к нулю ошибок оценива-
ния.

Наблюдатель общего смещения получим на основе (2.188) и
(2.189):

𝜎̂ = 𝜉0(𝑡) = 𝜉(𝑡) −
𝑙∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖(𝑡). (2.198)

Заметим, что в силу (2.189) переменная 𝜉0(𝑡) является оценкой сме-
щения 𝜎.

Так как выполнено соотношение (2.135), то из (2.191)–(2.226)
имеем:

lim𝑡→∞

⃒⃒⃒
𝜉0(𝑡) − 𝜉0(𝑡)

⃒⃒⃒
= 0,

lim𝑡→∞

⃒⃒⃒
𝜉𝑖(𝑡) − 𝜉𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒
= 0,

lim𝑡→∞

⃒⃒⃒
𝜉𝑖(𝑡) − ˆ̇

𝜉𝑖(𝑡)
⃒⃒⃒

= 0,

причем невязки наблюдения за гармониками сигнала стремятся к
нулю экспоненциально в силу результата теоремы 1.
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Располагая оценками компонент выходной переменной фильтра
(2.166) 𝜉𝑖(𝑡) и их производными 𝜉𝑖(𝑡), можно оценить параметры
сигнала (2.117): амплитуды 𝛾𝑖 и фазы 𝜑𝑖 сигнала 𝑦(𝑡).

Т е о р ем а 2 Алгоритм оценивания амплитуд 𝛾𝑖 и фаз 𝜑𝑖:

𝛾𝑖(𝑡) =
𝛾𝜉𝑖(𝑡)

𝐿̂𝜉𝑖(𝑡)
, 𝜑𝑖(𝑡) =

(︁
−𝜙𝜉𝑖(𝑡) + 𝜑𝜉𝑖(𝑡)

)︁
mod 2𝜋, (2.199)

𝛾𝜉𝑖(𝑡) =

⎯⎸⎸⎷
𝜉2𝑖 (𝑡) +

(︃
ˆ̇
𝜉𝑖(𝑡)

𝜔̂𝑖(𝑡)

)︃2

, (2.200)

𝜑𝜉𝑖(𝑡) =

(︃
sign

(︁
𝜉𝑖(𝑡)

)︁
arccos

(︃
ˆ̇
𝜉𝑖(𝑡)

𝛾𝜉𝑖(𝑡)𝜔̂𝑖(𝑡)

)︃
−𝜔̂𝑖(𝑡)𝑡

)︃
mod 2𝜋, (2.201)

𝐿̂𝜉𝑖(𝑡) = |𝐹 (𝑗𝑐𝜔)|𝜔=𝜔̂𝑖
, 𝜙𝜉𝑖(𝑡) = arg 𝐹 (𝑗𝑐𝜔)|𝜔=𝜔̂𝑖

, (2.202)

обеспечивает ограниченность и экспоненциальную сходимость к
нулю ошибок 𝛾𝑖(𝑡) = 𝛾𝑖−𝛾𝑖(𝑡) и 𝜑𝑖(𝑡) = 𝜑𝑖−𝜑𝑖(𝑡). Переменные 𝛾𝜉𝑖(𝑡)
и 𝜑𝜉𝑖(𝑡) являются оценками 𝛾𝜉𝑖 и 𝜑𝜉𝑖 в (2.203) соответственно, а
𝐿̂𝜉𝑖(𝑡) и 𝜙𝜉𝑖(𝑡) являются оценками 𝐿𝜉𝑖 и 𝜙𝜉𝑖 соответственно.

Д ок а з а т е л ь с т в о. Для входного сигнала (2.117) выходная
переменная фильтра (2.166) принимает следующий вид:

𝜉(𝑡) = 𝜎 +

𝑙∑︁
𝑖=1

𝛾𝜉𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝜉𝑖) + 𝜀𝜉(𝑡), (2.203)

где 𝜎 — смещение, 𝜔𝑖 — частота 𝑖-ой гармоники, 𝛾𝜉𝑖 — амплиту-
да 𝑖-ой гармоники, 𝜑𝜉𝑖 — фазовый сдвиг 𝑖-ой гармоники и 𝜀𝜉(𝑡) —
экспоненциально затухающая функция с экспоненциально затуха-
ющими производными.

Из (2.190) следует, что

𝜉𝑖(𝑡) = 𝐿𝜉𝑖𝛾𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝑖 + 𝜙𝜉𝑖).

Откуда имеем соотношения:

𝛾𝜉𝑖 = 𝐿𝜉𝑖𝛾𝑖, 𝜑𝜉𝑖 = 𝜑𝑖 + 𝜙𝜉𝑖. (2.204)
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Для определения 𝛾𝑖 и 𝜑𝑖 предварительно найдем выражения для
𝛾𝜉𝑖, 𝜑𝜉𝑖, 𝐿𝜉𝑖 и 𝜙𝜉𝑖.

Дифференцируя 𝜉𝑖(𝑡), имеем

𝜉𝑖(𝑡) = 𝛾𝜉𝑖𝜔𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝜉𝑖).

Легко показать, что⎯⎸⎸⎷𝜉2𝑖 (𝑡) +

(︃
𝜉𝑖(𝑡)

𝜔𝑖

)︃2

= 𝛾𝜉𝑖(𝑡). (2.205)

Вычислим значение корня:⎯⎸⎸⎷𝜉2𝑖 (𝑡) +

(︃
𝜉𝑖(𝑡)

𝜔𝑖

)︃2

=
√︁
𝛾2𝜉𝑖 sin2(𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝜉𝑖) + 𝛾2𝜉𝑖 cos2(𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝜉𝑖) =

= 𝛾𝜉𝑖,

где использовано основное тригонометрическое тождество:

sin2(𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝜉𝑖) + cos2(𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝜉𝑖) = 1.

Далее определим значение фазы 𝜑𝜉𝑖, выразив эту переменную
из системы уравнений:{︂

𝜉𝑖(𝑡) = 𝛾𝜉𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝜉𝑖),

𝜉𝑖(𝑡) = 𝛾𝜉𝑖𝜔𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝜉𝑖).
(2.206)

Значение функций arcsin(·) и arccos(·) изменяются в диапазоне
[0;𝜋], в то время как реальное значение фазовой переменной функ-
ции sin(·) или cos(·) может меняться в пределах 2𝜋. Будем рас-
сматривать фазовую переменную (𝜔𝑖𝑡+𝜑𝜉𝑖) по модулю 2𝜋 и искать
решение на полуинтервале (−𝜋;𝜋]. Если функция sin(·) отрицатель-
на, значит фазовую переменную следует определять на интервале
(−𝜋; 0), иначе на отрезке [0;𝜋]. Из системы (2.206), с учетом преды-
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дущих рассуждений, имеем

𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝜉𝑖 = sign (𝜉𝑖(𝑡)) arccos

(︃
𝜉𝑖(𝑡)

𝛾𝜉𝑖 𝜔𝑖

)︃
. (2.207)

Так как значение времени 𝑡 растет неограниченно, то при опре-
делении 𝜑𝜉𝑖 на основе (2.207) следует пользоваться функцией деле-
ния по модулю:

𝜑𝜉𝑖 =

(︃
sign (𝜉𝑖(𝑡)) arccos

(︃
𝜉𝑖(𝑡)

𝛾𝜉𝑖 𝜔𝑖

)︃
− 𝜔𝑖𝑡

)︃
mod 2𝜋. (2.208)

Для определения 𝛾𝜉𝑖 и 𝜑𝜉𝑖 мы использовали недоступные для
измерения переменные. Однако у нас построены все необходимые
наблюдатели, обеспечивающие экспоненциальную сходимость оце-
нок к истинным значениям. Вместо 𝜔𝑖, 𝜉𝑖(𝑡), 𝜉𝑖(𝑡) и 𝛾𝜉𝑖 подставим в

(2.205) и (2.208) значения оценок 𝜔̂𝑖(𝑡), 𝜉𝑖(𝑡),
ˆ̇
𝜉𝑖(𝑡) и 𝛾𝜉𝑖(𝑡) соответ-

ственно и получим соотношения (2.200) и (2.201).

З ам е ч а н и е 4 Поскольку в (2.201) есть явное деление на
нестационарный параметр 𝛾𝜉𝑖, то целесообразно сделать процеду-
ру ограничения этого параметра снизу, аналогичную (2.132), что-
бы он не был меньше некоторого заранее условленного числа 𝛾0, со-
ответствующего минимально допустимому значению амплитуд
всех гармоник 𝛾𝑖 ≥ 𝛾0, ∀𝑖 = 1,..,𝑙:

𝛾𝑖 =

{︃
𝛾𝑖(𝜔̂𝑖, 𝜉𝑖,

ˆ̇
𝜉𝑖), для 𝛾𝑖 ≥ 𝛾0,

𝛾0, иначе.
(2.209)

Рассматривая ошибки оценивания для (2.200) и (2.201), нетруд-
но убедиться в том, что ошибки 𝛾𝜉𝑖(𝑡) = 𝛾𝜉𝑖 − 𝛾𝜉𝑖(𝑡) и 𝜑𝜉𝑖(𝑡) =

𝜑𝜉𝑖 − 𝜑𝜉𝑖(𝑡) ограничены и экспоненциально стремятся к нулю.
В силу того, что оценка частоты 𝜔̂(𝑡) экспоненциально стре-

мится к значению 𝜔, то ошибки оценивания 𝐿̃𝜉(𝑡) = 𝐿𝜉 − 𝐿̂𝜉(𝑡)
и 𝜙𝜉(𝑡) = 𝜙𝜉 − 𝜙𝜉(𝑡) ограничены и экспоненциально стремятся к
нулю. В этом легко убедиться, рассмотрев разности между истин-
ными значениями переменных 𝐿𝜉, 𝜙𝜉 и их оценками. На основе
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соотношений (2.204) и алгоритмов оценки (2.200)–(2.202) получим
(2.199).

Анализ ограниченности и экспоненциальной сходимости к ну-
лю ошибок оценивания амплитуд, фаз и смещения сводится к рас-
смотрению разности оценок и их истинных значений. Такой анализ
хотя и весьма громоздкий, но представляет собой тривиальные ал-
гебраические и тригонометрические преобразования, аналогичные
(2.161)–(2.163). На этом доказательство теоремы 2 заканчивается.

2.2.4 Интегральное оценивание параметров сме-
щенного мультисинусоидального сигнала

Рассмотрим задачу построения интегральной схемы оценивания
параметров смещенного мультисинусоидального сигнала (2.118)
[53,90]:

𝑦(𝑡) = 𝜎 +

𝑙∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡) + 𝜈𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡). (2.210)

Требуется синтезировать схему получения оценок 𝜎̂, 𝜇̂𝑖 и 𝜈𝑖, со-
ответствующих смещению 𝜎 и амплитудам 𝜇𝑖, 𝜈𝑖 гармоник сигнала
(2.210).

Представим компоненты сигнала (2.188) в следующем виде:

𝜉0(𝑡) = 𝑀0𝜎, (2.211)
𝜉𝑖(𝑡) = 𝑀𝑖𝜇𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝑖) +𝑀𝑖𝜈𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝑖) =

=
[︀
𝜇𝑖 𝜈𝑖

]︀ [︂ 𝑀𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝑖)
𝑀𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝑖)

]︂
=
[︀
𝜇𝑖 𝜈𝑖

]︀
𝜍𝑖(𝑡), (2.212)

где 𝑀0 — передаточный коэффициент для постоянного сигнала, 𝑀𝑖

и 𝜑𝑖 — передаточный коэффициент и сдвиг фазы для гармониче-
ского сигнала с частотой 𝜔𝑖

𝑀0 = |𝐹 (𝑗𝑐𝜔)|𝜔=0 = 1, (2.213)
𝑀𝑖 = |𝐹 (𝑗𝑐𝜔)|𝜔=𝜔𝑖

, (2.214)

𝜙𝑖 = arg𝐹 (𝑗𝑐𝜔)|𝜔=𝜔𝑖 . (2.215)
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Смещение, как и выше в (2.226), найдем как

𝜎̂ = 𝜉0(𝑡). (2.216)

Для оценивания амплитуд 𝜇𝑖 и 𝜈𝑖 рассмотрим соотношение
(2.212), которое представляет собой регрессионную модель, где 𝜉𝑖(𝑡)
измеряемая функция, 𝜇𝑖 и 𝜈𝑖 компоненты вектора неизвестных па-
раметров, 𝜍𝑖(𝑡) — регрессор.

Регрессор 𝜍𝑖(𝑡) не измеряется, но его оценка может быть вычис-
лена на основе оценок передаточного коэффициента 𝑀𝑖 и сдвига
фазы 𝜑𝑖 по соотношениям (2.214)-(2.215) при подстановке 𝜔̂𝑖(𝑡). С
другой стороны, эти расчеты в реальном времени могут быть слож-
ны при реализации алгоритма на практике.

Предложим способ оценки регрессора 𝜍𝑖(𝑡), не требующий рас-
чета 𝑀𝑖 и 𝜑𝑖, для этого введем в рассмотрение специальный сигнал:

∆(𝑡) =

𝑙∑︁
𝑖=0

sin(𝜔𝑖𝑡) (2.217)

и фильтр c передаточной функцией, как и у фильтра (2.166), 𝐹 (𝑠):

𝜗(𝑠) = 𝐹 (𝑠)∆(𝑠), (2.218)

где 𝜗(𝑠) = ℒ{𝜗(𝑡)}, ∆(𝑠) = ℒ{∆(𝑡)}, 𝑠 — переменная Лапласа.

З ам е ч а н и е 5 Передаточная функция 𝐹 (𝑠) имеет относи-
тельную степень не менее, чем 2𝑙, поэтому с помощью фильтра
(2.218) можно получить производные 𝜗(𝑡) вплоть до 𝜗(2𝑙)(𝑡).

Заметим, что в силу линейности фильтра, сигнал 𝜗(𝑡) предста-
вим в виде суммы синусоид с теми же частотами 𝜔𝑖, что и входной
сигнал ∆(𝑡), и экспоненциально затухающим слагаемым 𝜀𝜗(𝑡):

𝜗(𝑡) =

𝑙∑︁
𝑖=1

𝜗𝑖(𝑡) + 𝜀𝜗(𝑡). (2.219)
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Производя аналогичные расчеты, что и в (2.211), (2.212), полу-
чим, что сигналы 𝜗𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,𝑙 выражаются в виде

𝜗𝑖(𝑡) = 𝑀𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝑖), (2.220)

а производные 𝜗𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,𝑙 соответственно равны

𝜗̇𝑖(𝑡) = 𝜔𝑖𝑀𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡+ 𝜑𝑖). (2.221)

Используя алгоритм выделения гармоник (2.191)-(2.192), пока-
жем построение наблюдателя для всех компонент регрессора 𝜍𝑖:⎡⎢⎢⎢⎣

𝜗1(𝑡)

𝜗2(𝑡)
...
𝜗𝑙(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜃1 · · · 𝜃𝑙
𝜃21 · · · 𝜃2𝑙
...

. . .
...

𝜃𝑙1 · · · 𝜃𝑙𝑙

⎤⎥⎥⎥⎦
−1 ⎡⎢⎢⎢⎣

𝜗(2)(𝑡)
𝜗(4)(𝑡)
...
𝜗(2𝑙)(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ , (2.222)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ˆ̇
𝜗1(𝑡)
ˆ̇
𝜗2(𝑡)
...
ˆ̇
𝜗𝑙(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 · · · 1

𝜃1 · · · 𝜃𝑙
...

. . .
...

𝜃𝑙−1
1 · · · 𝜃𝑙−1

𝑙

⎤⎥⎥⎥⎦
−1 ⎡⎢⎢⎢⎣

𝜗(1)(𝑡)
𝜗(3)(𝑡)
...
𝜗(2𝑙−1)(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ , (2.223)

где ˆ̇
𝜗1(𝑡),

ˆ̇
𝜗2(𝑡), . . . ,

ˆ̇
𝜗𝑙(𝑡) — оценки производных сигналов

𝜗1(𝑡), 𝜗2(𝑡), . . . , 𝜗𝑙(𝑡).

З ам е ч а н и е 6 Обратные матрицы в выражениях (2.222) и
(2.223) существуют, если в мультисинусоидальном сигнале 𝑦(𝑡)
не менее чем 𝑙 гармоник имеют различные друг от друга часто-
ты. Функции 𝜃𝑖 сходятся экспоненциально к 𝜃𝑖, 𝑖 = 1,𝑙, а функции
𝜉0 = 𝜉0 − 𝜉0, 𝜉𝑖 = 𝜉𝑖(𝑡) − 𝜉𝑖(𝑡) и ˜̇

𝜉𝑖(𝑡) = 𝜉𝑖(𝑡) − ˆ̇
𝜉𝑖(𝑡) экспоненциально

сходятся к нулю.

Таким образом, запишем алгоритм вычисления функций регрес-
сора 𝜍𝑖(𝑡):

𝜍𝑇𝑖 (𝑡) =

[︃
𝜗𝑖(𝑡)

ˆ̇
𝜗𝑖(𝑡)

𝜂𝑖(𝑡)

]︃
, (2.224)



60
Наблюдатели мультисинусоидальных

сигналов

где

𝜂𝑖(𝑡) =

{︂
𝜔̂𝑖(𝑡), если 𝜔̂𝑖 ≥ 𝜔0,
𝜔0, иначе. (2.225)

Найдем выражения для нахождения амплитуд мультисинусо-
идального сигнала 𝜇𝑖 и 𝜈𝑖, используя стандартный градиентный
подход [87], основанный на регрессионной модели (2.212), и сфор-
мулируем результат в виде утверждения.

У тв е рж д е н и е 3 Для сигнала (2.117) алгоритм идентифи-
кации:

𝜎̂ = 𝜉(𝑡) −
𝑙∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖(𝑡), (2.226)

˙̂𝜇𝑖(𝑡) = 𝑘𝜇 𝜗𝑖(𝑡)

(︃
𝜉𝑖(𝑡) − 𝜇̂𝑖(𝑡)𝜗𝑖(𝑡) − 𝜈𝑖(𝑡)

ˆ̇
𝜗𝑖(𝑡)

𝜂𝑖(𝑡)

)︃
, (2.227)

˙̂𝜈𝑖(𝑡) = 𝑘𝜈

ˆ̇
𝜗𝑖(𝑡)

𝜂𝑖(𝑡)

(︃
𝜉𝑖(𝑡) − 𝜇̂𝑖(𝑡)𝜗𝑖(𝑡) − 𝜈𝑖(𝑡)

ˆ̇
𝜗𝑖(𝑡)

𝜂𝑖(𝑡)

)︃
, (2.228)

обеспечивает сходимость к нулю ошибок оценивания:

lim
𝑡→∞

|𝜎 − 𝜎̂(𝑡)| = 0, lim
𝑡→∞

|𝜇𝑖 − 𝜇̂𝑖(𝑡)| = 0, lim
𝑡→∞

|𝜈𝑖 − 𝜈𝑖(𝑡)| = 0,(2.229)

где 𝑘𝜇, 𝑘𝜈 > 0 — параметры закона идентификации,

𝜍𝑇𝑖 (𝑡) =

[︃
𝜗𝑖(𝑡)

ˆ̇
𝜗𝑖(𝑡)

𝜂𝑖(𝑡)

]︃
, 𝜂𝑖(𝑡) =

{︂
𝜔̂𝑖(𝑡), 𝜔̂𝑖 ≥ 𝜔0,
𝜔0, 𝜔̂𝑖 ≤ 𝜔0

(2.230)

𝜗𝑖(𝑡) и 𝜗𝑖(𝑡) определены (2.222)–(2.223).

Анализ экспоненциальной сходимости к нулю ошибок оценива-
ния 𝜇̃𝑖(𝑡) = 𝜇𝑖 − 𝜇̂𝑖(𝑡) и 𝜈𝑖(𝑡) = 𝜈𝑖 − 𝜈𝑖(𝑡) аналогичен рассуждениям,
приведенным в теореме 1.



2.3 Некоторые особенности работы и применения
разработанных алгоритмов 61

2.3 Некоторые особенности работы и примене-
ния разработанных алгоритмов

В этой главе были разобраны проблемы оценивания парамет-
ров смещенных синусоидальных и мультисинусоидальных сигна-
лов. В силу неизмеримости необходимых производных входного
сигнала 𝑦(𝑡), вводился линейный фильтр (2.15), (2.166) с передаточ-
ной функцией 𝐹 (𝑠), имеющей гурвицев знаменатель относительную
степень 2𝑙 и удовлетворяющей условию 𝐹 (0) = 1.

Важным условием выбора передаточной функции фильтра яв-
ляется отсутствие чисто мнимых нулей и полюсов. В первом слу-
чае для гармоник с частотами соответствующими корням числите-
ля передаточный коэффициент будет равен нулю, а значит, если в
возмущении будет гармоника с такой частотой, она не пройдет на
выход фильтра, что сделает невозможным её оценивание. Во вто-
ром случае фильтр сам станет генератором гармонических сигна-
лов с частотами соответствующими корням полинома знаменателя
передаточной функции фильтра.

Минимальная возможная степень фильтра при этом равна 2𝑙. В
этом случае на 2𝑙-я производную сигнала 𝜉(𝑠) будет напрямую по-
ступать входной сигнал фильтра. При наличии шума в канале из-
мерения полезно провести дополнительную фильтрацию, для этого
следует увеличить порядок фильтра.

Так как линейный фильтр влияет на спектр сигнала, имеет
смысл при наличии априорных данных настроить его так, чтобы
полоса пропускания фильтра включала предполагаемые частоты
гармоник возмущающего воздействия. Более того, можно объеди-
нить несколько схем оценивания друг за другом, используя полу-
чаемую оценку частоты на каждом этапе для настройки фильтра
следующей схемы оценивания [91].

Кроме вариантов выбора фильтра упомянутых вы-
ше (2.84) и (2.124), которые являются фильтрами ниж-
них частот, при наличии априорных данных о сигна-
ле возмущения имеет смысл использовать полосовой
фильтр с частотой пропускания настроенной на предполагае-
мые частоты сигнала возмущения. Это позволит отфильтровать
аддитивную составляющую в возмущении и помехи измерения, ко-
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торые негативно сказываются на получаемых оценках параметров
основных гармоник сигнала.

При наличии помех измерения, аддитивной составляющей в сиг-
нале возмущения, получаемые оценки частот гармоник будут схо-
дится в некоторую окрестность истинного значения. Чтобы снизить
влияние ошибки оценивания частоты на другие получаемые оцен-
ки, имеет смысл использовать фильтры с гладкой и монотонной
характеристикой в полосе пропускания. К таким фильтрам отно-
сятся фильтры Баттерворта и Лежандра. В первом случае характе-
ристика более гладкая, во втором обеспечивается более крутой спад
амплитудно-частотной характеристики вне частоты пропускания.

2.4 Выводы по главе

Во второй главе были рассмотрены методы оценивания парамет-
ров смещенных гармонических и мультисинусоидальных сигналов.
В первом разделе был рассмотрен алгоритм оценивания парамет-
ров смещенного гармонического сигнала, не требующий расчета ча-
стотных характеристик его звеньев. Описан способ динамической
настройки параметров схем оценивания частот, который позволя-
ет существенно повысить быстродействие при сохранении точности
оценивания. Во втором разделе приведено доказательство экспо-
ненциальной сходимости к нулю ошибок оценивания частот гармо-
ник смещенного мультисинусоидального сигнала и алгоритм инте-
гральной идентификации амплитуд его гармоник.

Результаты, представленные в настоящей главе, опубликованы
в статьях [45–48,52,53,84,90,92].



Глава 3
Компенсация внешних возмущений

В главе рассматривается задача управления неустойчивыми
объектами с запаздыванием в канале связи, подверженными влия-
нию внешних возмущений.

В качестве возмущающего воздействия рассматривается сме-
щенные гармонические и мультисинусоидальные сигналы. В рам-
ках этой идеализации синтезируются законы управления, гаранти-
рующие сходимость к нулю регулируемых переменных.

Если сигнал возмущения не может быть представлен как на-
бор синусоидальных функций со смещением с достаточной степе-
нью точности, то тогда разницу можно рассматривать как часть
некоторой аддитивной составляющей, которая также может опи-
сывать помехи в канале связи и ошибки измерения. В таком случае
гарантируется сходимость регулируемой переменной в некоторую
окрестность, зависящую от аддитивной составляющей.

Возмущающее воздействие характеризуется параметрической
неопределенностью частот, амплитуд, начальных фаз и смещения.

В пособии описано решение задачи компенсации в классе иден-
тификационных методов адаптивного управления [93]. Результаты
предыдущей главы используются для построения устройства оцен-
ки частот возмущения и предиктора возмущающего воздействия.
Затем синтезируется регулятор, стабилизирующий объект управ-
ления с помощью предиктора для неустойчивых систем [18,19], ос-
нованного на концепции предиктора Смита [15].

В первом разделе будет рассмотрен алгоритм управления для
неустойчивых систем с входным запаздыванием, параметрически
не определенным мультисинусоидальным возмущением, оказываю-
щим влияние на выходную переменную объекта. Проблема возму-
щающих воздействий, присутствующих в канале измерения, может
встречаться в реальных технических системах, например, как ре-
зультат его приложения напрямую к датчикам.
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Во втором разделе описано расширение полученного результа-
та на многоканальную систему специального вида. Так как общий
подход не зависит от количества подсистем, рассматривается си-
стема с двумя выходами и двумя входами. На каждую подсистему
действует свое возмущающее воздействие. Синтезируется алгоритм
стабилизации системы и компенсации внешнего возмущающего воз-
действия на каждом выходе объекта управления.

В третьем разделе рассматривается неустойчивая нелиней-
ная система специального вида, для которой синтезируется закон
управления по состоянию. Особенностью системы является зависи-
мость переменных состояния от запаздывающего выхода системы.

3.1 Присутствие возмущения на входе и на вы-
ходе линейного объекта

3.1.1 Постановка задачи
Рассмотрим задачу компенсации мультисинусоидального возму-

щения, присутствующего на входе и на измеряемом выходе линей-
ной системы, в условиях запаздывания по управлению [53,90]:

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡− ℎ) +𝐵𝛿(𝑡), (3.1)
𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝛼𝛿(𝑡), (3.2)

где 𝑥 ∈ R𝑛 — вектор состояния, 𝑦 ∈ R — выход системы, 𝑢 ∈ R —
сигнал управления, ℎ — известное постоянное запаздывание, 𝐴𝑛×𝑛
— матрица состояния, 𝐵𝑛×1 — матрица входов, 𝐶1×𝑛 — матрица
выхода, 𝛼 — ненулевой параметр.

Для сигнала управления справедливо: 𝑢(𝑡− ℎ) = 0 для 𝑡 < ℎ.
В качестве возмущающего воздействия рассматривается муль-

тисинусоидальный сигнал, состоящий из 𝑙 гармоник, с неизвестны-
ми параметрами:

𝛿(𝑡) = 𝜎 +

𝑙∑︁
𝑖=1

[𝜇𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡) + 𝜈𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡)] , (3.3)
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где 𝜎 — смещение, 𝜇𝑖 и 𝜈𝑖 — соответствующие амплитуды компо-
нент 𝑖-й гармоники, 𝜔𝑖 — частота 𝑖-й гармоники, 𝑖 = 1,𝑙 — номер
гармоники.

Требуется синтезировать закон управления по выходу, обеспе-
чивающий стабилизацию состояний системы:

lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 0 (3.4)

с учетом изложенных ниже допущений.

Д оп у ще н и е 3.1.1 Все параметры системы известны.

Д оп у ще н и е 3.1.2 Тройка матриц (𝐴,𝐵,𝐶) полностью
управляемая и наблюдаемая.

Д оп у ще н и е 3.1.3 Известна нижняя граница 𝜔0 > 0 ча-
стот задающего сигнала 𝜔𝑖 ≥ 𝜔0, 𝑖 = 1,𝑙.

Д оп у ще н и е 3.1.4 Передаточная функция системы (3.1)–
(3.2) по управлению 𝑊 (𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 − 𝐴)−1𝐵 не имеет нулей соот-
ветствующих частотам возмущающего воздействия 𝜔𝑖, где 𝐼 —
единичная матрица.

3.1.2 Выделение сигнала возмущения
Сначала выделим сигнал, содержащий все параметры возмуща-

ющего воздействия, для этого введем в рассмотрение наблюдатель:

˙̂𝑥1(𝑡) = 𝐴𝑥̂1(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡− ℎ) + 𝐿𝑦1(𝑡), (3.5)
𝑦1(𝑡) = 𝐶𝑥̂1(𝑡), (3.6)

где матрица 𝐿 выбирается таким образом, чтобы обеспечить гур-
вицевость матрицы 𝐴− 𝐿𝐶.

Рассмотрим невязку по выходу:

𝑥̃1(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑥̂1(𝑡), (3.7)
˙̃𝑥1(𝑡) = (𝐴− 𝐿𝐶)𝑥̃1(𝑡) +𝐵𝛿(𝑡) − 𝐿𝛼𝛿(𝑡), (3.8)
𝑦1(𝑡) = 𝑦(𝑡) − 𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥̃1(𝑡) + 𝛼𝛿(𝑡). (3.9)
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Применяя преобразование Лапласа к (3.8), получим

𝑥̃1(𝑠) = (𝑠𝐼−(𝐴−𝐿𝐶))−1 [(𝐵−𝐿𝛼)𝛿(𝑠) + 𝑥̃1(0)] , (3.10)

гда 𝑠 — комплексная переменная, 𝑥̃1(𝑠) = ℒ{𝑥̃1(𝑡)} — изображение
Лапласа для функции 𝑥̃1(𝑡).

Из (3.9) и (3.10) мы можем получить изображение Лапласа для
невязки по выходу 𝑦1(𝑡):

𝑦1(𝑠) =
[︀
𝐶(𝑠𝐼 − (𝐴− 𝐿𝐶))−1(𝐵 − 𝐿𝛼) + 𝛼

]︀
𝛿(𝑠)+

+ 𝐶(𝑠𝐼 − (𝐴− 𝐿𝐶))−1𝑥̃1(0). (3.11)

Из (3.3) найдем 𝛿(𝑠) = ℒ{𝛿(𝑡)}:

𝛿(𝑠) = 𝜎
1

𝑠
+

𝑙∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖
𝜔𝑖

𝑠2 + 𝜔2
𝑖

+ 𝜈𝑖
𝑠

𝑠2 + 𝜔2
𝑖

. (3.12)

Так как матрица 𝐴−𝐿𝐶 гурвицева, после применения обратного
преобразования Лапласа к (3.11) получим

𝑦1(𝑡) = 𝜎̄ + 𝜀(𝑡) +

𝑙∑︁
𝑖=1

[𝜇̄𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡) + 𝜈𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡)] , (3.13)

где 𝜎̄, 𝜇̄𝑖, 𝜑𝑖 — некоторые постоянные параметры, 𝜀(𝑡) — экспонен-
циально затухающая составляющая.

Так как 𝜀(𝑡) связана с переходным процессом в устойчивой си-
стеме с гурвицевой матрицей состояния 𝐴−𝐿𝐶, эта функция может
быть представлена как сумма убывающих экспонент умноженных
на константы, полиномы и синусоиды. По этой причине её произ-
водные также экспоненциально затухают.

Как можно видеть из (3.13), невязка по выходу 𝑦1(𝑡) является
смещенным мультисинусоидальным сигналом с теми же частотами,
что и 𝛿(𝑡), с точностью до экспоненциально затухающего члена 𝜀(𝑡).
Этот сигнал будет использован для оценивания частот 𝜔𝑖 и других
параметров возмущающего воздействия.
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3.1.3 Оценивание параметров возмущающего
воздействия

Для оценивания частот гармоник сигнала 𝑦1(𝑡) будет примене-
на схема, описанная в разделе 2.2.1. Без ущерба к полноте доказа-
тельства решения поставленной задачи она может быть заменена
на любой другой алгоритм, работающий в непрерывном времени и
обеспечивающий глобальную экспоненциальную сходимость к нулю
ошибок оценивания частот 𝜔̃𝑖.

Введем в рассмотрение линейный фильтр, аналогичный рас-
смотренным ранее (2.15), (2.123):

𝜉(𝑠) = 𝐹 (𝑠)𝑦1(𝑠), (3.14)

где 𝐹 (𝑠) — дробно-рациональная передаточная функция с гурви-
цевым знаменателем степени не меньше 2𝑙, такая что 𝐹 (0) = 1.
Фильтр реализуется в нормальной форме, в результате чего стано-
вятся доступны для измерения как минимум 2𝑙 производных вы-
ходного сигнала фильтра 𝜉(𝑡) = ℒ−1 {𝜉(𝑠)}:

𝜉(𝑗)(𝑡) = ℒ−1
{︀
𝑠𝑗𝐹 (𝑠)𝑦1(𝑠)

}︀
, (3.15)

где 𝜉(𝑗)(𝑡) — 𝑗-я производная функции 𝜉(𝑡), 𝑗 = 1,2𝑙 — порядок
производной.

Схема оценивания примет вид:

ˆ̄Θ(𝑡) = Υ(𝑡) +𝐾Ω(𝑡)𝜉(2𝑘)(𝑡), (3.16)

Υ̇(𝑡) = −𝐾Ω(𝑡)Ω𝑇 (𝑡) ˆ̄Θ(𝑡) −𝐾Ω̇(𝑡)𝜉(2𝑘)(𝑡), (3.17)

где Ω𝑇 (𝑡) =
[︀
𝜉(2𝑘−1)(𝑡) . . . 𝜉(3)(𝑡) 𝜉(1)(𝑡)

]︀
— регрессор, 𝐾 =

diag{𝑘𝑖 > 0,𝑖 = 1,𝑙}, ˆ̄Θ𝑇 (𝑡) =
[︁
ˆ̄𝜃1(𝑡) . . . ˆ̄𝜃𝑙−1(𝑡) ˆ̄𝜃𝑙(𝑡)

]︁
— вектор

оценок неизвестных параметров.
Откуда оценки частот могут быть вычислены следующим обра-

зом:

𝜔̂𝑖(𝑡) =

√︂⃒⃒⃒
𝜃𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒
, (3.18)
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где 𝜃𝑖(𝑡) связаны по теореме Виета с элементами ˆ̄𝜃𝑖(𝑡) вектора ˆ̄Θ(𝑡),
аналогично (2.127):⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ˆ̄𝜃1(𝑡) = 𝜃1(𝑡) + 𝜃2(𝑡) +· · · + 𝜃𝑙(𝑡),
ˆ̄𝜃2(𝑡) = −𝜃1(𝑡)𝜃2(𝑡) − 𝜃1(𝑡)𝜃3(𝑡) −· · · − 𝜃𝑙−1(𝑡)𝜃𝑙(𝑡),
...
ˆ̄𝜃𝑙(𝑡) = (−1)𝑙+1𝜃1(𝑡)𝜃2(𝑡)· · · 𝜃𝑙(𝑡).

(3.19)

Схемой оценивания (3.16)–(3.19) гарантируется экспоненциаль-
ная сходимость к нулю ошибок оценивания частот 𝜔̃𝑖(𝑡) = 𝜔𝑖−𝜔̂𝑖(𝑡):

|𝜔̃𝑖(𝑡)| ≤ 𝜌1𝑒
−𝛽1𝑡, 𝜌1, 𝛽1 > 0, ∀𝑡 ≥ 0. (3.20)

3.1.4 Наблюдатель внешнего возмущения
Следующим шагом является синтез наблюдателя возмущающе-

го воздействия 𝛿(𝑡) и предиктора для получения упреждающей
оценки 𝛿(𝑡+ ℎ).

Оценку внешнего возмущения 𝛿(𝑡) построим следующим обра-
зом:

𝛿(𝑡) = 𝜎̂ +

𝑙∑︁
𝑖=1

[𝜇̂𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡) + 𝜈𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡)] , (3.21)

где 𝜎̂, 𝜇̂𝑖 и 𝜈𝑖 — соответствующие оценки параметров возмущения
𝜎, 𝜇𝑖 и 𝜈𝑖.

Упреждающую оценку 𝛿(𝑡+ ℎ) найдем из (3.21):

𝛿(𝑡+ ℎ) = 𝜎̂ +

𝑙∑︁
𝑖=1

[𝜇̂𝑖 sin(𝜔𝑖(𝑡+ ℎ)) + 𝜈𝑖 cos(𝜔𝑖(𝑡+ ℎ))] =

= 𝜎̂ +

𝑙∑︁
𝑖=1

[𝜅𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡) + 𝜁𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡)] , (3.22)
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где

𝜅𝑖 = 𝜇̂𝑖 cos(𝜔𝑖ℎ) − 𝜈𝑖 sin(𝜔𝑖ℎ), (3.23)
𝜁𝑖 = 𝜇̂𝑖 sin(𝜔𝑖ℎ) + 𝜈𝑖 cos(𝜔𝑖ℎ). (3.24)

Таким образом, для получения оценок 𝛿(𝑡) и 𝛿(𝑡 + ℎ) требуется
предварительно получить оценки параметров 𝜎, 𝜇𝑖 и 𝜈𝑖. Для этого
модифицируем описанную в разделе 2.2.4 схему оценивания пара-
метров мультисинусоидальных сигналов. В отличие от разобранной
ранее задачи нам требуется получить оценку параметров функции
𝛿(𝑡), а не сигнала 𝑦1(𝑡), поступающего на фильтр (3.14).

Из (3.11) имеем

𝑦1(𝑡) =

[︂
𝑏(𝑝)

𝑎(𝑝)

]︂
𝛿(𝑡) + 𝜀(𝑡), (3.25)

где 𝑝 = 𝑑/𝑑𝑡 — оператор дифференцирования,

𝑏(𝑝)

𝑎(𝑝)
= 𝐶(𝑝𝐼 − (𝐴− 𝐿𝐶))−1(𝐵 − 𝐿𝛼) + 𝛼 (3.26)

передаточная функция от возмущения 𝛿(𝑡) к невязке 𝑦1(𝑡).
Рассмотрим прохождение сигнала 𝑦1(𝑡) через фильтр (3.14). Для

выходного сигнала 𝜉(𝑡) можем записать

𝜉(𝑡) = 𝐹 (𝑝)

(︂[︂
𝑏(𝑝)

𝑎(𝑝)

]︂
𝛿(𝑡) + 𝜀(𝑡)

)︂
, (3.27)

где 𝐹 (𝑝) — передаточная функция фильтра (3.14), записанная с
использованием оператора дифференцирования 𝑝.

Из (3.27), в силу линейности фильтра (3.14), можем переписать
𝜉(𝑡) в следующем виде:

𝜉(𝑡) = 𝜉0(𝑡) + 𝜀𝜉(𝑡) +

𝑙∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖(𝑡), (3.28)

где 𝜉0 — некоторая константа, 𝜉𝑖 — синусоидальная функции с ча-
стотой 𝜔𝑖, 𝜀𝜉 — экспоненциально затухающая составляющая.
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Введем в рассмотрение передаточную функцию от 𝛿(𝑡) к 𝜉(𝑡),
пренебрегая экспоненциально затухающей составляющей 𝜀(𝑡):

𝑊1(𝑠) = 𝐹 (𝑠)
𝑏(𝑠)

𝑎(𝑠)
. (3.29)

Связь между компонентами функций 𝛿(𝑡) и 𝜉(𝑡) можно най-
ти, рассмотрев комплексную передаточную функцию соответству-
ющую (3.29):

𝑊1(𝑗𝑐𝜔) = 𝐹 (𝑗𝑐𝜔)
𝑏(𝑗𝑐𝜔)

𝑎(𝑗𝑐𝜔)
. (3.30)

Тогда

𝜉0(𝑡) = 𝑀0𝜎, (3.31)
𝜉𝑖(𝑡) = 𝑀𝑖𝜇𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡+ 𝜙𝑖) +𝑀𝑖𝜈𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡+ 𝜙𝑖) =

=
[︀
𝜇𝑖 𝜈𝑖

]︀ [︂ 𝑀𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡+ 𝜙𝑖)
𝑀𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡+ 𝜙𝑖)

]︂
, (3.32)

где 𝑀0 — передаточный коэффициент для постоянного сигнала, 𝑀𝑖

и 𝜙𝑖 — передаточный коэффициент и сдвиг фазы для гармониче-
ского сигнала с частотой 𝜔𝑖:

𝑀0 = |𝑊1(𝑗𝑐𝜔)|𝜔=0 =
𝑏0
𝑎0
, (3.33)

𝑀𝑖 = |𝑊1(𝑗𝑐𝜔)|𝜔=𝜔𝑖
, (3.34)

𝜙𝑖 = arg𝑊1(𝑗𝑐𝜔)|𝜔=𝜔𝑖 . (3.35)

Аналогично подходу, описанному выше в разделе 2.2.3, получим
оценки для компонент 𝜉𝑖(𝑡):⎡⎢⎢⎢⎣

𝜉1(𝑡)

𝜉2(𝑡)
...
𝜉𝑘(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜃1 · · · 𝜃𝑘
𝜃21 · · · 𝜃2𝑘
...

. . .
...

𝜃𝑘1 · · · 𝜃𝑘𝑘

⎤⎥⎥⎥⎦
−1 ⎡⎢⎢⎢⎣

𝜉(2)(𝑡)
𝜉(4)(𝑡)
...
𝜉(2𝑘)(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ , (3.36)
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𝜉0 = 𝜉(𝑡) −
𝑙∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖(𝑡). (3.37)

Из (3.31) и (3.37) найдем оценку смещения 𝜎:

𝜎̂(𝑡) =
𝑎0
𝑏0
𝜉0(𝑡). (3.38)

Для оценивания амплитуд 𝜇𝑖 и 𝜈𝑖 используем градиентный под-
ход, описанный ранее в разделе 2.2.4:

˙̂𝜇𝑖(𝑡) = 𝑘𝜇 𝜗𝑖(𝑡)

(︃
𝜉𝑖(𝑡) − 𝜇̂𝑖(𝑡)𝜗𝑖(𝑡) − 𝜈𝑖(𝑡)

ˆ̇
𝜗𝑖(𝑡)

𝜂𝑖(𝑡)

)︃
, (3.39)

˙̂𝜈𝑖(𝑡) = 𝑘𝜈

ˆ̇
𝜗𝑖(𝑡)

𝜂𝑖(𝑡)

(︃
𝜉𝑖(𝑡) − 𝜇̂𝑖(𝑡)𝜗𝑖(𝑡) − 𝜈𝑖(𝑡)

ˆ̇
𝜗𝑖(𝑡)

𝜂𝑖(𝑡)

)︃
, (3.40)

где 𝑘𝜇, 𝑘𝜈 > 0 — параметры закона идентификации,

𝜂𝑖(𝑡) =

{︂
𝜔̂𝑖(𝑡), если 𝜔̂𝑖 ≥ 𝜔0,
𝜔0, иначе, (3.41)

𝜗𝑖(𝑡) и ˆ̇
𝜗𝑖(𝑡) — оценки гармоники и ее производной, соответственно

для выходного сигнала 𝜗𝑖(𝑡) дополнительного фильтра (3.29) и его
производной 𝜗̇𝑖(𝑡). Фильтр можно представь в виде:

𝜗(𝑠) = 𝑊1(𝑠)∆(𝑠), (3.42)

где 𝜗(𝑠) = ℒ−1 {𝜗(𝑡)}, ∆(𝑠) = ℒ−1 {∆(𝑡)} на вход которого подается
сигнал

∆(𝑡) =

𝑙∑︁
𝑖=0

sin(𝜔̂𝑖(𝑡)𝑡). (3.43)

Оценки 𝜗𝑖(𝑡) и ˆ̇
𝜗𝑖(𝑡) вычисляются на основе измеряемых произ-

водных выходного сигнала 𝜗(𝑡) фильтра (3.42) по следующим со-
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отношениям:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ˆ̇
𝜗1(𝑡)
ˆ̇
𝜗2(𝑡)
...
ˆ̇
𝜗𝑙(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 · · · 1

𝜃1 · · · 𝜃𝑙
...

. . .
...

𝜃𝑙−1
1 · · · 𝜃𝑙−1

𝑙

⎤⎥⎥⎥⎦
−1 ⎡⎢⎢⎢⎣

𝜗(1)(𝑡)
𝜗(3)(𝑡)
...
𝜗(2𝑙−1)(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ , (3.44)

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜗1(𝑡)

𝜗2(𝑡)
...
𝜗𝑙(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜃1 · · · 𝜃𝑙
𝜃21 · · · 𝜃2𝑙
...

. . .
...

𝜃𝑙1 · · · 𝜃𝑙𝑙

⎤⎥⎥⎥⎦
−1 ⎡⎢⎢⎢⎣

𝜗(2)(𝑡)
𝜗(4)(𝑡)
...
𝜗(2𝑙)(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ . (3.45)

З ам е ч а н и е 7 Передаточная функция 𝑊1(𝑠) имеет относи-
тельную степень не менее чем 2𝑙, поэтому с помощью фильтра
(3.42) можно получить производные 𝜗(𝑡) вплоть до 𝜗(2𝑙)(𝑡).

З ам е ч а н и е 8 Обратные матрицы в выражениях (3.36),
(3.45) и (3.44) существуют, если в мультисинусоидальном сиг-
нале 𝑦(𝑡) не менее чем 𝑙 гармоник имеют различные друг от друга
частоты. В силу того, что функции 𝜃𝑖(𝑡) сходятся экспоненци-
ально к 𝜃𝑖, функции 𝜉0(𝑡) = 𝜉0(𝑡) − 𝜉0(𝑡), 𝜉𝑖(𝑡) = 𝜉𝑖(𝑡) − 𝜉𝑖(𝑡), и
˜̇
𝜉𝑖(𝑡) = 𝜉𝑖(𝑡) − ˆ̇

𝜉𝑖(𝑡) экспоненциально сходятся к нулю.

На данном этапе мы получили оценки 𝜎̂, 𝜇̂𝑖, и 𝜈𝑖, необходимые
для оценивания 𝛿(𝑡) и 𝛿(𝑡 + ℎ). Заметим, что 𝜇̃𝑖(𝑡) = 𝜇𝑖 − 𝜇̂𝑖(𝑡) и
𝜈𝑖(𝑡) = 𝜈𝑖 − 𝜈𝑖(𝑡) экспоненциально сходятся к нулю [87], что также
распространяется на 𝛿1(𝑡) = 𝛿(𝑡) − 𝛿(𝑡) и 𝛿2(𝑡) = 𝛿(𝑡+ ℎ) − 𝛿(𝑡+ ℎ).

3.1.5 Стабилизация системы
Выберем управление в следующем виде:

𝑢(𝑡) = −𝛿(𝑡+ ℎ) + 𝜓(𝑡), (3.46)

где 𝜓(𝑡) — часть закона управления, обеспечивающая устойчивость
замкнутой системы.
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Подставляя (3.46) в (3.1), получим

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝜓(𝑡− ℎ) +𝐵𝛿1(𝑡), (3.47)

где 𝛿1(𝑡) = 𝛿(𝑡) − 𝛿(𝑡) — ошибка оценивания возмущения.
На основе (3.47), введем наблюдатель переменных состояния:

˙̂𝑥2(𝑡) = 𝐴𝑥̂2(𝑡) +𝐵𝜓(𝑡− ℎ) + 𝐿𝑦2(𝑡), (3.48)

𝑦2(𝑡) = 𝐶𝑥̂2(𝑡) + 𝛼𝛿(𝑡), (3.49)

где 𝑥̂2(𝑡) — вектор состояния наблюдателя, 𝑦2(𝑡) — выходной сиг-
нал наблюдателя, 𝐿 — постоянная матрица, выбираемая из условия
гурвицевости матрицы 𝐴− 𝐿𝐶.

Рассмотрим ошибку наблюдения 𝑥̃2(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑥̂2(𝑡) с учетом
(3.1), (3.2), (3.48) и (3.49):

˙̃𝑥2(𝑡) = (𝐴− 𝐿𝐶)𝑥̃2(𝑡) +𝐵𝛿1(𝑡) − 𝐿𝛼𝛿1(𝑡), (3.50)

𝑦2(𝑡) = 𝐶𝑥̃2(𝑡) + 𝛼𝛿1(𝑡), (3.51)

где 𝑦2(𝑡) = 𝑦(𝑡) − 𝑦2(𝑡) — невязка выходного сигнала.
Система (3.50)-(3.51) линейная, матрица 𝐴 − 𝐿𝐶 гурвицева,

функция 𝛿1(𝑡) экспоненциально убывает, значит можно записать,
что ошибки наблюдения 𝑥̃2(𝑡) и 𝑦2(𝑡) сходятся к нулю:

‖𝑥̃2(𝑡)‖ ≤ 𝜌4𝑒
−𝛽4𝑡, |𝑦2(𝑡)| ≤ 𝜌5𝑒

−𝛽5𝑡, (3.52)

где 𝜌4, 𝛽4, 𝜌5, 𝛽5 > 0.
На этом этапе мы получили наблюдатель состояния для объек-

та управления (3.1), (3.2), такой что оценки переменных состояния
экспоненциально сходятся к истинным значениям. На этом основа-
нии он может быть использован (3.48), (3.49) при синтезе 𝜓(𝑡).

Следуя подходу описанному в [17, 44, 94], представим блок за-
паздывания в виде уравнения в частных производных:

Ψ𝑡(𝑧,𝑡) = Ψ𝑧(𝑧,𝑡), 0 < 𝑧 < ℎ, (3.53)
Ψ(ℎ,𝑡) = 𝜓(𝑡), (3.54)
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c начальными условием Ψ(𝑧,0) = 𝜓(𝑧 − ℎ). Решение такого уравне-
ния имеет вид Ψ(𝑧,𝑡) = 𝜓(𝑡+𝑧−ℎ), следовательно, Ψ(0,𝑡) = 𝜓(𝑡−ℎ)
описывает запаздывающий сигнал управления. Тогда выражение
(3.47) примет вид:

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵Ψ(0,𝑡) +𝐵𝛿1(𝑡). (3.55)

Следуя методу «backstepping» («обратный обход интегратора»)
[16], исследованному в работах [44,94], рассмотрим преобразование:

𝑊 (𝑧,𝑡) = Ψ(𝑧,𝑡) −𝐾𝑒𝐴𝑧𝑥̂2(𝑡) −𝐾

𝑧w

0

𝑒𝐴(𝑧−𝜏)𝐵Ψ(𝜏,𝑡)𝑑𝜏+

+𝐾

ℎw

𝑧

𝑒𝐴(𝑧+ℎ−𝜏)𝐿𝑌 (𝜏,𝑡)𝑑𝜏, (3.56)

𝑌 (𝑧,𝑡) = 𝑦2(𝑡+ 𝑧 − ℎ), (3.57)

𝑌𝑡(𝑧,𝑡) = 𝑌𝑧(𝑧,𝑡), (3.58)

𝑌 (ℎ,𝑡) = 𝑦2(𝑡), (3.59)

и закон управления

𝜓(𝑡) = 𝐾𝑒𝐴ℎ𝑥̂2(𝑡) +𝐾

ℎw

0

𝑒𝐴(ℎ−𝜏)𝐵Ψ(𝜏,𝑡)𝑑𝜏 . (3.60)

Л ем м а 3 Преобразование (3.56) и закон управления (3.60)
приводит объект (3.55) к устойчивой системе:

𝑥̇(𝑡) = (𝐴+𝐵𝐾)𝑥(𝑡) +𝐵𝑊 (0,𝑡) +𝐵𝜀2(𝑡), (3.61)
𝑊𝑡(𝑧,𝑡) = 𝑊𝑧(𝑧,𝑡), (3.62)
𝑊 (ℎ,𝑡) = 0, (3.63)

где 𝑊 (0,𝑡) сходится к нулю за конечное время, матрица 𝐾 выби-
рается из условия гурвицевости матрицы 𝐴+𝐵𝐾, 𝜀2(𝑡) — экспо-
ненциально затухающая составляющая.
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Д ок а з а т е л ь с т в о. Найдем частные производные по времени
𝑡 и по пространственному аргументу 𝑧 преобразования (3.56):

𝑊𝑧(𝑧,𝑡) = Ψ𝑧(𝑧,𝑡) −𝐾𝐴𝑒𝐴𝑧𝑥̂2(𝑡) −𝐾𝐵Ψ(𝑧,𝑡)−

−𝐾𝐴

𝑥w

0

𝑒𝐴(𝑧−𝜏)𝐵Ψ(𝜏,𝑡)𝑑𝜏 −−𝐾𝑒𝐴ℎ𝐿𝑌 (𝑧,𝑡)+

+𝐾𝐴

ℎw

𝑧

𝑒𝐴(𝑧+ℎ−𝜏)𝐿𝑌 (𝜏,𝑡)𝑑𝜏,

𝑊𝑡(𝑧,𝑡) = Ψ𝑡(𝑧,𝑡) −𝐾𝑒𝐴𝑧 ˙̂𝑥2(𝑡)−

−𝐾

𝑧w

0

𝑒𝐴(𝑧−𝜏)𝐵Ψ𝑡(𝜏,𝑡)𝑑𝜏 +𝐾

ℎw

𝑧

𝑒𝐴(𝑧+ℎ−𝜏)𝐿𝑌𝑡(𝜏,𝑡)𝑑𝜏 =

= Ψ𝑧(𝑧,𝑡) −𝐾𝐴𝑒𝐴𝑧𝑥̂2(𝑡) −𝐾𝐵Ψ(𝑧,𝑡) −𝐾𝑒𝐴𝑧𝐵Ψ(0,𝑡)−
−𝐾𝑒𝐴𝑧𝐿𝑌 (ℎ,𝑡) +𝐾𝑒𝐴𝑧𝐵Ψ(0,𝑡) +𝐾𝑒𝐴𝑧𝐿𝑌 (ℎ,𝑡)−

−𝐾𝐴

𝑧w

0

𝑒𝐴(𝑧−𝜏)𝐵Ψ(𝜏,𝑡)𝑑𝜏 −𝐾𝑒𝐴ℎ𝐿𝑌 (𝑧,𝑡)+

+𝐾𝐴

ℎw

𝑧

𝑒𝐴(𝑧+ℎ−𝜏)𝐿𝑌 (𝜏,𝑡)𝑑𝜏 =

= 𝑊𝑧(𝑧,𝑡). (3.64)

При 𝑧 = ℎ выражение (3.56) принимает вид (3.63). Подставляя
𝑧 = 0 в (3.56) и Ψ(0,𝑡) в (3.47), получим

𝑥̇(𝑡) = (𝐴+𝐵𝐾)𝑥(𝑡) +𝐵𝑊 (0,𝑡) +𝐵𝛿1(𝑡)−

−𝐵𝐾𝑥̃2(𝑡) −𝐵𝐾

ℎw

0

𝑒𝐴(ℎ−𝜏)𝐿𝑌 (𝜏,𝑡)𝑑𝜏. (3.65)

Из (3.52) имеем, что 𝑥̃2(𝑡) и 𝑦2(𝑡) сходятся к нулю и ограниче-
ны экспоненциально затухающей функцией, то же справедливо для
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𝐾
r ℎ
0
𝑒𝐴(ℎ−𝜏)𝐿𝑌 (𝜏,𝑡)𝑑𝜏 . Введя обозначение

𝜀2(𝑡) = 𝛿1(𝑡) −𝐾𝑥̃2(𝑡) −𝐾

ℎw

0

𝑒𝐴(ℎ−𝜏)𝐿𝑌 (𝜏,𝑡)𝑑𝜏, (3.66)

получим (3.61), лемма 3 доказана.
Следуя [17,43,44], рассмотрим функцию Ляпунова:

𝑉 (𝑡) = 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃𝑥(𝑡) +
𝛾

2

ℎw

0

(1 + 𝑧)𝑊 (𝑧,𝑡)2𝑑𝑧, (3.67)

где 𝑃 = 𝑃𝑇 > 0 — решение уравнения Ляпунова

𝑃 (𝐴+𝐵𝐾) + (𝐴+𝐵𝐾)𝑇𝑃 = −𝑄 (3.68)

для некоторой матрицы 𝑄, такой что 𝑄 + 𝑄𝑇 > 0, и некоторого
положительного числа 𝛾.

Продифференцируем (3.67):

𝑉̇ (𝑡) = 𝑥𝑇 (𝑡)(𝑃 (𝐴+𝐵𝐾) + (𝐴+𝐵𝐾)𝑇𝑃 )𝑥(𝑡) + 2𝑥𝑇𝑃𝐵𝑊 (0,𝑡)+

+ 2𝑥𝑇𝑃𝐵𝜀2(𝑡) − 𝛾

2
𝑊 (0,𝑡)2 − 𝛾

2

ℎw

0

𝑊 (𝑧,𝑡)2𝑑𝑧 ≤

≤ −𝑥𝑇 (𝑡)𝑄𝑥(𝑡) +
4

𝛾
𝑥𝑇 (𝑡)𝑃𝐵𝐵𝑇𝑃𝑥(𝑡) +

𝛾

2
𝜀22(𝑡)−

− 𝛾

2

ℎw

0

𝑊 (𝑧,𝑡)2𝑑𝑧. (3.69)

Выбрав 𝛾 = 8𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃𝐵𝐵𝑇𝑃 )/𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑄), получим

𝑉̇ (𝑡) ≤ −𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑄)

2
𝑥𝑇 (𝑡)𝑥(𝑡) +

𝛾

2
𝜀22(𝑡)−

− 𝛾

2(1 + ℎ)

ℎw

0

(1 + 𝑧)𝑊 (𝑧,𝑡)2𝑑𝑧. (3.70)
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Сравнивая с (3.67) и выбирая 𝐶0 = min
{︁
𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑄)
2𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃 ) ,

1
1+ℎ

}︁
, можем за-

писать:

𝑉̇ (𝑡) ≤ −𝐶0𝑉 (𝑡) +
𝛾

2
𝜀22(𝑡), (3.71)

где 𝜀22(𝑡) — экспоненциально затухающая составляющая.
Используя принцип сравнения [85], найдем что

|𝑉 (𝑡)| ≤ 𝜌6𝑒
−𝛽6𝑡, (3.72)

где 𝜌6, 𝛽6 > 0. Таким образом доказано, что замкнутая система
(3.61) устойчива, а значит цель управления (3.4) достигнута.

Сформулируем полученный результат в виде теоремы.

Т е о р ем а 3 Для системы (3.1)–(3.2) закон управления вида:

𝑢(𝑡) = −𝛿(𝑡+ ℎ) + 𝜓(𝑡), (3.73)

𝛿(𝑡+ ℎ) = 𝜎̂(𝑡) +

𝑙∑︁
𝑖=1

[𝜅𝑖(𝑡) sin(𝜔̂𝑖(𝑡)𝑡) + 𝜁𝑖(𝑡) cos(𝜔̂𝑖(𝑡)𝑡)] , (3.74)

𝜅𝑖(𝑡) = 𝜇̂𝑖(𝑡) cos(𝜔̂𝑖(𝑡)ℎ) − 𝜈𝑖(𝑡) sin(𝜔̂𝑖(𝑡)ℎ), (3.75)
𝜁𝑖(𝑡) = 𝜇̂𝑖(𝑡) sin(𝜔̂𝑖(𝑡)ℎ) + 𝜈𝑖(𝑡) cos(𝜔̂𝑖(𝑡)ℎ), (3.76)

𝜓(𝑡) = 𝐾𝑒𝐴ℎ𝑥̂2(𝑡) +𝐾

ℎw

0

𝑒𝐴(ℎ−𝜏)𝐵Ψ(𝜏,𝑡)𝑑𝜏 , (3.77)

обеспечивает выполнение цели управления (3.4), где 𝑥̂2(𝑡) — оценка
𝑥(𝑡), получаемая с наблюдателя:

˙̂𝑥2(𝑡) = 𝐴𝑥̂2 +𝐵𝜓(𝑡−𝐷) + 𝐿𝑦2(𝑡), (3.78)

𝑦2(𝑡) = 𝐶𝑥̂2(𝑡) + 𝛼𝛿(𝑡), (3.79)

вектор 𝐿 выбирается из условия гурвицевости матрицы 𝐴− 𝐿𝐶,
а для оценивания параметров возмущения используется схема
(3.16)–(3.19).
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3.2 Многоканальная система

3.2.1 Постановка задачи
Рассмотрим задачу компенсации мультисинусоидального возму-

щения, присутствующего на входе и выходе линейной стационарной
многоканальной системы, при наличии запаздывания по управле-
нию. Пусть объект управления представим с виде двух подсистем
следующего вида:

𝑥̇1(𝑡) = 𝐴1𝑥1(𝑡) +𝐵1𝑢1(𝑡− ℎ) + 𝐸1𝛿1(𝑡) +𝐵12𝑦2(𝑡), (3.80)
𝑧1(𝑡) = 𝐶1𝑥1(𝑡), (3.81)
𝑦1(𝑡) = 𝑧1(𝑡) + 𝑏1𝛿1(𝑡), (3.82)
𝑥̇2(𝑡) = 𝐴2𝑥2(𝑡) +𝐵2𝑢2(𝑡− ℎ) + 𝐸2𝛿2(𝑡) +𝐵21𝑦1(𝑡), (3.83)
𝑧2(𝑡) = 𝐶2𝑥2(𝑡), (3.84)
𝑦2(𝑡) = 𝑧2(𝑡) + 𝑏2𝛿2(𝑡), (3.85)

где 𝑥1(𝑡) ∈ R𝑛1 и 𝑥2(𝑡) ∈ R𝑛2 — неизвестные векторы состояния;
𝑧1(𝑡) ∈ R и 𝑧2(𝑡) ∈ R — неизмеряемые выходы системы; 𝑦1(𝑡) ∈ R
и 𝑦2(𝑡) ∈ R — измеряемые выходные сигналы, подверженные внеш-
ним возмущениям; 𝑢1(𝑡−ℎ) ∈ R и 𝑢2(𝑡−ℎ) ∈ R — входные сигналы
системы с начальными условиями 𝑢1(𝑡 − ℎ) = 0 и 𝑢2(𝑡 − ℎ) = 0
для 𝑡 < ℎ; ℎ — известное постоянное запаздывание; 𝐴1 ∈ R𝑛1×𝑛1 ,
𝐵1 ∈ R𝑛1×1, 𝐵12 ∈ R𝑛1×1, 𝐸1 ∈ R𝑛1×1, 𝐶1 ∈ R1×𝑛1 , 𝐴2 ∈ R𝑛2×𝑛2 ,
𝐵2 ∈ R𝑛2×1, 𝐵21 ∈ R𝑛2×1, 𝐸2 ∈ R𝑛2×1, 𝐶2 ∈ R1×𝑛2 — постоянные
матрицы соответствующих размерностей с известными компонен-
тами; 𝑏1 и 𝑏2 — известные ненулевые параметры.

В качестве возмущений 𝛿1(𝑡) и 𝛿2(𝑡) рассмотрим сигналы:

𝛿1(𝑡) = 𝜎1 +

𝑙1∑︁
𝑖=1

𝜇1𝑖 sin(𝜔1𝑖𝑡+ 𝜑1𝑖), (3.86)

𝛿2(𝑡) = 𝜎2 +

𝑙2∑︁
𝑗=1

𝜇2𝑗 sin(𝜔2𝑗𝑡+ 𝜑2𝑗), (3.87)
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представимые в виде суммы 𝑙1 и 𝑙2 синусоид соответственно, с неиз-
вестными амплитудами 𝜇1𝑖 и 𝜇2𝑗 , частотами 𝜔1𝑖 и 𝜔2𝑗 , фазовыми
сдвигами 𝜑1𝑖 и 𝜑2𝑗 и смещениями 𝜎1 и 𝜎2, где 𝑖 = 1,𝑙1, 𝑗 = 1,𝑙2.

Систему (3.80)-(3.85) можно записать в следующей матричной
форме:

𝑥̇(𝑡) = 𝐹𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡− ℎ) + 𝐸𝛿(𝑡), (3.88)
𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡), (3.89)
𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) +𝐷𝛿(𝑡), (3.90)

где 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 — объединенный вектор состояния; 𝑢(𝑡) ∈ R2 — объ-
единенный входной сигнал, 𝛿(𝑡) ∈ R2 — объединенный вектор воз-
мущающего воздействия; 𝑧(𝑡) ∈ R2 — объединенный неизмеряемый
выход системы; 𝑦(𝑡) ∈ R2 — объединенный измеряемый выходной
сигнал, подверженный внешнему возмущению; 𝐹 (𝑛× 𝑛), 𝐵(𝑛× 2),
𝐸(𝑛 × 2), 𝐶(2 × 𝑛), 𝐷(2 × 2) соответствующие матрицы с постоян-
ными компонентами:

𝑥(𝑡) =

[︂
𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

]︂
, 𝑢(𝑡− ℎ) =

[︂
𝑢1(𝑡− ℎ)
𝑢2(𝑡− ℎ)

]︂
, 𝛿(𝑡) =

[︂
𝛿1(𝑡)
𝛿2(𝑡)

]︂
,

𝑧(𝑡) =

[︂
𝑧1(𝑡)
𝑧2(𝑡)

]︂
, 𝑦(𝑡) =

[︂
𝑦1(𝑡)
𝑦2(𝑡)

]︂
, 𝐹 =

[︂
𝐴1 𝐵12𝐶2

𝐵21𝐶1 𝐴2

]︂
,

𝐵 =

[︂
𝐵1 01×𝑛1

01×𝑛2
𝐵2

]︂
, 𝐸 =

[︂
𝐸1 𝐵12𝑏2
𝐵21𝑏1 𝐸2

]︂
,

𝐶 =

[︂
𝐶1 01×𝑛2

01×𝑛1
𝐶2

]︂
, 𝐷 =

[︂
𝑏1 0
0 𝑏2

]︂
, 𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2.

Требуется синтезировать закон управления 𝑢(𝑡), обеспечиваю-
щий стабилизацию объединенного выходного сигнала замкнутой
системы:

lim
𝑡→∞

‖𝑧(𝑡)‖ = 0, (3.91)



80 Компенсация внешних возмущений

с учетом допущений, изложенных ниже.

Д оп у ще н и е 3.2.1 Все параметры системы известны.

Д оп у ще н и е 3.2.2 Тройки матриц (𝐹,𝐵,𝐶), (𝐴1, 𝐵1, 𝐶1) и
(𝐴2, 𝐵2, 𝐶2) полностью управляемые и наблюдаемые.

Д оп у ще н и е 3.2.3 Известна нижняя граница 𝜔0 частот
возмущающих воздействий, что эквивалентно неравенствам
∀𝜔𝑖, 𝜔𝑗 ≥ 𝜔0.

Д оп у ще н и е 3.2.4 Передаточные функции управляющих
сигналов для каждой подсистемы не имеют нулей на мнимой оси.

3.2.2 Синтез закона управления
Рассмотрим закон управления, состоящий из двух слагаемых:

𝑢(𝑡) = −𝜁(𝑡+ ℎ) + 𝜓(𝑡), (3.92)

где 𝜁(𝑡 + ℎ) — слагаемое, отвечающее за компенсацию внешнего
возмущения; 𝜓(𝑡) — слагаемое, обеспечивающее стабилизацию за-
мкнутой системы.

В силу линейности системы, выходной сигнал (3.89) может быть
представлен в виде суммы следующих компонент:

𝑧(𝑡) = 𝑧0(𝑡) + 𝑧𝜁(𝑡) + 𝑧𝛿(𝑡) + 𝑧𝜓(𝑡), (3.93)

где 𝑧0(𝑡) =
[︀
𝑧01(𝑡), 𝑧02(𝑡)

]︀𝑇 — свободное движение си-

стемы, 𝑧𝜁(𝑡) =
[︁
𝑧𝜁1(𝑡), 𝑧𝜁2(𝑡)

]︁𝑇
— реакция систе-

мы на компенсирующую часть управления 𝜁(𝑡 + ℎ),
𝑧𝛿(𝑡) =

[︀
𝑧𝛿1(𝑡), 𝑧𝛿2(𝑡)

]︀𝑇 — реакция на возмущающее воздействие 𝛿(𝑡),

𝑧𝜓(𝑡) =
[︁
𝑧𝜓1 (𝑡), 𝑧𝜓2 (𝑡)

]︁𝑇
— реакция системы на стабилизирующую

часть управления 𝜓(𝑡).
Целью управления является компенсация свободного движения

системы и внешнего возмущения.
Для компенсации внешнего возмущения необходимо синтезиро-

вать такое управление 𝜁(𝑡 + ℎ), что реакция системы на него 𝑧𝜁(𝑡)
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будет равняться слагаемому 𝑧𝛿(𝑡) из выражения (3.93) после пе-
реходного процесса. Для построения такого управления требуется
оценить частоты гармоник, входящих в возмущающие воздействия
(3.86), (3.87), и воспользоваться упреждающим подходом.

Компенсация возмущения для каждой из подсистем произ-
водится по одной схеме, поэтому рассмотрим первую подсисте-
му (3.80)–(3.82) и найдем передаточные функции входных сигналов
𝑢1(𝑡) и 𝛿1(𝑡):

𝑊𝑢
1 (𝑠) =𝐶1(𝑠𝐼 −𝐴1)−1𝐵1 =

𝑏1(𝑠)

𝑎1(𝑠)
,

𝑊 𝛿
1 (𝑠) =𝐶1(𝑠𝐼 −𝐴1)−1𝐸1 =

𝑞1(𝑠)

𝑎1(𝑠)
,

где 𝑠 — комплексная переменная; 𝑏1(𝑠), 𝑎1(𝑠), 𝑞1(𝑠) — соответству-
ющие полиномы от 𝑠.

Вычислим коэффициенты передачи для 𝑊𝑢
1 (𝑠) и 𝑊 𝛿

1 (𝑠):

𝐿𝑢1 = |𝑊𝑢
1 (𝑗𝑐𝜔)|𝜔=0 , 𝐿𝛿1 =

⃒⃒
𝑊 𝛿

1 (𝑗𝑐𝜔)
⃒⃒
𝜔=0

,

𝐿𝑢𝑖 = |𝑊𝑢
1 (𝑗𝑐𝜔)|𝜔=𝜔𝑖

, 𝐿𝛿𝑖 =
⃒⃒
𝑊 𝛿

1 (𝑗𝑐𝜔)
⃒⃒
𝜔=𝜔𝑖

,

𝜙𝑢𝑖 = 𝑎𝑟𝑔 (𝑊𝑢
1 (𝑗𝑐𝜔))| 𝜔=𝜔𝑖

, 𝜙𝛿𝑖 = 𝑎𝑟𝑔
(︀
𝑊 𝛿

1 (𝑗𝑐𝜔)
)︀⃒⃒
𝜔=𝜔𝑖

,

где 𝑗𝑐 =
√
−1 — комплексная единица, 𝐿𝑢1 и 𝐿𝛿1 — передаточные ко-

эффициенты для постоянных сигналов управления и возмущения
соответственно, 𝐿𝑢𝑖 и 𝐿𝛿𝑖 — передаточные коэффициенты для сину-
соидального сигнала с частотой 𝜔𝑖 для управления и возмущения
соответственно, 𝜙𝑢𝑖 , 𝜙𝛿𝑖 — фазовые сдвиги для сигналов 𝑢1(𝑡) и 𝛿1(𝑡)
соответственно.

В качестве компенсирующего слагаемого 𝜁(𝑡 + ℎ) управления
(3.92) рассмотрим мультисинусоидальную векторную функцию сле-
дующего вида:

𝜁(𝑡+ ℎ) =

[︃
𝜎*
1 +

∑︀𝑙1
𝑖=1 𝜇

*
1𝑖 sin(𝜔*

1𝑖𝑡+ 𝜑*1𝑖)

𝜎*
2 +

∑︀𝑙2
𝑗=1 𝜇

*
2𝑗 sin(𝜔*

2𝑗𝑡+ 𝜑*2𝑗)

]︃
, (3.94)

где 𝜇*
1𝑖 и 𝜇*

2𝑗 — амплитуды, 𝜔*
1𝑖 и 𝜔*

2𝑗 — частоты, 𝜑*1𝑖 и 𝜑*2𝑗 — фазовые
сдвиги, 𝜎*

1 и 𝜎*
2 — смещения соответствующих компонент сигнала

𝜁(𝑡+ ℎ), 𝑖 = 1,𝑙1, 𝑗 = 1,𝑙2.
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Из условия линейности подсистемы (3.80)–(3.82), первые ком-
поненты функций 𝑧𝛿(𝑡) и 𝑧𝜁(𝑡) могут быть записаны следующим
образом:

𝑧𝛿1(𝑡) = 𝜎𝛿1 +

𝑙1∑︁
𝑖=1

𝜇𝛿1𝑖 sin(𝜔𝛿1𝑖𝑡+ 𝜑𝛿1𝑖),

𝑧𝜁1(𝑡) = 𝜎𝜁1 +

𝑙1∑︁
𝑖=1

𝜇𝜁1𝑖 sin(𝜔𝜁1𝑖𝑡+ 𝜑𝜁1𝑖),

где все коэффициенты выражаются через частотные характеристи-
ки подсистемы:

𝜎𝛿1 = 𝐿𝛿1𝜎1, 𝜎𝜁1 = 𝐿𝑢1𝜎
*
1 ,

𝜇𝛿1𝑖 = 𝐿𝛿𝑖𝜇1𝑖, 𝜇𝜁1𝑖 = 𝐿𝑢𝑖 𝜇
*
1𝑖,

𝜑𝛿1𝑖 = 𝜑1𝑖 + 𝜙𝛿𝑖 , 𝜑𝜁1𝑖 = 𝜑*1𝑖 + 𝜙𝑢𝑖 + 𝜔1𝑖ℎ,

(3.95)

где слагаемое 𝜔1𝑖ℎ возникает из-за запаздывания во входном сиг-
нале.

Для компенсации возмущающего воздействия, действующего на
систему, положим значения смещения и амплитуд гармоник сигна-
ла 𝑧𝜁1(𝑡) равными смещению и амплитудам гармоник сигнала 𝑧𝛿1(𝑡)
соответственно, взятых с обратным знаком. Согласно соотношени-
ям (3.95), выберем параметры компенсирующей части управления
следующим образом:

𝜎*
1 = − 𝐿𝛿1

𝐿𝑢1
𝜎1, (3.96)

𝜇*
1𝑖 = − 𝐿𝛿𝑖

𝐿𝑢𝑖
𝜇1𝑖, (3.97)

𝜑*1𝑖 =𝜑1𝑖 + 𝜙𝛿𝑖 − 𝜙𝑢𝑖 − 𝜔1𝑖ℎ. (3.98)

В рассматриваемом случае параметры возмущающего воздей-
ствия неизвестны, поэтому необходимо разработать алгоритм их
оценивания. Тогда компенсирующая часть управления может быть
вычислена согласно (3.96)–(3.98) с использованием найденных оце-
нок параметров возмущения.
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В некоторых случаях, исходя для удобства, будем использовать
эквивалентное представление возмущающего сигнала:

𝛿1(𝑡) = 𝜎1 +

𝑙1∑︁
𝑖=1

𝜒1𝑖 sin (𝜔1𝑖𝑡) + 𝜈1𝑖 cos (𝜔1𝑖𝑡) , (3.99)

𝛿2(𝑡) = 𝜎2 +

𝑙2∑︁
𝑗=1

𝜒2𝑗 sin (𝜔2𝑗𝑡) + 𝜈2𝑗 cos (𝜔2𝑗𝑡) , (3.100)

где 𝜒1𝑖 = sin(𝜑1𝑖), 𝜒1𝑗 = sin(𝜑1𝑗), 𝜈1𝑖 = cos(𝜑1𝑖), 𝜈1𝑗 = cos(𝜑1𝑗).
В случае, когда вектор состояния 𝑥(𝑡) измеряется, в качестве

стабилизирующей части управления (3.92) можно рассмотреть об-
ратную связь по состоянию с предиктором:

𝜓(𝑡) = −𝑘𝑥̂(𝑡+ ℎ), (3.101)

где 𝑘 — положительная константа, 𝑥̂(𝑡+ℎ) вычисляется по формуле
Коши:

𝑥̂(𝑡+ ℎ) = 𝑒𝐹ℎ𝑥(𝑡) +

𝑡w

𝑡−ℎ

𝑒𝐹 (𝑡−𝜏) [𝐵𝑢(𝜏) + 𝐸𝛿(𝜏)] 𝑑𝜏. (3.102)

В рассматриваемом случае вектор состояния системы 𝑥(𝑡) не
измеряется, по этой причине необходимо построение наблюдателя.
Для строгого математического доказательства будем использовать
подход, предложенный в [17,43,44].

3.2.3 Компенсация возмущения
Как уже было сказано выше, наблюдатели для возмущающих

сигналов 𝛿1(𝑡) и 𝛿2(𝑡) могут быть синтезированы для каждой из
подсистем отдельно и будут иметь одинаковый вид. Поэтому пред-
лагается рассмотреть только первую подсистему (3.80)–(3.82).

Сначала выделим сигнал, содержащий все параметры возмуща-
ющего воздействия с выхода системы. Для этого рассмотрим на-
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блюдатель:

˙̂𝑥1(𝑡) =𝐴1𝑥̂1(𝑡) +𝐵1𝑢1(𝑡− ℎ) +𝐵12𝑦2(𝑡) + 𝐿1(𝑦1(𝑡) − 𝑦1(𝑡)), (3.103)
𝑦1(𝑡) =𝐶1𝑥̂1(𝑡), (3.104)

где матрица 𝐿1 выбирается таким образом, чтобы обеспечить гур-
вицевость матрицы 𝐴1 − 𝐿1𝐶1.

Рассмотрим ошибку оценивания:

𝑥̃1(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑥̂1(𝑡), (3.105)
˙̃𝑥1(𝑡) = (𝐴1 − 𝐿1𝐶1)𝑥̃1(𝑡) + (𝐸1 − 𝐿1𝑏1)𝛿1(𝑡), (3.106)
𝑦1(𝑡) = 𝐶𝑥̃1(𝑡) + 𝑏1𝛿1(𝑡). (3.107)

Применяя преобразование Лапласа для (3.106), получим

𝑥̃1(𝑠) =𝐶1(𝑠𝐼 − (𝐴1 − 𝐿1𝐶1))−1 [(𝐸1 − 𝐿1𝑏1)𝛿1(𝑠) + 𝑥̃1(0)] , (3.108)

где 𝑠 — комплексная переменная, 𝑥̃1(𝑠) = ℒ{𝑥̃1(𝑡)} — изображение
Лапласа для функции 𝑥̃1(𝑡).

Используя (3.107) и (3.108), получим образ Лапласа 𝑦1(𝑠) для
функции 𝑦1(𝑡):

𝑦1(𝑠) =𝐶1(𝑠𝐼 − (𝐴1 − 𝐿1𝐶1))−1(𝐸1 − 𝐿1𝑏1)𝛿1(𝑠)+

+ 𝐶1(𝑠𝐼 − (𝐴1 − 𝐿1𝐶1))−1𝑥̃1(0), (3.109)

где 𝛿1(𝑠) = ℒ{𝛿1(𝑡)} — изображение Лапласа для функции (3.86),
которое находится по формуле

𝛿1(𝑠) = 𝜎1
1

𝑠
+

𝑙1∑︁
𝑖=1

𝜇1𝑖(sin(𝜓1𝑖)𝑠+ cos(𝜓1𝑖)𝜔1𝑖)

𝑠2 + 𝜔2
1𝑖

. (3.110)

Так как матрица 𝐴1−𝐿1𝐶1 гурвицева, после применения обрат-
ного преобразования Лапласа к (3.109), получим

𝑦1(𝑡) = 𝜎̄1 + 𝜀(𝑡) +

𝑙1∑︁
𝑖=1

𝜇̄1𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜔1𝑖𝑡+ 𝜓1𝑖), (3.111)
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где 𝜎̄, 𝜇̄1𝑖, 𝜓1𝑖 — некоторые постоянные параметры, 𝜀(𝑡) — экспо-
ненциально затухающая составляющая. Так как 𝜀(𝑡) связана с пе-
реходным процессом в устойчивой системе с гурвицевой матрицей
состояния 𝐴1 − 𝐿1𝐶1, эта функция может быть представлена, как
сумма убывающих экспонент умноженных на константы, полиномы
или синусоиды. По этой причине ее производные так же экспонен-
циально затухают.

Как можно заметить из (3.111), невязка по выходу 𝑦1(𝑡) явля-
ется смещенным мультисинусоидальным сигналом с теми же ча-
стотами, что и 𝛿1(𝑠), с точностью до экспоненциально затухающего
члена 𝜀(𝑡). Этот сигнал будет использован для оценивания частот
𝜔1𝑖 и других параметров возмущающего воздействия.

Для получения оценок частот гармоник сигнала 𝑦1(𝑡) будет при-
менена схема описанная в разделе 2.2.1. Введем в рассмотрение ли-
нейный фильтр:

𝜉(𝑠) =
𝜆2𝑙10

𝛾(𝑠)
𝑦1(𝑠) = 𝐹1(𝑠)𝑦1(𝑠), (3.112)

где 𝜆0 > 0, 𝛾(𝑠) = 𝑠2𝑙1 + 𝛾2𝑙1−1𝑠
2𝑙1−1 + · · · + 𝛾1𝑠 + 𝛾0 — гурвицев

полином степени 2𝑙1 с различными собственными значениями 𝜆𝑗2 ,
𝑗2 = 1,2𝑙1, 𝐹1(𝑠) — передаточная функция фильтра. Обозначим 𝛾0 =
𝜆2𝑙10 и 𝜆 = min𝑗2=1,...,2𝑙1 {|Re𝜆𝑗2 |}.

Фильтр (3.112), такой что доступными для измерения являются
как минимум 2𝑙1 производных выходного сигнала фильтра 𝜉(𝑡):

𝜉(𝑗2)(𝑠) =
𝜆2𝑙10 𝑠𝑗2

𝛾(𝑠)
𝑦1(𝑠), (3.113)

где 𝜉(𝑗2)(𝑠) = ℒ
{︀
𝜉(𝑗2)(𝑡)

}︀
, 𝜉(𝑗2)(𝑡) — 𝑗2-я производная функции 𝜉(𝑡),

𝑗2 = 1,2𝑙1 — порядок производной.
Согласно рассуждениям, приведенным теореме 1 раздела 2.2.1,

схема оценивания частоты примет вид:

ˆ̄Θ = Υ(𝑡) +𝐾Ω(𝑡)𝜉(2𝑙1)(𝑡), (3.114)

Υ̇(𝑡) = −𝐾𝛺(𝑡)Ω𝑇 (𝑡) ˆ̄Θ(𝑡) −𝐾Ω̇(𝑡)𝜉(2𝑙1)(𝑡), (3.115)
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где Ω𝑇 (𝑡) =
[︀
𝜉(2𝑙1−1)(𝑡) . . . 𝜉(3)(𝑡) 𝜉(1)(𝑡)

]︀
— регрессор, 𝐾 =

diag{𝑘𝑖 > 0,𝑖 = 1,𝑙1}, ˆ̄Θ𝑇 (𝑡) =
[︁
ˆ̄𝜃1(𝑡) . . . ˆ̄𝜃𝑙1−1(𝑡) ˆ̄𝜃𝑙1(𝑡)

]︁
— вектор

оценок неизвестных параметров.
Откуда оценки частот могут быть вычислены как

𝜔̂𝑖(𝑡) =

√︂⃒⃒⃒
𝜃𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒
, (3.116)

где 𝜃𝑖(𝑡) связаны по теореме Виета с элементами ˆ̄𝜃𝑖(𝑡) вектора ˆ̄Θ(𝑡):⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ˆ̄𝜃1(𝑡) = 𝜃1(𝑡) + 𝜃2(𝑡) +· · · + 𝜃𝑙1(𝑡),
ˆ̄𝜃2(𝑡) = −𝜃1(𝑡)𝜃2(𝑡) − 𝜃1(𝑡)𝜃3(𝑡) −· · · − 𝜃𝑙1−1(𝑡)𝜃𝑙1(𝑡),
...
ˆ̄𝜃𝑙1(𝑡) = (−1)𝑙1+1𝜃1(𝑡)𝜃2(𝑡)· · · 𝜃𝑙1(𝑡).

(3.117)

Схемой оценивания (3.114)-(3.117) гарантируется экспоненци-
альная сходимость к нулю ошибок оценивания частот 𝜔̃𝑖(𝑡) =
𝜔𝑖 − 𝜔̂𝑖(𝑡):

|𝜔̃𝑖(𝑡)| ≤ 𝜌1𝑒
−𝛽1𝑡, 𝜌1, 𝛽1 > 0, ∀𝑡 ≥ 0. (3.118)

Наблюдатель внешнего возмущения

Следующим шагом является синтез наблюдателя возмущающе-
го воздействия 𝛿1(𝑡) и предиктора 𝛿1(𝑡+ℎ) для получения упрежда-
ющей оценки с использованием полученных в предыдущем разделе
оценок частот возмущающего сигнала. Применяя формулы (3.94),
основанные на оценке возмущающего сигнала, вычислим парамет-
ры компенсирующей части 𝜁(𝑡+ ℎ) управляющего сигнала (3.92).

Оценку внешнего возмущения 𝛿1(𝑡) из (3.99) построим следую-
щим образом:

𝛿1(𝑡) = 𝜎̂1 +

𝑙1∑︁
𝑖=1

𝜒̂1𝑖sin (𝜔1𝑖𝑡) + 𝜈1𝑖cos (𝜔1𝑖𝑡) , (3.119)

где 𝜎̂1, 𝜒̂1𝑖 и 𝜈1𝑖 — соответствующие оценки параметров возмущения
𝜎1, 𝜒1𝑖 и 𝜈1𝑖.
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Упреждающую оценку 𝛿1(𝑡+ ℎ) найдем из (3.119):

𝛿1(𝑡+ ℎ) = 𝜎̂1 +

𝑙1∑︁
𝑖=1

[𝜒̂1𝑖 sin(𝜔1𝑖(𝑡+ ℎ)) + 𝜈1𝑖 cos(𝜔1𝑖(𝑡+ ℎ))] =

= 𝜎̂1 +

𝑙1∑︁
𝑖=1

[𝜅1𝑖 sin(𝜔1𝑖𝑡) + 𝜄1𝑖 cos(𝜔1𝑖𝑡)] , (3.120)

где

𝜅1𝑖 = 𝜒̂1𝑖 cos(𝜔1𝑖ℎ) − 𝜈1𝑖 sin(𝜔1𝑖ℎ), (3.121)
𝜄1𝑖 = 𝜒̂1𝑖 sin(𝜔1𝑖ℎ) + 𝜈1𝑖 cos(𝜔1𝑖ℎ). (3.122)

Таким образом, для получения оценок 𝛿1(𝑡) и 𝛿1(𝑡+ ℎ) требует-
ся предварительно получить оценки параметров 𝜎1, 𝜒1𝑖 и 𝜈1𝑖. Для
этого модифицируем описанную в разделе 2.2.3 схему оценивания
параметров мультисинусоидальных сигналов. В отличие от разо-
бранного ранее решения, нам требуется получить оценку парамет-
ров функции 𝛿1(𝑡), а не сигнала 𝑦1(𝑡), поступающего на фильтр
(3.112).

Из (3.109) имеем

𝑦1(𝑠) =
𝑏1(𝑠)

𝑎1(𝑠)
𝛿1(𝑠) + 𝜀1(𝑠), (3.123)

где 𝑦1(𝑠) = ℒ{𝑦1(𝑡)}, 𝛿1(𝑠) = ℒ{𝛿1(𝑡)}, 𝜀1(𝑠) = ℒ{𝜀1(𝑡)} — изобра-
жения по Лапласу соответствующих функций, 𝜀1(𝑡) — экспоненци-
ально затухающая функция с экспоненциально затухающими про-
изводными,

𝑏1(𝑠)

𝑎1(𝑠)
= 𝐶1(𝑠𝐼 − (𝐴1 − 𝐿1𝐶1))−1(𝐸1 − 𝐿1𝑏1) (3.124)

передаточная функция от возмущения 𝛿1(𝑠) к невязке 𝑦1(𝑠).
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Рассмотрим прохождение сигнала 𝑦1(𝑡) через фильтр (3.112).
Для выходного сигнала 𝜉1(𝑡) запишем:

𝜉1(𝑠) = 𝐹1(𝑠)

(︂[︂
𝑏1(𝑠)

𝑎1(𝑠)

]︂
𝛿1(𝑠) + 𝜀1(𝑠)

)︂
, (3.125)

где 𝐹1(𝑠) — передаточная функция фильтра (3.112).
Мультисинусоидальный сигнал 𝛿1(𝑡) проходит через линейную

устойчивую систему (3.125), поэтому с учетом экспоненциально за-
тухающей составляющей 𝜀1(𝑡) перепишем 𝜉1(𝑡) в следующем виде:

𝜉1(𝑡) = 𝜉10 +

𝑙1∑︁
𝑖=1

𝜉1𝑖(𝑡) + 𝜀1𝜉(𝑡), (3.126)

где 𝜉10 — некоторая константа, 𝜉1𝑖(𝑡) — синусоидальная функции
от времени с частотой 𝜔1𝑖, 𝜀1𝜉 — экспоненциально затухающая со-
ставляющая.

Введем в рассмотрение передаточную функцию от 𝛿1(𝑡) к 𝜉1(𝑡),
пренебрегая экспоненциально затухающей составляющей 𝜀1𝜉(𝑡):

𝑊2(𝑠) = 𝐹1(𝑠)
𝑏1(𝑠)

𝑎1(𝑠)
. (3.127)

Связь между компонентами функций 𝛿1(𝑡) и 𝜉1(𝑡) можно най-
ти, рассмотрев комплексную передаточную функцию соответству-
ющую (3.127):

𝑊2(𝑗𝑐𝜔) = 𝐹1(𝑗𝑐𝜔)
𝑏1(𝑗𝑐𝜔)

𝑎1(𝑗𝑐𝜔)
, (3.128)

где 𝑗𝑐 — комплексная единица.
Тогда функции из соотношения (3.126) могут быть найдены с

использованием следующих выражений:

𝜉10(𝑡) = 𝑀10𝜎1, (3.129)
𝜉1𝑖(𝑡) = 𝑀1𝑖𝜒1𝑖 sin(𝜔1𝑖𝑡+ 𝜙1𝑖) +𝑀1𝑖𝜈1𝑖 cos(𝜔1𝑖𝑡+ 𝜙1𝑖) =

=
[︀
𝜒1𝑖 𝜈1𝑖

]︀ [︂ 𝑀1𝑖 sin(𝜔1𝑖𝑡+ 𝜙1𝑖)
𝑀1𝑖 cos(𝜔1𝑖𝑡+ 𝜙1𝑖)

]︂
, (3.130)
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где 𝑀10 — передаточный коэффициент для постоянного сигнала,
𝑀1𝑖 и 𝜙1𝑖 — передаточный коэффициент и сдвиг фазы для гармо-
нического сигнала с частотой 𝜔1𝑖:

𝑀10 = |𝑊2(𝑗𝑐𝜔)|𝜔=0 =
𝑏10
𝑎10

, (3.131)

𝑀1𝑖 = |𝑊2(𝑗𝑐𝜔)|𝜔=𝜔1𝑖
, (3.132)

𝜙1𝑖 = arg𝑊2(𝑗𝑐𝜔)|𝜔=𝜔1𝑖
, (3.133)

где 𝑎10, 𝑏10 — свободные коэффициенты полиномов 𝑎1(𝑠) и 𝑏1(𝑠)
соответственно.

Пренебрегая экспоненциально затухающей составляющей 𝜀1𝜉(𝑡)
из (3.126), представим функцию 𝜉1(𝑡) в следующем виде:

𝜉1(𝑡) = 𝜉10 + 𝜉11(𝑡) + 𝜉12(𝑡) + · · · + 𝜉1𝑙1(𝑡). (3.134)

После дифференцирования (3.134) 2𝑙1 раз получим оценки для
компонент 𝜉1𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,𝑙1 и свободного члена 𝜉10:⎡⎢⎢⎢⎣

𝜉11(𝑡)

𝜉12(𝑡)
...
𝜉1𝑙1(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜃11 · · · 𝜃1𝑙1
𝜃211 · · · 𝜃21𝑙1
...

. . .
...

𝜃𝑙111 · · · 𝜃𝑙11𝑙1

⎤⎥⎥⎥⎦
−1 ⎡⎢⎢⎢⎢⎣

𝜉
(2)
1 (𝑡)

𝜉
(4)
1 (𝑡)

...
𝜉
(2𝑙1)
1 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (3.135)

𝜉10 = 𝜉1(𝑡) −
𝑙1∑︁
𝑖=1

𝜉1𝑖(𝑡). (3.136)

Идентификация амплитуд гармоник и смещения возмуща-
ющего сигнала

Найдем оценку смещения 𝜎1 из соотношений (3.129) и (3.136):

𝜎̂1(𝑡) =
𝑎10
𝑏10

𝜉10(𝑡). (3.137)
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Для оценивания амплитуд 𝜒1𝑖 и 𝜈1𝑖, используем градиентный
подход, описанный ранее в разделе 2.2.4:

˙̂𝜒1𝑖(𝑡) = 𝑘𝜒 𝜗1𝑖(𝑡)

(︃
𝜉1𝑖(𝑡) − 𝜒̂1𝑖(𝑡)𝜗1𝑖(𝑡) − 𝜈1𝑖(𝑡)

ˆ̇
𝜗1𝑖(𝑡)

𝜂1𝑖(𝑡)

)︃
, (3.138)

˙̂𝜈1𝑖(𝑡) = 𝑘𝜈

ˆ̇
𝜗1𝑖(𝑡)

𝜂1𝑖(𝑡)

(︃
𝜉1𝑖(𝑡) − 𝜒̂1𝑖(𝑡)𝜗1𝑖(𝑡) − 𝜈1𝑖(𝑡)

ˆ̇
𝜗1𝑖(𝑡)

𝜂1𝑖(𝑡)

)︃
, (3.139)

где 𝑘𝜒, 𝑘𝜈 > 0 — параметра закона идентификации,

𝜂1𝑖(𝑡) =

{︂
𝜔̂1𝑖(𝑡), если 𝜔̂1𝑖 ≥ 𝜔0,
𝜔0, иначе, (3.140)

𝜗1𝑖(𝑡) и ˆ̇
𝜗1𝑖(𝑡) — оценки гармоники с частотой 𝜔̂1𝑖(𝑡) и ее производ-

ной на выходе дополнительного фильтра:

𝜗1(𝑠) = 𝑊2(𝑠)∆1(𝑠), (3.141)

на вход которого подается сигнал

∆1(𝑡) =

𝑙1∑︁
𝑖=0

sin(𝜔̂1𝑖(𝑡)𝑡). (3.142)

Оценки 𝜗1𝑖(𝑡) и ˆ̇
𝜗1𝑖(𝑡) вычисляются на основе измеряемых про-

изводных выходного сигнала 𝜗1(𝑡) фильтра (3.141) по следующим
соотношениям:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ˆ̇
𝜗11(𝑡)
ˆ̇
𝜗12(𝑡)
...
ˆ̇
𝜗1𝑙1(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 · · · 1

𝜃11 · · · 𝜃1𝑙1
...

. . .
...

𝜃𝑙1−1
11 · · · 𝜃𝑙1−1

1𝑙1

⎤⎥⎥⎥⎦
−1 ⎡⎢⎢⎢⎢⎣

𝜗
(1)
1 (𝑡)

𝜗
(3)
1 (𝑡)

...
𝜗
(2𝑙1−1)
1 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (3.143)



3.2 Многоканальная система 91

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜗11(𝑡)

𝜗12(𝑡)
...
𝜗1𝑙1(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜃11 · · · 𝜃1𝑙1
𝜃211 · · · 𝜃21𝑙1
...

. . .
...

𝜃𝑙111 · · · 𝜃𝑙11𝑙1

⎤⎥⎥⎥⎦
−1 ⎡⎢⎢⎢⎢⎣

𝜗
(2)
1 (𝑡)

𝜗
(4)
1 (𝑡)

...
𝜗
(2𝑙1)
1 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.144)

З ам е ч а н и е 9 Передаточная функция 𝑊2(𝑠) имеет относи-
тельную степень не менее чем 2𝑙1, поэтому с помощью фильтра
(3.141) можно получить производные 𝜗1(𝑡) вплоть до 𝜗(2𝑙1)1 (𝑡).

З ам е ч а н и е 10 Обратные матрицы в выражениях (3.135),
(3.144) и (3.143) существуют, если в мультисинусоидальном сиг-
нале 𝛿1(𝑡) не менее чем 𝑙1 гармоник имеют различные друг от
друга частоты. Функции 𝜃1𝑖(𝑡) сходятся экспоненциально к ча-
стотам 𝜃1𝑖 возмущающего сигнала 𝛿1(𝑡), а функции 𝜉10(𝑡) = 𝜉10 −
𝜉10(𝑡), 𝜉1𝑖(𝑡) = 𝜉1𝑖(𝑡) − 𝜉1𝑖(𝑡), и ˜̇

𝜉1𝑖(𝑡) = 𝜉1𝑖(𝑡) − ˆ̇
𝜉1𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,𝑙1 экспо-

ненциально сходятся к нулю.

На данном этапе мы получили оценки 𝜎̂1(𝑡), 𝜒̂1𝑖(𝑡), и 𝜈1𝑖(𝑡) из
(3.99), необходимые для оценивания 𝛿1(𝑡) и 𝛿1(𝑡+ ℎ). Заметим, что
𝜒̃1𝑖(𝑡) = 𝜒1𝑖− 𝜒̂1𝑖(𝑡) и 𝜈1𝑖(𝑡) = 𝜈1𝑖− 𝜈1𝑖(𝑡) экспоненциально сходятся
к нулю [87], что также распространяется на 𝛿1(𝑡) = 𝛿1(𝑡) − 𝛿1(𝑡),
𝛿1(𝑡+ℎ) = 𝛿1(𝑡+ℎ)−𝛿1(𝑡+ℎ) и, применяя аналогичные рассуждения,
на 𝛿2(𝑡) = 𝛿2(𝑡) − 𝛿2(𝑡), 𝛿2(𝑡+ ℎ) = 𝛿2(𝑡+ ℎ) − 𝛿2(𝑡+ ℎ).

3.2.4 Синтез компенсирующей составляющей
управления

Используя выражения (3.96)–(3.97) для параметров компенси-
рующей составляющей управления, синтезируем 𝜁(𝑡+ ℎ) из (3.94):

𝜁(𝑡+ ℎ) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝐿𝛿

1

𝐿𝑢
1
𝜎̂1 −

𝑙1∑︁
𝑖=1

𝐿𝛿𝑖
𝐿𝑢𝑖

[𝜅1𝑖sin (𝜔̂1𝑖𝑡) + 𝜄1𝑖cos (𝜔̂1𝑖𝑡)]

−𝐿𝛿
2

𝐿𝑢
2
𝜎̂2 −

𝑙2∑︁
𝑗=1

𝐿𝛿𝑖
𝐿𝑢𝑖

[𝜅2𝑗sin (𝜔̂2𝑗𝑡) + 𝜄2𝑗cos (𝜔̂2𝑗𝑡)]

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
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Оценки параметров сходятся к истинному значению с той же
скоростью, что и выходной вектор системы 𝑦(𝑡) сходится к нулю.

3.2.5 Стабилизация системы
В этом разделе синтезируем управляющий сигнал, стабилизи-

рующий замкнутую систему.
Подставим в систему (3.88) управляющий сигнал: (3.94)

𝑥̇(𝑡) =𝐹𝑥(𝑡) +𝐵𝜓(𝑡− ℎ) −𝐵𝜁(𝑡) + 𝐸𝛿(𝑡). (3.145)

На основе (3.145) введем наблюдатель переменных состояния:

˙̂𝑥(𝑡) =𝐹𝑥̂(𝑡) +𝐵𝜓(𝑡− ℎ) −𝐵𝜁(𝑡) + 𝐸𝛿(𝑡) + 𝐿(𝑦(𝑡) − 𝑦(𝑡)), (3.146)

𝑦(𝑡) =𝐶𝑥̂(𝑡) +𝐷𝛿(𝑡), (3.147)

где

𝐿 =

[︂
𝐿21 0𝑛1×1

0𝑛2×1 𝐿22

]︂
,

где 𝐿21, 𝐿22 — постоянные матрицы размерности 𝑛1 × 1 и 𝑛2 × 1
соответственно.

Рассмотрим ошибку наблюдения 𝑥̃(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑥̂(𝑡) с учетом
(3.88), (3.90), (3.146) и (3.147):

˙̃𝑥(𝑡) = (𝐹 − 𝐿𝐶)𝑥̃(𝑡) + (𝐸 − 𝐿𝐷)𝛿(𝑡), (3.148)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥̃(𝑡) +𝐷𝛿(𝑡). (3.149)

Система (3.148)–(3.149) линейная, матрица 𝐹 − 𝐿𝐶 гурвицева,

компоненты функции от времени 𝛿(𝑡) =
[︁
𝛿1(𝑡) 𝛿2(𝑡)

]︁𝑇
экспонен-

циально убывают до нуля, значит можно записать, что ошибки на-
блюдения 𝑥̃(𝑡) и 𝑦(𝑡) сходятся к нулю:

‖𝑥̃‖ ≤ 𝜌4𝑒
−𝛽4𝑡, ‖𝑦‖ ≤ 𝜌5𝑒

−𝛽5𝑡, (3.150)

где 𝜌4, 𝛽4, 𝜌5, 𝛽5 > 0.
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Рассмотрим невязку вектора состояния:

˙̃𝑥2(𝑡) = (𝐴− 𝐿𝐶)𝑥̃2(𝑡) +𝐵𝛿1(𝑡) − 𝐿𝛼𝛿2(𝑡), (3.151)

𝑦2(𝑡) = 𝐶𝑥̃2(𝑡) + 𝛼𝛿2(𝑡). (3.152)

На этом этапе мы получили наблюдатель вектора состояния для
объекта управления (3.88), (3.90), такой что оценки переменных со-
стояния экспоненциально сходятся к истинным значениям. На этом
основании вектор 𝑥̂(𝑡) может быть использован при синтезе стаби-
лизирующей компоненты управления 𝜓(𝑡).

Следуя подходу описанному в [17, 44, 94], представим блок за-
паздывания в виде уравнения в частных производных:

Ψ𝑡(𝑟,𝑡) = Ψ𝑟(𝑟,𝑡), 0 < 𝑧 < ℎ (3.153)
Ψ(ℎ,𝑡) = 𝜓(𝑡) (3.154)

c начальными условием Ψ(𝑟,0) = 𝜓(𝑟 − ℎ). Решение такого уравне-
ния имеет вид Ψ(𝑟,𝑡) = 𝜓(𝑡+𝑟−ℎ), следовательно, Ψ(0,𝑡) = 𝜓(𝑡−ℎ)
описывает запаздывающий сигнал управления. Тогда выражение
(3.145) примет вид:

𝑥̇(𝑡) = 𝐹𝑥(𝑡) +𝐵Ψ(0,𝑡) −𝐵𝜁(𝑡) + 𝐸𝛿(𝑡). (3.155)

Следуя методу «backstepping» («обратный обход интегратора»)
[17], рассмотрим следующее преобразование:

𝑊 (𝑟,𝑡) =Ψ(𝑟,𝑡) −𝐾𝑒𝐹𝑟𝑥̂(𝑡)−

−𝐾
𝑟w

0

𝑒𝐹 (𝑟−𝜏)𝐵Ψ(𝜏,𝑡)𝑑𝜏 +𝐾

ℎw

𝑟

𝑒𝐹 (𝑟+ℎ−𝜏)𝐿𝑌 (𝜏,𝑡)𝑑𝜏, (3.156)

𝑌 (𝑟,𝑡) =𝑦(𝑡+ 𝑟 − ℎ), (3.157)

𝑌𝑡(𝑟,𝑡) =𝑌𝑟(𝑟,𝑡), (3.158)

𝑌 (ℎ,𝑡) =𝑦(𝑡), (3.159)
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и закон управления

𝜓(𝑡) = 𝐾𝑒𝐹ℎ𝑥̂(𝑡) +𝐾

ℎw

0

𝑒𝐹 (ℎ−𝜏)𝐵Ψ(𝜏,𝑡)𝑑𝜏. (3.160)

Согласно лемме 3 преобразование (3.156) и закон управления
(3.166) приводит объект (3.155) к устойчивой системе:

𝑥̇(𝑡) =(𝐹 +𝐵𝐾)𝑥(𝑡) +𝐵𝑊 (0,𝑡)−
−𝐵𝜁(𝑡) + 𝐸𝛿(𝑡), (3.161)

𝑊𝑡(𝑟,𝑡) =𝑊𝑟(𝑟,𝑡), (3.162)
𝑊 (ℎ,𝑡) =0, (3.163)

где 𝑊 (0,𝑡) сходится к нулю за конечное время, матрица 𝐾 выбира-
ется из условия гурвицевости матрицы 𝐹 +𝐵𝐾.

Таким образом, замкнутая выбранным управление система яв-
ляется устойчивой. Откуда следует, что 𝑧(𝑡) стремится к нулю и
достигается поставленная цель управления (3.91).

Полученный результат формулируется в виде утверждения.

У тв е рж д е н и е 4 Закон управления вида:

𝑢(𝑡) = 𝜁(𝑡) + 𝜓(𝑡), (3.164)

𝜁(𝑡+ ℎ) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝐿𝛿

1

𝐿𝑢
1
𝜎̂1 −

𝑙1∑︁
𝑖=1

𝐿𝛿𝑖
𝐿𝑢𝑖

[𝜅1𝑖sin (𝜔̂1𝑖𝑡) + 𝜄1𝑖cos (𝜔̂1𝑖𝑡)]

−𝐿𝛿
2

𝐿𝑢
2
𝜎̂2 −

𝑙2∑︁
𝑗=1

𝐿𝛿𝑖
𝐿𝑢𝑖

[𝜅2𝑗sin (𝜔̂2𝑗𝑡) + 𝜄2𝑗cos (𝜔̂2𝑗𝑡)]

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
(3.165)

𝜓(𝑡) = 𝐾𝑒𝐹ℎ𝑥̂(𝑡) +𝐾

ℎw

0

𝑒𝐹 (ℎ−𝜏)𝐵Ψ(𝜏,𝑡)𝑑𝜏, (3.166)

где 𝐿𝑢1 , 𝐿𝑢2 и 𝐿𝛿1, 𝐿𝛿2 — передаточные коэффициенты для постоян-
ных сигналов управления и возмущения соответственно для каж-
дой из подсистем, 𝐿𝑢𝑖 , 𝐿𝑢𝑗 и 𝐿𝛿𝑖 , 𝐿𝛿𝑗 — передаточные коэффициенты
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для синусоидального сигнала с частотами 𝜔𝑖 и 𝜔𝑗 соответствен-
но для управления и возмущения,

𝜅𝑖(𝑡) = 𝜇̂𝑖(𝑡) cos(𝜔̂𝑖(𝑡)ℎ) − 𝜈𝑖(𝑡) sin(𝜔̂𝑖(𝑡)ℎ), (3.167)
𝜄𝑖(𝑡) = 𝜇̂𝑖(𝑡) sin(𝜔̂𝑖(𝑡)ℎ) + 𝜈𝑖(𝑡) cos(𝜔̂𝑖(𝑡)ℎ), (3.168)
𝜅𝑗(𝑡) = 𝜇̂𝑗(𝑡) cos(𝜔̂𝑗(𝑡)ℎ) − 𝜈𝑗(𝑡) sin(𝜔̂𝑗(𝑡)ℎ), (3.169)
𝜄𝑗(𝑡) = 𝜇̂𝑗(𝑡) sin(𝜔̂𝑗(𝑡)ℎ) + 𝜈𝑗(𝑡) cos(𝜔̂𝑗(𝑡)ℎ), (3.170)

обеспечивает выполнение цели управления (3.91).

3.3 Нелинейная система специального вида

3.3.1 Постановка задачи
Рассмотрим задачу компенсации гармонического возмущения,

действующего на нелинейную систему, в условиях запаздывания
по управлению [52]. В качестве объекта управления рассмотрим
систему с математической моделью вида:

𝑥̇1(𝑡) = 𝑥2(𝑡) + 𝜓1(𝑦(𝑡− 𝜏1)) + 𝑎1𝑦(𝑡),

...

𝑥̇𝑛(𝑡) = 𝑢(𝑡− ℎ) + 𝜓𝑛(𝑦(𝑡− 𝜏𝑛)) + 𝑎𝑛𝑦(𝑡) + 𝛿(𝑡), (3.171)
𝑦(𝑡) = 𝑥1(𝑡),

где 𝑥(𝑡) = 𝑐𝑜𝑙{𝑥1, 𝑥2, . . . ,𝑥𝑛} ∈ R𝑛 — известный вектор состояния,
𝑢(𝑡) ∈ R — скалярный сигнал управления, 𝑦(𝑡) ∈ R — измеряемый
скалярный выход, ℎ ≥ 0 — известное постоянное запаздывания,
𝑎𝑖 — известные параметры, 𝜓𝑖(𝑦(𝑡 − 𝜏𝑖)) — известные нелинейные
функции, 𝜏𝑖 — известные положительные параметры, 𝛿(𝑡) — неиз-
вестное возмущение.

Для сигнала управления справедливо 𝑢(𝑡− ℎ) = 0 для 𝑡 < ℎ.
В качестве возмущающего воздействия рассматривается сигнал

с неизвестными параметрами:

𝛿(𝑡) = 𝜎0 + 𝜎 sin(𝜔𝑡+ 𝜑), (3.172)
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где 𝜎0 — смещение, 𝜎 — амплитуда, 𝜑 — фаза, 𝜔 — частота гармо-
ники.

Требуется синтезировать закон управления 𝑢(𝑡), обеспечиваю-
щий стабилизацию выходного сигнала системы:

lim
𝑡→∞

𝑦(𝑡) = 0, (3.173)

с учетом приведенного ниже допущения.

Д оп у ще н и е 3.3.1 Параметры 𝜏𝑖 ≥ ℎ для 𝑖 = 1,𝑛.

3.3.2 Стабилизация системы
Сначала в системе (3.171) положим Ψ(𝑦) = 𝑐𝑜𝑙{𝜓1, 𝜓2, . . . , 𝜓𝑛} ∈

R𝑛, 𝛿(𝑡) = 0 и ℎ = 0. Для упрощенной системы рассмотрим триви-
альное управление вида:

𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡). (3.174)

Для случая ℎ > 0 перепишем закон управления (3.195):

𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡+ ℎ). (3.175)

Очевидно, что закон управления в виде (3.175) не реализуем, по
причине того, что вектор 𝑥(𝑡+ℎ) недоступен для непосредственного
измерения. Однако, исходя из работы [17], вектор состояния 𝑥(𝑡+ℎ)
может быть вычислен следующим образом:

𝑥(𝑡+ ℎ) = 𝑒𝐴(𝑡+ℎ)𝑥(0) +

𝑡+ℎw

0

𝑒𝐴(𝑡+ℎ−𝜏)𝐵𝑢(𝜏 − ℎ)𝑑𝜏 =

= 𝑒𝐴ℎ𝑥(𝑡) +

𝑡w

𝑡−ℎ

𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏.

Тогда закон управления, стабилизирующий систему с запазды-
ванием, примет вид:

𝑢(𝑡) = 𝐾𝑒𝐴ℎ𝑥(𝑡) +𝐾

𝑡w

𝑡−ℎ

𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏. (3.176)
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Однако, при постановке задачи рассматривается нелинейный
объект управления под влиянием внешнего возмущения:

𝛿(𝑡) = 𝜎0 + 𝜎 sin(𝜔𝑡+ 𝜑).

3.3.3 Построение оценки внешнего возмущения
Найдем оценку внешнего возмущения:

𝛿(𝑡) = 𝜎0 + 𝜎 sin(𝜔𝑡+ 𝜑) = 𝜎0 + 𝜎1 sin𝜔𝑡+ 𝜎2 cos𝜔𝑡, (3.177)

где 𝜎 =
√︀
𝜎2
1 + 𝜎2

2 .
Построим асимптотический наблюдатель для последней компо-

ненты 𝑥𝑛(𝑡) вектора состояния системы (3.171):

˙̂𝑥𝑛(𝑡) = 𝑢(𝑡− ℎ) + 𝜓𝑛(𝑦) + 𝑎𝑛𝑦(𝑡) + 𝑘𝑛𝑥̃𝑛(𝑡), (3.178)

где 𝑥̂𝑛(𝑡) — оценка 𝑥𝑛(𝑡), 𝑥̃𝑛(𝑡) = 𝑥𝑛(𝑡)−𝑥̂𝑛(𝑡) — ошибка оценивания,
𝑘𝑛 — положительный параметр.

Рассмотрим невязку:

𝑥̃𝑛(𝑡) = 𝑥𝑛(𝑡) − 𝑥̂𝑛(𝑡). (3.179)

После дифференцирования (3.179) в силу систем (3.171) и
(3.178) получим

˙̃𝑥𝑛(𝑡) = −𝑘𝑛𝑥̃𝑛(𝑡) + 𝛿(𝑡). (3.180)

Таким образом, получено дифференциальное уравнение перво-
го порядка от функции невязки 𝑥̃𝑛(𝑡). Решение линейного неодно-
родного дифференциального уравнения (3.180) 𝑥̃𝑛(𝑡) может быть
представлено в виде:

𝑥̃𝑛(𝑡) = 𝜇0 + 𝜇 sin(𝜔𝑡+ 𝜗) + 𝜀1(𝑡), (3.181)

𝑥̃𝑛(𝑠) =
1

𝑠+ 𝑘𝑛
𝛿(𝑠),

где 𝜀1(𝑡) — экспоненциально убывающая функция, 𝑥̃𝑛(𝑠) =
ℒ−1 {𝑥̃𝑛(𝑡)}, 𝛿(𝑠) = ℒ−1 {𝛿(𝑡)}.
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Для оценки частоты внешнего возмущения используется сигнал
𝑥̃𝑛(𝑡), как предложено в работах [44, 75]. Введем в рассмотрение
линейный фильтр второго порядка:

𝜉(𝑠) =
𝜆20
𝛾(𝑠)

𝑥̃𝑛(𝑠), (3.182)

где 𝜆0 — положительная константа, 𝛾(𝑠) = 𝑠2 +𝛾1𝑠+𝛾0 — Гурвицев
полином с двумя различными корнями 𝜆1 и 𝜆2. Примем 𝛾0 = 𝜆20 и
𝜆 = min𝑖=1,2{|Re𝜆𝑖|}.

Согласно лемме 1, первая и третья производные выходной пе-
ременной линейного фильтра (3.182) могут быть записаны в виде:

𝜉(𝑡) = ℒ−1

{︂
𝜆20𝑠

𝛾(𝑠)
𝑥̃𝑛(𝑠)

}︂
,

...
𝜉 (𝑡) = ℒ−1

{︂
𝜆20𝑠

3

𝛾(𝑠)
𝑥̃𝑛(𝑠)

}︂
, (3.183)

где 𝜃 = −𝜔2, ℒ−1 {·} — обратное преобразование Лапласа.
Для линейного фильтра (3.182) и входного сигнала 𝑥̃𝑛(𝑡) спра-

ведливо соотношение:
...
𝜉 (𝑡) = 𝜃𝜉(𝑡) + 𝜀(𝑡), (3.184)

где функция |𝜀(𝑡)| ≤ 𝜌0𝑒
−𝜆𝑡 и ее производные ограничены экспо-

ненциально убывающей функцией.
Схема оценивания частоты гармоники возмущающего воздей-

ствия (2.25)-(2.27) примет вид:

𝜔̂(𝑡) =

√︂⃒⃒⃒
𝜃(𝑡)

⃒⃒⃒
, (3.185)

𝜃(𝑡) = 𝜒(𝑡) + 𝑘𝜉(𝑡)𝜉(𝑡), (3.186)

𝜒̇(𝑡) = −𝑘𝜉2(𝑡)𝜃(𝑡) − 𝑘𝜉2(𝑡), (3.187)

где 𝑘 > 0 гарантирует, что ошибка оценивания частоты 𝜔̃(𝑡) = 𝜔 −
𝜔̂(𝑡) экспоненциально стремится к нулю:

|𝜔̃(𝑡)| ≤ 𝜌1𝑒
−𝛽1𝑡, 𝜌1,𝛽1 > 0, ∀𝑡 ≥ 0. (3.188)
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Теперь построим оценку внешнего возмущения:

˙̃𝑥𝑛(𝑡) = −𝑘𝑛𝑥̃𝑛(𝑡) + 𝜎1 sin𝜔𝑡+ 𝜎2 cos𝜔𝑡 =

= −𝑘𝑛𝑥̃𝑛(𝑡) + 𝜎̄𝑇𝜐(𝑡), (3.189)

где

𝜎̄ =

⎡⎣ 𝜎0
𝜎1
𝜎2

⎤⎦ , 𝜐 =

⎡⎣ 𝜐0
𝜐1
𝜐2

⎤⎦ =

⎡⎣ 1
sin𝜔𝑡
cos𝜔𝑡

⎤⎦ .
Идентификацию внешнего возмущения 𝛿(𝑡) согласно (2.115)-

(2.116) будем осуществлять по следующему алгоритму:

𝛿(𝑡) = ˆ̄𝜎𝑇𝜐, (3.190)
ˆ̄𝜎 = 𝜒̂1 + 𝛾𝜎𝜐𝑥̃𝑛, (3.191)

˙̂𝜒1 = −𝛾𝜎𝜐𝜐𝑇 ˆ̄𝜎 + 𝛾𝜎𝑘𝑛𝜐𝑥̃𝑛 − 𝛾𝜎 ˆ̇𝜐𝑥̃𝑛, (3.192)

где ˆ̄𝜎 — оценка вектора 𝜎̄, 𝜐 — оценка вектора 𝜐, 𝛾𝜎 > 0 — неко-
торая положительная константа, 𝜒̂1(𝑡) — оценка функции 𝜒1(𝑡) =
ˆ̄𝜎− 𝛾𝜎𝜐𝑥̃𝑛, 𝜐(𝑡) и оценка производной вектора ˆ̇𝜐(𝑡) вычисляются по
формулам:

𝜐(𝑡) =

⎡⎣ 1
𝜐1(𝑡)
𝜐2(𝑡)

⎤⎦ =

⎡⎣ 1
sin 𝜔̂𝑡
cos 𝜔̂𝑡

⎤⎦ , ˆ̇𝜐(𝑡) =

⎡⎣ 0
ˆ̇𝜐1(𝑡)
ˆ̇𝜐2(𝑡)

⎤⎦ =

⎡⎣ 0
𝜔̂ cos 𝜔̂𝑡
−𝜔̂ sin 𝜔̂𝑡

⎤⎦ .
Как было показано выше, оценка 𝛿(𝑡) из (3.190) асимптотически

сходится к возмущающему сигналу 𝛿(𝑡):

lim
𝑡→∞

𝛿(𝑡) = 0,

где 𝛿(𝑡) = 𝛿(𝑡) − 𝛿(𝑡) — функция невязки.

3.3.4 Предиктор внешнего возмущения
После того как была получена оценка 𝛿(𝑡), спроектируем пре-

диктор на основе наблюдателя за внешним возмущением 𝛿(𝑡 + ℎ),
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который используется при решении задачи компенсации. Рассмот-
рим предиктор в следующем виде:

𝛿(𝑡+ ℎ) = 𝜎̂0 + 𝜎̂1 sin(𝜔̂𝑡+ 𝜔̂ℎ) + 𝜎̂2 cos(𝜔̂𝑡+ 𝜔̂ℎ) =

= 𝜎̂0 + 𝜎̂1 sin(𝜔̂𝑡) cos(𝜔̂ℎ) + 𝜎̂1 cos(𝜔̂𝑡) sin(𝜔̂ℎ)+

+ 𝜎̂2 cos(𝜔̂𝑡) cos(𝜔̂ℎ) − 𝜎̂2 sin(𝜔̂𝑡) sin(𝜔̂ℎ) =

= 𝜎̂0 + 𝜎̂3 sin(𝜔̂𝑡) + 𝜎̂4 cos(𝜔̂𝑡), (3.193)

где

𝜎̂3 = 𝜎̂1 cos(𝜔̂ℎ) − 𝜎̂2 sin(𝜔̂ℎ),

𝜎̂4 = 𝜎1 sin(𝜔̂ℎ) + 𝜎̂2 cos(𝜔̂ℎ). (3.194)

Из условия lim𝑡→∞ (𝜔 − 𝜔̂(𝑡)) = 0 получим

lim
𝑡→∞

(︁
𝛿(𝑡+ ℎ) − 𝛿(𝑡+ ℎ)

)︁
= 0.

3.3.5 Синтез регулятора
Рассмотрим управление в следующем виде:

𝑢(𝑡) = 𝑢0(𝑡) − 𝛿(𝑡+ ℎ), (3.195)

где 𝑢0 — стабилизирующее слагаемое.
Построим 𝑢0, для этого найдем производные функции 𝑦(𝑡) =

𝑥1(𝑡) в силу системы (3.171):

𝑦̇(𝑡) = 𝜍1(𝑡) = 𝑥2(𝑡) + 𝑎1𝑦(𝑡) + 𝜓1(𝑦(𝑡− 𝜏1)) = 𝜍2(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝜍2(𝑡) = 𝑥3(𝑡) + 𝑎1𝑦̇(𝑡) +
𝜕𝜓1(𝑦(𝑡− 𝜏1))

𝜕𝑦(𝑡− 𝜏1)
𝑦̇(𝑡− 𝜏1)+

+ 𝑎2𝑦(𝑡) + 𝜓2(𝑦(𝑡− 𝜏2)) =

= 𝜍3(𝑡),

...
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𝑦(𝑛)(𝑡) = 𝜍𝑛(𝑡) = 𝑢0(𝑡− ℎ) +
𝜕𝑛−1𝜓1(𝑦(𝑡− 𝜏1))

𝜕𝑦(𝑡− 𝜏1)𝑛−1
𝑦̇𝑛−1(𝑡− 𝜏1)+

+ ...+
𝜕𝜓1(𝑦(𝑡− 𝜏1))

𝜕𝑦(𝑡− 𝜏1)
𝑦(𝑛−1)(𝑡− 𝜏1) + ...+ 𝜓𝑛(𝑦(𝑡− 𝜏𝑛))+

+ 𝑎1𝑦
(𝑛−1)(𝑡) + ...+ 𝑎𝑛𝑦(𝑡) + 𝛿(𝑡) =

= 𝑢0(𝑡− ℎ) +
𝜕𝑛−1𝜓1(𝑦(𝑡− 𝜏1))

𝜕𝑦(𝑡− 𝜏1)𝑛−1
𝜍𝑛−1
2 (𝑡− 𝜏1)+

+ ...+
𝜕𝜓1(𝑦(𝑡− 𝜏1))

𝜕𝑦(𝑡− 𝜏1)
𝜍𝑛(𝑡− 𝜏1) + ...+ 𝜓𝑛(𝑦(𝑡− 𝜏𝑛))+

+ 𝑎1𝜍𝑛−1(𝑡) + ...+ 𝑎𝑛𝑦(𝑡) + 𝛿(𝑡). (3.196)

Если все компоненты вектора состояния 𝑥(𝑡) = [𝑥1, 𝑥2,...,𝑥𝑛]
𝑇

системы (3.171) известны, то функции 𝜍1(𝑡), 𝜍2(𝑡),..., 𝜍𝑛(𝑡) модели
(3.196) также будут являться известными. В таком случае получим
закон управление в следующем виде:

𝑢0(𝑡) = 𝑢1(𝑡) −
(︁𝜕𝑛−1𝜓1(𝑦(𝑡+ ℎ− 𝜏1))

𝜕𝑦(𝑡+ ℎ− 𝜏1)𝑛−1
𝜍𝑛−1
2 (𝑡+ ℎ− 𝜏1)+

+ ...+
𝜕𝜓1(𝑦(𝑡+ ℎ− 𝜏1))

𝜕𝑦(𝑡+ ℎ− 𝜏1)
𝜍𝑛(𝑡+ ℎ− 𝜏1) + ...+

+ 𝜓𝑛(𝑦(𝑡− 𝜏𝑛))
)︁
. (3.197)

При подстановке (3.204) в (3.196) получим систему линейных
стационарных уравнений:

𝜍1(𝑡) = 𝜍2(𝑡),

𝜍2(𝑡) = 𝜍3(𝑡),

...

𝜍𝑛(𝑡) = 𝑎1𝜍𝑛−1(𝑡) + ...+ 𝑎𝑛𝜍1(𝑡) + 𝛿(𝑡) + 𝑢1(𝑡− ℎ). (3.198)

Перепишем (3.198) в следующем виде:

𝜍(𝑡) = 𝐺𝜍(𝑡) + 𝑞𝑢1(𝑡− ℎ) + 𝛿(𝑡), (3.199)

𝑦(𝑡) = 𝑒𝑇1 𝜍(𝑡), (3.200)
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где векторы 𝜍(𝑡), 𝑞, 𝑒𝑇1 и матрица 𝐺 обозначают:

𝜍(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜍1(𝑡)
𝜍2(𝑡)

...
𝜍𝑛(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐺 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 1 ... 0
0 0 ... 0
...

...
. . .

...
𝑎𝑛 𝑎𝑛−1 ... 𝑎1

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝑞 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0
0
...
1

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

𝑒1 =
[︀

1 0 . . . 0
]︀
.

Запишем слагаемое 𝑢1(𝑡), входящее в закон управления (3.204),
с учетом выражения (3.176):

𝑢1(𝑡) = 𝐿𝑒𝐺ℎ𝜍(𝑡) + 𝐿

𝑡w

𝑡−ℎ

𝑒𝐺(𝑡−𝜏)𝑞𝑢1(𝜏)𝑑𝜏, (3.201)

где вектор 𝐿 выбирается из условия Гурвицевости матрицы 𝐹 =
𝐺+ 𝑞𝐿.

Сформулируем полученный результат в виде утверждения.

У тв е рж д е н и е 5 Для системы (3.171) и возмущения (3.172)
закон управления вида:

𝑢(𝑡) = 𝑢1(𝑡) + 𝑢2(𝑡) + 𝑢3(𝑡), (3.202)
𝑢1(𝑡) = 𝜎̂0 + 𝜎̂3 sin(𝜔̂𝑡) + 𝜎̂4 cos(𝜔̂𝑡), (3.203)

𝑢2(𝑡) = −𝜕
𝑛−1𝜓1(𝑦(𝑡+ ℎ− 𝜏1))

𝜕𝑦(𝑡+ ℎ− 𝜏1)𝑛−1
𝜍𝑛−1
2 (𝑡+ ℎ− 𝜏1)−

− . . .− 𝜕𝜓1(𝑦(𝑡+ ℎ− 𝜏1))

𝜕𝑦(𝑡+ ℎ− 𝜏1)
𝜍𝑛(𝑡+ ℎ− 𝜏1)−

− . . .− 𝜓𝑛(𝑦(𝑡− 𝜏𝑛)), (3.204)

𝑢3(𝑡) = 𝐿𝑒𝐺ℎ𝜍(𝑡) + 𝐿

𝑡w

𝑡−ℎ

𝑒𝐺(𝑡−𝜏)𝑞𝑢1(𝜏)𝑑𝜏, (3.205)
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обеспечивает выполнение цели управления (3.173), где 𝜍𝑗 = 𝑦(𝑗)(𝑡),
𝑗 = 1,𝑛,

𝜎̂3 = 𝜇̂1(𝑡) cos(𝜔̂(𝑡)ℎ) − 𝜈2(𝑡) sin(𝜔̂(𝑡)ℎ), (3.206)
𝜎̂4 = 𝜇̂1(𝑡) sin(𝜔̂(𝑡)ℎ) + 𝜈2(𝑡) cos(𝜔̂(𝑡)ℎ), (3.207)

𝑢2(𝑡) приводит систему (3.171) к виду (3.199)–(3.200).

3.4 Выводы по главе

В третьей главе были рассмотрены различные постановки зада-
чи компенсации внешних возмущающих воздействий. Был рассмот-
рен случай, когда возмущающее воздействие прикладывается на-
прямую к выходу системы, что позволяет использовать описанные
алгоритмы управления для решения задачи слежения за неизвест-
ным мультисинусоидальным сигналом, в том числе при наличии
внешнего возмущающего воздействия. Результаты, представленные
в настоящей главе, опубликованы в статьях [52,53,90].



Глава 4
Адаптивная следящая система

Глава посвящена вопросу применимости описанного ранее под-
хода для задач удаленного управления. Сначала рассматриваются
различные постановки задачи слежения в отсутствии и при нали-
чии внешнего возмущающего воздействия.

4.1 Задача слежения

4.1.1 Обобщенная постановка задачи
Рассмотрим задачу слежения за неизвестным мультисинусои-

дальным сигналом для линейной системы в условиях запаздывания
по управлению и наличии внешнего возмущающего воздействия:

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡− ℎ) + 𝐸𝛿(𝑡), (4.1)
𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡), (4.2)
𝑒(𝑡) = 𝑔(𝑡) − 𝑦(𝑡), (4.3)

где 𝑥 ∈ R𝑛 — вектор состояния, 𝑢 ∈ R — сигнал управления, ℎ
— известное постоянное запаздывание, 𝑦 ∈ R — выход системы,
𝑔 ∈ R — задающий сигнал в виде желаемого выхода системы, опре-
деляемого целью функционирования, 𝑒 ∈ R — ошибка слежения за
задающим сигналом, 𝐴𝑛×𝑛 — матрица состояния, 𝐵𝑛×1 — матрица
входов управления, 𝐸𝑛×1 — матрица входов внешнего возмущения,
𝐶1×𝑛 — матрица выхода.

Для сигнала управления справедливо 𝑢(𝑡− ℎ) = 0 для 𝑡 < ℎ.
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В качестве возмущающего воздействия 𝛿(𝑡) рассмотрим мульти-
синусоидальный сигнал:

𝛿(𝑡) = 𝜎𝛿 +

𝑙1∑︁
𝑖=1

𝜇𝛿𝑖 sin(𝜔𝛿𝑖 𝑡) + 𝜈𝛿𝑖 cos(𝜔𝛿𝑖 𝑡), (4.4)

со смещением 𝜎𝛿, состоящий из 𝑙1 гармоник с неизвестными ампли-
тудами 𝜇𝛿𝑖 и 𝜈𝛿𝑖 , и частотами 𝜔𝛿𝑖 , 𝑖 = 1,𝑙1 — номер гармоники.

В роли задающего сигнала выступает мультисинусоидальный
сигнал со смещением 𝜎𝑔:

𝑔(𝑡) = 𝜎𝑔 +

𝑙2∑︁
𝑗=1

𝜇𝑔𝑗 sin(𝜔𝑔𝑗 𝑡) + 𝜈𝑔𝑗 cos(𝜔𝑔𝑗 𝑡), (4.5)

состоящий из 𝑙2 гармоник с неизвестными амплитудами 𝜇𝑔𝑗 и 𝜈𝑔𝑗 , и
частотами 𝜔𝑔𝑗 , 𝑗 = 1,𝑙2 — номер гармоники.

Ставится задача слежения за задающим сигналом 𝑔(𝑡), которая
состоит в в синтезе закона управления 𝑢, обеспечивающего асимп-
тотическую сходимость к нулю ошибки слежения (4.3):

lim
𝑡→∞

|𝑒(𝑡)| = 0, (4.6)

с учетом изложенных ниже допущений.

Д оп у ще н и е 4.1.1 Все параметры системы (4.1)-(4.2) из-
вестны.

Д оп у ще н и е 4.1.2 Тройка матриц (𝐴,𝐵,𝐶) полностью
управляемая и наблюдаемая.

Д оп у ще н и е 4.1.3 Известная нижняя граница частот 𝜔0

для задающего сигнала 𝑔(𝑡) и возмущающего воздействия 𝛿(𝑡):

𝜔𝛿𝑖 ≥ 𝜔0, 𝑖 = 1,𝑙1,

𝜔𝑔𝑗 ≥ 𝜔0, 𝑗 = 1,𝑙2.

Д оп у ще н и е 4.1.4 Все частоты 𝜔𝛿𝑖 , 𝑖 = 1,𝑙1 и 𝜔𝑔𝑗 , 𝑗 = 1,𝑙2
различны.
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Ниже будут рассмотрены несколько частных задач в предполо-
жении измерения только ошибки слежения 𝑒(𝑡). В других случаях
исходная задача может быть разбита на две независимые подзада-
чи: компенсации возмущения 𝛿(𝑡), используя методы изложенные
в разделе 3.1, и ошибки слежения 𝑒(𝑡), представленную ниже при
рассмотрении случая отсутствия внешнего возмущения.

4.1.2 Задача слежения за неизвестным мульти-
синусоидальным сигналом для устойчивой
системы

Рассмотрим задачу слежения в условиях отсутствия внешнего
возмущения, т.е при 𝛿(𝑡) = 0, и c устойчивой матрицей состояния
системы 𝐴.

Введем в рассмотрение наблюдатель:

˙̂𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥̂(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡− ℎ), (4.7)
𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥̂(𝑡), (4.8)
𝑧(𝑡) = 𝑦(𝑡) + 𝑒(𝑡), (4.9)

где 𝑥̂ ∈ R𝑛 — вектор состояния наблюдателя, 𝑦 ∈ R — выходной
сигнал наблюдателя, 𝑧 ∈ R — оценка сигнала задания.

Заметим, что модель наблюдателя не позволяет изменять ско-
рость сходимости, что не всегда приемлемо. В подразделе 4.1.4 рас-
смотрен подход лишенный этого недостатка.

Невязка 𝑥̃(𝑡) = 𝑥(𝑡)− 𝑥̂(𝑡) сходится к нулю, в силу гурвицевости
матрицы 𝐴:

˙̃𝑥(𝑡) = 𝑥̇(𝑡) − ˙̂𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) −𝐴𝑥̂(𝑡) = 𝐴𝑥̃(𝑡). (4.10)

C учетом (4.10) и выражений (4.3), (4.9), легко показать, что
𝑧(𝑡) сходится к сигналу задания 𝑔(𝑡):

𝑔(𝑡) − 𝑧(𝑡) = 𝑔(𝑡) − 𝑦(𝑡) − 𝑒(𝑡) = 𝑔(𝑡) − 𝑦(𝑡) − 𝑔(𝑡) + 𝑦(𝑡) =

= 𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥̃(𝑡) = 𝜀(𝑡), (4.11)

где 𝜀(𝑡) — экспоненциально затухающая функция с экспоненциаль-
но затухающими производными.



4.1 Задача слежения 107

Для решения поставленной задачи требуется синтезировать та-
кое управляющее воздействие 𝑢(𝑡), чтобы реакция на него 𝑦𝑢(𝑡) си-
стемы (4.1)–(4.3) равнялась 𝑧(𝑡), без учета экспоненциальной со-
ставляющей 𝜀(𝑡). Выберем управление в виде:

𝑢(𝑡− ℎ) = 𝜎̂𝑢(𝑡) +

𝑙2∑︁
𝑗=1

𝜇̂𝑢𝑗 (𝑡) sin
(︀
𝜔̂𝑔𝑗 (𝑡)𝑡

)︀
+ 𝜈𝑢𝑗 (𝑡) cos

(︀
𝜔̂𝑔𝑗 (𝑡)𝑡

)︀
, (4.12)

где 𝜔̂𝑔𝑗 (𝑡), 𝜎̂𝑢(𝑡), 𝜇̂𝑢𝑗 (𝑡), 𝜈𝑢𝑗 (𝑡) оценки для 𝜔𝑔𝑗 , 𝜎
𝑢, 𝜇𝑢𝑗 , 𝜈𝑢𝑗 соответствен-

но. При известном сигнале задания 𝑔(𝑡), пользуясь рассуждения-
ми изложенными в разделе 3.2.2, значения параметров 𝜎𝑢, 𝜇𝑢𝑗 , 𝜈𝑢𝑗 ,
обеспечивающие равенство 𝑦(𝑡) = 𝑔(𝑡), могут быть рассчитаны сле-
дующим образом:

𝜎𝑢 =
1

𝐿0
𝜎𝑔, (4.13)

𝜇𝑢𝑗 =
1

𝐿𝑗
𝜇𝑔𝑗 , (4.14)

𝜈𝑢𝑗 =
1

𝐿𝑗
𝜈𝑔𝑗 , (4.15)

где 𝐿0 и 𝐿𝑗 — передаточные коэффициенты для постоянного и гар-
монического с частотой 𝜔𝑔𝑗 сигналов соответственно:

𝐿0 =
⃒⃒⃒
𝑊 (𝑗𝑐𝜔)

⃒⃒⃒
𝜔=0

, (4.16)

𝐿𝑗 =
⃒⃒⃒
𝑊 (𝑗𝑐𝜔)

⃒⃒⃒
𝜔=𝜔𝑔

𝑗

, (4.17)

вычисляемые на основе комплексной передаточной функции от 𝑢(𝑡)
к 𝑦(𝑡) системы (4.1)–(4.2):

𝑊 (𝑗𝑐𝜔) = 𝐶(𝑗𝑐𝜔𝐼 −𝐴)−1𝐵. (4.18)

Для получения оценки 𝜔̂𝑔𝑗 (𝑡) воспользуемся схемой, описанной в
разделе 2.2.1. Введем линейный фильтр с передаточной функцией
𝐹 (𝑠) и относительной степенью не менее 2𝑙2. На его вход подадим
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сигнал 𝑧(𝑡). Далее выходы линейного фильтра используем в схеме
оценивания аналогичной (2.132)–(2.134).

Получим оценки 𝜎̂𝑢(𝑡), 𝜇̂𝑢𝑗 (𝑡), 𝜈𝑢𝑗 (𝑡), модифицировав схему, изло-
женную в 3.1.4. Для этого передаточная функция фильтра 𝑊1(𝑠) в
выражении (3.42) должна быть взята в виде:

𝑊1(𝑠) = 𝑊 (𝑠)𝐹 (𝑠), (4.19)

где 𝑊 (𝑠) — передаточная функция системы (4.1)–(4.2).
Тогда согласно (3.38)-(3.40)

𝜎̂𝑢(𝑡) = 𝜉0(𝑡), (4.20)

˙̂𝜇𝑢𝑗 (𝑡) = 𝑘𝜇 𝜗𝑗(𝑡)

(︃
𝜉𝑗(𝑡) − 𝜇̂𝑢𝑗 (𝑡)𝜗𝑗(𝑡) − 𝜈𝑢𝑗 (𝑡)

ˆ̇
𝜗𝑗(𝑡)

𝜂𝑗(𝑡)

)︃
, (4.21)

˙̂𝜈𝑢𝑗 (𝑡) = 𝑘𝜈

ˆ̇
𝜗𝑗(𝑡)

𝜂𝑗(𝑡)

(︃
𝜉𝑗(𝑡) − 𝜇̂𝑢𝑗 (𝑡)𝜗𝑗(𝑡) − 𝜈𝑢𝑗 (𝑡)

ˆ̇
𝜗𝑗(𝑡)

𝜂𝑗(𝑡)

)︃
, (4.22)

где 𝜉0(𝑡) определяется согласно (2.226), 𝜗𝑖(𝑡) и ˆ̇
𝜗𝑖(𝑡) на основе

(2.222)–(2.223) c учетом замены передаточной функции фильтра
𝑊1(𝑠) в выражении (2.218) на (4.19), 𝜂𝑖(𝑡) определена в (2.225), а
𝜉𝑖(𝑡) вычисляется аналогично (2.193).

Окончательно управление 𝑢(𝑡) c учетом (4.12) найдем согласно
(3.22)–(3.170):

𝑢(𝑡) = 𝜎̂𝑢 +

𝑙2∑︁
𝑗=1

𝜇̂𝑢𝑗 sin(𝜔̂𝑔𝑗 (𝑡+ ℎ)) + 𝜈𝑢𝑗 cos(𝜔̂𝑔𝑗 (𝑡+ ℎ)) =

= 𝜎̂𝑢 +

𝑙2∑︁
𝑗=1

𝜅𝑢𝑗 sin(𝜔̂𝑔𝑗 𝑡) + 𝜁𝑢𝑗 cos(𝜔̂𝑔𝑗 𝑡), (4.23)

где коэффициенты

𝜅𝑢𝑗 = 𝜇̂𝑢𝑗 cos(𝜔̂𝑔𝑗ℎ) − 𝜈𝑢𝑗 sin(𝜔̂𝑔𝑗ℎ), (4.24)

𝜁𝑢𝑗 = 𝜇̂𝑢𝑗 sin(𝜔̂𝑔𝑗ℎ) + 𝜈𝑢𝑗 cos(𝜔̂𝑔𝑗ℎ). (4.25)
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4.1.3 Задача слежения за неизвестным мульти-
синусоидальным сигналом для устойчивой
системы при наличии внешнего возмуще-
ния

Рассмотрим более общую задачу слежения при наличии внеш-
него возмущения 𝛿(𝑡).

Как и в предыдущем разделе введем наблюдатель (4.7)-(4.9) и
рассмотрим сигнал 𝑧(𝑡):

𝑧(𝑡) = 𝑦(𝑡) + 𝑒(𝑡) = 𝑦(𝑡) + 𝑔(𝑡) − 𝑦(𝑡) =

= −𝑦(𝑡) + 𝑔(𝑡) = −𝐶𝑥̃(𝑡) + 𝑔(𝑡). (4.26)

Найдем выражение для невязки вектора состояния 𝑥̃(𝑡) = 𝑥(𝑡)−
𝑥̂(𝑡) системы (4.1)–(4.3) и наблюдателя (4.7)–(4.9):

˙̃𝑥(𝑡) = 𝑥̇(𝑡) − ˙̂𝑥(𝑡) =

= 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡− ℎ) + 𝐸𝛿(𝑡) −𝐴𝑥̂(𝑡) −𝐵𝑢(𝑡− ℎ) =

= 𝐴𝑥̃(𝑡) + 𝐸𝛿(𝑡). (4.27)

Как видно из (4.27), в сигнале 𝑧(𝑡) кроме сигнала задания 𝑔(𝑡)
присутствует компонента 𝑦𝛿(𝑡) = 𝐶𝑥̃(𝑡), соответствующая реакции
системы на возмущающее воздействие 𝛿(𝑡). В результате 𝑧(𝑡) может
быть преобразован к виду:

𝑧(𝑡) = 𝜀(𝑡) − 𝑦𝛿(𝑡) + 𝑔(𝑡) =

= 𝜀(𝑡) − 𝜎𝛿 −
𝑙1∑︁
𝑖=1

𝜇𝛿𝑖 sin(𝜔𝛿𝑖 𝑡) + 𝜈𝛿𝑖 cos(𝜔𝛿𝑖 𝑡)+

+ 𝜎𝑔 +

𝑙2∑︁
𝑗=1

𝜇𝑔𝑗 sin(𝜔𝑔𝑗 𝑡) + 𝜈𝑔𝑗 cos(𝜔𝑔𝑗 𝑡) =

= 𝜀(𝑡) + 𝜎𝑧 +

𝑙3∑︁
𝑎=1

𝜇𝑧𝑎 sin(𝜔𝑧𝑎𝑡) + 𝜈𝑧𝑎 cos(𝜔𝑧𝑎𝑡), (4.28)

где 𝜀(𝑡) — экспоненциально затухающая составляющая; 𝑦𝛿(𝑡) — ком-
понента, соответствующая реакции системы на возмущающее воз-



110 Адаптивная следящая система

действие 𝛿(𝑡) (4.4), представляющая собой смещенный мультисину-
соидальный сигнал с частотами гармоник 𝜔𝑧𝑎, 𝑎 = 1,𝑙3, 𝑙3 = 𝑙1 + 𝑙2,
причем, 𝜔𝑧𝑎 = 𝜔𝛿𝑎 при 𝑎 = 1,𝑙1 и 𝜔𝑧𝑎 = 𝜔𝑔𝑎 для 𝑎 = 𝑙1 + 1, 𝑙3.

Для решения поставленной задачи требуется синтезировать та-
кое управляющее воздействие 𝑢(𝑡), чтобы реакция на него 𝑦𝑢(𝑡)
системы (4.1)–(4.3) равнялась 𝑧(𝑡) без учета экспоненциальной со-
ставляющей 𝜀(𝑡). В этом случае, будет скомпенсирован эффект воз-
мущающего воздействия 𝑦𝛿(𝑡) на выходе системы и решена задача
слежения за задающим сигналом 𝑔(𝑡).

Синтезируя закон управления 𝑢(𝑡) аналогично (4.12), с учетом
вида сигнала 𝑧(𝑡) (4.28), и применяя все последующие шаги, полу-
чим реализуемый закон регулирования, обеспечивающий достиже-
ния цели управления (4.6).

4.1.4 Задача слежения за неизвестным мультиси-
нусоидальным сигналом для неустойчивой
системы

В отличие от предыдущих разделов 4.1.2 и 4.1.3 рассмотрим
систему (4.1)–(4.3) с неустойчивой матрицей состояния 𝐴.

В первую очередь требуется выделить с выхода системы неко-
торый сигнал, который будет использоваться для оценивания. Рас-
смотрим наблюдатель следующего вида:

˙̂𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥̂(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡− ℎ) + 𝐿𝑧(𝑡), (4.29)
𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥̂(𝑡), (4.30)
𝑧(𝑡) = 𝑦(𝑡) + 𝑒(𝑡), (4.31)

где вектор 𝐿 выбирается из условия гурвицевости матрицы 𝐴+𝐿𝐶.
Исследуем поведение невязки по состоянию 𝑥̃(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑥̂(𝑡):

˙̃𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥̃(𝑡) − 𝐿𝑧(𝑡) = 𝐴𝑥̃(𝑡) − 𝐿(𝑦(𝑡) + 𝑒(𝑡)) =

= 𝐴𝑥̃(𝑡) − 𝐿(𝑦(𝑡) + 𝑔(𝑡) − 𝑦(𝑡)) = 𝐴𝑥̃(𝑡) + 𝐿𝑦(𝑡) − 𝐿𝑔(𝑡) =

= 𝐴𝑥̃(𝑡) + 𝐿𝐶𝑥̃(𝑡) − 𝐿𝑔(𝑡) = (𝐴+ 𝐿𝐶)𝑥̃(𝑡) − 𝐿𝑔(𝑡). (4.32)

Несмотря на то что невязка 𝑥̃(𝑡) не сходится к нулю, она несет
в себе информацию о задающем сигнале 𝑔(𝑡). Так как сигнал 𝑥̃(𝑡)
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не измеряется, рассмотрим измеряемый выход наблюдателя 𝑧(𝑡):

𝑧(𝑡) = 𝑦(𝑡) + 𝑒(𝑡) = 𝑦(𝑡) + 𝑔(𝑡) − 𝑦(𝑡) =

= 𝐶𝑥̂(𝑡) − 𝐶𝑥(𝑡) + 𝑔(𝑡) = 𝐶𝑥̃(𝑡) − 𝑔(𝑡). (4.33)

Найдем изображения Лапласа для выхода наблюдателя 𝑧(𝑠) =
ℒ{𝑧(𝑡)}:

𝑧(𝑠) = 𝐶𝑥̃(𝑠) − 𝑔(𝑠), (4.34)

где 𝑔(𝑠) = ℒ{𝑔(𝑡)},

𝑥̃(𝑠) = ℒ{𝑥(𝑡)} = (𝑠𝐼 − (𝐴+ 𝐿𝐶))−1(𝑥̃(0) − 𝐿𝑔(𝑠)), (4.35)

тогда, подставляя (4.35) в (4.34), получим:

𝑧(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 − (𝐴+ 𝐿𝐶))−1𝑥̃(0) + (𝐶(𝑠𝐼 − (𝐴+ 𝐿𝐶))−1𝐿− 1)𝑔(𝑠) =

= 𝐶(𝑠𝐼 − (𝐴+ 𝐿𝐶))−1𝑥̃(0) +𝑊2(𝑠)𝑔(𝑠), (4.36)

где 𝑊2(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 − (𝐴+ 𝐿𝐶))−1𝐿− 1.
При условии гурвицевости матрицы 𝐴+𝐿𝐶, собственное движе-

ние системы (4.32) экспоненциально сходится к нулю. В таком слу-
чае, с точностью до экспоненциально затухающей составляющей,
выход системы будет являться мультисинусоидальным сигналом с
тем же числом гармоник и теми же частотами, что и задающий
сигнал 𝑔(𝑡):

𝑧(𝑡) = 𝜎̄𝑧 + 𝜀(𝑡) +

𝑙2∑︁
𝑗=1

𝜇̄𝑧𝑗 sin(𝜔𝑔𝑗 𝑡) + 𝜈𝑧𝑗 cos(𝜔𝑔𝑗 𝑡), (4.37)

где 𝜀(𝑡) — экспоненциально затухающая функция.
Целью данного раздела является синтез управляющего сигна-

ла 𝜁(𝑡), такого что реакция системы на него 𝑦𝜁(𝑡) совпадала бы с
желаемым выходом 𝑔(𝑡) системы:

𝜁(𝑡) = 𝜎𝜁 +

𝑙2∑︁
𝑝=1

𝜇𝜁𝑝 sin(𝜔𝑔𝑝𝑡) + 𝜈𝜁𝑝 cos(𝜔𝑔𝑝𝑡). (4.38)
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Сначала построим оценку задающего сигнала 𝑔(𝑡):

𝑔(𝑡) = 𝜎̂𝑔 +

𝑙2∑︁
𝑗=1

𝜇̂𝑔𝑗 sin(𝜔̂𝑔𝑗 + 𝜙𝑔𝑗 ). (4.39)

Управление выбирается в следующей форме:

𝑢(𝑡) = 𝜓(𝑡) + 𝜁(𝑡), (4.40)

где 𝜓(𝑡) — стабилизирующая часть управления, 𝜁(𝑡) — часть управ-
ления, решающая задачу слежения.

Стабилизирующее управление выберем в виде:

𝜓(𝑡) = −𝑘𝑥̂(𝑡+ ℎ). (4.41)

Для получения оценки 𝑥(𝑡) построим наблюдатель:

˙̄̂𝑥(𝑡) = 𝐴ˆ̄𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡− ℎ) + 𝐿𝑦(𝑡), (4.42)
ˆ̄𝑦(𝑡) = 𝐶 ˆ̄𝑥(𝑡), (4.43)
𝑦(𝑡) = 𝑒(𝑡) + ˆ̄𝑦(𝑡) − 𝑔(𝑡). (4.44)

С учетом выражений (4.1)–(4.3) и (4.42)–(4.44) запишем:

𝑦 = 𝑒(𝑡) + ˆ̄𝑦(𝑡) − 𝑔(𝑡) = 𝑔(𝑡) − 𝑦(𝑡) + ˆ̄𝑦(𝑡) − 𝑔(𝑡) =

= 𝐶 ˆ̄𝑥(𝑡) − 𝐶𝑥(𝑡) + 𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑡) = 𝑔(𝑡) − 𝐶 ˜̄𝑥(𝑡). (4.45)

Найдем соотношение для невязки вектора состояния ˜̄𝑥(𝑡) =
𝑥(𝑡) − ˆ̄𝑥(𝑡) с учетом (4.45) и (4.42):

˙̄̃𝑥(𝑡) = 𝐴˜̄𝑥(𝑡) − 𝐿𝑦(𝑡) = (𝐴+ 𝐿𝐶)˜̄𝑥(𝑡) − 𝑔(𝑡). (4.46)

При 𝑔(𝑡) → 0 и при условии гурвицевости матрицы 𝐴 + 𝐿𝐶,
оценки состояния ˆ̄𝑥(𝑡) сходятся к 𝑥(𝑡).

На основании полученных оценок ˆ̄𝑥(𝑡), находим составляющую
закона управления 𝜁(𝑡) с учетом вида сигнала 𝑔(𝑡) (4.28) и, приме-
няя все последующие шаги, получим реализуемый закон регулиро-
вания, обеспечивающий достижения цели управления (4.6).
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4.2 Выводы по главе

В рамках главы была рассмотрена постановка задачи слежения,
описана методика применения результатов главы 3 для её решения.

Особое внимание следует уделить тому, что увеличение запаз-
дывания в канале связи не влияет на величину ошибки слежения.

Результаты, касающиеся системы удаленного управления с тех-
ническим зрениям и её использования при экспериментальной
апробации алгоритмов управления, опубликованы в статьях [95–
98].



Заключение
В пособии изложены современные методы управления динами-

ческими системами с запаздыванием по управлению. Рассмотре-
ны задачи слежения и компенсации мультисинусоидальных воздей-
ствий.

В первой главе изложены результаты аналитического обзора.
Сформулирована обобщенная постановка задачи и подзадачи, ре-
шения которых приведены в настоящем пособии.

Во второй главе рассматривается задача синтеза предиктора и
наблюдателя гармоник для мультисинусоидального сигнала, схемы
оценивания его параметров. Сначала описан случай одной гармо-
ники в сигнале. Приведено доказательство экспоненциальной схо-
димости в некоторую область ошибки оценивания в случае нали-
чия аддитивной составляющей в сигнале измерения. Далее описан
подход, обеспечивающий существенное увеличение быстродействия
схемы оценивания при сохранении той же точности. Рассмотрена
задача получения оценок параметров смещенного мультисинусои-
дального сигнала. Продемонстрировано использование метода кас-
кадной редукции в задаче оценивания частот такого сигнала. Далее
представлен градиентный алгоритм идентификации амплитуд гар-
моник мультисинусоидального сигнала. На основе оценок парамет-
ров сигнала строится наблюдатель и предиктор для синусоидаль-
ного и мультисинусоидальных сигналов.

Третья глава посвящена рассмотрению трех различных поста-
новок задач компенсации внешнего возмущающего воздействия при
наличии запаздывания по управлению. Возмущение во всех слу-
чаях дополнительно присутствует в сигнале измерения. Сначала
рассмотрена линейная система в задаче компенсации внешнего воз-
мущающего воздействия на состояниях объекта управления. Далее
описан синтез системы управления для нелинейной системы специ-
ального вида. Последняя постановка задачи предполагает случай
двухканальной системы с перекрестными связями по выходу. Здесь
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же предлагаемый подход обобщается на случай несогласованности
входов управления и возмущения.

В четвертой главе для различных постановок задач, включая
наличие возмущающего воздействия, разобраны способы их реше-
ния с использованием описанных в главе 3 алгоритмов управления.

К недостаткам описанного в пособии подхода можно отнести
требование известности всех параметров объекта управления. Из-
вестное постоянное запаздывание тоже является зачастую идеали-
зацией, а значит может быть причислено к недостаткам.

К достоинствам можно отнести решение более широкого класса
задач по сравнению с известными аналогами, а также отсутствие
ограничений на величину входного запаздывания. В практических
задачах такие ограничения могут появляются для контура стабили-
зации, так как неустойчивый объект до момента получения сигнала
управления должен сохранять свою работоспособность. Например,
в случае перевернутого маятника такой проблемы не существует, в
то же время для реальной ракеты, модель движения которой может
описываться аналогичной системой уравнений, это недопустимо.
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