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    Предисловие 

 Учебное пособие предназначено для углубленного изучения матери-

ала курса «Цифровые системы управления», читаемого студентам по 

направлению подготовки 27.04.04 «Управление в технических системах».  

Учебное пособие может быть рекомендовано в качестве дополнительного 

учебного материала студентам по направлениям подготовки 15.04.06 «Ме-

хатроника и робототехника»  и 27.04.03 «Системный анализ и управле-

ние» при изучении таких дисциплин, как «Современная теория систем 

управления» и «Моделирование и управление электромеханическими си-

стемами». Материал пособия направлен на формирование компетенций, 

связанных с применением современных теоретических и эксперименталь-

ных методов разработки математических моделей цифровых систем 

управления. 

 Учебное пособие целесообразно использовать в дополнение к лек-

ционному материалу при самостоятельной работе студентов. В приложе-

нии к пособию приведены варианты расчетной работы, которая может вы-

полняться как курсовая работа. Расчетная работа ориентирована на ис-

пользование пакета программ MatLab Simulink.  Выполнение работы и за-

щита результатов направлены на закрепление пройденного теоретического 

материала и выработки навыков выполнения расчетов при разработке ре-

гуляторов для цифровых систем управления. 

  

 

    Введение 

 

     В1 Обобщенная функциональная схема системы с цифровым         

(дискретным) управлением 

     Окружающий нас мир представляет собой сложную, развивающуюся во 

времени и пространстве, открытую систему, включающую разнообразные, 

находящиеся во взаимодействии подсистемы: социальные, экономические, 

экологические, биологические, технические. Любая система (подсистема) 

развивается в соответствии с целью ее функционирования. Управление 

той или иной системой (подсистемой) осуществляется таким образом, 

чтобы достичь (приблизиться) к цели функционирования системы на ос-

нове анализа и обработки информации о текущих значениях измеряемых 

параметров системы, характеризующих динамику развития системы и ее 

отклонения от цели функционирования. Управление должно обеспечивать 

устойчивое развитие во времени системы (подсистемы) и обладать свой-

ством адаптивности и робастности (грубости) к изменяющимся условиям 

внешней среды и эволюции цели управления. 

     Современное развитие компьютерных аппаратных средств, информа-

ционных сетей и технологий, телекоммуникаций и исполнительных 

устройств позволяет реализовывать сложные иерархические алгоритмы 

управления, включающие алгоритмы обработки информации, алгоритмы 
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идентификации объектов управления, робастные алгоритмы адаптации к 

изменению параметров объекта и внешних возмущающих воздействий, 

обеспечивающие устойчивое динамическое развитие системы и позволя-

ющие достичь цели управления. Эффективное и качественное экономиче-

ское развитие ставит перед производством и управлением им новые зада-

чи, а именно, создание интегрированных систем управления производ-

ством, включающим системы автоматизированного проектирования 

(САПР), автоматизированные системы управления технологическими 

процессами (АСУ ТП), автоматизированные системы управления произ-

водством (АСУП), а также автоматизированные системы управления каче-

ством выпускаемой продукции. Все эти системы находятся во взаимодей-

ствии и образуют сложную иерархическую систему.  

     Развитие аналитических методов конструирования регуляторов для си-

стем автоматического управления, ориентированных на использование 

ЭВМ в процессе проектирования, потребовало установления связи этих 

методов с качеством процессов синтезируемой системы. Если изначально 

эти методы гарантировали асимптотическую устойчивость, то последую-

щее развитие позволило обеспечивать экспоненциальную устойчивость, 

тесно связанную с оценками быстродействия и запасом устойчивости 

(степенью устойчивости). Однако выполнение условий экспоненциальной 

устойчивости не всегда приводит к требуемым показателям переходных 

процессов САУ. Поэтому появилась необходимость получения более ло-

кальных условий и понятий устойчивости, связанных с усилением ограни-

чений на свойства системы. Для линейных систем подобные ограничения 

вводились на области расположения желаемых корней замкнутой систе-

мы, что позволило установить связь методов аналитического конструиро-

вания регуляторов с корневыми показателями и привело к упрощению 

процедуры синтеза по требуемым показателям качества. В общем случае 

для нестационарных и нелинейных систем корневые методы анализа и 

синтеза являются недействительными. Однако наметившийся подход ло-

кализации корней линейной системы на основе прямого метода Ляпунова 

позволяет с помощью введения более локального понятия устойчивости, 

чем понятие экспоненциальной устойчивости, распространить подобный 

подход для анализа нестационарных и нелинейных систем с гладкими не-

линейностями. Для этого вводится понятие качественной экспоненциаль-

ной устойчивости, являющейся сужением понятия экспоненциальной 

устойчивости благодаря введению дополнительных условий, ограничива-

ющих значения скоростей изменения компонент вектора состояния систе-

мы. С помощью дополнительных условий удается локализовать и свойства 

процессов системы, при этом качественно экспоненциально устойчивые 

системы отличает меньшая колебательность и большая «плавность» про-

цессов при сохранении возможности оценки быстродействия и придания 

запаса устойчивости, присущих экспоненциально устойчивым системам. 
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На рисунке В1 изображена обобщенная функциональная схема си-

стемы управления, состоящая собственно из технического объекта (ТО), 

которым следует управлять в соответствии с назначением его функциони-

рования; исполнительного механизма (ИМ), изменяющего состояние x ТО 

при выполнении цели функционирования ТО; преобразователя информа-

ции (ПИ), вырабатывающего информацию о текущем состоянии ТО; за-

дающего устройства, определяющего в сигнальном виде g  желаемое по-

ведение ТО, а именно, значения его выходных или  регулируемых пере-

менных y; внешней среды (ВС), отражающей происхождение аддитивных 

и мультипликативных внешних воздействий  f  на систему и отдельные ее 

элементы. Основополагающим функциональным элементом системы 

управления является регулятор, позволяющий по текущей информации о 

состоянии объекта и информационным сигналам о желаемом поведении 

объекта в соответствии с целью функционирования ТО вырабатывать 

управляющие воздействия, поступающие на исполнительный механизм и 

приводящие состояния объекта к желаемым значениям. В цифровых си-

стемах управляющие воздействия вырабатываются на основе обработки 

информации об измерениях и желаемого поведения регулируемых пере-

менных с помощью микроконтроллерной техники, или другими словами, 

регуляторы в таких системах строятся на основе микроконтроллеров.             

 

Внешняя

 среда

f

Технический

объект

yИсполнительный

механизм
Регулятор

Задающее

устройство

Преобразователь

информации

g u

x x

U

 
 

Рисунок В1 –  Обобщенная функциональная схема системы управления 

 

      

     В2 Принципы построения регуляторов для цифровых (дискретных)      

систем 

     Единый подход к синтезу регуляторов для систем непрерывного и дис-

кретного действий основан на аналитических методах конструирования 

регуляторов, идеология использования которых позволяет с единых пози-

ций проектировать структуры регуляторов. Специфика расчета парамет-

ров регулятора заключается только в использовании непрерывных или 

дискретных моделей объектов управления или систем. Следует отметить, 

что реализацию регуляторов для непрерывных объектов зачастую осу-
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ществляют на микроконтроллерах, используя дискретный аналог непре-

рывного регулятора, полученного при проектировании.     

     В данном параграфе не будем останавливаться на особенностях мате-

матического описания объектов дискретного или непрерывного действия, 

а рассмотрим общие принципы формирования регуляторов для подобных 

объектов. Обобщение принципов построения регуляторов для объектов 

дискретного и непрерывного действия основано на их математическом 

описании с использованием понятия вектора состояния и принципа Белл-

мана, утверждающего, что управление есть функция состояния. 

     Под вектором состояния ОУ понимается такой минимальный набор пе-

ременных, знание которых в текущий момент времени позволяет при 

условии знания последующих внешних воздействий предсказать будущее 

поведение системы. Другими словами, вектор состояния ОУ есть память о 

прошлых воздействиях на объект, а знание вектора состояния позволяет 

определить дальнейшую стратегию управлений с целью достижения жела-

емой цели функционирования. 

     Формализуем взаимодействие ОУ и внешней среды. Объект управле-

ния ОУ характеризуется вектором состояния x (
nRx ), вектором управ-

ляющих воздействий  u (
kRu ) и вектором регулируемых переменных y  

(
kRy ). Внешняя среда характеризуется вектором состояния   и выход-

ными переменными, определяющими внешние возмущения f. Функцио-

нальные связи взаимодействия объекта управления и внешней среды от-

ражены на рисунке В2.  

     В зависимости от принципа работы ОУ (непрерывность, или дискрет-

ность) и его математического описания, а также внешней среды, все функ-

ции состояний, выходов и управлений могут зависеть как от непрерывного 

времени t, так и от дискретного времени mTt  , где T – интервал дис-

кретности, m= 0,1,2,… номер интервала дискретности. 

 

Внешняя среда



ОУ

X

f

u y

 
 

Рисунок В2 – Взаимодействие объекта управления и внешней среды 

 

     В дальнейшем будем считать, что ОУ полностью управляем, т.е. с по-

мощью управления мы можем воздействовать на все собственные движе-

ния ОУ и изменять их в соответствии с требуемыми динамическими свой-

ствами, предъявляемыми к замкнутой системе. Также будем считать, что 
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ОУ полностью наблюдаем, другими словами, в выходах (регулируемых 

переменных) ОУ проявляются все собственные движения ОУ и, как след-

ствие, по выходным или измеряемым переменным можно восстановить 

все переменные вектора состояния. В дальнейшем обозначение y будем 

присваивать как регулируемым переменным, так и измеряемым. 

     Будем говорить, что ОУ – с полной информацией, если все переменные 

состояния x доступны для измерения, и с неполной информацией, если 

измеряется только часть переменных вектора состояния, т.е. количество 

измерений y меньше числа переменных состояния n [l<n].  Будем называть 

внешнюю среду – с полной информацией, если все параметры вектора ξ 

доступны для измерения. Если измеряется только часть переменных со-

стояния внешней среды или только внешние воздействия f, то внешнюю 

среду будем называть средой с неполной информацией. 

 

     В2.1 Системы стабилизации 

     а) Обобщенный пропорциональный регулятор (ОП регулятор). 

     На рисунке В3 представлена функциональная схема системы управле-

ния с обобщенным пропорциональным регулятором по переменным век-

тора состояния ОУ и внешней среды. При построении ОП регулятора 

предполагается, что ОУ и внешняя среда – с полной информацией, т.е. из-

меряются все переменные вектора состояния ОУ и внешней среды. Ис-

пользуя принцип Беллмана, управление формируется как функция состоя-

ний ОУ и внешней среды, а именно, для пропорционального регулятора, 

как линейная функция состояний ОУ и внешней среды. Отметим, что ис-

пользование принципа Беллмана позволяет для замкнутой системы полу-

чить наперед заданные желаемые динамические свойства, другими слова-

ми, позволяет изменить (воздействовать) все собственные движения ис-

ходного ОУ.   

 

Внешняя среда



ОУ

X

f

u y

L

-K

П

П

 
 

Рисунок В3 – Система стабилизации с обобщенным пропорциональным 

регулятором 
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     Будем формировать управляющие воздействия как линейные функции 

вектора состояния ОУ и внешней среды в соответствии с уравнением  
 

,LKxu   

где K – матрица размера k×n линейных стационарных обратных связей 

(ЛСОС), элементы которой определяют коэффициенты отрицательных об-

ратных связей по соответствующим переменным вектора состояний ОУ, а 

L – матрица размера k×q прямых связей по переменным вектора состояния 

внешней среды, элементы которой определяют прямые связи по соответ-

ствующим переменным вектора состояния внешней среды. Задача синтеза 

ОП регулятора состоит в отыскании таких матриц ЛСОС K и матрицы 

прямых связей L, которые обеспечивают в системе стабилизации требуе-

мые показатели качества. Матрица K ищется из условий обеспечения в за-

мкнутой системе желаемых динамических свойств (качество и вид пере-

ходных процессов, тип устойчивости), а матрица L – требуемой точности 

отработки (подавления) внешних воздействий. Устройство, реализующее 

подобный закон управления, будем называть ОП регулятором по состоя-

ниям ОУ и внешней среды. 

     б) Обобщенный пропорционально-дифференциальный регулятор (ОПД   

регулятор). 

     Данный регулятор строится  для ОУ  с неполной  информацией,  когда 

измеряются только компоненты y (
kRy , nk   ), т.е. измеряется только 

часть переменных состояния или их линейная комбинация, причем коли-

чество измерений меньше, чем количество переменных вектора состояний 

ОУ. При этом полагается, что внешняя среда – с полной информацией. 

Использование принципа Беллмана при формировании управляющих воз-

действий как функций состояния позволяет данную идеологию провести 

только для внешних воздействий. Для того чтобы с помощью управляю-

щих воздействий в замкнутой системе была возможность достижения 

наперед заданных желаемых динамических свойств, будем формировать 

управление u не как функцию переменных состояния ОУ, а как функцию 

оценок переменных вектора состояния ОУ.  Под вектором оценки вектора 

состояния ОУ понимается такой вектор, который с течением времени 

стремится к оцениваемому вектору. Устройство, представляющее динами-

ческую систему, которое по текущей информации об измеряемых пере-

менных y и текущих значениях управляющих воздействий вырабатывает 

вектор оценки, называют устройством оценки. Другими словами, под 

устройством оценки будем понимать устройство, которое по текущему 

значению измеряемых переменных y и управляющему воздействию u вы-

рабатывает вектор оценки  ̂, который с течением времени стремится к 

вектору состояния  х. Схема системы стабилизации показана на рисунке 

В4. 

     Будем строить регулятор как линейную функцию переменных состоя-

ния внешней среды и оценок вектора состояния ОУ, которые вырабатыва-
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ет устройство оценки. В этом случае управляющие воздействия формиру-

ются как линейная функция компонент вектора оценок вектора состояния 

ОУ и линейная функция компонент вектора состояния внешней среды  
 

,ˆ LxKU   

где K – матрица размера k×n линейных стационарных обратных связей 

(ЛСОС), элементы которой определяют коэффициенты отрицательных об-

ратных связей по соответствующим переменным вектора оценок состоя-

ний ОУ; L – матрица размера k×q прямых связей по переменным вектора 

состояния внешней среды, элементы которой определяют прямые связи по 

соответствующим переменным вектора состояния внешней среды.   Сово-

купность устройства оценки вектора состояния и устройства перемноже-

ние вектора оценки на матрицу K ЛСОС реализует регулятор, который бу-

дем называть обобщенным ОПД регулятором, так как устройство оценки 

эквивалентно введению дифференцирующих связей в закон управления. 

 

Внешняя среда



ОУ

X

f

u y

L


-K
Устройство

оценки Х

Х

ППД

 

Рисунок В4 – Система стабилизации с обобщенным ПД- регулятором 

 

     в) Обобщенный ОПД регулятор по оценкам состояния ОУ и оценкам 

состояния внешней среды. 

     В этом случае ОУ – с неполной информацией. Измеряется только часть 

переменных вектора состояния или их линейная комбинация, причем ко-

личество измерений меньше числа переменных вектора состояния ОУ 
kRy( [k<n]). Внешняя среда – также с неполной информацией. Количе-

ство измерений меньше, чем количество переменных вектора состояния 

внешней среды, то есть измеряемые переменные таковы, что lRf   , [l<q].  

     Строится регулятор, вырабатывающий управление как линейную 

функцию оценок вектора состояния ОУ и оценок вектора состояния внеш-

ней среды: 

̂ˆ LxKU   
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где K – матрица размера k×n линейных стационарных обратных связей 

(ЛСОС), элементы которой определяют коэффициенты отрицательных об-

ратных связей по соответствующим переменным вектора оценок состоя-

ний ОУ; L – матрица размера k×q прямых связей по переменным вектора 

оценок состояния внешней среды, элементы которой определяют прямые 

связи по соответствующим переменным вектора оценок состояния внеш-

ней среды. Схема системы стабилизации с обобщенным ОПД регулятором 

с устройствами оценки по состояниям ОУ и внешней среды показана на 

рисунке В5. 

 

     В2.2 Следящие системы 

     а) Рассмотрим ОУ с полной информацией и внешнюю  среду с  полной  

информацией, которая порождает задающие воздействия g, определяющие  

либо желаемое поведение регулируемых переменных y, либо воздействия,  

характеризующие поведение внешних объектов, координаты которых тре-

буется отслеживать.  

     В дальнейшем будем полагать, что количество входов g ( kRg ) и вы-

ходов y совпадает, другими словами, система содержит k каналов. При 

этом вектор ошибки между  задающими и  регулируемыми  переменными 

определяется соотношением 
yge  , 

 

где вектор ошибки имеет размерность, совпадающую с размерностями 

векторов задающих воздействий и регулируемых переменных. 

 

Внешняя среда



ОУ

X

f

u y

L

-K

ПД

Устройство

оценки Х

Х

Устройство

оценки 



 

Рисунок В5 – Система стабилизации с обобщенным ОПД регулятором с 

устройствами оценки по состояниям ОУ и внешней среды 

 

      Предполагается, что измеряется ошибка слежения e, а также часть пе-

ременных состояния внешней среды, дополняющих задающие воздействия 

g до полного вектора состояния внешней среды 
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,;;, kqqk RRRg
g









 


  

     Предполагается, что измеряется  часть переменных вектора состояния 

x  ОУ, которая в совокупности с регулируемыми переменными определяет 

вектор состояния ОУ,  
 

 .;;, knkn RxRyRx
x

y
x 








  

           

     Для следящей системы обобщенный пропорциональный регулятор 

формируется в соответствии с уравнениями 
 

,1 qq KgKxKеku   
 

где    – матрица размера k×k коэффициентов передачи по вектору ошиб-

ки; K  – матрица линейных стационарных обратных связей по переменным 

вектора состояния   ̅; qK  – матрица размера k×k коэффициентов передачи 

по задающим воздействиям; qK  – матрица прямых связей по измеряемым 

переменным состояния внешней среды. Формирование управляющих воз-

действий, выраженных через составные вектора состояний внешней сре-

ды, определяется уравнением   
 

    


















x

y
Kk

q
KkkxKKqkykqku qqqq *,*, 1111




 
 

 

     Используя обозначения  

                                                                    qq KkkL ,1  , 
 

 ,,1 KkK   
 

формирование управляющих воздействий можно записать в более простой 

форме 

,LKxu   
 

поэтому проектирование подобного регулятора заключается в отыскании 

таких матриц линейных стационарных связей K и матрицы прямых связей 

L, которые обеспечивают в замкнутой системе желаемые показатели каче-

ства переходных процессов и требуемые показатели по точности для за-

данного класса задающих воздействий.   

     Устройство, реализующее подобное управляющее воздействие, являет-

ся обобщенным пропорциональным ОП регулятором по переменным со-

стояния ОУ и переменным состояния задающего воздействия. Схема сле-

дящей системы с обобщенным пропорциональным регулятором по состо-

яниям ОУ и внешней среды показана на рисунке В6. 
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      б) Обобщенный ОПД регулятор для ОУ с полной информацией, при 

задающем воздействии с неполной информацией, когда измеряется лишь 

ошибка между задающими воздействиями и регулируемыми переменными 

ОУ. 

      В рассматриваемом случае предполагается, что измеряется ошибка 

между задающими воздействиями и регулируемыми переменными ОУ, 
kReyge  ,  , 

 

и измеряются переменные составного вектора состояния x  (
knRx  ), 

 

.;;, knkn RxRyRx
x

y
x 








  

     Составной вектор состояния задающих воздействий может быть пред-

ставлен в виде 

,;;, kkq

q

q

q

q RgRR
g









 


  

причем полагается, что вектор задающих воздействий g измеряется. 

     Управляющие воздействия для ОПД регулятора формируются на осно-

ве следующих соотношений: 
 

,
ˆˆ

111  qq LxkykqkqLxkеkU   
 

где 1k  – матрица размера k×k коэффициентов передачи по ошибке; k  – 

матрица коэффициентов линейных стационарных обратных связей ЛСОС 

по измеряемым переменным вектора состояния ОУ. 

 

ОУ

X

u yЗадающее

воздействие 

g

kq

k1

-K

-

+

Kq

e

X

Ргулятор

 

Рисунок В6 – Следящая система с обобщенным пропорциональным регу-

лятором по состояниям ОУ и внешней среды  

 

     Матрица qL – матрица размера k×(q-k) прямых связей,    
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 ,,1 qq LkL 
   

 
 

включает добавки в управляющее воздействие оценки по части перемен-

ных вектора состояния задающего воздействия (ˆ – вектор оценки  ): 
 

.ˆ
ˆ











q

q

q


  

    Устройство, вырабатывающее подобное управляющее воздействие, бу-

дем называть обобщенным пропорционально дифференциальным (ОПД) 

регулятором по оценкам вектора состояния внешней среды и обобщенным 

пропорциональным регулятором (ОП) по измеряемым состояниям ОУ.  

Схема следящей системы показана на рисунке В7. 

     в) Регулятор со встроенной моделью внешнего воздействия. 

     Регулятор со встроенной моделью внешнего воздействия позволяет по-

лучить нулевую ошибку в установившемся режиме на заданный класс 

внешних воздействий, описание которых определяет наиболее существен-

ные воздействия на систему. Предполагается, что эти воздействия описы-

ваются линейными автономными дифференциальными уравнениями с по-

стоянными коэффициентами, которые получены на основе анализа их 

происхождения и физических законов, положенных в основу их функцио-

нирования. 

 

ОУ

X

u yЗадающее

воздействие 

g
k1

-K

-

+

L q

e

X
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Устройство

оценки 

 

Рисунок В7 – Следящая система с ОПД регулятором по оценкам вектора 

состояния внешней среды и  ОП регулятором по состояниям ОУ 

 

     Рассмотрим случай, когда по входу измеряется только задающее воз-

действие, а ОУ – с полной информацией, но измеряется: 
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kkn ReyqeRx
x

y
хx 








  ;;,: . 

 

В этом случае встроенная модель совпадает по описанию с моделью зада-

ющего воздействия, где z – вектор состояния встроенной модели по раз-

мерности совпадающий с вектором состояния задающего воздействия g: 
 

                     ,1111 kxzkqkxkzkykqkxkzkеkU zzz   

 ,,1 kkK   

,









x

y
x  

 

где ][];[1 qkkkkk z   – матрицы коэффициентов передачи по соответ-

ствующим переменным. 

     Регулятор со встроенной моделью в случае обеспечения устойчивости 

позволяет получить в замкнутой системе нулевую установившуюся ошиб-

ку на задающее воздействие. Будем называть такой регулятор обобщен-

ным пропорционально-интегральным регулятором (ОПИ регулятором). 

Схема следящей системы с ОПИ регулятором показана на рисунке В8.  В 

частном случае, для следящих систем с одним входом и выходом, если 

описание встроенной модели задается интегрирующим элементом (посто-

янные воздействия), то получаем классический регулятор с интегральной 

связью по управлению.  
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-

+
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Рисунок В8 – Следящая система с обобщенным ОПИ- регулятором со 

встроенной моделью 
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     г) Регулятор со встроенной моделью для объекта управления с непол-

ной информацией. 

     В данном случае полагается, что задающее воздействие и ОУ с  непол- 

ной информацией. Измеряется ошибка между задающими воздействиями 

и регулируемыми (измеряемыми) переменными ОУ 

.; kReyqe   
 

Составной вектор состояния объекта   
 

,; qRz
x

y
x 








  

 

где y – вектор регулируемых (измеряемых) переменных; x – вектор раз-

мерности n-k (
knRx  ), содержащий компоненты вектора состояния, ко-

торые не доступны для измерения. 

     Уравнение формирования управляющих воздействий обобщенного ре-

гулятора со встроенной моделью и обобщенным пропорционально-

дифференциальным регулятором по состоянию ОУ принимает вид 
 

,ˆˆˆ
1111 xKzKqkxkzKykqkxkzKеkU zzz   

 

где      kkK ,1 ; 









x

y
x

ˆ
ˆ  ;   1k  – матрица размера ;kk    zK – матрица раз-

мера  qk  .    
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Рисунок В9 – Следящая система с обобщенным регулятором со встроен-

ной моделью ОПИД и ОПД регулятором по состояниям объекта 



18 

 

     Встроенная модель имеет то же самое математическое описание, что и 

модель задающего воздействия. Схема следящей системы с обобщенным 

регулятором со встроенной моделью ОПИД и ОПД регулятором по состо-

яниям объекта показана на рисунке В9. 

     Для всех случаев задача синтеза регулятора состоит в определении: 

 - матриц обратных связей;  

- матриц прямых связей; 

- матриц коэффициента передачи по ошибке; 

- матриц по состоянию встроенной модели; 

- параметров устройств оценок компонент векторов состояния объекта или 

внешнего воздействия, которые обеспечивают в замкнутой системе требу-

емые показатели качества переходных процессов и точностные показатели 

качества.  

      Приведенные регуляторы имеют одинаковые функциональные схемы 

для непрерывных и дискретных случаев. 

 

 

 

   1 Математические модели дискретных объектов и дискретных   

процессов внешних воздействий 

    1.1 Дискретизация процессов и моделей объектов управления на  

основе амплитудно-импульсной модуляции 

      Любая система автоматического управления состоит из набора элемен-

тов, определяющих функционирование системы. Для каждого из элемен-

тов системы связь между входной и выходной переменными описывается 

алгебраическими, дифференциальными, разностными уравнениями, либо 

уравнениями в частных производных. Под дискретными системами будем 

понимать такие системы, в структуре которых имеет место хотя бы один 

элемент, для которого непрерывному изменению входного сигнала соот-

ветствует дискретное по времени изменение выходного сигнала. Так, для 

регулятора, который реализуется на микроконтроллере, требуется алго-

ритм, заданный в виде рекуррентного соотношения с дискретным време-

нем (разностного уравнения). Получение разностного уравнения может 

производиться по непрерывной модели регулятора, путем замены диффе-

ренциальных уравнений разностными [8, 18]. Возможно получение раз-

ностного уравнения для описания регулятора по дискретной модели ис-

ходного ОУ на основе аналитических методов проектирования дискрет-

ных регуляторов.  

     Рассмотрим структурный элемент системы с входной х1 и выходной х2 

переменными, графическое изображение которого показано на рисунке 

1.1. Будем говорить, что элемент – дискретного принципа действия, если 

при непрерывном изменении входной переменной выходная переменная 
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изменяется только в дискретные моменты времени. Для элемента дискрет-

ного принципа действия характерно, что если изменение входной пере-

менной описывается непрерывной функцией х1(t), то изменение выходной 

переменной описывается функцией х2(t), значения которой изменяются 

только в дискретные моменты времени t=mT, где Т – интервал дискретно-

сти, а  m=0,1,2,… – целое число, определяющее номер интервала дискрет-

ности. На рисунке 1.2. показан пример экстраполяции дискретных значе-

ний  входного сигнала  с периодом квантования Т (запоминающий эле-

мент). 

 

Элемент
x2x1

 
 

Рисунок 1.1 – Структурный элемент системы с входной и выходной пере-

менными:    – входная переменная, а    – выходная переменная 

           

 

Рисунок 1.2 – Экстраполяция нулевого порядка значений входного сигна-

ла, выбираемых с периодом квантования Т 

 

     Рассмотрим уравнение экстраполяции нулевого порядка  для произ-

вольного момента времени t на интервале времени   mT ≤ t < (m+1)T  : 

                          

                   ),()( 12 mTxtx     

                                              ,mTt         

                                                                        ,0 T                                                                      (1.1)  

                                                                
).()( 12 mTxmTx   

     Элемент, описание которого задается уравнением (1.1), называют запо-

минающим элементом или экстраполятором нулевого порядка. 

     Рассмотрим общую ситуацию амплитудно-импульсной модуляции, ко-

гда имеет место устройство, генерирующее импульсы определенной фор-

мы и заданной длительности с постоянным интервалом дискретности и 
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амплитудой, пропорциональной значению входного сигнала в предше-

ствующий момент времени. Рассматриваемая ситуация иллюстрируется 

рисунком 1.3.   

     Зададим описание импульса, который имеет место на каждом интерва-

ле дискретности  .0 T   Положим, что форма нормированного импуль-

са  задается функцией )(t , определенной на промежутке времени 

10   , где 1  – длительность импульса, и функция 0)(   при 

T1 , тогда для произвольного момента времени mT ≤ t < (m+1)T име-

ем: 

),()()( 12 mTxmTx    

),(  mTt  

то есть уравнение определяет связь входной и выходной переменных им-

пульсного элемента при амплитудно-импульсной модуляции. 

 

 

Рисунок 1.3 – Иллюстрация амплитудно-импульсной модуляции 

 

     Рассмотрим структурное представление импульсного элемента, осу-

ществляющего амплитудно-импульсную модуляцию, [9]. Для отражения 

процесса дискретизации по времени в структуру системы вводится эле-

мент «ключ», замыкание которого происходит только в дискретные мо-

менты времени t=mT, как показано на рисунке 1.4. Полагается, что им-

пульсы на выходе ключа имеют бесконечно малую длительность, а их ам-

плитуда равна значению входного сигнала в дискретные моменты времени 

t=mT. 

     Для отражения формы импульсов, определяющих изменение выходно-

го сигнала при амплитудно-импульсной модуляции, вводится понятие 

«импульсный элемент». Под импульсным элементом (ИЭ) будем понимать 

элемент структурной схемы, который формирует импульс длительности 

1 ),( 1 T  описание формы которого задается функцией )(  на интер-



21 

 

вале 10    и эти импульсы генерируются с периодом, равным интерва-

лу дискретности Т в моменты времени t=mT. Пример импульсного эле-

мента приведен на рисунке 1.5. 

 

 

Рисунок 1.4 – График работы ключа 

 

     Описание амплитудно-импульсной модуляции в любой системе опре-

деляется введением в систему последовательного соединения ключа и им-

пульсного элемента.  

 

x1 x2

 

Рисунок 1.5 – Форма импульса, генерируемая импульсным элементом. 

 

    1.2 Построение модели объекта управления с элементом                

амплитудно-импульсной модуляции и непрерывной линейной частью 

     Рассмотрим последовательное соединение ИЭ, осуществляющего ам-

плитудно-импульсную модуляцию, и непрерывной линейной части (НЛЧ) 

системы, описание которой задается линейным дифференциальным урав-

нением с постоянными коэффициентами, как показано на рисунке 1.6. 

 

НЛЧ
u  y

ИЭ

 
 

Рисунок 1.6 – Последовательное соединение ИЭ и НЛЧ 

 

     На  рисунке 1.6 обозначены: u – входной сигнал ИЭ; ε – сигнал, подава-

емый на вход НЛЧ; y – выходной сигнал НЛЧ. 
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     Будем полагать, что НЛЧ описывается уравнением движения в про-

странстве состояний – уравнением «вход-состояние-выход»: 
 









,Cxy

BxAx
HH


 

где 
nRx  – вектор состояния непрерывной линейной части (НЛЧ); 

1R

– входной сигнал для НЛЧ; 
1Ry  – выходной сигнал (выходная перемен-

ная) НЛЧ. Матрицы описания модели «вход-состояние-выход» имеют 

следующие размеры: ;nnAH  ;1 nBH .1 nС   

     Описание ИЭ при амплитудно-импульсной модуляции определяется 

соотношениями  

,mTt  

),()()( mTumT    

.0 T  

     Получим модель, связывающую значения входной и выходной пере-

менных последовательного соединения ИЭ и НЛЧ  в дискретные моменты 

времени mTt   [15]. Для этого рассмотрим решение уравнения НЛЧ для 

произвольного момента времени t   ( TmtmT )1(  ): 
 

.)()()(
)()( 

dBemTxetx
H

t

mT

tAmTtA HH




  

 

     При описании процессов по граничным значениям времени на интерва-

ле дискретности получим разностное уравнение совместного описания   

ИЭ и НЛЧ: 
 

.)()())1((
)1(

))1((






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TmATA
dBemTxeTmx HH 

 

 

Воспользуемся уравнением описания ИЭ 
  

),()()( mTumT    

тогда 
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     Отметим, что полученное интегральное выражение не зависит от номе-

ра интервала дискретности и результат его вычисления дает постоянную 

матрицу для любого из номеров интервалов дискретности m. Обозначим 

значение данного интегрального выражения через матрицу 
 

,)(
0

)(






T

H

TA
BdeB Н 

 

 

тогда окончательно для интегральной составляющей имеет место соотно-

шение 
 

  .)(

)1(

))1((







Tm

mT

H

TmA
mTBudBe Н 

 

 

При этом уравнение движения при последовательном соединении ИЭ и 

НЛЧ для дискретных моментов времени mTt  определяется разностным 

уравнением с постоянными параметрами            









),()(

)()())1((

mTCxmTy

mTBumTAxTmx
 

где A  – постоянная матрица дискретной модели, которая вычисляется по 

выражению  
TAHeA  ;  В – матрица входов по управлению, которая опре-

деляется как 
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     Полученное совместное описание импульсного элемента и НЛЧ в виде 

разностного уравнения задает связь значения вектора состояния на после-

дующем интервале дискретности со значениями вектора состояния и 

входных сигналов на предшествующих интервалах дискретности. 

     В дальнейшем при записи разностных уравнениях будем опускать обо-

значение интервала дискретности Т, оставив лишь номера интервалов дис-

кретности, полагая, что значение интервала дискретности используется 

при вычислении матриц дискретного описания последовательного соеди-

нения ИЭ и НЛЧ (матриц A и B). Уравнения будем записывать в виде 
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)()()1(

mCxmy

mBumAxmx
 

 
 

Отметим также, что разностные уравнения задают описание процессов в 

системе только в дискретные моменты времени 2,1,0,  mmTt , где Т– 

интервал дискретности, а m – номер интервала дискретности. 
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     Пример.  

     Рассмотрим последовательное соединение запоминающего элемента 

(экстраполятора нулевого порядка) и непрерывной линейной части (НЛЧ). 

Уравнения ИЭ: 

 

.0

)(

T

mTumT









 

Уравнение НЛЧ: 

).()()( tBtxAtx HH 

      Рассмотрим поведение этой системы в дискретные моменты времени 

t=mT, запишем  
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Вычислим значение интеграла 
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В результате матрицы А и В дискретной модели будут равны 
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     Матрицы A и B могут быть вычислены приближенно с использованием 

конечного числа членов разложения экспоненты в степенной ряд. Выде-

лим первые k  членов ряда, тогда приближенное вычисление матриц опи-

сания движений дискретной модели можно задать равенствами 
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Чем большее количество членов ряда k используется при вычислении мат-

риц, тем точнее вычисляются значения элементов матрицы. 
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     Пример. 

     Рассмотрим последовательное соединение запоминающего элемента и 

НЛЧ, содержащей два интегратора с единичными коэффициентами пере-

дачи. Уравнения динамики НЛЧ запишем в виде системы уравнений 
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или, с использованием векторно-матричных обозначений, в форме 
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где матрицы описания НЛЧ и вычисленные матрицы дискретного описа-

ния последовательного соединения ИЭ и НЛЧ имеют вид 
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Вычисление матриц А и В дискретной модели дает  
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где  T  – интервал дискретности. 

     В результате уравнение «вход-состояние-выход», определяющее опи-

сание движения данного соединения в дискретные моменты времени, 

примет вид 
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Выберем интервал дискретности 1T  с, тогда 
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     Рассмотрим реакцию последовательного соединения экстраполятора 

нулевого порядка и непрерывной линейной части на единичное ступенча-

тое воздействие при нулевых начальных условиях x(0) = 0, то есть 
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Проводя последовательно вычисления последующих значений вектора со-

стояний по предыдущим значениям, получим значения вектора состояния, 

а, следовательно, и значения регулируемой переменной для моментов 

времени 1 с, 2 с, 3 с и так далее для любого номера интервала дискретно-

сти m (момента времени): 
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        - для 1,2  mct
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     Таким образом, последовательное вычисление значений состояний дает 

численное решение разностного уравнения «вход-состояние-выход».  Это 

позволяет производить анализ траекторий движения для исследуемого со-

единения элементов системы. 

 

  1.3 Формы задания уравнений движения дискретного объекта       

(системы) в виде разностных уравнений 

     а) Дискретная модель объекта, заданная разностным уравнением в нор-

мальной форме Коши (уравнение вход-состояние-выход), [11]. 

      Разностное уравнение  «вход-состояние-выход»  задается уравнениями 









),()(

)()()1(

mCxmy

mBumAxmx
 

где nRx – вектор  состояния объекта  управления ОУ; kRu – задающее 

 (управляющее) воздействие; kRy  – вектор регулируемых переменных; 

nnA   – матрица с постоянными коэффициентами, определяющая дина-

мические свойства системы; knB   – матрица входов, определяющая 

точки приложения к объекту управляющих воздействий; nkC   – мат-

рица выходов, определяющая связь между переменными состояния и вы-

ходными переменными. 

     Рассмотрим вычисление переходных процессов для ОУ на основе раз-

ностных уравнений описания движения объекта. Поведение регулируемых 

(выходных) переменных ОУ целиком и полностью определяется поведе-

нием вектора состояния объекта. Поэтому получим выражение для вычис-

ления значения вектора )(tx  в произвольный момент времени mTt  , ес-

ли заданы начальные условия, т.е. вектор начальных значений )0(x  и зна-

чения внешней функции )(mu  для любого момента времени 

2,1,0,  mmTt . 

     Для решения поставленной задачи рассмотрим рекуррентное решение 

разностного уравнения и установим общую закономерность зависимости 

значений вектора состояния от начальных значений вектора состояния и 

внешней функции.  

     На первом шаге, по заданным начальным условиям  )0(x    и значению 

внешней функции )0(u , вычислим последующее значение вектора состоя-

ния  )1(x  в соответствии с исходным уравнением движения: 
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На втором шаге, по полученному значению вектора состояния  )1(x  и зна-

чению внешней функции )1(u , вычислим последующее значение вектора 

состояния  )2(x  в соответствии с исходным уравнением движения: 
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Аналогично, произведем вычисления на третьем шаге: 
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Продолжая вычисления, рассмотрим m – й шаг, для которого известно 

значение вектора состояния на предыдущем шаге и значение внешнего 

воздействия ).1( mu  Просматривая закономерность вычисления вектора 

состояния на предшествующих шагах, получим выражение для вычисле-

ния вектора состояния  )(mx   для произвольного номера интервала дис-

кретности: 

).1()0()1()1(

)0())0(()1()1()(
1

0

2

1

imBuAxAmBuBuA

BuAxAmBumAxmx
m

i

imm

mm















 

     б) Аналитическое решение уравнения. 

     Основываясь на предыдущем анализе, аналитическое решение разност-

ного уравнения можно записать в двух эквивалентных формах: 
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причем слагаемые, содержащие суммы, подобны записи интеграла типа 

Дюамеля для непрерывного объекта или системы. 

     В аналитическом решении разностного уравнения 1-е слагаемое, по-

рожденное ненулевыми начальными условиями, определяет свободное 

движение дискретной системы или объекта, а 2-е слагаемое, порожденное  

внешней функцией, определяет вынужденное движение системы. 

     Из анализа решения разностного уравнения следует, что матрица A 

описания движения исходного объекта, а именно ее свойства (характери-

стический полином, корни характеристического полинома), определяют 

решение уравнения или поведение процессов для ОУ (системы). 
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     Пример. 

     Для дискретной системы требуется найти аналитическое решение, опи-

сывающее поведение процессов при постоянном внешнем воздействии и 

нулевых начальных условиях. Предполагается, что все собственные числа 

матрицы A или корни характеристического полинома по модулю меньше 

единицы, начальные условия нулевые, x(0)=0, а внешнее воздействие име-

ет постоянное значение 
 

2,1,0,)( 0  mumu  
 

Характеристическое уравнение матрицы A имеет вид 
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Производя вычисления в соответствии с аналитическим решением урав-

нения движения, получаем конечный ряд, похожий на геометрическую 

прогрессию (в скалярном случае совпадающий), который удается свести к 

более простому выражению 
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Матрица А в этом случае подобна знаменателю геометрической прогрес-

сии для скалярного случая. 

     в) Задание уравнений движения в виде разностного уравнения n-го по-

рядка. 

     Для объектов или систем с одним входом и выходом уравнение движе-

ния может быть задано  уравнением вида  
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где y – регулируемая (выходная) переменная; u – входное (управляющие) 

воздействие; m – номер интервала дискретности, 2,1,0m ; n – макси-

мальный сдвиг выходной переменной относительно текущего значения m, 

определяющий порядок разностного уравнения; k – максимальный сдвиг 

входной переменной относительно текущего значения  входной перемен-

ной m, причем nk    (условие физической реализуемости), а параметры 

уравнения 1,,1,0,  nia
i

   и  kjb
j

,0,   – постоянные коэффициенты.   

     Характеристическое уравнение ОУ (или системы) можно получить, ес-

ли в левой части разностного уравнения формально заменить выходную 

переменную, сдвинутую на i интервалов ))(( imy  , на алгебраическую пе-

ременную iz , и приравнять полученный полином к нулю, т.е.   
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Решение этого уравнения, то есть его корни n
zzz ,,,

21
 , будут корнями 

разностного уравнения ОУ (системы). 

     Пусть n
zzz ,,

21  – вещественные и различные корни разностного 

уравнения. Положим, что для заданной функции )(mu , определенной на 

любом номере интервала дискретности ,2,1,0m , найдено частное ре-

шение уравнения, обращающее исходное уравнение в тождество на любом 

из интервалов дискретности, т.е. для заданного )(mu  найдено )(myr  при 

любом m=0, 1, 2, …: 
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     Частное решение разностного уравнения обычно ищется по виду вы-

нужденной функции из условия обращения исходного уравнения в тожде-

ство. 

     Положим, для примера, что внешнее воздействие постоянно: 

,)(
0

umu 
 при любом ,2,1,0m  . Будем искать частное решение )(myr

– также в виде постоянной функции 0)( ymyr  . Тогда должны выполнять-

ся равенства  
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откуда искомое частное решение будет равно 
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Это решение обращает исходное уравнение в тождество. 

     Будем искать общее решение исходного разностного уравнения в виде 
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где iz  – корни характеристического уравнения (предполагается, что все 

корни различны); ic  – неопределенные коэффициенты. 
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     Определим неизвестные коэффициенты ic , исходя из n заданных 

начальных условий ).1(,),1(),0( nyyy   Для этого составим систему из 

n  уравнений 
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Полученная система из n  уравнений однозначно и единственным образом 

решается относительно n  неизвестных коэффициентов i
c , если все корни 

i
z   различные. 

     Пример. 

     Найти реакцию системы, уравнение движения которой имеет вид 

)(1.0)(4.0)1(3.1)2( mumymymy  , 

на единичное ступенчатое воздействие при нулевых начальных условиях, 

т.е. 1)(,0)1(,0)0(  muyy  при любом ,2,1,0m  . 

     Найдем частное решение: 
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     Определим корни характеристического уравнения: 
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Тогда общее решение разностного уравнения может быть записано в виде 
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Приравнивая значения переменной y в соответствующие моменты време-

ни заданным начальным условиям, получаем систему уравнений относи-

тельно неопределенных коэффициентов 
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откуда получаем 
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Окончательно решение исходного разностного уравнения имеет вид 
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и проверка полученного решения по начальным значениям подтверждает 

правильность решения  
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1.4   Дискретное преобразование Лапласа 

     Для описания дискретных процессов, присущих цифровым системам, 

используется понятие решетчатой функции, [9]. Под решетчатой функци-

ей понимается функция, определенная только на дискретном множестве 

точек, другими словами, )(ty – решетчатая функция, если ее значения 

определены только в дискретные моменты времени t=mT; Т – интервал 

дискретности;  2,1,0m  – целочисленная переменная (дискретное вре-

мя). Пример решетчатой функции показан на рисунке 1.7. В дальнейшем 

при записи решетчатой функции обозначение интервала дискретности Т 

будем опускать, подразумевая что номер интервала дискретности m опре-

деляет момент времени ,mTt  а тем самым решетчатая функция есть 

функция времени t. 

 
 

Рисунок 1.7 – График решетчатой функции 

 

     Для анализа поведения  дискретных  процессов  и упрощения  решения  

линейных разностных уравнений, определяющих развитие во времени 

процессов цифровых систем, вводится дискретное преобразование Лапла-

са. Дискретное преобразование Лапласа позволяет заменить операции 

сдвига функции и операцию вычисления сумм алгебраическими операци-

ями, что  упрощает технологию анализа поведения дискретных процессов 

и решения разностных уравнений, сводя операции во времени с решетча-

тыми функциями к алгебраическим преобразованиям. 

     а) Прямое дискретное преобразование Лапласа. 

     Для решетчатой функции )(my , определенной для любого 2,1,0m , 

дискретное изображение Лапласа )(zY  определяется отношением 
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где z  – оператор дискретного преобразования Лапласа, определяемый со-

отношением 
sTez  ; s  – оператор непрерывного преобразования Лапла-

са; T – интервал дискретности. 

     Операцию взятия дискретного преобразования Лапласа от решетчатой 

функции будем обозначать 
 

 ,)()( myZzY   
 

как оператор дискретного преобразования Z[*], примененный к решетча-

той функции )(my .  

     Пример.   

     Вычислим дискретное изображение Лапласа для постоянной решетча-

той функции 0
)( ymy  , определенной для любого 2,1,0m  . Восполь-

зуемся определением прямого дискретного преобразования Лапласа и на 

основании разложения в ряд и свертки получим дискретное изображение 

Лапласа искомой функции 
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     б) Обратное преобразование Лапласа. 

     Оригинал дискретного изображения Лапласа )(zY  решетчатой функции 

)(my  вычисляется с помощью кругового интеграла 
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
 dzzzY

j
my m
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который определяет связь оригинала решетчатой функции с ее изображе-

нием. Рассмотрим вычисление кругового интеграла. 

     Предположим, что изображение Лапласа )(zY  есть дробно-

рациональная функция, порядок знаменателя которой равен n . Тогда, если 

полином знаменателя приравнять к нулю и найти корни, считая, что z – 

алгебраическая переменная, то эти корни n
zzz ,,,

21
  определяют полюсы 

или особые точки подынтегрального выражения при 1m . Заметим, что 

при 0m  может добавиться еще один полюс, порожденный сомножите-

лем 
z

1
, или 

1z , и этот полюс 0
1


n
z . 

     Применим формулу Коши для вычисления кругового интеграла. Для 

этого положим, что n
zzz ,,,

21
 – полюса подынтегрального выражения 
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1)(  nzzY , и все эти полюсы различны. Тогда по теореме Коши значение 

кругового интеграла равно сумме вычетов, вычисленных в особых точках, 

равных полюсам подынтегрального выражения: 
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     Рассмотрим случай кратных корней n
zzz  

21 , т.е. положим, что 

1z  – корень кратности n . В этом случае 
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     Пример. 

     Найдем оригинал функции, изображение которого задается выражени-

ем 
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Используя теорему Коши, получаем 
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где 11 z  – полюс (особая точка) подынтегрального выражения. Произво-

дя вычисление вычета, находим оригинал функции 
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     в) Дискретное преобразование Лапласа от функции, сдвинутой на один 

или несколько интервалов дискретности. 

     Рассмотрим некоторые важные свойства дискретного преобразования 

Лапласа.  

     Положим, что )(my  – решетчатая функция и для нее существует дис-

кретное преобразование Лапласа:  )()( myZzY  . Тогда дискретное преоб-

разование Лапласа от решетчатой функции, сдвинутой на один интервал 

дискретности, равно 
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     г) Вычисление дискретного преобразования Лапласа для решетчатой 

функции, если известен ее непрерывный аналог и определено непрерыв-

ное изображение Лапласа этой функции. 

     Положим, что )(my  – решетчатая функция, а )(ty  – непрерывная функ-

ция, значение которой совпадает со значениями решетчатой функции в 

дискретные моменты времени mTt  , другими словами )()( myty  , а 

)(sY  – непрерывное изображение Лапласа функции ).(ty  Тогда дискрет-

ное изображение решетчатой функции определяется контурным интегра-

лом 
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который вычисляется также на основании теоремы Коши. 

     Замечание: подобная форма записи контурного интеграла подразумева-

ет, что в подынтегральном выражении переменная z не зависит от непре-

рывного оператора Лапласа s.  

     В случае, если Y(s) представляет дробно-рациональную функцию, то 

полюса подынтегрального выражения целиком и полностью определяются 

полюсами этой функции. Если n
sss ,,,

21
  – полюса функции )(sY  и они 

различны, то значение контурного интеграла равно: 
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     Пример. 

     Вычислим дискретное изображение Лапласа для решетчатой функции, 

значения которой постоянны на любом из интервалов дискретности: 
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     д) Вычисление оригинала по дискретному изображению Лапласа деле-

нием числителя на знаменатель. 

     По определению дискретное преобразование Лапласа представляет раз-

ложение в виде бесконечного ряда по отрицательным степеням оператора 

z дискретного преобразования Лапласа 
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причем коэффициентами при степенях оператора z являются значения ре-

шетчатой функции y(m) в дискретные моменты времени t=mT. Если изоб-

ражение решетчатой  )(sY   представляет дробно-рациональную функцию, 

то деление числителя на знаменатель дискретного изображения Лапласа 

)(sY позволяет получить разложение изображения по отрицательным сте-

пеням z , при этом коэффициенты при соответствующих степенях z  

определяются значениями оригинала. 

 

1.5  Передаточные функции дискретных объектов 

     Передаточной функцией линейного стационарного дискретного объек-

та будем называть отношение дискретного изображения Лапласа выход-

ной переменной к дискретному изображению Лапласа входной перемен-

ной, вычисленному при нулевых начальных условиях, [9]. 

     Рассмотрим линейный дискретный объект, для которого известны ре-

шетчатые функции )(mg  и )(my  входной и выходной переменных и для 

этих функций существуют дискретные изображения Лапласа 
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Тогда в соответствии с определением отношение изображения Лапласа 

выходной переменной к изображению Лапласа входной переменной при 

нулевых начальных условиях есть передаточная функция дискретной си-

стемы (объекта):   
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     Передаточная функция определяет оператор преобразования в изобра-

жениях  Лапласа входной переменной в выходную переменную. 

     а) Вычисление передаточной функции по разностному уравнению n-го 

порядка. 

     Положим, что уравнение описания движения линейного дискретного 

объекта задается разностным уравнением n -го порядка 
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где )(mg  – описание входной переменной; )(my  – описание выходной пе-

ременной; 
i

a  и 
j

b – постоянные коэффициенты, зависящие от параметров 

системы;  2,1,0m  – номера интервалов дискретности. 

     Для получения передаточной функции применим дискретное преобра-

зование Лапласа к левой и правой частям исходного разностного уравне-
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ния при нулевых начальных условиях и воспользуемся свойствами линей-

ности для дискретного преобразования Лапласа: 













k

j

j

n

i

i

k

j

j

n

i

i

jmgZbimyZa

jmgbZimyaZ

00

00

)].([)]([

)],([)]([

 

 

и сдвига функции для дискретного преобразования Лапласа при нулевых 

начальных условиях: 
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     Выполняя преобразования изображений в полученных соотношениях, 

приходим к выражению для передаточной функции  
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которая есть отношение двух полиномов степеней переменной z, причем 

коэффициенты полинома числителя определяются коэффициентами пра-

вой части исходного разностного уравнения 
j

b , а коэффициенты полино-

ма знаменателя определяются коэффициентами левой части исходного 

разностного уравнения 
i

a .  

     Замечание: порядок полинома числителя должен быть меньше (рав-

ным) порядку полинома знаменателя передаточной функции, что является 

условием физической реализуемости системы (объекта).  

     Пример. 

     Вычислим передаточную функцию для дискретного объекта и опреде-

лим корни  полинома знаменателя (полюса передаточной функции). 

     Дискретный объект задан разностным уравнением  

).(04.0)(64.0)1(6.1)2( mgmymymy   

Применяя к обеим частям уравнения дискретное преобразование Лапласа 

при нулевых начальных условиях, получаем 

).(04.0)(64.0)(6.1)(2 zGzYzzYzYz   

Вычисляя отношение изображений Лапласа для переменных, получаем 

выражение для передаточной функции объекта: 
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Приравнивая знаменатель передаточной функции к нулю 

,064.06.12  zz  

получаем значения двух корней характеристического полинома 

.8.0
2,1
z  

     б) Вычисление передаточной функции по уравнению вход-состояние-

выход. 

     Положим, что уравнения движения линейной стационарной дискретной 

системы (объекта) задается уравнением «вход-состояние-выход» 
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где 
kRg – k-мерный вектор входных переменных; 

nRx – n-мерный 

вектор переменных состояния; 
kRy – k-мерный вектор регулируемых 

(выходных) переменных; F, B, C – матрицы соответствующих размеров с 

постоянными коэффициентами, ,nnF   ,knB   .nkC   

     Применим дискретное преобразование Лапласа к исходному уравнению 

при нулевых начальных условиях ( 0)0( x ): 
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Введем обозначения 
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Тогда исходное уравнение в изображениях Лапласа примет вид 
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     Исключая из уравнений промежуточную переменную (изображение 

Лапласа вектора состояния X(z)), получим связь изображения вектора вы-

ходных переменных с изображением вектора входных переменных:  
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Последнее уравнение позволяет получить передаточную матрицу как опе-

ратор преобразования изображения вектора входных переменных в вектор 

изображений выходных переменных:  
 



39 

 

,)()( 1BFzICzW   
 

где W(z) – передаточная матрица размера kk  , элементами которой явля-

ются передаточные функции, связывающие входные переменные с соот-

ветствующими выходными переменными. 

     Пример. 

     Вычислим передаточную функцию для дискретного объекта с уравне-

нием движения «вход-состояние-выход» 
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где матрицы модели равны 
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     Вычислим передаточную функцию  системы по соотношению 
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Производя последовательно вычисления, получим       
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Дискретная передаточная функция имеет один ноль 10 z  и два кратных 

полюса .1
2,1
z  

 

1.6  Передаточные функции замкнутых систем 

     Дискретные передаточные функции (матрицы) замкнутых дискретных 

систем предназначены для анализа динамических свойств, анализа каче-
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ства процессов, точности отработки задающих воздействий и степени по-

давления возмущающих внешних воздействий для замкнутых систем. Рас-

смотрим структурную схему дискретной системы, замкнутую единичными 

обратными связями, показанную на рисунке 1.8.  На структурной схеме 

использованы следующие обозначения: kRzG )( – k-мерный вектор зада-

ющих воздействий; kRzY )( – k-мерный  вектор регулируемых перемен-

ных; lRzF )(  – l-мерный  вектор возмущающих воздействий; 
lRzXzX )(),(

21
 – векторы, совпадающие по размерности с возмущаю-

щим воздействием; )(
1

zW  – передаточная матрица размера k*l, связываю-

щая изображение )(1 zX  с изображением ошибки E(z) = G(z) – Y(z): 

),()()(
11

zEzWzX   
 

где )(
2

zW  – передаточная матрица, связывающая )(zY  с )(
2

zX : 
 

).()()(
22

zXzWzY   
 

     В соответствии с рассматриваемой структурной схемой получаем опи-

сание всей системы, записав уравнения связей между входами и выходами 

для каждого из структурных элементов: 
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X  (z)1 X  (z)2E(z)

 Рисунок 1.8 – Функциональная схема замкнутой системы 
 

     Обозначим: )()()(
12..

zWzWzW
кр

  – передаточная матрица разомкнуто-

го контура системы размера kk  , тогда 
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Полученное уравнение позволяет выделить передаточную функцию за-

мкнутой системы по задающему воздействию, 
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и передаточную функцию замкнутой системы по возмущающему воздей-

ствию 
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     В частном случае при :1k  
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При произвольной размерности k  

).()()()()( zFzzGzzY   

     Вычислим передаточную матрицу замкнутых систем по ошибке. Для 

этого рассмотрим уравнение для ошибки системы 

).()()( zYzGzE   

Выразим регулируемую переменную )(zY  через )(zE  и )(zG . Из цепочки 

равенств 
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получаем уравнение связи изображения ошибки замкнутой системы с 

изображениями задающего и возмущающего воздействий 
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По полученному выражению можем выделить передаточную матрицу за-

мкнутой системы по ошибке относительно задающего воздействия 
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и передаточную матрицу замкнутой системы по ошибке относительно 

возмущающего воздействия 
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      Передаточную матрицу по ошибке замкнутой системы относительно 

задающего воздействия вычислим через передаточную матрицу разомкну-

того контура системы: 
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       Замечание: для дискретных систем структурные преобразования схем 

осуществляются по тем же правилам, что и для непрерывных систем, при 

условии, что для всех структурных элементов системы получены переда-

точные функции (матрицы). Если в структурных схемах имеет место по-

следовательное соединение импульсных элементов и непрерывных линей-

ных частей, то требуется вначале получить дискретную модель этого по-

следовательного соединения в виде передаточной функции или матрицы, а 

затем осуществлять структурные преобразования. 

 

 

2  Устойчивость цифровых (дискретных) систем 

2.1 Классические виды устойчивости дискретных систем 

     Рассмотрим невозмущенное уравнение движения дискретной системы, 

заданное в пространстве состояний: 

)),(()1( mxFmx   

где nx  -мерный вектор состояний; nF  -мерная, нелинейная, векторо-

значная функция векторного аргумента такая, что при ,0)0(,0  Fx  и 

решение исходного разностного уравнения при произвольных начальных 

условиях единственно. 

     а) Асимптотическая устойчивость. 

     Определение. Будем говорить, что положение равновесия 0x  асимп-

тотически устойчиво во всем пространстве состояний, если для всех тра-

екторий движения системы, исходящих из произвольных начальных со-

стояний nRx )0( , выполняется предельное соотношение 

,0)(lim 


mx
m

 
 

),0)(lim( 


mx
m

 
 

т.е. вектор состояния, с течением времени (ростом номера интервала дис-

кретности) стремится к началу координат. 



43 

 

     Асимптотическая устойчивость говорит о стремлении траекторий дви-

жений к положению равновесия, но о скорости сходимости траекторий 

движений системы к устойчивому положению информация отсутствует. 

Для нелинейных систем свойство асимптотической устойчивости может 

иметь место в ограниченной области пространства состояния, а поэтому 

понятие асимптотической устойчивости нелинейных систем подразделяют 

на устойчивость в «большом» – во всем пространстве состояний и на 

устойчивость в «малом» – в ограниченной области пространства состоя-

ний. 

     б) Экспоненциальная устойчивость. 

     Определение. Будем говорить, что положение равновесия 0x  экспо-

ненциально устойчиво, если существуют такие положительные числа 

1  или 10  , что для всех траекторий движения системы, исходящих 

из произвольных начальных состояний nRx )0( , и для любого номера ин-

тервала дискретности ,2,1,0m  выполняется неравенство: 

.)0()( xmx m    

     Параметр   характеризует скорость сходимости процессов к положе-

нию равновесия, и чем меньше его значение, тем быстрее процессы стре-

мятся к положению равновесия. Косвенно этот параметр характеризует 

быстродействие системы. Геометрическая интерпретация данного вида 

сходимости показана на рисунке 2.1.      

 

 
 

Рисунок 2.1 – Геометрическая интерпретация экспоненциально 

 устойчивых движений 

 

     Как и для асимптотической устойчивости, в общем случае для нели-

нейных систем различают экспоненциальную устойчивость в «большом», 
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т.е. во всем пространстве состояний,  и в «малом» – в ограниченной обла-

сти пространства состояний. 

 

   2.2 Качественная экспоненциальная устойчивость дискретных  

систем 

     Пусть поведение динамической системы описывается разностным 

уравнением вида: 
 

                                  , ))(()1( mxFmx                   (2.1) 
 

где nRx  – вектор состояния дискретной динамической системы; )(xF  – 

n -мерная нелинейная вектор-функция векторного аргумента, такая, что 

при любых nRx )0(  решение уравнения (2.1) существует и единственно;  

m  – номер интервала дискретности ...2,1,0m . Введѐм понятие каче-

ственной экспоненциальной устойчивости (КЭУ) для системы (2.1). 

     Определение. Положение равновесия 0x  дискретной динамической 

системы называется качественно экспоненциально устойчивым «в боль-

шом», если для любых траекторий движения )(mx  системы (2.1), исходя-

щих из произвольных начальных состояний nRx )0( , существуют такие 

параметры 11 :  , 1 , 0  rr  , что для любого номера интервала 

дискретности ...2,1,0 , mm  имеет место следующее неравенство: 
 

  ,)0()()0()( 


 xmmrxmmx   

где норма вектора определяется по выражению 
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     Определение КЭУ дискретной динамической системы «в малом» может 

быть введено для ограниченной области, включающей начало координат с 

использованием аналогичного подхода. 

     Понятие качественной экспоненциальной устойчивости представляет 

собой наиболее сильный случай из всех видов устойчивости. В частности, 

из КЭУ следует экспоненциальная и асимптотическая устойчивость. Для 

непрерывных и дискретных динамических систем параметры качествен-

ной экспоненциальной устойчивости r  и   имеют следующий смысл. 

Параметр   определяет среднюю скорость сходимости траекторий дви-

жения к положению равновесия 0x  и, следовательно, связан со време-

нем переходного процесса 
п

t . Параметр r  определяет отклонения (раз-

брос) траекторий движения от усредненной траектории и характеризует 

степень колебательности процессов системы.  

     На основе определений КЭУ для непрерывных и дискретных систем 

управления можно получить аналитическую связь таких показателей каче-
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ства как время переходных процессов, значений первого выброса 
0  и пе-

ререгулирования по множеству траекторий, геометрическая интерпрета-

ция которых приведена на рисунке 2.2. 

     При определении качественной экспоненциальной устойчивости норма 

вектора определялась соотношением 





1

1

)( 



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


 



n

i

i
xmx , 

 

где ν – целое число, равное        ;    – i-ая компонента вектора состо-

яния x. При     имеем евклидову норму, которая определяет «есте-

ственную» длину вектора, при     имеем модульную норму. Поверхно-

сти постоянного уровня 1


x  )( nRx  для различных значений ν приве-

дены на рисунке 2.3.  

 

 
 

Рисунок 2.2 – Геометрическая интерпретация качественной экспоненци-

альной устойчивости движений 

 

     Отметим, что для детерминированных процессов из сходимости по ка-

кой-либо норме следует сходимость по любой из норм. 

 

2.3 Метод Ляпунова для анализа свойства устойчивости 

дискретных систем 

Рассмотрим уравнение невозмущенного движения нелинейной дискретной 

системы: 

)),(()1( mxmx  ,nRx  
 

где Ф(x(m)) – n-мерная векторозначная функция векторного аргумента x. 

     Метод Ляпунова исследования устойчивости основан на сопоставлении 

движений системы в пространстве состояний размерности n c отображе-

ниями движений системы в скалярное пространство положительных чи-



46 

 

сел. Если функции в пространстве положительных чисел будут убывать, 

то можно считать, что траектории движения системы стремятся к положе-

нию равновесия. Убывание функции в пространстве положительных чисел 

гарантирует отрицательное значение первой разности этой функции на 

траекториях движения системы. 

     Формализуем метод Ляпунова для исследования устойчивости дис-

кретных систем. Введем функцию Ляпунова )(xV  как функцию, задаю-

щую отображение векторов из пространства размерности n в пространство 

положительных чисел  RR Vn , для которой выполняются следующие 

свойства: 

      - 0)( xV  для любого nRx  и при  0)(0  xVx ;  

      - поверхности постоянного уровня constccxV  0,)(  охватывают 

начало координат (положение равновесия); 

      - функция )(xV  равномерно возрастает при равномерном возрастании 

нормы вектора x.  

 

 
Рисунок 2.3 – Геометрическая интерпретация различных норм 

 

     Наиболее простой и распространенный способ выбора функции Ляпу-

нова заключается в выборе ее в виде квадратичной формы. В качестве 

примера рассмотрим задание функции Ляпунова в виде квадратичной 

формы для объекта или системы второго порядка 
 

,)( PxxxV T  

где P  – положительно определенная симметрическая матрица. Поверх-

ность постоянного уровня 
 

,)( cPxxxV T   

представляет эллипсоид, охватывающий начало координат (точку равно-

весия). Причем большее значение с определяет поверхность, которая 

включает в себя поверхность с меньшим значением  с.  
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     Теорема Ляпунова. Для  асимптотической устойчивости исходной си-

стемы достаточно, чтобы существовала такая функция Ляпунова )(xV , что 

на всех траекториях движения системы, исходящих из произвольных 

начальных условий, и для любого номера интервала дискретности m  пер-

вая разность от функции Ляпунова  была отрицательной, т.е. 

0))(())1((  mxVmxV . 

Другими словами, значение последующего значения функции Ляпунова на 

всех траекториях движения системы должно быть меньше предшествую-

щего значения   
 

)).(())1(( mxVmxV    

     Следствие. Дискретная система будет экспоненциально устойчивой, 

если существует такая функция Ляпунова )(xV , что для всех траекторий 

движения системы, исходящих из произвольных начальных условий, и для 

любого номера интервала дискретности, выполняется неравенство: 
 

)),(())1(( 2 mxVmxV   

где 10 2   , а функция Ляпунова )(xV  выбрана из класса квадратичных 

форм. 

     Покажем, что для любого номера интервала дискретности m для экспо-

ненциально устойчивой системы должно выполняться соотношение 
 

,)0()( xmx m  

где 



n

i

i
xx

1

2
– евклидова норма; nnPPxxxV T  ,)(  – квадратичная 

форма.  

     Воспользуемся соотношением Релея для квадратичных форм 
 

,
22

2

22

1
xcPxxxc T   

где 2

1
c , 2

2
c  – минимальное и максимальное собственные числа матрицы P .  

     Из соотношения Релея следует, что 
 

,)(
2

2/1

1
xcxVxc   

а из условия экспоненциальной устойчивости следуют неравенства 
 

)).(())1((

)),(())1((

2/12/1

2

mxVmxV

mxVmxV








 

     Последовательно усиливая неравенства от m=0, получаем цепочку не-

равенств: 
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)).0(())((

............................................

)),0(())1(())2((:1

)),0(())1((:0

2/12/1

2/122/12/1

2/12/1

xVmxV

xVxVxVm

xVxVm

m











 

Используя соотношение Релея, в результате приходим к неравенству 
 

,)0()(

,)0()(

1

2

21

x
c

c
mx

xcmxc

m

m









 

где 

.,1
1

2  
c

c
 

      Геометрическая интерпретация свойства экспоненциальной устойчи-

вости приведена на рисунке 2.4. 

 

Рисунок 2.4 – Локальное поведение траекторий дискретных экспоненци-

ально устойчивых систем 

 

 

    2.4 Уравнения Ляпунова для анализа свойства устойчивости         

линейных дискретных систем 

     Рассмотрим систему с невозмущенным уравнением движения 

)),(()1( mxFmx   

где вектор состояния 
nRx ; nnF   – квадратная матрица с постоянны-

ми коэффициентами, определяющая динамические свойства системы. 

     а) Асимптотическая устойчивость. 
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     Для исследования устойчивости выберем функцию Ляпунова из класса 

квадратичных форм: ,)( PxxxV T  где nnP   – положительно опреде-

ленная симметрическая матрица. 

     Вычислим значения функции Ляпунова на траекториях движения си-

стемы для произвольного номера интервала дискретности, используя пра-

вую часть исходного уравнения движения, в результате получим: 

).()()1()1())1(( mPFxFmxmPxmxmxV TTT   

     Применим теорему Ляпунова об асимптотической устойчивости: 

.0)())((

),()()()(

),())1((







mxPPFFmx

mPxmxmPFxFmx

mVxmxV

TT

TTT
 

     Введем в рассмотрение дополнительную квадратичную форму QxxT , 

где nnQ   – положительно определенная симметрическая матрица.  

     Наряду с полученным неравенством рассмотрим уравнение 
 

).()()())(( mQxmxmxPPFFmx TTT   

Из этого уравнения следует условие асимптотической устойчивости, а так 

как данное уравнение должно быть справедливо для любого значения век-

тора состояния nRx , то должно выполняться и матричное уравнение  

QPPFF T  . 

Это уравнение является матричным уравнением Ляпунова для дискретных 

систем. 

     Условие асимптотической устойчивости. Для того, чтобы линейная 

дискретная система была асимптотически устойчивой, необходимо, чтобы 

для любой и достаточно, чтобы для какой-либо, по крайней мере положи-

тельно полуопределенной, матрицы Q  решение уравнения Ляпунова от-

носительно матрицы P  было бы положительно полуопределенным. 

     Практическое использование условий асимптотической устойчивости 

линейной дискретной системы заключается в использовании   достаточно-

го условия. При этом процедура анализа устойчивости включает следую-

щие последовательные шаги: 

   - производится выбор матрицы 0Q , по крайней мере, положительно 

полуопределенной (обычно 0 IQ ); 

   - решается уравнение Ляпунова относительно матрицы P ; 

   - осуществляется проверка матрицы P  на положительную определен-

ность. 

     Пример. 

     Рассмотрим систему с уравнением движения   
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

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
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,0

21
 zz  

где F – матрица описания движений системы с нулевыми собственными 

числами. Исследуем данную систему на устойчивость.  

     Выберем  ,
10

01








Q  и разрешим уравнение Ляпунова относительно 

матрицы P :     

,
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
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     В результате получаем матрицу 0
20

01









P , которая является поло-

жительно определенной. Следовательно, исследуемая система асимптоти-

чески устойчивая. 

     б) Экспоненциальная устойчивость. 

     Получим модифицированное уравнение Ляпунова для исследования 

свойства экспоненциальной устойчивости дискретной линейной системы. 

Условие экспоненциальной устойчивости дискретной линейной системы 
 

))(())1(( 2 mxVmxV  , 

10 2    . 
 

    Вычислим значение функции Ляпунова на траектории движения систе-

мы, для чего подставим вместо последующего значения вектора состояния 

системы его выражение через предшествующее значение вектора состоя-

ния: 
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).()()())((

,0)())((

,0)()()1()1(

2

2

2

mQxmxmxPPFFmx

mxPPFFmx

mPxmxmPxmx

TTT

TT

TT













 

 

Если матрица nnQ  , по крайней мере положительно полуопределенная 

матрица, 0)()( mQxmxT , то из этого уравнения следует, что выполняется 

неравенство экспоненциальной устойчивости для любого nRx . Полу-

ченное уравнение эквивалентно матричному уравнению  
 

,2 QPPFF T   

 которое является модифицированным уравнением Ляпунова и при значе-

ниях 1  позволяет исследовать экспоненциальную устойчивость, а при 

значении 1  совпадает с обычным уравнением Ляпунова для дискрет-

ных систем. 

     в) Качественная экспоненциальная устойчивость. 

     На основе условий качественной экспоненциальной устойчивости, по-

вторяя те же самые выкладки, приходим к модифицированному уравне-

нию Ляпунова вида  

,)()(
___

2
______

 QPrIFPIF T   
 

где β и r – параметры качественной экспоненциальной устойчивости. От-

метим, что при значениях β=0 и r=1 данное уравнение совпадает с класси-

ческим уравнением Ляпунова для дискретных систем, а при β=0 и при 

значении r меньшим единицы – с модифицированным уравнением Ляпу-

нова для исследования экспоненциальной устойчивости. 

 

   2.5 Необходимые и достаточные корневые условия устойчивости 

дискретных систем 

     Рассмотрим невозмущенное уравнение движения дискретной системы: 

.,

),()1(

nnFRx

mFxmx

n 


 

 

     Определим характеристическое уравнение   
 

0)det( 01

1

1  

  zzzFzI n

n

n   
 

и найдем его корни: n
zzz ,,,

21
  . Положим, что все корни n

zzz ,,,
21
   

вещественные и различные.   

      Найдем условие, когда система будет асимптотически устойчивой, т.е. 
 

.0)0(lim)(lim

),0()(






xFmx

xFmx

m

mm

m
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     Для анализа динамических процессов заменим базис в исходной систе-

ме таким образом, чтобы в новых координатах матрицы F была бы в диа-

гональном виде, т.е. произведем замену переменных 
 

,Mx   

где ,nR а матрица M размера nn  такая, что существует обратная 

матрица М
-1

. Тогда исходное уравнение движения приобретает вид 
 

).()1( 1 mFMMm    
 

     Матрица М приводит матрицу описания движения исходной системы к 

диагональной форме: 
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тогда уравнения движения системы в новом базисе приобретают вид 
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      Из полученных уравнений следует, что для каждой из переменных век-

тора состояния в новом базисе последующее значение этой переменной 

определяется соотношением  
  

.,1),()1( nimzm
iii

   
 

Другими словами, описание движения исходной системы эквивалентно 

системе из n скалярных разностных уравнений. Запишем решение для 

каждого из n скалярных уравнений по каждой из переменных в зависимо-

сти от начальных значений: 

),0()(
i

m

ii
zm    
 

откуда следует, что каждая из переменных вектора состояния с течением  

времени будет стремиться к нулю, 
 

,0lim)0()0(lim)(lim 


m

i
m

ii

m

i
m

i
m

zzm   
 

тогда и только тогда, если модуль каждого из корней по модулю меньше 

единицы  .1
i

z  
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      Вывод. Для того, чтобы линейная дискретная система была асимптоти-

чески устойчивой, необходимо и достаточно, чтобы все корни характери-

стического уравнения по модулю были меньше единицы. Если хотя бы 

один из корней по модулю больше единицы, то система неустойчивая. 

 

    2.6  Уравнения Ляпунова как критерии расположения корней      

замкнутой системы в определенных областях комплексной плоскости 

внутри (вне)  единичного круга с центром в начале координат 

     Рассмотрим множество матриц 
___

F  с собственными числами (корнями 

характеристического уравнения) 


n
zzz ,...,,

21
, расположенными в круге 

радиуса r  с координатами в точке )0;( j  (смещенный круг). 

      Рассмотрим множество матриц F , являющихся функциями от матри-

цы 
___

F , таких, которые связаны преобразованиями подобия )(
1 ___

IF
r

F  . 

Обозначим через 
n

zzz ,...,,
21

  собственные числа матриц  F , т.е.   

,
r

z
z i

i






 

где 
_____

,1 ni  . 

     Так как все собственные числа 
_

iz  лежат в круге радиуса r, смещенном 

на значение  , то все собственные числа 
_

iz  по модулю меньше 1. 

     С другой стороны, если все собственные числа    по модулю меньше 

единицы, то для матрицы  ̅ все собственные числа лежат в круге радиуса 

r, смещенном на значение  . 

     Запишем уравнение Ляпунова как критерий расположения собственных 

чисел матрицы F  в единичном круге: 
 

.QPPFF T   

Подставим в уравнение Ляпунова выражение матрицы F  через  ̅: 
 

.)()(
1 ______

2
QPIFPIF

r

T    

 

Умножив уравнение на   , получим: 

,)()(
___

2
______

QPrIFPIF T    

где QrQ 2
___

 . 

      На рисунке 2.5 изображены различные окружности, ограничивающие 

области расположения корней при различных видах устойчивости систе-

мы.    



54 

 

 
 

Рисунок 2.5 – Области расположения корней уравнения: а) смещенный 

круг – качественная экспоненциальная устойчивость, б) центральный круг 

– экспоненциальная устойчивость 

 

     Если   = 0 (круг центральный), то модифицированное уравнение Ля-

пунова принимает вид 
 

QPrPFF T  2
, 

 

если  =0, r =1, то                   

QPFPF T  . 

     При исследовании системы на устойчивость обычно выполняется сле-

дующая последовательность действий.  

     Выбираются параметры  , r, назначается матрица Q , по крайней мере 

)1(0  QQ  , и решается модифицированное уравнение Ляпунова отно-

сительно матрицы P  с последующей проверкой ее на положительную 

определенность. 

     Если P  получилась положительно определенной, то корни характери-

стического уравнения матрицы  ̅ лежат в круге радиуса, смещенном на 

значение   относительно начала координат. 

     Рассмотрим случай, когда  =0; r <1. 

     Если все корни характеристического уравнения системы расположены 

в круге радиуса r <1, т.е. 
____

,1, nirz
i

 , то в этом случае говорят, что си-

стема обладает запасом устойчивости r1 . 

     Запас устойчивости характеризует отклонение доминирующих корней 

(наибольших по модулю) от границы устойчивости. 

     Степень устойчивости косвенно характеризует быстродействие систе-

мы: чем больше значение степени устойчивости, тем более быстрые про-

цессы присущи системе. 
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2.7 Виды стохастической устойчивости дискретных систем 

     Прямой метод Ляпунова, являющийся одним из наиболее общих мето-

дов исследования систем управления, базируется на понятиях асимптоти-

ческой либо экспоненциальной устойчивости и использовании выбранной 

определенным образом функции Ляпунова. Этот метод при корректном 

выборе функции Ляпунова позволяет построить конструктивные процеду-

ры анализа [2,3] и синтеза [4] систем управления. Введенное в работе [4] 

определение качественной экспоненциальной устойчивости и разработан-

ный аналитический аппарат обусловили возможность установления взаи-

мосвязи между параметрами КЭУ и значениями «инженерных» показате-

лей качества синтезируемых и исследуемых систем. 

      Понятие стохастической экспоненциальной устойчивости систем так-

же широко используется, в частности, в работе [5]. В данной статье рас-

сматривается стохастический аналог качественной экспоненциальной  

устойчивости. Примеры использование понятия стохастической экспонен-

циальной устойчивости при синтезе регуляторов дискретных систем мож-

но найти в [6, 17].  

      Рассмотрим дискретную систему вида 

                                   )),(),()),(,(()1( mmxmxmqFmx                  (2.2)    
 

где x ( m )  – n-мерный вектор состояния системы; )(m – q-мерный вектор 

случайного внешнего возмущающего воздействия; q(m,x(m)) – k-мерный 

вектор случайно изменяющихся параметров, возможно, зависящий и от 

состояния системы; F(∙) – детерминированная нелинейная n-мерная функ-

ция от векторных аргументов. Будем считать, что для случайных последо-

вательностей q(m) и )(m   для всех m определены (т. е. существуют) зна-

чения математического ожидания и матриц ковариаций. 

     Определение. Дискретная система будет качественно экспоненциально 

v-устойчивой относительно положения равновесия x = 0, если существуют 

такие положительные числа β > 0, r > 0, β + r < 1, и ρ ≥ 1, что на всех тра-

екториях системы для любого номера m интервала дискретности справед-

ливо неравенство 

],)0([))((])0()([


 xMrxmxM mmm   

 

где M[.] обозначает операцию взятия математического ожидания. 

     Получим локальное достаточное условие стохастической качественной 

экспоненциальной v-устойчивости. В соответствии с прямым методом Ля-

пунова для исследования системы (2.2) вводится функция Ляпунова V(x) в 

виде положительно определенной функции степени v, обладающей свой-

ством 

,)(
2

1

1 




xcxVxc   

 

где с1 и с2 – постоянные и положительные коэффициенты. 
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     Достаточные условия качественной экспоненциальной v-устойчивости 

получаются из рассмотрения условного математического ожидания функ-

ции Ляпунова от разности последующего значения вектора состояния 

x(m+1) и прогнозируемого среднего значения βx(m) на всех траекториях 

движения системы. 

     Локальное достаточное условие качественной экспоненциальной v –

устойчивости имеет вид 

 ( ( 1) ( )) ( ) ( ( )) ,vM V x m x m x m r M V x m                     

где β и r – параметры КЭУ, β + r < 1. 

     Частный случай условия при β=0 и r<1 является известным достаточ-

ным условием экспоненциальной v-устойчивости. Параметр β в среднем 

характеризует изменения математического  ожидания, а параметр r – дис-

персионные отклонения.  

     При исследовании детерминированных систем прямым методом Ляпу-

нова вводятся несколько критериев устойчивости и используются различ-

ные функции Ляпунова. Значительно большее разнообразие определений 

устойчивости вводится при рассмотрении стохастических систем. Приме-

нение понятия качественной экспоненциальной устойчивости позволяет с 

единых позиций исследовать процессы как в детерминированных, так и в 

стохастических системах. 

     На практике наиболее просто исследовать КЭУ стохастических систем, 

применяя квадратичные функции Ляпунова вида (для v = 2)  ( )      ,  

где Р – положительно определенная симметрическая n×n – матрица. Ис-

пользование норм при v = 2 согласуется со свойствами случайных процес-

сов второго порядка и принято в инженерных приложениях, основанных 

на корреляционной теории. При этом постоянные с1, с2 неравенства – 

квадратные корни из минимального и максимального собственных чисел 

матрицы Р. 

     Обобщенные нормы с v>2 целесообразно использовать при исследова-

нии КЭУ более сложных стохастических систем, содержащих в описании 

моментные функции выше второго порядка. 

     Пример.  

     В качестве примера на рисунке 2.6 приведена схема лазерной угломер-

ной системы, где y1, y2 – регулируемые величины; g1, g2 – входные задаю-

щие воздействия; e1, e2 – сигналы рассогласования;       – выходные сиг-

налы общего тракта; u1, u2 – управляющие воздействия; ИМ1, ИМ2 – ис-

полнительные механизмы углов места и азимута. Особенностью данной 

системы является то, что наличие фазовых искажений в общем тракте 

преобразования сигнала приводит к возникновению перекрестных связей 

между исполнительными механизмами. Если считать фазовые искажения 

случайными, то в линейном приближении получается следующая матема-

тическая модель дискретной системы: 
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( 1) ( ) ( ) ( ) ( );gx m Ax m Bu m B g m   
 

( ) ( ),y m Cx m  

где А – матрица описания исходной системы; В и Вg – матрицы входов по 

управляющим и задающим воздействиям соответственно; С – матрица вы-

ходов; ξ – случайное возмущение в перекрестных связях каналов. 

     Пусть матрицы описания лазерной угломерной системы имеют следу-

ющий вид:  

0 1 0 0

0 10 0 0
;

0 0 0 1
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где kо.св1, kо.св2 – коэффициенты обратной связи по выходам ИМ1 и ИМ2 со-

ответственно; )(m  – некоррелированная случайная последовательность с  

нулевым математическим ожиданием и единичной дисперсией. 
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 Рисунок 2.6 – Схема лазерной угломерной системы 
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Рисунок 2.7 - Реализации переходных процессов 

 

     Для квадратичной функции  Ляпунова,  а также  корневых  параметров 

β = 0,7 и r = 0,1 была получена следующая матрица линейных стационар-

ных обратных связей: 

.
0260,00070,10,00,0

0,00,00249,00219,1








K  

     На   рисунке 2.7 представлены   графики типовых   реализаций пере-

ходных процессов в обоих исполнительных механизмах при единичном 

ступенчатом воздействии. Из приведенных графиков видно, что типовые 

реализации соответствуют процессам, характерным для устойчивых си-

стем. 

 

    2.8 Матричные неравенства и уравнения  для линейных                  

позитивных систем 

     Получим матричные неравенства и уравнения типа Ляпунова при ис-

пользовании для анализа модульных функций Ляпунова (v=1)   примени-

тельно к линейным позитивным нестационарным и, как частный случай, 

стационарным дискретным системам, у которых все элементы описания и 

значения приминают неотрицательные значения. К классу позитивных си-

стем относятся, например, системы сравнения, используемые для анализа 

свойств многосвязных систем на основе метода векторных функций Ляпу-

нова. Пусть движение линейной дискретной системы задано разностным 

уравнением 

 (   )   ( ) ( ) 

где v – k-мерный вектор состояния системы, все переменные которого 

принимают только неотрицательные значения при любом значении 

        ;   ( ) – квадратная матрица размером k×с неотрицательными 

элементами. 

     Введем модульную функцию Ляпунова (v=1) в виде 
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 ( )  ∑   |  |

 

   

  

 

где     – положительные весовые коэффициенты;    – переменные вектора 

состояния позитивной системы (  [         ]
 ). Учитывая неотрица-

тельность значений переменных вектора состояния     , знак модуля в 

выражении для модульной функции Ляпунова можно опустить и перепи-

сать ее в более компактной матричной форме 
 

 ( )       
 

где    [            ] – матрица-строка размера     с положительны-

ми элементами. В дальнейшем, хотя и будем пользоваться более простой 

формой записи модульной функции Ляпунова, необходимо помнить, что 

первообразной является первичная форма задания. Поэтому следует ого-

ворить, что если А – квадратная матрица размера    , то соотношение 

 (  )        
 

справедливо только в том случае, если элементы матрицы А  неотрица-

тельные. 

      Приведем вывод матричного неравенства и уравнения типа Ляпунова,  

соответствующие локальному достаточному условию экспоненциальной 

устойчивости позитивной системы. Запишем неравенство для значений 

предшествующего и последующего значений модульных функций Ляпу-

нова на траекториях движения позитивной системы: 

)),(())()(( mVmmV  
 

.10    

     Элементы матрицы  ( ) неотрицательны, следовательно, данное нера-

венство можно переписать в виде 
 

   ( ) ( )      ( )  
 

которое должно выполняться при любых m и любых неотрицательных 

значениях вектора v(m). Поэтому неравенство эквивалентно матричному 

неравенству 

   ( )       
 

которое понимается в смысле, что каждый элемент матрицы     ( )  не 

больше соответствующего элемента матрицы   , умноженного на значе-

ние параметра λ. 

     Непосредственно проверяется, что если выполняется матричное урав-

нение 

   ( )      ( )     ( )  

где матрица   ( ) – матрица строка размером     с неотрицательными 

элементами, то выполняется и предшествующее матричное неравенство. 

Данное матричное уравнение является модифицированным уравнением 
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типа Ляпунова для анализа экспоненциальной устойчивости позитивных 

систем с неотрицательными значениями переменных состояния и элемен-

тов матрицы описания движения системы. По аналогии с пучком квадра-

тичных форм назовем пару    ( ) ,      пучком линейных форм с по-

ложительными элементами, где     
 . Установим минимаксные свойства 

этого пучка в виде неравенств: 

  ( )  
   ( ) 

   
   ( )  

 
 

     Представим матрицу λ(m) в виде [ ( )    ( )   ( )    ( )], где 

  ( ) – матрица – столбец размера    . Тогда значения   ( ) и   ( ) 
могут быть определены следующим образом: 
 

  ( )     
 
{
    ( )

   
}  

  ( )     
 
{
    ( )

   
}  

 

     Если положить значение  ( )    ( ), то из предшествующего нера-

венства следует выполнение неравенства, являющегося условием экспо-

ненциальной устойчивости. Таким образом, полученное выражение позво-

ляет вычислить параметр λ, определяющий оценку быстродействия пози-

тивной системы. Значение   при этом равно   
   

   
 , где значения     и 

    определяются из минимаксных свойств пучка линейных форм с поло-

жительными элементами: 

 
     Отметим, что    [      ]  есть матрица – строка размера      с 

единичными элементами. Следовательно, значения     и     определяют-

ся выражениями 

   

где     – элементы матрицы   .  

     Дадим геометрическую интерпретацию локальных достаточных усло-

вий экспоненциальной устойчивости позитивной системы при использо-

вании модульных функций Ляпунова. Часть пространства   , содержащее 

все вектора с неотрицательными значениями элементов, будем обозначать 

  
 (  

    ). На рисунке 2.8 показана геометрическая интерпретация мо-

дульной функции Ляпунова для случая k=2. 

     Поверхность постоянного уровня (прямая линия), определяемая урав-

нением                                     
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       ( )  
 

отсекает  в   
   область  с заштрихованными  границами.  Поверхность  

постоянного уровня 

        ( ( ))    (     ) 
 

иллюстрирует минимаксные ограничения для модульной функции Ляпу-

нова, определяемой матрицей   . На рисунке 2.8б показано, что для экс-

поненциально устойчивой системы в случае выполнения локальных до-

статочных условий при 0<λ<1 и любом значении  ( )    
   последующее 

значение вектора v(m) будет принадлежать заштрихованной области, т.е. 

области, отсекаемой от   
  поверхностью  

      ( ( ))  
 

 

 
Рисунок 2.8 – Интерпретация модульной функции Ляпунова: 

а) ограничения на модульную функцию; б) интерпретация экспоненциаль-

ной устойчивости 

 
 

     Другими словами, если поверхность 
 

     ( ( )) 
 

проходит через конец вектора v(m), то значение постоянного уровня по-

верхности, ограничивающей область расположения последующих значе-

ний вектора состояний системы, уменьшается в λ раз (λ<1). Область рас-

положения вектора состояния через i интервалов дискретности изображе-

на на этом рисунке 2.8б с двойной штриховкой. С увеличением числа ин-

тервалов m при λ<1 эти области стягиваются к началу координат, а, следо-

вательно, и значения компонент вектора состояния стремятся к нулю. Пе-

репишем модифицированное уравнение Ляпунова для стационарного слу-

чая позитивной системы, когда элементы матрицы Λ не зависят от интер-

вала дискретности: 
 

                                                                 (2.3)  
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     При значении параметра λ=1 имеем уравнение типа Ляпунова для ста-

ционарных позитивных дискретных систем. Это уравнение позволяет про-

изводить анализ устойчивости линейных стационарных дискретных си-

стем, когда матрица Λ имеет неотрицательные элементы. 

     Теорема. Пусть задана позитивная система и матрица Λ – квадратная 

матрица с неотрицательными элементами ( ( )    
 ). Тогда для того, 

чтобы позитивная система была бы устойчивой, необходимо, чтобы для 

любой и достаточно, чтобы для какой-либо матрицы    с положительны-

ми элементами, удовлетворяющая уравнению типа Ляпунова (λ=1) матри-

ца    содержала бы только положительные элементы. 

     Достаточное условие теоремы позволяет получить простой алгоритм 

анализа устойчивости стационарных дискретных систем. Задав произ-

вольную матрицу    с положительными элементами, решаем линейное 

матричное уравнение (2.3) относительно неизвестной матрицы    и осу-

ществляем проверку элементов матрицы   , чтобы они были положитель-

ными. Решение уравнения Ляпунова (при λ=1) имеет вид: 
 

     (   )
  , 

 

где матрица (I – Λ) имеет обратную, если собственные числа Λ лежат в 

единичном круге, т.е. исходная позитивная система   устойчива. 

     Пример. 

     Рассмотрим систему, описание которой задано разностным уравнением 
  

[
  (   )
  (   )

]  *
      
       

+ [
  ( )
  ( )

]    ( )        . 
 

     Выберем матрицу    [   ]. Тогда решение уравнения Ляпунова дает 

матрицу 

 

с положительными элементами, а, следовательно, рассматриваемая систе-

ма устойчива. Действительно собственные числа матрицы Λ равны 
 

                  
 

т.е. по модулю меньше единицы. 

 

    2.9 Анализ  переходной  и  установившихся  составляющих           

динамических процессов дискретных систем при внешних                

воздействиях. Матричные коэффициенты ошибок 

     Анализ качества САУ основывается на исследовании переходных про-

цессов, характерных для функционирования системы. Выделение в пере-

ходных процессах переходной и установившейся составляющих позволяет 

разделить задачу анализа качества процессов на две отдельные подзадачи. 

Установившаяся составляющая характеризует точность воспроизведения 

полезного сигнала или подавление возмущающих воздействий. По ней 

определяют точностные показатели качества системы. По переходной со-

 )3(33.5)3(33.00 P
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ставляющей определяют каким образом и как долго система приходит к 

режиму нормального функционирования. По ней вводятся такие показате-

ли качества как время переходного процесса, перерегулирование, количе-

ство колебаний и др. В данном параграфе рассмотрим определение пере-

ходной и установившейся составляющих в общем случае для нелинейных 

систем, а затем остановимся на вычислительных аспектах выделения этих 

составляющих для линейных стационарных дискретных систем, когда мо-

дель внешних воздействий также является линейной. 

     Положим, что описание движения исследуемой многомерной дискрет-

ной САУ задается разностным уравнением 
 
 

 (   )   (   ( )  ( ))    ‖ ( )‖     

 ( )    ( ) 

 ( )   ( )   ( ) 

   (2.4) 

 

где x – n-мерный вектор состояния системы;   – составной вектор вход-

ных  (    ) и возмущающих (    ) воздействий (   [     ]; y – k-

мерный вектор регулируемых величин; e – k-мерный вектор ошибки; 

F(.,.,.) – нестационарная нелинейная n-мерная вектор-функция; С – матри-

ца выходов размером    . Ограничение по норме вектора начальных со-

стояний в (2.4) (    ) задает область допустимых начальных рассогла-

сований D(x). 

     Модель наиболее характерных для исходной системы детерминирован-

ных внешних воздействий зададим в виде модели автономной дискретной 

динамической системы уравнениями 
 

                              

 

 

 

 

где ξ – x-мерный вектор состояния модели внешних воздействий; Г – 

квадратная матрица размером    , а размеры матриц           удовле-

творяют условию корректности этих уравнений. Ограничение начальных 

условий исходит из физической ограниченности множества воздействий, 

приложенных к реальным системам. Модель внешних воздействий опре-

деляет множество типовых воздействий, являющихся решениями разност-

ного однородного уравнения с начальными условиями из области, ограни-

ченной поверхностью . Эту область будем называть об-

ластью допустимых начальных значений внешних воздействий. Любое 

начальное значение вектора состояния ξ(0), принадлежащее этой области, 

осуществляет выборку одного типового воздействия и его параметров из 

множества генерируемых моделью внешних воздействий. 

      В целях простоты описания модель внешних воздействий задана ли-

нейной. Во многих практических случаях, когда типовые воздействия 
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описываются полиномами времени, набором гармонических незатухаю-

щих (экспоненциально затухающих или расходящихся) функций, экспо-

ненциальных функций или линейной комбинацией перечисленных функ-

ций, модель внешних воздействий удается свести к модели автономной 

системы. Принципиально, когда функции, генерируемые моделью внеш-

них воздействий, недостаточно точно аппроксимируют внешние воздей-

ствия, модель внешних воздействий усложняется и может быть выбрана 

нелинейной. Переходные процессы в системе, порождаемые ненулевыми 

начальными условиями на вектор состояния системы и внешними воздей-

ствиями, генерируемыми моделью внешних воздействий, однозначно 

определяются поведением во времени вектора состояния системы. Нену-

левые начальные условия при отсутствии внешних воздействий порожда-

ют свободные движения системы, а внешние воздействия – вынужденные. 

Определим понятие установившейся составляющей вынужденного движе-

ния. Для этого представим вектор состояния системы в виде суммы: 
 

 

                                ( )    ( )    ( )                 (2.6) 
 

где   ( ) – переходная составляющая;   ( ) – установившаяся состав-

ляющая вектора состояния. 

     Определение. Под установившейся составляющей вынужденного дви-

жения будем понимать такую вектор-функцию   ( ), которая при задан-

ном воздействии   ( ) (        ) обращает уравнение движения си-

стемы в тождество 
 

  (   )   (    ( )  ( ))                              (2.7)   
 

при каждом значении m, и к которой сходятся при m стремящемся к бес-

конечности все решения уравнения движения системы (2.7) при любых 

значениях вектора  ( )     из допустимой области начальных рассогла-

сований  ( )    , т.е. 

       (  ( ))                  
 

где  ( )  – метрика, равная 
 

 

 

 
 

a    – ограниченная замкнутая односвязная область диссипативноcти 

     . 

     В дальнейшем будем рассматривать только такой класс систем, для ко-

торого область диссипативности    включает только начало координат, 

т.е. рассмотренное условие имеет вид 
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     Данное условие фактически означает, что исследуемая система при за-

данном воздействии  ( ) относительно переходной составляющей долж-

на быть устойчивой. Вычитая из исходного уравнения движения уравне-

ние для установившейся составляющей, получим уравнение движения от-

носительно переходной составляющей: 
 

 (   )    (    ( ))   ( )   ( )    ( )  
 

где применено следующее обозначение 
 

  (    ( ))   (   ( )  ( ))   (    ( )  ( ))  
 

     Свойства модели системы по переходной составляющей определяют, 

каким образом процессы стремятся к установившемуся режиму, т.е. харак-

теризуют быстродействие и характер сходимости. Определение устано-

вившейся составляющей   ( ) для нелинейных систем как непрерывных, 

так и дискретных для класса внешних воздействий, заданных в виде ли-

нейной модели в общем случае, является достаточно сложной задачей.  

     Обычно она решается лишь в простейших случаях при жестких ограни-

чениях на внешние воздействия (постоянные, линейно-возрастающие) и 

ограничениях на структуру системы (линейная часть плюс статические 

нелинейности). 

     Рассмотрим алгоритм вычисления установившейся составляющей при 

воздействиях, генерируемых моделью внешних воздействий, для линей-

ных дискретных систем с уравнением описания движения системы вида 
 

                    (   )    ( )     ( )                   (2.8)  
 

где F – квадратная матрица размером     с постоянными элементами; 

   – матрица входов размером   (   ), характеризующая точки при-

ложения входных и возмущающих воздействий. Остальные переменные 

имеют тот же смысл и размерности, что и в исходном уравнении, и, кроме 

того, регулируемые величины w и ошибка e определяются теми же соот- 

ношениями, что и в исходном уравнении. Свойства линейности системы и 

линейности модели внешних воздействий наталкивают на мысль, что в 

установившемся режиме преобразование внешних воздействий подобно 

действию линейного оператора. В работах [7, 10] показано, что устано-

вившуюся составляющую можно искать как результат линейного преобра-

зования вектора состояния модели внешних воздействий в виде 
 

 ( )    ( )  
 

где M – матрица размером    . Установившаяся составляющая обращает 

полученное уравнение в тождество. Поэтому подстановка правой части 

уравнения модели внешних воздействий в уравнение установившегося 

режима с учетом уравнения движения системы приводит к матричному 

алгебраическому уравнению 
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                                                  (2.9) 
 

решение которого относительно матрицы M, позволяет находить искомое 

линейное преобразование для вычисления установившейся составляющей. 

Из полученных соотношений и решения уравнения движения системы 

следует, что установившаяся составляющая определяется соотношением 
 

                              ( )    
  ( )           (2.10) 

 

где M  есть решение матричного уравнения типа Сильвестра и зависит от 

локального значения вектора ξ(0), по которому осуществляется выборка 

конкретного внешнего воздействия из множества воздействий, генерируе-

мых моделью внешних воздействий. Уравнение движения исходной си-

стемы по переходной составляющей имеет вид 

  (   )     ( )  

  ( )   ( )    ( )  
 

     Это уравнение является линейным, и его решение для определения пе-

реходной составляющей можно записать в форме 
   

                        ( )   
   ( )   

 ( ( )    ( ))                 (2.11) 
 

откуда следует, что переходная составляющая зависит от вида внешнего 

воздействия, задаваемого вектором ξ(0). Если исходная система устойчи-

ва, то собственные числа матрицы F принадлежат кругу единичного ради-

уса, и переходная составляющая с течением времени стремится к нулю.        

Найденная  установившаяся составляющая обращает исходное уравнение 

в тождество. 

         Рассмотрим решение уравнения движения исходной системы, кото-

рое задается выражением  
 

                         ( )     ( )  ∑     (     ) 
   
                   (2.12) 

 

где первое слагаемое определяет свободную составляющую переходного 

процесса, порождаемую ненулевыми начальными условиями, а второе 

слагаемое – вынужденную составляющую, порождаемую внешним воз-

действием. Сопоставим выражению (2.12) переходной составляющей ре-

шение уравнения (2.8), выраженное через переходную и установившуюся 

составляющие. На основании  выражений (2.6), (2.10) и  (2.11) имеем 
 

              ( )    ( ( )    ( ))      ( )             (2.13) 
 

     Сравнивая (2.9) и (2.10), приходим к выводу, что вынужденная состав-

ляющая движений определяется выражением 
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∑      (     )   

   

   

 

или соотношением 
 

∑       
     ( )  (        

      ) ( )     (2.14) 
 

которое получается при использовании решения уравнения (2.5). Из (2.14) 

получаем матричное уравнение 
 

         ∑       
    

   

   

  

 

     Полученное уравнение может служить основой для организации итера-

ционных процедур отыскания решения матричного алгебраического урав-

нения (2.9).  

     Способы решения алгебраического матричного уравнения типа Силь-

вестра при различных формах задания матрицы Г приведены в [7]. Следу-

ет отметить, что форма задания матрицы Г определяется проектировщи-

ком системы. Для одного и того же класса внешних воздействий можно 

построить различные модели, отличающиеся формами задания пары мат-

риц Г и Н и начальными значениями вектора состояния ξ(0). При всех 

формах задания матрица Г должна иметь одни и те же собственные числа, 

которые порождают элементарные базисные функции при решении этого 

уравнения. Множество воздействий, генерируемых данной моделью, со-

стоит из линейных комбинаций этих элементарных базисных функций. 

Для упрощения решения уравнения модели внешних воздействий и анали-

за системы желательно матрицу Г задавать в овеществленном диагональ-

ном виде.  

     В линейной системе при внешних воздействиях переходная составля-

ющая зависит от начальных условий на вектор состояния системы, а также 

от вида внешнего воздействия, что проявляется в наличии в решении до- 

бавочного члена, эквивалентного изменению значения вектора начального 

состояния системы. Кроме того, переходная составляющая является ли-

нейной комбинацией только собственных функций движений, «порождае-

мых» собственными числами матрицы Г системы (2.8). Следовательно, 

качество процессов в переходном режиме зависит от свойств системы 

(2.8).  

     Установившаяся составляющая является линейной комбинацией только 

собственных функций модели (2.5), порождаемых собственными числами 

матрицы Г. Другими словами, в установившемся режиме вектор состояния 

устойчивой системы (2.8) с точностью до линейного преобразования вос-

производит движения автономной системы (2.5), генерирующей внешние 

воздействия. По установившейся составляющей определяют точностные 
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показатели системы, которые зависят как от свойств замкнутой системы 

(матрицы Г), так и от вида внешних воздействий (модели (2.5)). Переход-

ная и установившаяся составляющие вектора регулируемых величин и 

ошибки определяются переходной и установившейся составляющими век-

тора состояния, соответственно, и, как следует из (2.4) и (2.6), имеют вид 
 

         

       
 

где индексы "n" и "y" присвоены переходной и установившейся составля-

ющим векторов соответственно. Иллюстрация переходной (  ) и устано-

вившейся составляющих (     ), а также переменной x, при входном воз-

действии с постоянной скоростью (q) приведена на рисунке 2.9. 

 

 
Рисунок 2.9 – Переходная и установившаяся составляющие процессов 

 

 

 

3 Аналитические методы построения регуляторов  

цифровых систем для объектов и внешних воздействий с                   

измеряемыми состояниями 

 

  3.1 Построение регуляторов для систем стабилизации на основе 

принципа Беллмана. Основы и постановка задачи модального  

управления дискретными объектами 

     Рассмотрим объект управления (ОУ) с уравнением движения 
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где   nRx  вектор состояния;  kRy вектор регулируемых перемен-

ных;  kRU вектор управляющих воздействий; A  – матрица системы 

размера nn ; B  матрица входов по управлению размера kn ; C  мат-

рица выходов размера nk  . 

     Будем полагать, что пара A, B  полностью управляема, т.е. с помощью 

управлений можно воздействовать на все собственные движения объекта. 

     Будем говорить, что ОУ – с полной информацией, если все переменные 

вектора состояния доступны для измерения. Если число измерений мень-

ше, чем порядок объекта, то объект – с неполной информацией. 

     Для ОУ с полной информацией будем искать управление на основе 

принципа Беллмана как функцию всех переменных состояния, а именно 

линейную функцию, в виде 
  

),()( mkxmU   
 

где знак минус, стоящий пред алгебраическим выражением, отражает 

отрицательность обратных связей, а матрица k размера     называется 

матрицей линейных стационарных обратных связей (ЛСОС), и ее элемен-

ты определяют коэффициенты отрицательных обратных связей (ООС) по 

соответствующим переменным вектора состояния. 

     Регулятор, который вырабатывает подобное управление, будем назы-

вать линейным статическим регулятором или пропорциональным регуля-

тором. Примеры аналитического синтеза  дискретных систем управления 

можно найти в [12, 13, 14].  

     Получим уравнение движения замкнутой системы  

)()()1( mBkxmAxmx   

с искомым законом управления: 
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где F=A–Bk -     – матрица описания замкнутой системы, определя-

ющая ее свойства. 

     Задача синтеза пропорционального регулятора (стабилизирующих 

управлений) заключается в отыскании таких параметров матрицы обрат-

ных связей k, которая обеспечивает замкнутой системе, динамика которой 

определяется матрицей F=A–Bk, наперед заданные желаемые свойства. 

 

               3.2 Задача модального управления 

     Определим характеристический полином замкнутой системы и корни 

характеристического уравнения. 

     Запишем характеристический полином в виде 
 

,0...)det(
01

1

1
 


 zzzzIF n

n

n
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где  1,...,1,0, nii коэффициенты характеристического полинома;


n

zzz ,...,,
21

корни характеристического полинома (системы). 

     Задача модального управления заключается в выборе желаемых коэф-

фициентов характеристического полинома *

i
  или желаемых корней си-

стемы *

i
z  по заданным показателям качества и обеспечения желаемых ко-

эффициентов (корней) с помощью параметров матрицы обратных связей k, 

т.е. 
 

;BkAF    

0...)det( *

0

*

1

1*

1  

  zzzzIF n

n

n
 

 

или желаемых корней 
**

2

*

1
,...,,

n
zzz . 

 

    3.3 Решение задачи модального управление на основе принципа 

эталонной модели 

     Введем в рассмотрение эталонную модель, определяющую желаемые 

свойства замкнутой проектируемой системы, а именно желаемые корни 

или коэффициенты характеристического уравнения. 

     Эталонную модель зададим уравнениями движения: 
 









),()(

)()1(

mHm

mГm




 

 

где   – вектор состояния эталонной модели, по размерности совпадаю-

щий с вектором состояния объекта;   – вектор выхода эталонной модели, 

по размерности совпадающий с вектором управления; Г  – квадратичная 

матрица размера nn , определяющая свойства эталонной модели и такая, 

что ее характеристический полином или собственные числа совпадают с 

желаемым характеристическим полиномом, или желаемыми корнями за-

мкнутой системы; H nk   – матрица выходов: пара HГ полностью 

наблюдаема, т.е. в выходах проявляются все собственные движения эта-

лонной модели. Характеристический полином матрицы Г :  

                               ,0...)det( *

0

*

11

*

1    zzzzIГ nn

n  
 

и корни этого уравнения совпадают с желаемыми корнями **

2

*

1
,...,,

n
zzz . 

     Потребуем, чтобы вектор состояния замкнутой системы с искомым 

управлением вел себя таким же образом, как и вектор состояния эталон-

ной модели. Другими словами, потребуем, чтобы для любого момента 

времени mT вектор состояния замкнутой системы и эталонной модели бы-

ли бы связаны линейным стационарным преобразованием, т.е.  
 

),()( mMmx   
 

где M квадратичная  матрица размера nn , задающая неособое ли-

нейное преобразование. 
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     Подставим в уравнение движения замкнутой системы уравнение связи 

между ее вектором состояния и вектором состояния эталонной модели: 
 

)()1( mFMmM    

).()1( 1 mFMMm    
 

     Для обеспечения линейной связи между векторами состояния замкну-

той системы и эталонной модели выберем матрицу M таким образом, что-

бы выполнялось соотношение  
 

.1 ГFMM   
 

     Из свойств матриц следует совпадение характеристических полиномов 

матриц  F  и Г  и их собственных чисел. Получим эквивалентную форму 

записи BkAF  . Подставим: 
  

,ВКМАМMГ   
 

получили матричное уравнение с неизвестными матрицами M  и K. Мат-

рицы ГВА ,,  заданы; матрица M  размера nn  содержит 2n  неизвестных; 

матрица K  размера nk   содержит nk   неизвестных. Всего неизвестных 

knn 2 . Приравнивая левые и правые части,  получим 2n  уравнений. 

     Полученное матричное уравнение эквивалентно системе из 2n  уравне-

ний, а число неизвестных knn 2 . Следовательно, требуется получить до-

полнительное матричное уравнение, эквивалентное системе из nk  уравне-

ний. 

     Для получения дополнительного матричного уравнения потребуем, 

чтобы выход эталонной модели совпадал бы с желаемым управляемым 

воздействием, т.е. чтобы для любого m выполнялось  
 

).()( mVmU   
 

     Свяжем управляющее воздействие и выход эталонной модели: 
 

.:

),()(

),()(

HKMR

mHmKM

mHmKx

n 











 

     В итоге получаем систему матричных уравнений 

                                                







 .1HMK

ВHАМMГ
                                 (3.1) 

     Уравнение (3.1) является матричным уравнением, линейным относи-

тельно матрицы M . Это уравнение имеет единственное решение относи-

тельно матрицы M , причем матрица M   имеет обратную 1M , если на ис-

ходные матрицы описания объекта и эталонной модели накладываются 

следующие ограничения: 

- пара ВА,  полностью управляема; 
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- пара ГН , полностью наблюдаема; 

- матрицы АГ ,  не должны иметь одинаковые собственные числа (корни 

разомкнутой системы объекта не должны совпадать с желаемыми корнями 

замкнутой системы). 

     Второе соотношение в (3.1) позволяет по заданному решению матрич-

ного уравнения типа Сильвестра вычислять матрицу линейных обратных 

связей К , решающую задачу модального управления. 

     Пример. 

     Рассмотрим ОУ с полной информацией,  модель которого представля-

ется последовательно соединенными экстраполятором нулевого порядка и 

двух интеграторов. В предположении, что измеряются выходная 

переменная и скорость ее изменения, необходимо найти коэффициенты 

линейнейных обратных связей, обеспечивающие в замкнутой системе 

оптимальность по быстродействию. Структурная схема системы 

управления показана на рисунке 3.1 
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Рисунок 3.1 – Модель ОУ с последовательно соединенными экстраполято-

ром нулевого порядка и двумя интеграторами 

     Матрицы описания непрерывной модели ОУ равны 
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     Вычислим матрицы дискретной модели объекта управления при 

условии, что период квантования времени постоянный и равен Т: 
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В результате модель объекта управления в дискретном времени имеет вид  

),(2)(

)(
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)1(

)1(
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1
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и если положить  ],[1 cT   то 

.
1

5.0
,
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







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



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     Для линейных дискретных систем с одним входом и выходом 

справедливо следующее: система будет оптимальной по быстродействию, 

т.е. ее переходные процессы будут закончены не более чем за n 

интервалов дискретности, где n – порядок системы, если все n корней 

системы равны нулю. Назначим матрицы эталонной модели. Для этого 

выберем желаемые корни 0*

2

*

1
 zz . Характеристическое уравнение 

системы должно иметь вид  

).0;0(0 *

1

*

0

2  z  

     Назначим матрицу Г по желаемым корням в диагональном виде 










00

10
 и выберем матрицу H  из условий полной наблюдаемости пары 

ГН , :  .01H      

      Решим матричное уравнение Сильвестра относительно матрицы M . 

Из уравнения 
,BHАМMГ   

используя обозначения и выполняя промежуточные вычисления 
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получаем систему уравнений 
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














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Отсюда следует, что элементы искомой матрицы M равны 

                                                           5.0
1

m , 5.1
2

m ,   1
3
m ,  1

4
m  . 

     Теперь нетрудно вычислить 

15.15.0det M  

и                                                   .
5.01

5.11
1











M  

     Вычислим матрицу обратных связей 

,1 HMK  

   .5.11
5.01

5.11
01 










K  

В результате искомые коэффициенты обратных связей равны  k1=1, k2=1.5.  

 

  3.4 Особенности задания матриц описания эталонной модели для 

дискретных систем 

     Ставится задача нахождения эквивалентной дискретной эталонной мо-

дели в предположении, что по требуемым показателям качества переход-

ных процессов определена непрерывная эталонная модель с уравнением 

движения 
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







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tHtv

tГ
dt
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Н


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где   nt)(  мерный вектор состояния непрерывной  эталонной модели; 

 ktv )( мерный вектор выходов эталонной модели;  nnГН матрица, 

определяющая желаемое поведение проектируемой системы, т.е. желае-

мые собственные числа **

2

*

1 ,...,, nsss  или желаемый характеристический по-

лином *

0

*

2

*

1

*

0

*

1

1*

1 ,...,,,0...]det[ aaaasasassIГ nn

n

n

n

Н 



    назначены из 

требуемых показателей качества переходных процессов (например, с по-

мощью стандартных полиномов);  nkH матрица выходов эталонной 

модели: пара НГH , полностью наблюдаема. 
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     Наряду с непрырывной эталонной моделью рассмотрим дискретную 

эталонную модель с уравнением движения: 
 

 
 

 

где все переменные по размерности соответствуют непрерывной эта-

лонной модели, а размеры матриц равны nnГ  , nkH  . 

     Ставится задача нахождения такой дискретной эталонной модели, по-

ведение которой подобно поведению непрерывной эталонной модели, 

причем под подобием понимается совпадение значений вектора состояния 

дискретной эталонной модели с вектором состояния непрерывной эталон-

ной модели в дискретные моменты времени ,...;2,1,0,  mmTt  T  интер-

вал дискретности, т.е.  
 

).()(, tmmTt    

     Запишем решение уравнения движения непрерывной эталонной модели 

для произвольного момента времени t относительно ::,
00

tttt   
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ttГН  
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     Положим, что ,
0

mTt  а Tmt )1(  . Тогда 
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mTTmГН  
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или                                 ).()1( mem
TГ Н    

 

     Дискретная эталонная модель будет подобна непрерывной эталонной 

модели при условии, если матрицу Г  выбирать в виде 
ТГНеГ  . 

     Найдем связь корней характеристического уравнения дискретной эта-

лонной модели с корнями характеристического уравнения непрерывной 

эталонной модели. Для этого вычислим корни 
**

2

*

1
,...,,

n
zzz  характеристи-

ческого уравнения дискретной эталонной модели 
 

 
 

     В силу того, что матрица Г  является функцией от матрицы 
Н

Г , корни 

ее характеристического уравнения будут той же самой функцией непре-

рывной эталонной модели, т.е. niez
Ts

i

i ...1,
*

*  . 

     Есть другой вариант формирования матриц дискретной эталонной мо-

дели. Для непрерывной системы с помощью стандартных полиномов по 

заданным показателям качества выбираем желаемые корни характеристи-

ческого уравнения 
**

2

*

1
,...,,

n
sss . По ним рассчитываем желаемые корни 

niez
Ts

i
i ...1,
*

*   , и коэффициенты характеристического уравнения дис-

кретной эталонной модели *
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     По корням или коэффициентам характеристического уравнения форми-

руем матрицу дискретной эталонной модели Г  в одной из канонических 

форм. Матрица Н  выбирается из условия полной наблюдаемости пары Н ,

Г . 

 

   3.5 Синтез интегрального регулятора для систем с одним входом и 

выходом 

     Интегральные регуляторы предназначены для повышения точностных 

свойств и повышают порядок астатизма системы на единицу. В цифровой 

технике для этих же целей применяют дискретный аналог интегрального 

регулятора.  

     Рассмотрим систему с ОУ с полной информацией, структурная схема 

которой  показана на рисунке 3.2.  ОУ задан  уравнением движения: 
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где   nRx вектор состояния;  1Ru управляющее воздействие; 

 1Ry регулируемая переменная;  nnA матрица, определяющая 

свойства объекта;  1nB матрица входов по управлению;  nC 1
матрица выходов. 
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Рисунок 3.2 – Схема системы управления с дискретным аналогом инте-

грального регулятора  

 

     ОУ – с полной информацией, т.е. все переменные вектора состояния 

измеряются. Пара BA,  полностью управляема; пара AC,  полностью 

наблюдаема, т.е. в выходе проявляются все собственные движения, при-
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чем 
1

: xyC   (регулируемая переменная совпадает с первой компонентой 

вектора состояния)  ,0...01C n1 . 

      Требуется построить систему для слежения за задающим воздействием 

g  в предположении, что измеряется ошибка yge  , которая обеспечи-

вает заданные требования к качеству переходных процессов. 

Замечание: в данном случае имеются измерители рассогласования e и пе-

ременных вектора состояния ),(,...,, 132 xgygexxx n  т.е. 
1

x  измеряется 

косвенно. 

     Так как в дискретном времени интегратор представляется накапливаю-

щим сумматором, то будем строить интегральный регулятор, описание ко-

торого задается уравнением 
 









),(...)()()()(

0)0();()()1(

221
mxkmxkmkmekmu

memm

nni



 

 

где  1R состояние выходной переменной накапливающего суммато-

ра (дискретного аналога  интегратора); 
i

k коэффициент передачи инте-

гральной составляющей (суммарной); 
n

kkk ,...,,
21

коэффициенты обрат-

ных связей по соответствующим переменным состояния. 

     Таким образом, интегральный регулятор определяется двумя уравнени-

ями: первое – алгебраическое, второе – динамическое.  

     Ставится задача с помощью интегрального регулятора обеспечить в за-

мкнутой системе наперед заданные желаемые корни или коэффициенты 

характеристического полинома, назначенные из требуемых показателей 

качества переходных процессов. Т.е., требуется определить параметры ин-

тегрального регулятора 
ni

kkkk ,...,,,
21

, которые обеспечивают замкнутой 

системе желаемые корни .,,...,, *

1

**

2

*

1 nn
zzzz  

     Для решения задачи перепишем уравнение формирования управляю-

щих воздействий, подставив выражение для рассогласования 
1

xge  : 
 

                  
,

)(

)(
],[)(

)(

)(

)(

],...,,,[)(

)(...)()()()()(

1

1

211

22111

































mx

m
kkmgk

mx

mx

m

kkkkmgk

mxkmxkmxkmkmgkmu

u

n

nu

nni









 

].,...,,[ 21 nkkkk   

     Введем уравнение движения расширенного объекта, присоединив к 

уравнениям движения объекта уравнение сумматора регулятора: 
 









).()()1(

)()()()1(
1

mBumAxmx

mxmgmm 
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     Перепишем полученное уравнение в блочном виде. Для этого введем 

составной вектор     Cxx
mx

m













1

)1(

)1(



, тогда 
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1
)(

0

)(

)(
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1

)1(

)1(
mgmu

Bmx

m
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C

mx

m


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

























 
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
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     Обозначим через вектор x  расширенный вектор, составленный из вы-

ходного сумматора и x . Обозначим также 
 

,









x
x


        ,

0

1







 


A

C
A   ,

0










B
B  ,

0

1
1 










g
B ].,[ kkk

i
  

 

С использованием введенных обозначений уравнения движения примут 

вид 
 









)()()(

)()()()1(

1

1

mxkmgkmu

mgBmuBmxAmx
g

 

 

).()()()()1(
11

mgBBkmxkBAmx
g

  

     Обозначим матрицу замкнутой системы 
 

,kBAF   
 

где  1)1(
11

nBBkB
gg  матрица входов по управляющему воздей-

ствию. Тогда 

                                              ).()()1( mgBmxFmx
g

  

     Вывод. Матрица kBAF   определяет динамические свойства за-

мкнутой системы, т.е. качество переходных процессов.  Задача синтеза ин-

тегрального регулятора сводится к отысканию такой матрицы линейных 

обратных связей k  размера )1(1  n  которая обеспечивает замкнутой си-

стеме наперед заданные желаемые корни .,...,, *

1

*

2

*

1 n
zzz  Т.е.  задача синтеза 

интегрального регулятора может быть сведена к решению задачи модаль-

ного управления, которая разрешима единственным образом при условии 

полной управляемости пары BA, . Эта пара будет полностью управляе-

мой, если матрицы BA,  полностью управляемы, а пара AC,  полностью 

наблюдаема. 

     В результате получаем следующую последовательность синтеза дис-

кретного аналога интегрального регулятора: 

1. для  ОУ заданы матрицы модели  А, B и C; 

2. проверка пары BA,  на полную управляемость, пары АС,  на полную 

наблюдаемость; 
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3. по требуемым показателям качества процессов назначение 1n  желае-

мых корней замкнутой системы 
*

1

*

2

*

1
,...,,

n
zzz ; 

4. по желаемым корням назначение матриц дискретной эталонной модели 

– матрицы )1()1(  nnГ  и матрицы выходов )1(1  nH  из условия 

полной наблюдаемости пары; 

5. формирование матриц расширенного описания объекта 
 

,
0

1







 


A

C
A 










B
B

0
; 

 

6. решение задачи модального управления: вычисление матрицы k обрат-

ных связей на основе матричного уравнения Сильвестра: 

 
 

НВМАГM   

 ,1 MHk  

где M матрица размера )1()1(  nn . 

 Полученные значения матрицы  линейных обратных связей k  и яв-

ляются искомым решением задачи синтеза регулятора.   

 

3.6 Построение регуляторов со встроенной моделью 

     Метод встроенной модели позволяет улучшать точностные показатели 

качества системы, а именно позволяет получить нулевую ошибку в уста-

новившемся режиме для заданного класса внешних воздействий, модель 

которых задается автономным разностным уравнением. 

     Рассмотрим следящую систему с функциональной схемой, показанной 

на рисунке 3.3. На рисунке 3.3 обозначены: y регулируемая перемен-

ная; g задающее воздействие; МВВ – модель внешних воздействий. 

     На рисунке 3.4 показана структурная схема следящей системы со 

встроенной моделью.  На рисунке обозначены: e ошибка слежения 

yge  ;  q мерный вектор состояний встроенной модели, 
K  – мат-

рица размера q1  коэффициентов прямых связей по состоянию встроен-

ной модели,  ;
21  q

kkkK     
n

kk ,...,
1 коэффициенты обратных 

связей по соответствующим переменным вектора состояния. 

     Будем полагать, что в результате анализа задающих воздействий выде-

лены воздействия, приводящие к наиболее существенным ошибкам в 

установившемся режиме, и класс этих воздействий генерируется линей-

ным автономным разностным уравнением. Другими словами, будем счи-

тать, что получена модель внешних воздействий (МВВ) в виде 

)()1( mГm    

),()( mHmg   
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где  qR вектор состояния МВВ;  qqГ матрица, задание которой 

определяет виды внешних воздействий;  qH 1
 матрица выходов 

МВВ. 

 

МВВ
Следящая

система

g y

 
 

Рисунок 3.3 – Схема системы управления 

 

 

ОУ
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k
1

k
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k
n
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g e  u

Регулятор

Встроенная
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K

 
Рисунок 3.4 – Структурная схема следящей системы 

 

     Класс внешних воздействий, генерируемый моделью, определяется ре-

шением этого уравнения, т.е. определяется формулой 

                                     
).0()( 

mГHmg 
                                             

(3.2) 

     Задано уравнение движения ОУ в виде 

),()(

)()()1(

mCxmy

mBumAxmx




 

 

 где  yRx n; регулируемая величина, причем 
 

 .001

,1;;1;
1





C

nCnnAnBxy
 

 

 



81 

 

     Будем полагать, что измеряются ошибка yge   и переменные векто-

ра состояния 
n

xxx ,...,,
32

, а также что пара BA,  полностью управляема, 

пара AC,  полностью наблюдаема. 

     Синтезируем регулятор со встроенной моделью, описание которого за-

дается уравнениями  
 

                            
)()()1( meBmГm    

         
),(...)()()(

221
mxkmxkkmekmu

nnm
   

 

где  qR вектор состояния встроенной модели, по размерности сов-

падающий с вектором состояния внешних воздействий;  qqГ матри-

ца, совпадающая с матрицей МВВ; B   матрица входов встроенной мо-

дели (МВВМ). 

     МВВМ выбирается из условия полной управляемости пары ВГ , . За-

дача синтеза регулятора состоит в нахождении коэффициентов обратной 

связи 
n

kkk ,...,,
21

 и матрицы коэффициентов 


K , обеспечивающих в за-

мкнутой системе желаемое качество процессов. 

     Если воспользоваться методом модального управления, то искомые па-

раметры регулятора должны обеспечивать в замкнутой системе желаемые 

корни или коэффициенты характеристического полинома, назначенного из 

требуемых показателей качества. 

     Замечание. Приведенная структура регулятора со встроенной моделью 

при условии устойчивости замкнутой системы обеспечивает нулевую 

установившуюся ошибку для заданного класса задающих воздействий 

(3.2). 

     Сведем задачу синтеза регулятора к задаче модального управления. 

Рассмотрим формирование задающих воздействий и подставим вместо 

ошибки разность yg  , получим  
 

 ( )     ( )     ( )      ( )      ( )         ( )

    ( )     ( )    ( )   

    ( )  [    ] [
 ( )

 ( )
]  

где   
n

kkkk 
21  матрица обратных связей, причем 

  .,, 









x
xkKk


  

 

     Введем в рассмотрение расширенную модель ОУ, объединив уравнение 

движения объекта с уравнением встроенной модели: 
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и расширенный вектор состояния 

).(
0

)(
0

)(

)(

0)1(

)1(
mg

B
mu

Bmx

m

A

CBГ

mx

m

































 












  
 

Получаем уравнение 

),()()()1( 1 mgBmuBmxAmx   

матрицы которого равны 
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Тогда уравнения движения системы будут иметь вид 

                                  








)()()(

)()()()1(

1
mxkmgkmu

mgBmuBmxAmx
i

 

или 

                              ),()()()()1(
11

mgBkBmxkBAmx   

где  kBAF матрица размера )()( qnqn  , определяющая дина-

мические свойства замкнутой системы; 
11

kBBB
g матрица размера

1)(  qn  входов по задающему воздействию.  

     Если пара BA,  полностью управляема, то выбором матрицы k можно 

обеспечить произвольные желаемые корни характеристического полинома 

или коэффициенты уравнения замкнутой системы. Отметим, что пара BA,  

будет полностью управляема при выполнении следующих условий: 

1. пара BA,  объекта полностью управляема, а пара AC,  полностью 

наблюдаема; 

2. пара BГ , полностью управляема. 

 

 

 

4  Аналитические методы построения регуляторов цифровых систем 

для объектов и внешних воздействий с ограничениями на измеряемые 

переменные 

4.1 Устройство оценки полной размерности и способы                        

проектирования 

     Как уже отмечалось, устройство оценки вектора состояния объекта 

управления предназначено для восстановления (выработки) недоступных 
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для измерения переменных вектора состояния. Устройства оценки выра-

батывают оценки переменных вектора состояния ОУ по текущим значени-

ям измеряемых переменных и переменных управляющих воздействий.  

    Рассмотрим уравнение движения ОУ с неполной информацией: 
 









),()(

)()()1(

mxCmy

muBmxAmx

ии

 

 

где l

и

kn RyRuRx  ;;  – векторы состояния, управления и вектор 

изменяемых величин; knBnnA  ;  – матрицы параметров объек-

та; klC
и

  – матрица измерений. Предполагается, что для объекта с не-

полной информацией число измерений l меньше числа n переменных век-

тора состояния ОУ, т. е. nl  ,  и  lrankC
и
 , другими словами, нет дуб-

лирующих друг друга измерений. 

     Будем строить устройство оценки полной размерности как динамиче-

скую систему с уравнением движения 

)),())()(()()1( muBmvCmyLmvAmv
иu

  ,0)0( v  

где nRv  – вектор состояния устройства оценки, по размерности совпа-

дающий с размерностью вектора состояния исходного ОУ; A, B, CU – мат-

рицы описания объекта; L – матрица входов устройства оценки размера 

)( ln . 

     Задача построения устройства оценки полной размерности состоит в 

отыскании такой матрицы входов данного устройства L, которая обеспе-

чивает сходимость вектора оценки nRv  к оцениваемому вектору  nRx   

со скоростью сходимости, назначенной из желаемых динамических 

свойств. 

     Для определения условий, при которых рассматриваемая динамическая 

система будет устройством оценки, вычтем из уравнения движения этой 

системы уравнение движения объекта, получим  

 )1()1( mxmv  
).()()())()(()( muBmxAmuBmCmxCLmvA ии    

 

     Группируя члены этого уравнения, приходим к уравнению 

)),()(())()(()1()1( mxmvCLmxmvAmxmv
и

  

из которого следует   
 

)).()(()()1()1( mxmvCLAmxmv
и

  
 

     Обозначая разность векторов состояний 
 

)()()(~ mxmvmx   
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 как вектор невязки, а матрицу 
 

иv
CLAF   

 

как матрицу, определяющую динамические свойства устройства оценки, 

приходим к уравнению движения относительно вектора невязки 
 

                                                       ).(~)1(~ mxFmx
v
  

 

     Полученное уравнение является автономным,  поэтому свойство схо-

димости вектора невязки к нулю целиком и полностью определяется свой-

ствами матрицы vF . Таким образом, рассматриваемая динамическая си-

стема будет устройством оценки с вектором оценки 
nRv  тогда и только 

тогда, когда матрица  иv CLAF    является устойчивой матрицей, то 

есть все корни ее характеристического полинома расположены в круге 

единичного радиуса с центром в начале координат. 

     Рассмотрим процедуру синтеза устройства оценки полной размерности 

на основе метода модального управления. Она складывается из следую-

щей последовательности действий для вычисления матрицы обратных 

связей L:  

1. проверка пары Cи, A на выполнение условия полной наблюдаемости;  

2. назначение n желаемых корней устройства оценки 
**

1
...,,

nvv
zz (ко-

эффициентов характеристического полинома), исходя из желаемой скоро-

сти сходимости вектора оценки к оцениваемому вектору. Как правило, эти 

корни назначаются несколько более ―быстрыми‖, чем корни для синтеза 

матрицы обратных связей; 

3. по желаемым корням формирование матрицы эталонной модели 

nn  и выбор матрицы выходов 
v

  размера nl   эталонной модели   

из условия полной наблюдаемости пары ;,
vv
  

4. решение матричного уравнения Сильвестра 

vиv

T

vv
C   относительно матрицы  ;

v
  

5.  вычисление матрицы входов устройства оценки L по соотношению     
1L . 

     Синтез устройства оценки полной размерности может быть выполнен 

на основе метода локальной оптимизации. При таком подходе предполага-

ется, что на объект управления воздействуют шумы в управлении и имеют 

место шумы в измерениях. Матрица входов устройства оценки L в этом 

случае ищется из условия минимизации математического ожидания от 

квадратичного функционала, как правило, на бесконечном интервале вре-

мени, что сводится к решению матричного уравнения тип Риккати. Отме-

тим, что устройство оценки полной размерности подобно по структуре 

фильтру Калмана.  Отличия состоят в критерии нахождения матрицы вхо-

дов устройства оценки L и модели исходного объекта. 
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   4.2 Устройство оценки пониженной размерности и способы           

проектирования 

    Идеология построения устройства оценки пониженной размерности за-

ключается в использовании измеряемых переменных при формировании 

вектора оценки. При этом удается понизить размерность устройства оцен-

ки по сравнению с размерностью оцениваемого вектора состояния на ко-

личество измерений, что упрощает реализацию устройства оценки. 

Устройства оценки как полной, так и пониженной размерностей предна-

значены для выработки информации о поведении недоступных для изме-

рения переменных состояния ОУ по текущим значениям измеряемых пе-

ременных и переменных управляющих воздействий. 

     Рассмотрим объект управления с неполной информацией c уравнением  

движения в форме «вход-состояние-выход» 
  









),()(

)()()1(

mxCmy

muBmxAmx

нн

 

 

где 
l

и

kn RyRuRx  ;;  – вектор изменяемых величин; 

knBnnA  ;  - матрицы модели объекта управления; klCи   –

матрица измерений. Предполагается, что для объекта с неполной инфор-

мацией число измерений l меньше числа переменных вектора состояния 

ОУ n, т. е. nl    и lrankC
и
 , другими словами, нет дублирующих друг 

друга измерений. Предполагается, что пара матриц А, В – полностью 

управляема, пара Сн, А – полностью наблюдаема. 

     Будем строить устройство оценки пониженной размерности в соответ-

ствии со следующим уравнениям движения: 
































,
)(

)(
)(ˆ

)()()()1(

1

mv

my

M

C
mx

muBMmyGmvFmv

ии

иv

   ,0)0( v  

где 
lnRv   – вектор состояния устройства оценки, размерность которого 

меньше размерности оцениваемого вектора состояния на число измере-

ний;  ̂( )     – вектор оценки, формируемый по вектору измеряемых 

переменных и вектору состояния устройства оценки; )()( lnlnF   – 

матрица, определяющая динамические свойства устройства оценки; 

llnG  )(  – матрица входов устройства оценки; nlnM  )(  – матрица 

линейных преобразований, согласующая размерности векторов состояния 

ОУ и устройства оценки. Из уравнения движения устройства оценки сле-

дует, что задача построения  устройства оценки пониженной размерности 

заключается в выборе таких матриц описания устройства vF  и матрицы 

входов G , а также матрицы преобразования М, которые позволяют полу-
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чить вектор оценки при заданной скорости сходимости вектора оценки к 

оцениваемому вектору. 

     Определим условия, при которых рассматриваемая динамическая си-

стема будет устройством оценки. Для этого вычтем из уравнения движе-

ния устройства оценки уравнение движения объекта управления, умно-

женное слева на матрицу преобразования М. Получим: 
 

),()()()()(

)1()1(

muBMmxAMmuBMmxCGmvF

mxMmv

иv 


 

 

или 
 

).()()()1()1( mxAMCGmvFmxMmv иv   
 

     Положим, что выполняется матричное уравнение типа Сильвестра вида 
 

.иv CGMFAM   
 

 Тогда справедливо уравнение 
 

)),()(()1()1( mxMmvFmxMmv v   
 

и если введем вектор невязки по соотношению 
 

),()()(~ mxMmvmv   
 

то относительно вектора невязки получим уравнение 
 

).(~)1(~ mvFmv    
 

     Это уравнение является автономным, поэтому свойство сходимости 

вектора невязки к нулю целиком и полностью определяется свойствами 

матрицы vF . Таким образом, рассматриваемая динамическая система бу-

дет устройством оценки с вектором оценки  






















)(

)(
)(ˆ

1

mv

my

M

C
mx

ии
     

тогда и только тогда, когда матрица  vF   является устойчивой матрицей, то  

есть все корни ее характеристического полинома расположены в круге 

единичного радиуса с центром в начале координат. 

      В результате получаем следующую процедуру синтеза устройства 

оценки пониженной размерности:                         

1. формирование матриц описания устройства A, B и Cн; 

2. проверка Cн, А на полную наблюдаемость, rank Cu =1; 

3. исходя из требуемой скорости сходимости вектора оценки к оценивае-

мому вектору, назначение n–1 желаемых корней характеристического по-

линома (или коэффициентов); 
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4. по желаемым корням или коэффициентам характеристического полино-

ма формирование матрицы описания устройства оценки vF  – (   )  

(   ) в одном из канонических видов и выбор матрицы входов устрой-

ства оценки G – (   )     из условия полной управляемости пары GFv ,   
 

;)( иv CGMFAM   
 

5. решение уравнения типа Сильвестра относительно матрицы преобразо-

вания M – (   )   ; 

6. нахождение произведения МВ и вычисление матриц E, D по соотноше-

нию      .,

1











M

C
KDE

и

 

 

   4.3 Проектирование динамического регулятора с устройством    

оценки полной размерности 

     Совокупность устройства оценки и устройства, реализующего соотно-

шение 

)(ˆ)( mxkmu   

где u – вектор управляющих воздействий; k – матрица линейных обратных 

стационарных связей; x̂  – вектор невязки, будем называть динамическим 

регулятором. 

     Устройства оценки предназначены для выработки информации о пове-

дении недоступных для измерения переменных состояния ОУ по текущим 

значениям измеряемых переменных и переменных управляющих воздей-

ствий. 

     Рассмотрим задачу синтеза динамического регулятора.  

     Задано уравнение движения ОУ с неполной информацией: 
 









).()(

)()()1(

mxCmy

muBmxAmx

ии

 

где  
l

и

kn RyRuRx  ;;     – векторы состояния, управления и изме-

няемых величин; knBnnA  ; – матрицы модели ОУ; klC
и

  –  

матрица измерений. Для объекта с неполной информацией число измере-

ний  nl     и .lrankC
и
  Пары матриц  A, B – полностью управляемая, Cи, 

A – полностью наблюдаемая.  

      Будем строить динамичный регулятор с устройством оценки полной 

размерности в соответствии со следующими уравнениями: 

)),()()(()()1( muBmvCmyLmvAmv иu   

,0)0( v  

),()( mkmu v   
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где 
nRv  – вектор состояния устройства оценки; A, B, CU – матрицы опи-

сания ОУ; L – матрица входов устройств оценки размера )( ln ; К – мат-

рица обратных связей размера  nk  . 

 

           

K ОУ
u yУстройство

оценки

x

yи

x

 
 

Рисунок 4.1 – Схема дискретного динамического регулятора с устрой-

ством оценки полной размерности 

     Задача синтеза динамического регулятора состоит в отыскании таких 

неизвестных матриц L и k, которые обеспечивают желаемые динамические 

свойства в замкнутой системе. 

     Схема дискретного динамического регулятора с устройством оценки 

полной размерности представлена на рисунке 4.1. 

     Объединим уравнение движения объекта и уравнение движения дина-

мического регулятора: 







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     Для упрощения описания вычтем из третьего уравнения уравнение 

описания устройства оценки; а из первого уравнения вычтем уравнение 

объекта. Получим: 

)),()(()()1()1(

))()(())()(()1()1(

)()()())()(()(

)1()1(

mxmvCLAmxmv

mxmvCLmxmvAmxmv

muBmxAmuBmvCmxCLmvA

mxmv

и

и

ии









 

где )()()(~ mxmvmx   – вектор невязки.   Обозначим 

,
иv

CLAF   

тогда      

                                       ).(~)1(~ mxFmx v   

     Перепишем уравнение движения замкнутой системы относительно век-

тора невязки: 
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                          






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)()()1(

mxFmx
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 
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получим 
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     Перепишем эти уравнения в блочно-матричной форме: 

,
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
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 


vF

kBF
F

0
– матрица описания замкнутой системы. Размер матрицы 

nnF 22  . 

     Из верхнетреугольного вида матрицы F  следует, что свойства замкну-

той системы зависят от свойств матрицы kBAF   и свойств матрицы 

иv CLAF  ; определитель матрицы замкнутой системы равен произве-

дению определителей матриц F и vF , а корни характеристического урав-

нения  объединяют корни характеристических уравнений матриц F и vF , 
 

      0detdetdet 22   nnvnnnn IzFIzFIzF  

 

Отсюда следует, что если 
**

2

*

1
...,,,

n
zzz  – корни матрицы F, 

**

2

*

1
...,,,

nvvv
zzz  – корни матрицы  

v
F  , то корни матрицы F  будут 

равны   
....,,,...,,

2

**

1

**

1   
n

nvvn
zzzz  

      Из полученного следует свойство разделения, которое заключается в 

следующем: 

1. n  желаемых корней замкнутой системы можно обеспечить выбором 

матрицы обратных связей k, т.е. если A, B – полностью управляемая пара, 

то существует матрица k такая, что n  собственных чисел матрицы

kBAF    равны 
**

1 ...,, nzz  
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2. оставшиеся n желаемых корней можно обеспечить выбором матрицы 

входов устройства оценки Cи, т.е. если Cи, A – полностью наблюдаемая па-

ра, то существует матрица L такая, что n желаемых собственных чисел 

матрицы иv
CLAF    равны 

**

1 ...,, nvv zz . 

     В результате получаем следующую процедуру синтеза динамического 

регулятора с устройством оценки полной размерности на основе метода 

модального управления: 

     I. Синтез матрицы обратных связей k 

1. проверка пары A, B на полную управляемость; 

2. выбор n желаемых корней 
**

1
,...,

n
zz  или желаемых коэффициентов ха-

рактеристического полинома исходя из требуемых показателей количе-

ства; 

3. по желаемым корням или коэффициентам характеристического поли-

нома назначение матрицы эталонной модели nn , и выбор матрицы 

выходов эталонной модели nn  из условия полной наблюдаемости;  

4. решение матричного уравнения Сильвестра   отно-

сительно матрицы nn  с последующим вычислением матрицы об-

ратных связей 
1k ; 

5. Проверка пары Cи, A на полную наблюдаемость. 

     II. Синтез матрицы входов устройства оценки L 

1. назначение оставшихся n желаемых корней замкнутой системы 
**

1
...,,

nvv
zz (коэффициентов характеристического полинома), исходя из 

желаемой скорости сходимости вектора оценки к оцениваемому вектору. 

Как правило, эти корни назначаются несколько более ―быстрыми‖, чем 

корни для синтеза матрицы обратных связей k; 

2. по желаемым корням формирование матрицы эталонной модели

nn  и выбор матрицы выходов v
  устройства эталонной модели из 

условия полной наблюдаемости пары ;, vv   

3. решение матричного уравнения Сильвестра vиv

T

vv
C   

относительно матрицы входов .
1


vv

T MHL  

 

   4.4 Проектирование динамического регулятора с устройством    

оценки пониженной размерности 

     Динамическим регулятором будем называть совокупность устройства 

оценки и устройства, реализующего соотношение  
 

),(ˆ)( mxkmu   
 

где u – вектор управляющих воздействий; k – матрица линейных обратных 

стационарных связей; x̂  – вектор невязки. 
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     Устройства оценки предназначены для выработки информации о пове-

дении недоступных для измерения переменных состояния ОУ по текущим 

значениям измеряемых переменных и переменных управляющих воздей-

ствий. 

     Пусть задан объект управления с неполной информацией c уравнением 

движения:  









)()(

)()()1(

mxCmy

muBmxAmx

Нн

 

),(,;; nlRyRuRx l

н

kn   

причем пара А, В  полностью управляема; пара НC , А  полностью наблю-

даема; rank НC = l. 

     Будем строить динамический регулятор с устройством оценки пони-

женной размерности по следующим уравнениям движения замкнутой си-

стемы: 
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где lnRv   – вектор состояния устройства оценки; nRmx )(ˆ  – вектор 

оценки вектора состояния объекта управления; )()( lnlnF  опреде-

ляет свойства устройства оценки; llnG  )(  – матрица входов устрой-

ства оценки; nlnM  )(  – матрица входов устройства оценки; 

nkK   – матрица регулятора. 

     Задача синтеза динамического регулятора с устройством оценки пони-

женной размерности заключается в выборе таких матриц описания 

устройства оценки vF  и  G , а также матрицы преобразования М и матри-

цы обратных связей k, которые обеспечивают замкнутой системе желае-

мые динамические свойства.  

     Структурная схема дискретного динамического регулятора с устрой-

ством оценки пониженной размерности представлена на рисунке 4.2. 

     Рассмотрим свойства замкнутой системы с управлением: 
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где введена блочная матрица  
1

,













M

C
KDE

и , определяющая матрицу  

коэффициентов пропорционального управления, т.е   ,, K
M

C
DE

и









  или  

,MDCEK
и

  причем размеры матриц равны  lkE    и 

).( lnkD        
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ОУu yУстройство

оценки
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Рисунок 4.2 – Структурная схема дискретного динамического регулятора с 

устройством оценки пониженной размерности 

 

     Запишем уравнение движения замкнутой системы, объединив уравне-

ния движения объекта и динамического регулятора.  Уравнения имеют 

вид: 
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     Вычтем из уравнения движения устройства оценки уравнение движе-

ния объекта, слева умноженное на матрицу преобразования М, получаем 

следующие соотношения: 
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где )(~)1(~ mvFmv 


 – вектор невязки. Тогда для замкнутой системы 

справедливы следующие равенства: 
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     Перепишем уравнение движения системы в блочной матричной форме: 
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где 






 
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vF

DBF
F

0
 – матрица описания замкнутой системы. Из верхнетре-

угольного вида блочной матрицы следует, что характеристическое урав-

нение замкнутой системы определяется произведением характеристиче-

ских матриц F  и 
v

F , а корни замкнутой системы есть объединение корней 

характеристических уравнений матриц F  и 
v

F , т.е. 
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     Если обозначить n
zzz ,...,,

21  – корни характеристического уравнения 

матрицы F, а lvnvv
zzz


,...,,

21  – корни характеристического уравнения мат-

рицы vF  , то корни характеристического уравнения матрицы F будут рав-

ны 
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     В рассматриваемом случае также справедливо свойство разделения:  

1. n желаемых корней замкнутой системы можно обеспечить выбором 

матрицы обратных связей K, т.е. для матрицы F =A–BK; 

2. оставшиеся n–l корней можно обеспечить назначением матрицы описа-

ния устройства оценки vF . 

     Рассмотрим процедуру синтеза динамического регулятора с устрой-

ством оценки пониженной размерности с использованием метода модаль-

ного управления. 

     Динамический регулятор описывается уравнениями 
 


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причем для того, чтобы подсистема, описываемая первым уравнением, 

была бы устройством оценки, требуется выполнение матричного уравне-

ния типа Сильвестра  

MDCEK и   
 

и условия, что матрица vF  должна быть устойчивой матрицей. 

     Отсюда следует, что задача синтеза динамического регулятора с 

устройством оценки пониженной размерности состоит в отыскании мат-

рицы линейных стационарных обратных связей К, обеспечивающих n же-

лаемых корней в замкнутой системе, назначенных из требуемых показате-

лей качества, предъявляемых к системе. Матрица vF , определяющая дина-

мические свойства устройства оценки, формируется по характеристиче-

скому полиному или его корням, назначенным из требуемой скорости схо-

димости вектора оценки к оцениваемому вектору. Матрица G выбирается 

из условия полной управляемости пары F, G. Матрица M находится из 

уравнения типа Сильвестра, а матрицы E и D – из формульной связи мат-

риц К,  E и D.  

     Процедура синтеза регулятора сводится к выполнению следующих ша-

гов. 

     1. Определение матрицы  K   

1.1 проверка пары матриц  А, В . Она должна быть полностью управляема; 

1.2 по требованиям к динамическим свойствам замкнутой системы назна-

чение n желаемых корней замкнутой системы или коэффициентов харак-

теристического полинома;  

1.3 по желаемым корням или коэффициентам характеристического поли-

нома формирование матриц эталонной модели Г в одном из канонических 

видов и выбор матрицы выходов эталонной модели Н из условия полной 

наблюдаемости пары Н, Г; 

1.4 решение матричного уравнения типа Сильвестра 

HBMAГM   
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 относительно матрицы M  размера n*n; 

            1.5  вычисление матрицы линейных стационарных обратных связей 

.1 MHK  
     2. Формирование матриц описания устройства оценивания 

2.1 проверка нC , А на полную наблюдаемость, должно выполняться усло-

вие rank
и

C =1; 

2.2 исходя из требуемой скорости сходимости вектора оценки к оценивае-

мому вектору состояния, назначение оставшихся n–l желаемых корней ха-

рактеристического полинома (или его коэффициентов); 

2.3. по желаемым корням или коэффициентам характеристического поли-

нома формирование матрицы описания устройства оценки v
F  размера 

)1()(  nln  в одном из канонических базисов и выбор матрицы входов 

устройства оценки G размера 1)(  ln  из условия полной управляемости 

пары GF
v
,  ; 

2.4 решение уравнения типа Сильвестра  

иv
CGMFAM  )(  

относительно матрицы преобразования M размера nln  )( ; 

2.5 нахождение произведения МВ и вычисление матриц E, D по соотно-

шению   .,
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5 Системы пространственного слежения 

 

5.1 Модели систем пространственного слежения 

     К системам пространственного слежения относятся следящие системы, 

предназначенные для автоматического сопровождения и выработки про-

странственных координат подвижных объектов, перемещающихся в про-

странстве по неизвестной траектории. К этому классу систем можно отне-

сти радиотехнические, оптические следящие системы, а также системы 

наведения и ориентации научных приборов. Эти системы объединяют 

общность выполняемых функций и принципов их построения.  

     В системах пространственного слежения в явном виде можно выделить 

три канала: канал дальности, канал угла места и канал азимута. Как прави-

ло, канал дальности является независимым и не влияет на работу каналов 

азимута и угла места. Каналы угла места и азимута взаимосвязаны между 

собой, и их влияние друг на друга определяется спецификой системы. Це-

лью настоящего раздела является приложение результатов предыдущих 

разделов к решению задач анализа и синтеза систем пространственного 

слежения. 
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     Рассмотрим типовую функциональную схему системы пространствен-

ного слежения, представленную на рисунке 5.1. Пеленгатор или пеленга-

ционное устройство удерживает в поле зрения подвижный объект, отраба-

тывая с помощью приводов углов места и азимута рассогласование между 

направлением на объект и осью диаграммы направленности излучения 

(осью визирования). Относительное   рассогласование между направлени-

ем на объект и осью визирования преобразуется пеленгатором в электри-

ческие сигналы, поступающие на регулятор, управляющий приводами по-

ворота пеленгатора по углам места и азимута. Выходные сигналы общего 

тракта, как правило, зависят нелинейно от ошибок по углам места и ази-

мута.  

     В приводах установлены измерители скоростей угловых перемещений 

(тахогенераторы), и информация о скорости используется для выработки 

управляющих воздействий в регуляторе, что отражено на рисунке 5.1 в 

виде обратных связей с приводов каналов углов места и азимута. 

 

Пеленгатор
Общий

тракт

Привод угла

азимута

Привод угла

места

Регулятор

 

Рисунок 5.1 – Функциональная схема системы пространственного слеже-

ния 

 

     Для первоначального наведения пеленгатора на объект используется 

система целеуказаний, например, станция кругового обзора. При недоста-

точной априорной информации о положении цели организуется поиск 

объекта. Переход от режима поиска к режиму сопровождения объекта 

называют захватом цели. Основными требованиями, предъявляемыми к 

системам пространственного слежения, являются обеспечение надежного 

захвата и высокая точность слежения за объектом в режиме сопровожде-

ния. В данном разделе в основном остановимся на решении задачи захвата 
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и синтеза регуляторов, обеспечивающих требуемые динамические свой-

ства с учетом специфики систем пространственного слежения. 

     В соответствии с функциональной схемой (рисунок 5.1) структуру си-

стем пространственного слежения по каналам углов места и азимута мож-

но представить в виде, изображенном на рисунке 5.2.  На рисунке 5.2 при-

менены следующие обозначения: y1, y2 – регулируемые величины – угло-

вые значения направления оси визирования по углам места и азимута со-

ответственно; g1, g2 – входные значения, определяющие значения углов 

места и азимута направления на подвижный объект; e1, e2 – ошибки рас-

согласования; 
21

,  - выходные сигналы с общего тракта, нелинейно свя-

занные с ошибками рассогласования е1 и e2; u1 и u2 – управляющие воз-

действия каналов углов места и азимута, вырабатываемые регулятором, 

соответственно; 21
,

ии
yy  – измеряемые переменные, величины, пропорци-

ональные скоростям изменения угловых положений y1, y2; ЛЧi–1 и ЛЧi–2 

(i=1,2) – линейные части моделей описания приводов каналов улов места и 

азимута. 

 

Общий

тракт
Регулятор

ЛЧ1-1

ЛЧ2-1

ЛЧ1-2

ЛЧ2-2
g2

g1 e1
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2
u

2

u1

yu1
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y2

 

Рисунок 5.2 – Укрупненная структурная схема каналов углов места и ази-

мута системы пространственного слежения 

 

     Детализируем модели общего тракта и линейных частей системы про-

странственного слежения, которые наиболее часто используются для ана-

лиза и синтеза подобного класса систем. Модель общего тракта представ-

лена на рисунке 5.3. 

     Выходными переменными являются отклонения между угловыми зна-

чениями направлений на подвижный объект и осью визирования e1 и e2, 

величина      есть норма вектора ошибки  Teee 21  , которая  равна  

                                    
,)2()1( 22 eee                   (5.1) 
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)(  – нелинейная зависимость, изображенная на рисунке 5.4,  отражаю-

щая измерительные свойства пеленгатора и удовлетворяющая ограниче-

ниям 

.0)0(

,)(0



 



 q
 

 

 22
)2()1( ee 

  

e1

e2







Общий тракт




 



2e

 



1e

 

Рисунок 5.3 – Структурная схема общего тракта 

 

     На структурной схеме (рисунок 5.3) условно показано, что сигналы 1 и 

2 после умножителей равны 

,
1

)(1



e
  

,
2

)(2



e
  

или если ввести вектор   T21   ,  то  

.)(



e


 

     Нелинейную зависимость )(  (показанную на рисунке 5.4) называют 

пеленгационной характеристикой. Эта характеристика существенно нели-

нейная, но при решении задач анализа и синтеза обычно применяют ее ап-

проксимацию кусочно-линейными функциями, отрезком синусоиды или 

более сложными зависимостями. На рисунке 5.4 для примера изображены 

аппроксимации пеленгационной характеристики линейной зависимостью 

(штрих-пунктирная линия) в пределах  
n

d0 , где 
n

d  такое значение  , 

которое определяет поле зрения (апертуру) пеленгационного устройства, и 

линейной характеристикой с насыщением  
n

d0  (пунктирная линия).        

Отметим, что нелинейная функция )(  является функцией компонент 

вектора ошибки e1 и e2, так как значение   есть норма вектора ошибки. 
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Рисунок 5.4 – Типовой вид нелинейности  )(  пеленгатора  

 

     Нелинейную функцию )(  можно трактовать как зависимость от двух 

переменных e1 и e2, а геометрическая интерпретация этой зависимости 

приведена на рисунке 5.5 а. При такой трактовке зависимость выходной 

переменной нелинейности 
  от переменных e1 и e2 задается поверхно-

стью, образованной вращением кривой )1(e

  при e2 = 0 вокруг оси в 

пространстве ( 
 ,e1,e2). При этом всем векторам ошибок одной и той же 

длины  1

2'

2

2'

1 )()( dee   соответствует одно и то же значение выход-

ной переменной 1 . На рисунке 5.5 б) в плоскости ошибок e1 и e2 изобра-

жена поверхность постоянного уровня (окружность) 2

1

2 d , определяю-

щая задание множества векторов ошибок одинаковой длины 1
d , которые 

неразличимы по значению выходной переменной 1 . Поверхность посто-

янного уровня 
22

n
d  ограничивает поле зрения – апертуру пеленгатора. 

Значение 
n

d  зависит от уровня полезного сигнала на выходе пеленгатора 

на спаде пеленгационной характеристики. Заметим, что величина, опреде-

ляемая соотношением (5.1) есть евклидова норма вектора ошибок, т. е. 

e , а поэтому ).()( e   

     На рисунке 5.6 изображена типовая структура привода следящей ра-

диолокационной станции по одному из каналов, состоящего из двигателя  

постоянного тока и редуктора. На структурной схеме приняты следующие 
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обозначения: 
i

x
1

– угол поворота ротора двигателя; 
i

x
2

– скорость измене-

ния угла поворота ротора двигателя; 
i
i – коэффициент редукции; 

i
k – коэф-

фициент передачи двигателя; 
i

T – постоянная времени двигателя постоян-

ного тока. В рассматриваемом приводе к ЛЧi–1 относится модель описа-

ния двигателя постоянного тока относительно скорости вращения ротора 

двигателя 
i

x
2

. К ЛЧi-2 относится модель, описывающая связь угловых по-

ложений пеленгатора (антенны) 
i

y  со скоростью вращения ротора двига-

теля 
i

x
2

. Скорость вращения ротора двигателя измеряется посредством та-

хогенератора с коэффициентом передачи 
тгi

k  и 
пi

y – переменная (напря-

жение) пропорциональная скорости вращения  
i

x
2

. Совместное описание 

общего тракта и линейных частей определяет модель объекта управления. 

 

 

     а) 

 
б) 

 

Рисунок 5.5 – Геометрическая интерпретация нелинейности общего трак-

та: а) в пространстве ошибок и выходной переменной; б) в пространстве 

ошибок 
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Рисунок 5.6 – Структурная схема привода радиолокационной станции 

 

          В системах пространственного слежения переход от режима поиска 

к режиму сопровождения объекта наблюдения называют захватом цели. 

Под режимом захвата будем понимать состояние системы от момента по-

падания объекта наблюдения в поле зрения системы (в пределы апертуры 

пеленгационной характеристики) до момента, начиная с которого система 

пространственного слежения сопровождает цель с требуемой точностью. 

В режиме сопровождения целью функционирования систем является под-

держание малых рассогласований при слежении за объектом наблюдения. 

      Анализ режима захвата состоит в определении условий захвата – обла-

сти начальных отклонений, из которой все траектории системы стягива-

ются к устойчивому положению равновесия. Режим захвата может допол-

нительно характеризоваться временем перехода от режима поиска к ре-

жиму сопровождения. В этом параграфе остановимся на вопросе опреде-

ления условий захвата для систем пространственного слежения. 

 

5.2 Синтез линейных регуляторов для системы пространственного 

слежения 

     В данном подразделе рассмотрим  вопросы синтеза и анализа систем с 

непрерывными и дискретными П и ПИ регуляторами, синтезированными 

при помощи методов модального и оптимального управлений (решение 

уравнений Сильвестра и модифицированного уравнения Риккати соответ-

ственно). Задача синтеза П (ПИ) регулятора состоит в нахождении матриц 

линейных стационарных обратных связей для каждого из каналов управ-

ления. 

     Пример. Синтез непрерывного П регулятора методом модального 

управления. 

     Исходными данными для синтеза регулятора является матричное опи-

сание ОУ. Предположим, что по одному из каналов ОУ задан следующи-

ми матрицами:  
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     Пусть также заданы показатели качества системы управления – время 

переходного процесса 1,0
п

t с  и перерегулирование %.0  Тогда харак-

теристическая частота будет равна 5048
1,0

8,4
'

0


п

п

t

t
 рад/c,  а матрицы 

эталонной модели   01,
500

150













 HG .      

 

     Применяя алгоритм синтеза непрерывного регулятора методом модаль-

ного управления,  получаем матрицу линейных обратных связей  

 .211.1065.378K  Итоговая схема моделирования одного канала за-

мкнутой системы управления показана на рисунке 5.7. 

 

0.1

1 378.65
 

11.0

25.1

s

 

s

1

 

s

1

10.21

g
e

k1

u

k2

x2 x1

y

eg

 
 

Рисунок 5.7 – Схема моделирования одного канала системы простран-

ственного слежения с непрерывным П регулятором, рассчитанным мето-

дом модального управления 
 

 

     Пример. Синтез  дискретного П регулятора методом модального управ-

ления. 

     Исходными данными для синтеза регулятора одного канала системы 

пространственного слежения является описание ОУ следующими матри-

цами:  
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0
,
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     Заданы показатели качества системы управления – время переходного 

процесса 1,0
п

t с  и перерегулирование %.0  Пусть период квантования 

времени дискретного регулятора выбран равным T=0,003с. Тогда  ха-
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рактеристическая частота  5048
1,0

8,4
'

0 
п

п

t

t


 

рад/c, а матрицы эта-

лонной модели равны  01,
861.00

1861.0









 HG . 

 

    Применяя алгоритм синтеза дискретных регуляторов методом модаль-

ного управления, получаем матрицу линейных обратных связей  

 .6107.781.227K  Итоговая схема моделирования одного канала за-

мкнутой системы управления показана на рисунке 5.8.    
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Рисунок 5.8 – Схема моделирования одного канала системы простран-

ственного слежения с дискретным П регулятором, рассчитанным методом 

модального управления 

 

     Пример. Синтез непрерывного П  регулятора  методом оптимального 

управления. 

     Исходными данными для синтеза регулятора одного канала системы 

пространственного слежения является описание ОУ следующими матри-

цами:  
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      Заданы показатели качества системы управления – время переходного 

процесса 1,0пt с  и перерегулирование %.0   Тогда характеристическая  

частота 5048
1,0

8,4
'

0


п

п

t

t


 

рад/c. Кроме того заданы показатели каче-

ственной устойчивости 1,
0

 rr  рад/c., тогда 51
 рад/c.  

     Назначим матрицы штрафов по состоянию 









10

01
Q   и управлению 

.1R  Применяя алгоритм синтеза регуляторов методом оптимального 
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управления, получаем матрицу линейных обратных связей 

 .2.1012.378K  Итоговая схема моделирования одного канала замкну-

той системы управления показана на рисунке 5.9.   
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Рисунок 5.9 – Схема моделирования одного канала системы простран-

ственного слежения с непрерывным П регулятором, рассчитанным мето-

дом оптимального управления. 

 

     Пример. Синтез дискретного П  регулятора  методом оптимального 

управления. 

     Исходными данными для синтеза регулятора одного канала системы 

пространственного слежения является описание ОУ следующими матри-

цами: 
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     Заданы показатели качества системы управления – время переходного 

процесса 1,0
п

t с  и перерегулирование %.0  Тогда характеристическая 

частота 5048
1,0

8,4
'

0


п

п

t

t


 

рад/с. Предположим, что период квантова-

ния времени выбран равным T=0,003с.  Кроме того, заданы показатели ка-

чественной устойчивости ,1,
0

 rr   тогда .51   Назначим 

матрицы штрафов по состоянию 









10

01
Q   и управлению .1R   

 
Приме-

няя алгоритм синтеза дискретных регуляторов методом оптимального 

управления, получаем матрицу линейных обратных связей 
 .906.611.197K  Итоговая схема моделирования одного канала замкну-

той системы управления показана на рисунке 5.10. 

      Пример. Синтез непрерывного ПИ регулятора методом модального 

управления. 
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     Исходными данными для синтеза регулятора является описание ОУ 

следующими матрицами: 
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Рисунок 5.10 – Схема моделирования одного канала системы простран-

ственного слежения с дискретным П регулятором, рассчитанным методом 

оптимального управления 

 

     Заданы показатели качества системы управления – время переходного 

процесса 1,0
п

t с  и перерегулирование %.0    Тогда характеристиче-

ская частота 5048
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8,4
'

0
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рад/с, и матрицы эталонной модели бу-

дут равны   001,
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     Применяя алгоритм синтеза непрерывного ПИ регулятора методом мо-

дального управления, получаем матрицу линейных обратных связей 

 406.295.3553144087 K . Итоговая схема моделирования одного ка-

нала замкнутой системы управления показана на рисунке 5.11. 

Пример. Синтез дискретного ПИ регулятора системы пространственного 

слежения  методом модального управления.  

     Исходными данными для синтеза регулятора является описание ОУ  

следующими матрицами: 
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     Заданы показатели качества системы управления – время переходного 

процесса 1,0
п

t с  и перерегулирование %.0   Выберем период кванто-

вания времени T=0,003с. Тогда характеристическая частота
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Рисунок 5.11 – Схема моделирования одного канала системы простран-

ственного слежения с непрерывным ПИ регулятором, рассчитанным мето-

дом модального управления 

  
 

     Применяя алгоритм синтеза дискретного ПИ регулятора методом мо-

дального управления, получаем матрицу линейных обратных связей 

 255.169.143976.115K  .   Итоговая схема моделирования одного ка-

нала замкнутой системы управления показана на рисунке 5.12. 

     Пример. Синтез непрерывного ПИ регулятора системы пространствен-

ного слежения  методом оптимального управления.  

     Исходными  данными  для  синтеза  регулятора  является описание ОУ 

следующими  матрицами: 
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     Заданы показатели качества системы управления – время переходного 

процесса 1,0
п

t с  и перерегулирование %.0  Тогда характеристическая 
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рад/с. Кроме того, заданы показатели каче- 

ственной устойчивости 
,1,0  rr   .51  Назначим матрицы 

штрафов по состоянию
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Рисунок 5.12 – Схема моделирования одного канала системы простран-

ственного слежения с дискретным ПИ регулятором, рассчитанным мето-

дом модального управления 

      Применяя алгоритм синтеза непрерывного ПИ регулятора методом оп-

тимального управления,   получаем  матрицу  линейных  обратных  связей 

 .534.261.3131118186K  Итоговая схема моделирования одного ка-

нала замкнутой системы управления показана на рисунке 5.13. 
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Рисунок 5.13 – Схема моделирования одного канала системы простран-

ственного слежения с непрерывным ПИ регулятором, рассчитанным мето-

дом оптимального управления 
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     Пример. Синтез дискретного ПИ регулятора системы пространственно-

го слежения  методом оптимального управления.  

     Исходными данными для синтеза регулятора  является  описание  ОУ 

следующими матрицами: 
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 и заданные показатели качества %.0,1,0  сt
п

 Период квантования 

T=0,003с. Тогда характеристическая частота
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t
  рад/c. 

Кроме того, заданы показатели качественной устойчивости 
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      Назначим матрицы штрафов по состоянию    
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нию .1R  Применяя алгоритм синтеза дискретного ПИ регулятора мето-

дом оптимального управления, получаем матрицу линейных обратных 

связей  .598.132.1005867.87K  Итоговая схема моделирования одного 

канала замкнутой системы управления показана на рисунке 5.14. 
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Рисунок 5.14 – Схема моделирования одного канала системы простран-

ственного слежения с дискретным ПИ регулятором, рассчитанным мето-

дом оптимального управления 

 

     На рисунке 5.15 показаны графики переходных процессов и ошибок от-

работки входного ступенчатого воздействия для синтезированных систем 

с П регулятором. Показаны: y1(t) – переходный процесс для непрерывной 

системы с П регулятором, рассчитанным методом модального управления; 

y2(t) – переходный процесс для дискретной системы с П регулятором, рас-

считанным методом модального управления; y3(t) – переходный процесс 

для непрерывной системы с П регулятором, рассчитанным методом опти-
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мального управления; y4(t) – переходный процесс для дискретной системы 

с П регулятором, рассчитанным методом оптимального управления; g(t) – 

единичное ступенчатое воздействие; e1(t) – ошибка для непрерывной си-

стемы с П регулятором, рассчитанным методом модального управления; 

e2(t) – ошибка для дискретной системы с П регулятором, рассчитанным 

методом модального управления; e3(t) – ошибка для непрерывной систе-

мы с П регулятором, рассчитанным методом оптимального управления; 

e4(t) – ошибка для дискретной системы с П регулятором, рассчитанным 

методом оптимального управления. 

     На рисунке 5.16 показаны графики переходных процессов и ошибок от-

работки входного линейно возрастающего воздействия для синтезирован-

ных систем с П регулятором. Показаны: y1(t) – переходный процесс для 

непрерывной системы с П регулятором, рассчитанным методом модально-

го управления; y2(t) – переходный процесс для дискретной системы с П 

регулятором, рассчитанным методом модального управления; y3(t) – пере-

ходный процесс для непрерывной системы с П регулятором, рассчитан-

ным методом оптимального управления; y4(t) – переходный процесс для 

дискретной системы с П регулятором, рассчитанным методом оптималь-

ного управления; g(t) – линейно нарастающее воздействие; e1(t) – ошибка 

для непрерывной системы с П регулятором, рассчитанным методом мо-

дального управления; e2(t) – ошибка для дискретной системы с П регуля-

тором, рассчитанным методом модального управления; e3(t) – ошибка для 

непрерывной системы с П регулятором, рассчитанным методом оптималь-

ного управления; e4(t) – ошибка для дискретной системы с П регулятором, 

рассчитанным методом оптимального управления. 

 

                           

Рисунок 5.15 – Графики переходных процессов, задающего воздействия 

)(1 tg   и ошибок слежения )(te  
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Рисунок 5.16 – Графики переходных процессов, задающего воздействия 

ttg  1.0)(   и ошибок слежения )(te  
 

     На рисунке 5.17 показаны графики переходных процессов и ошибок от-

работки входного  ступенчатого воздействия для синтезированных систем 

с ПИ регулятором. Показаны: y1(t) – переходный процесс для непрерыв-

ной системы с ПИ регулятором, рассчитанным методом модального 

управления; y2(t) – переходный процесс для дискретной системы с ПИ ре-

гулятором, рассчитанным методом модального управления; y3(t) – пере-

ходный процесс для непрерывной системы с ПИ регулятором, рассчитан-

ным методом оптимального управления; y4(t) – переходный процесс для 

дискретной системы с ПИ регулятором, рассчитанным методом оптималь-

ного управления; g(t) – единичное ступенчатое воздействие; e1(t) – ошибка 

для непрерывной системы с ПИ регулятором, рассчитанным методом мо-

дального управления; e2(t) – ошибка для дискретной системы с ПИ регу-

лятором, рассчитанным методом модального управления; e3(t) – ошибка 

для непрерывной системы с ПИ регулятором, рассчитанным методом оп-

тимального управления; e4(t) – ошибка для дискретной системы с ПИ ре-

гулятором, рассчитанным методом оптимального управления. 

     На рисунке 5.18 показаны графики переходных процессов и ошибок от-

работки входного линейно возрастающего воздействия для синтезирован-

ных систем с ПИ регулятором. Показаны: y1(t) – переходный процесс для 

непрерывной системы с ПИ регулятором, рассчитанным методом модаль-

ного управления; y2(t) - переходный процесс для дискретной системы с 

ПИ регулятором, рассчитанным методом модального управления; y3(t) – 

переходный процесс для непрерывной системы с ПИ регулятором, рассчи-

танным методом оптимального управления; y4(t) – переходный процесс 

для дискретной системы с ПИ регулятором, рассчитанным методом опти-
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мального управления; g(t) – линейно-нарастающее воздействие; e1(t) – 

ошибка для непрерывной системы с ПИ регулятором, рассчитанным мето-

дом модального управления; e2(t) – ошибка для дискретной системы с ПИ 

регулятором, рассчитанным методом модального управления; e3(t) – 

ошибка для непрерывной системы с ПИ регулятором, рассчитанным мето-

дом оптимального управления; e4(t) – ошибка для дискретной системы с 

ПИ регулятором, рассчитанным методом оптимального управления. 

 

 
 

Рисунок 5.17 –  Графики переходных процессов, задающего воздействия 

)(1 tg   и ошибок слежения )(te  

 

 
 

Рисунок 5.18 – Графики переходных процессов, задающего воздействия 

ttg  1.0)(    и ошибок слежения )(te  
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     Результаты моделирования показывают, что непрерывные регуляторы 

превосходят дискретные по динамическим свойствам, так как в них отсут-

ствует квантование сигнала.   Лучшими динамическими показателями из 

непрерывных систем обладает система с П регулятором, рассчитанным 

методом модального управления, так как он обладает лучшими показате-

лями качества по сравнению с другими регуляторами ( %0,07.0  ct
п

). 

Из дискретных систем лучшими динамическими показателями обладает 

система с П регулятором, ее показатели следующие: %0,085.0  ctп . 

 

5.3 Исследование режимов захвата и автосопровождения системы 

пространственного слежения 

     В данном подразделе рассмотрены режимы работы системы простран-

ственного слежения – захват и автосопровождение. Для каждой системы 

(дискретной) определяются диапазоны входных постоянных воздействий, 

при которых выполняется захват цели, и линейно нарастающих, при кото-

рых работает слежение или автосопровождение. Также найдены предель-

ные параметры этих воздействий, при которых происходит срыв процесса 

слежения за целью. Дополнительно выполнена оценка применения тех или 

иных регуляторов в зависимости от динамики поведения системы. 

 

 
Рисунок 5.19 – Аппроксимация пеленгационной характеристики 

 

     Аппроксимируем нелинейность в общем тракте (см. рисунок 5.3) соот-

ношением )sin()(   ba , где a и b – постоянные параметры. На ри-

сунке 5.19 показан график нелинейности )( .  Первый параметр выбира-

ется из условия, что тангенс угла наклона касательной, проведенной к не-

линейности в начале координат,  равен 1, т.е. 1tg . Второй – из условия,  

что полупериод нелинейности 3 . Таким образом, получаем нелиней-

ность следующего вида:  )105.0sin(785.0)(   . 
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     Будем использовать непрерывный П регулятор, параметры которого 

определены на рисунке 5.9. Схема моделирования итоговой системы пока-

зана на рисунке 5.20.  
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Рисунок 5.20 – Схема моделирования системы пространственного слеже-

ния с непрерывным П регулятором 

 

     На рисунке 5.21 можно видеть, что при различных значениях постоян-

ных сигналов система ведет себя по-разному. При )(8.2)( ttg   происходит 

затягивание переходного процесса в сравнении с переходным процессом 

при )(5.2)( ttg  . Это обусловлено различными положениями входного 

сигнала на пеленгационной характеристике. При )(3)( ttg   и больше си-

стема не может осуществить захват цели, и происходит срыв слежения. 

 

 

Рисунок 5.21 –  Графики переходных процессов при различных значениях 

постоянного воздействия )(tg  
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     На рисунке 5.22 можно видеть, что при различных значениях линейно 

нарастающего сигнала система ведет себя по-разному. При ttg  7.32)(  

происходит слежение за целью. Это обусловлено различными положения-

ми входного сигнала на пеленгационной  характеристике. При 

ttg  8.32)(  система не может осуществить захват цели, и происходит 

срыв слежения. 

 

Рисунок 5.22 – Графики переходных процессов и ошибок слежения )(te

при граничных значениях линейно-нарастающего воздействия )(tg   
 

 

Рисунок 5.23 – Графики переходных процессов при граничных значениях 

постоянного воздействия )(tg  

 

    Данные результаты (см. рисунки 5.21, 5.22) получены для непрерывной 

системы с П регулятором, рассчитанным методом модального управления. 

Для оптимального же управления схема моделирования аналогична схеме, 

представленной на рисунке 5.20,   с учетом того, что во втором случае 
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матрица ЛСОС  2.1012.378K . Результаты моделирования системы 

показаны на рисунках 5.23 и 5.24. При ttg  77.32)(  система не может 

осуществить захват цели и происходит срыв слежения. 

 

 

Рисунок 5.24 – Графики переходных процессов и ошибок слежения )(te  

при граничных значениях линейно-нарастающего воздействия )(tg   
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Рисунок 5.25 – Схема моделирования системы пространственного слеже-

ния с дискретным П регулятором 

 

      На рисунке 5.25 показана схема моделирования системы простран-

ственного слежения с дискретным П регулятором. Параметры системы 

синтезированы в разделе 5.2. Графики переходных процессов показаны на 

рисунках 5.26 и 5.27. На рисунке 5.26 можно видеть, что при различных 

значениях постоянных сигналов система ведет себя по - разному. При 
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)(8.2)( ttg   происходит затягивание переходного процесса в сравнении с 

переходным процессом при )(5.2)( ttg  . Это обусловлено различными 

положениями входного сигнала на пеленгационной характеристике. При 

)(3)( ttg   и больше система не может осуществить захват цели, и проис-

ходит срыв слежения. 

 

Рисунок 5.26 – Графики переходных процессов при граничных значениях 

постоянного воздействия )(tg  

     На рисунке 5.27 можно видеть, что при различных значениях линейно 

нарастающего сигнала система ведет себя по-разному. При ttg  7.25)(  

происходит слежение за целью. Это обусловлено различными положения-

ми входного сигнала на пеленгационной характеристике. При ttg  9.25)(  

система не может осуществить захват цели, и происходит срыв слежения. 

 

 

Рисунок 5.27 – Графики переходных и ошибок слежения )(te процессов 

при граничных значениях линейно-нарастающего воздействия )(tg   
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Рисунок 5.28 – Графики переходных процессов при граничных значениях 

постоянного воздействия )(tg  
 

     Данные результаты (см. рисунок 5.26, 5.27) получены для дискретной 

системы с П регулятором, рассчитанным методом модального управления. 

Для оптимального же управления схема моделирования аналогична схеме, 

представленной на рисунке 5.25,   с учетом того, что во втором случае 

матрица ЛСОС  906.611.197K . Результаты моделирования системы 

показаны на рисунках 5.28 и 5.29. При ttg  5.24)(  система не может 

осуществить захват цели, и происходит срыв слежения.  

 

 

Рисунок 5.29 – Графики переходных процессов и ошибок слежения )(te

при граничных значениях линейно-нарастающего воздействия )(tg   

 

     На рисунке 5.30 показана схема моделирования системы пространстве- 

нного слежения с непрерывным ПИ регулятором. Параметры системы 

также синтезированы в разделе 5.2. На рисунке 5.31 можно видеть, что 

при различных значениях постоянных сигналов система ведет себя по-
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разному. При воздействии )(8.2)( ttg   происходит затягивание переход-

ного процесса в сравнении с переходным процессом при )(5.2)( ttg  . Это 

обусловлено различными положениями входного сигнала на пеленгацион-

ной характеристике. При постоянном воздействии )(99.2)( ttg   и больше 

система не может осуществить захват цели, и происходит срыв слежения. 
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Рисунок 5.30 – Схема моделирования системы пространственного слеже-

ния с непрерывным ПИ регулятором 

 

 
Рисунок 5.31 – Графики переходных процессов при граничных значениях 

постоянного воздействия )(tg  

 

      На рисунке 5.32 можно видеть, что при различных значениях линейно-

нарастающего сигнала система ведет себя по-разному. При линейном воз-

растающем воздействии ttg  7.207)(  происходит слежение за целью. 

При ttg  8.207)(  система не может осуществить захват цели, и происхо-
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дит срыв слежения. Данные результаты (см. рисунки 5.31, 5.32) получены 

для непрерывной системы с ПИ регулятором, рассчитанным методом мо-

дального управления. Для оптимального же управления схема моделиро-

вания аналогична схеме, представленной на рисунке 5.30,   с учетом того, 

что во втором случае матрица ЛСОС  534.261.3113118186K . 

 

 
Рисунок 5.32 – Графики переходных процессов и ошибок слежения )(te

при граничных значениях линейно-нарастающего воздействия )(tg   

 

          Результаты моделирования системы показаны на рисунках 5.33 и 

5.34. Система отрабатывает постоянные воздействия ).(99.2)( ttg   При 

)(99.2)( ttg   система не может осуществить захват цели, и происходит 

срыв слежения. Линейно возрастающее воздействие система отрабатывает 

до скорости 194 град/с. При воздействии ttg  5.194)(  система не может 

осуществить захват цели, и происходит срыв слежения.  

 

 

Рисунок 5.33 – Графики переходных процессов при граничных значениях 

постоянного воздействия )(tg  
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Рисунок 5.34 –  Графики переходных процессов и ошибок слежения )(te  при 

граничных значениях линейно-нарастающего воздействия )(tg   
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Рисунок 5.35 – Схема моделирования системы пространственного слеже-

ния с дискретным ПИ регулятором 

 

      На рисунке 5.35 показана схема моделирования системы простран-

ственного слежения с дискретным аналогом ПИ регулятора. Параметры 

системы также синтезированы в разделе 5.2.  На рисунке 5.36 можно ви-

деть, что при различных значениях постоянных сигналов система ведет 

себя по-разному. При )(8.2)( ttg  происходит затягивание переходного 

процесса в сравнении с переходным процессом при )(5.2)( ttg  . Это обу-

словлено различными положениями входного сигнала на пеленгационной 

характеристике. При )(99.2)( ttg   и больше система не может осуще-

ствить захват цели, и происходит срыв слежения. 
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Рисунок 5.36 – Графики переходных процессов при граничных значениях 

постоянного воздействия )(tg  

      На рисунке 5.37 можно видеть, что при различных значениях линейно 

– нарастающего сигнала система ведет себя по-разному. При воздействии 

ttg  4.194)(  происходит слежение за целью. При ttg  5.194)(  система 

не может осуществить захват цели и происходит срыв слежения. 

                       

 
Рисунок 5.37 – Графики переходных процессов и ошибок слежения )(te

при граничных значениях линейно-нарастающего воздействия )(tg   
 

     Данные результаты (см. рисунки 5.36, 5.37) получены для дискретной 

системы с ПИ регулятором, рассчитанным методом модального управле-

ния.  Для оптимального  же управления  схема моделирования  аналогична 

схеме, представленной на рисунке 5.35, с учетом того, что во втором слу-

чае матрица ЛСОС  598.132.1005867.67K . При )(99.2)( ttg   систе-

ма не может осуществить захват цели, и происходит срыв слежения. При 

линейно возрастающем воздействии ttg  7.190)(  система не может осу-
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ществить захват цели, и происходит срыв слежения. Процессы в системе 

показаны на рисунках 5.38 и 5.39. 

 

 
 

Рисунок 5.38 – Графики переходных процессов при граничных значениях 

постоянного воздействия )(tg  
 

 

Рисунок 5.39 – Графики переходных процессов и ошибок слежения )(te  

при граничных значениях линейно-нарастающего воздействия )(tg   

 

    Заключение 

     Анализ и проектирование цифровых систем управления, как показано в 

учебном пособии, может быть выполнен на базе единой методологии как 

для непрерывных, так и для дискретных (цифровых) систем управления.  

Основное различие и специфика состоит в математическом описании си-

стем, в непрерывном случае – дифференциальными уравнениями, а в дис-

кретном случае – разностными уравнениями. Современные технологии и 

методы модельного описания объектов и внешних воздействий оперируют 
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понятиями различных видов устойчивости цифровых систем. Рассмотрен-

ные технологии проектирования устанавливают связь различных видов 

устойчивости с показателями качества динамических процессов.  Широ-

кий спектр рассмотренных обобщенных структур цифровых регуляторов и 

аналитических методов их конструирования позволяет решать большой 

круг прикладных задач управления. 
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     Приложение А  

 

Задания для расчетной  работы 

 

     На рисунке П.1 представлена структура объекта управления (ОУ). За-

дан вид передаточных функций структурных динамических блоков непре-

рывной линейной части (НЛЧ) – апериодических звеньев 
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где    – коэффициент передачи i-го элемента,  
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го элемента,  и  интеграторов  
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где    – коэффициент передачи i-го элемента; T –  интервал дискретности 

работы импульсного элемента (ИЭ). 

 

1

0
Т

ИЭ

Y
W (p)1 W (p)2 W (p)3

U

НЛЧ

 

Рисунок П.1 – Структура объекта управления. 

 
 

     Требуется: спроектировать регулятор заданного типа, обеспечиваю-

щий в замкнутой системе требуемое время переходного процесса и задан-

ное значение перерегулирования (параметры задаются преподавателем).  

Варианты заданий к расчетной работе приведены в Таблице П.1. В табли-

це интегрирующее звено обозначено символом И. 

     Возможные типы проектируемого регулятора: пропорциональный ре-

гулятор (П), пропорционально-интегральный регулятор (ПИ), пропорцио-

нально-дифференциальный регулятор (регулятор с устройством оценки, 

ПД).  

     Пояснительная записка к расчетной работе должна быть оформлена на 

листах формата А4 и содержать: 

- титульный лист; 

- задание на расчетную работу, подписанную руководителем; 

- содержание расчетной работы;  

- структурные схемы объекта управления и замкнутой системы; 
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- передаточные функции объекта управления для непрерывного и дис-

кретного времени; 

- расчеты параметров матриц модели ВСВ объекта управления для непре-

рывного и дискретного времени; 

- сравнение реакций объекта управления на единичное ступенчатое воз-

действие для непрерывного и дискретного времени; 

- расчет параметров эталонных моделей системы для непрерывного и дис-

кретного времени; 

- синтез параметров дискретного регулятора заданного типа; 

- определение динамических параметров (показателей качества) синтези-

рованной системы методом моделирования; 

- заключение (полученные результаты и выводы о качестве синтезирован-

ной системы); 

- список использованной литературы. 

     Графический материал расчетной работы должен быть оформлен в со-

ответствии с требованиями ЕСКД. На структурных схемах должны быть 

проставлены направления движения сигналов и их обозначения. Графики 

должны быть представлены с оцифрованными осями и обязательно с сет-

кой.  

 

 

Таблица П.1.  Варианты заданий к расчетной (курсовой) работе 

№ вар. 

Параметры объекта Параметры системы 

Т, с. 

W1 W2 W3 

Тип 

регу-

лятора 

Время 

пер. 

проц., 

с. 

Пере- 

регули

ли-

ров., 

% 

K1 T1, c. K2 T2, c. K3 T3, c. 

1 0.005 70.00 0.10 60.00 0.10 0.02 И П 0.150 10 
2 0.005 85.00 0.09 70.00 0.10 0.02 И П 0.165 10 
3 0.005 50.00 0.08 80.00 0.10 0.02 И П 0.140 10 
4 0.005 60.00 0.07 90.00 0.10 0.02 И П 0.125 10 
5 0.005 75.00 0.06 75.00 0.10 0.02 И П 0.175 10 
6 0.004 50.00 0.05 100.00 0.15 0.01 И П 0.120 10.00 

7 0.004 80.00 0.08 100.00 0.12 0.01 И П 0.132 10.00 

8 0.004 60.00 0.09 100.00 0.14 0.01 И П 0.112 10.00 

9 0.004 70.00 0.07 100.00 0.11 0.01 И П 0.100 10.00 

10 0.004 90.00 0.06 100.00 0.12 0.01 И П 0.140 10.00 

11 0.003 30.00 0.05 50.00 0.11 0.05 И П 0.090 10.00 

12 0.003 20.00 0.05 75.00 0.11 0.05 И П 0.099 10.00 

13 0.003 15.00 0.06 80.00 0.12 0.05 И П 0.084 10.00 

14 0.003 25.00 0.06 45.00 0.12 0.05 И П 0.075 10.00 

15 0.003 10.00 0.08 90.00 0.15 0.05 И П 0.105 10.00 

16 0.003 30.00 0.08 60.00 0.15 0.04 И П 0.084 10.00 
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Таблица П.1.  Варианты заданий к расчетной работе (продолжение) 

 

№ вар. 

Параметры объекта Параметры системы 

Т, с. 

W1 W2 W3 

Тип 

регу-

лятора 

Время 

пер. 

проц., 

с. 

Пере- 

регули

ли-

ров., 

% 

K1 T1, c. K2 T2, c. K3 T3, c. 

17 0.003 35.00 0.06 70.00 0.14 0.04 И П 0.078 10.00 

18 0.003 55.00 0.08 40.00 0.14 0.04 И П 0.081 10.00 

19 0.003 45.00 0.05 55.00 0.13 0.04 И П 0.060 10.00 

20 0.003 30.00 0.07 85.00 0.13 0.04 И П 0.072 10.00 

21 0.0025 55.00 0.05 40.00 И 0.03 И П 0.075 10.00 

22 0.0025 200.00 0.06 40.00 И 0.01 И П 0.083 10.00 

23 0.0025 100.00 0.04 50.00 И 0.02 И П 0.070 10.00 

24 0.0025 120.00 0.03 50.00 И 0.02 И П 0.063 10.00 

25 0.0025 175.00 0.03 60.00 И 0.01 И П 0.088 10.00 

26 0.0025 35.00 0.06 60.00 И 0.04 И П 0.100 10.00 

27 0.0025 40.00 0.07 55.00 И 0.04 И П 0.105 10.00 

28 0.0025 80.00 0.04 65.00 И 0.02 И П 0.110 10.00 

29 0.0025 125.00 0.05 75.00 И 0.01 И П 0.088 10.00 

30 0.0025 110.00 0.06 80.00 И 0.01 И П 0.095 10.00 

31 0.005 нет нет 600.00 0.10 0.20 И ПИ 0.150 35.00 

32 0.005 нет нет 550.00 0.10 0.20 И ПИ 0.165 35.00 

33 0.005 нет нет 400.00 0.10 0.20 И ПИ 0.140 35.00 

34 0.005 нет нет 450.00 0.10 0.20 И ПИ 0.125 35.00 

35 0.005 нет нет 350.00 0.10 0.20 И ПИ 0.175 35.00 

36 0.004 нет нет 900.00 0.15 0.10 И ПИ 0.120 35.00 

37 0.004 нет нет 950.00 0.12 0.10 И ПИ 0.132 35.00 

38 0.004 нет нет 850.00 0.14 0.10 И ПИ 0.112 35.00 

39 0.004 нет нет 800.00 0.11 0.10 И ПИ 0.100 35.00 

40 0.004 нет нет 875.00 0.12 0.10 И ПИ 0.140 35.00 

41 0.003 нет нет 450.00 0.11 0.25 И ПИ 0.090 35.00 

42 0.003 нет нет 375.00 0.11 0.25 И ПИ 0.099 35.00 

43 0.003 нет нет 325.00 0.12 0.25 И ПИ 0.084 35.00 

44 0.003 нет нет 425.00 0.12 0.25 И ПИ 0.075 35.00 

45 0.003 нет нет 320.00 0.15 0.25 И ПИ 0.105 35.00 

46 0.003 нет нет 975.00 0.15 0.08 И ПИ 0.084 35.00 

47 0.003 нет нет 950.00 0.14 0.80 И ПИ 0.078 35.00 

48 0.003 нет нет 250.00 0.08 0.40 И ПД 0.081 10.00 

49 0.003 нет нет 225.00 0.05 0.40 И ПД 0.060 10.00 

50 0.003 нет нет 175.00 0.07 0.40 И ПД 0.072 10.00 

51 0.002 нет нет 280.00 0.05 0.30 И ПД 0.075 10.00 

52 0.002 нет нет 950.00 0.06 0.10 И ПД 0.083 10.00 

53 0.002 нет нет 450.00 0.04 0.20 И ПД 0.070 10.00 

54 0.002 нет нет 550.00 0.03 0.20 И ПД 0.063 10.00 

55 0.002 нет нет 850.00 0.03 0.10 И ПД 0.088 10.00 

56 0.002 нет нет 150.00 0.06 0.40 И ПД 0.100 10.00 

57 0.002 нет нет 200.00 0.07 0.40 И ПД 0.105 10.00 
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Таблица П.1.  Варианты заданий к расчетной работе (продолжение) 

 

№ вар. 

Параметры объекта Параметры системы 

Т, с. 

W1 W2 W3 

Тип 

регу-

лятора 

Время 

пер. 

проц., 

с. 

Пере- 

регули

ли-

ров., 

% 

K1 T1, c. K2 T2, c. K3 T3, c. 

58 0.002 нет нет 475.00 0.04 0.20 И ПД 0.110 10.00 

59 0.002 нет нет 470.00 0.04 0.20 И ПД 0.110 10.00 

60 0.002 нет нет 520.00 0.04 0.20 И ПД 0.110 10.00 

61 0.002 нет нет 550.00 0.04 0.20 И ПД 0.110 10.00 

62 0.002 нет нет 600.00 0.04 0.20 И ПД 0.110 10.00 

63 0.002 нет нет 580.00 0.04 0.20 И ПД 0.110 10.00 

64 0.002 нет нет 940.00 0.05 0.10 И ПД 0.088 10.00 

65 0.002 нет нет 900.00 0.06 0.10 И ПД 0.095 10.00 

 

Пример хода выполнения расчетной работы 

     Цель работы: Выполнить синтез ПИ регулятора, обеспечивающего  за-

данные показатели качества переходного процесса в замкнутой системе. 

Структурная схема объекта управления показана на рисунке П.2. 

1

0
Т

ИЭ

YU

НЛЧ

375

0.4s + 1

0.25

s

u x1x2

 
 

Рисунок П.2- Структурная схема заданного объекта управления 

 

     Интервал дискретности Т=0.003 с. Требуемые показатели качества си-

стемы %;35.;099.0  сt
п

 

     Передаточной функции интегрирующего звена соответствует диффе-

ренциальное уравнение  

21
25.0 xx     . 

     Передаточной функции звена   
14.0

375

s
   соответствует дифференциаль-

ное уравнение  

,3754.0 22 uxx 

 

или                                           .5.9375.2 22 uxx    
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     Объединяя уравнения модели в единую систему, получим описание 

объекта в непрерывном времени в форме ВСВ. В результате получаем: 

,

,

CXY

UBXAX нн




 

 

где: 









2

1

x

x
X  ,   












5.20

25.00
Н

А ,  









5.937

0
НВ ,   01С . 

     Перейдем к дискретному описанию объекта, используя формулы 
 

НTA
eA  ;   








1

1

)
!

(
i

Н

i

Н

i

B
i

AT
B , 

получим: 

,
)(

)(
)(

)(
)(

)(

)1(

)1(

2

1

2

1

2

1

































mx

mx
CmY

mBU
mx

mx
A

mx

mx

 

причем матрица С осталась неизменной, а матрицы дискретной модели 

равны:   











0.990

0.0007471
A ,      










2.80

0.0011
B  . 

     По полученным матрицам вычислим дискретную передаточную объек-

та управления. Вычисления параметров модели объекта управления и да-

лее синтез регулятора удобно выполнять в пакете MatLab [16].  Произве-

дем вычисление дискретной передаточной функции объекта управления 

по выражению BAzIСzW )()(  . Для этого воспользуемся функцией 

MatLab  «ss2tf». Получаем: 

0.99251.9925-

0.001049 0.001052
)(

2 




zz

z
zW . 

     Для вычисления матрицы дискретного описания объекта управления  

используем функцию MatLab  «с2d». Для этого зададим описание объекта 

управления передаточной функцией в непрерывном времени функцией 

«tf»: 

                                              h = tf(93.75,[0.4 1 0]), 

и далее вычислим дискретную передаточную функцию 

hd = c2d(h, 0.003). 
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     Схема моделирования, позволяющая сравнить реакции на единичное 

ступенчатое воздействие  непрерывной и дискретной моделей объекта 

управления, представлена на рисунке П.3. На элементе Scope отображает-

ся реакция ОУ, описываемого моделью в непрерывном времени. На Scope  

отображается также реакция ОУ, описываемого в дискретном времени. 

1
 375

0.4s + 1

 

s
0.25

 0.001052z+ 0.001049

z - 1.9925z + 0.9925

Constant Zero-Oder

Hold

Transfer Fcn Transfer

Fcn1

Discrete

Transfer Fcn

Scope

 

Рисунок П.3 – Схема для сравнения реакций непрерывного и    дискретно-

го объектов управления 
 

     Результат моделирования поведения ОУ (переходной характеристики)   

представлен на рисунке П.4. Видно, что реакции моделей совпадают, т.е. 

переход от непрерывного времени к дискретному выполнен корректно. 

 

 
 

Рисунок П.4 – Результат моделирования поведения ОУ 

 

    Выполним синтез ПИ регулятора. 

    Сведѐм задачу синтеза к выбору матриц эталонной модели Г, H, реше-

нию уравнения типа Сильвестра: 

BHAMMГ   
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и вычислению матрицы обратных связей 
1 HMK  системы управления. 

     Исходя из заданных показателей качества, выберем корни характери-

стического полинома непрерывной системы. С учетом наличия в регуля-

торе интегрирующего звена, повышающего порядок уравнения системы на 

единицу, выберем стандартный биномиальный полиномом третьей степе-

ни 
3

0
)( w  для которого 5.8*

0П
wt .  По заданному времени переходно-

го процесса, равного 0.099 с, определяем желаемые собственные числа ха-

рактеристического полинома: 86.85
099.0

5.8
3,2,1  .  

     Сформируем матрицу Гн эталонной модели замкнутой системы (непре-

рывное время): 
  

























86.8500

186.850

0186.85

НГ  

и матрицу выходов Н из условия полной наблюдаемости пары Н, Г:  

Н=[1 0 0]. 
 

     Произведем вычисление матрицы Г эталонной модели для дискретного 

времени: 



















7729.000

00232.07729.00

000035.000232.07729.0

)exp( TГG
Н . 

 

     Решая уравнение типа Сильвестра в пакете MatLab с использованием 

функции «lyap»: 

),,,( BHGAliapM   

получаем 
 



















0002.00054.01655.0

0036.01378.08973.12

00008.00376.0

M  

 

     Используя равенство , находим матрицу коэффициентов об-

ратных связей: 

 5705.5212.06723.70 K ,  

которая с учетом отрицательной обратной связи по выходной переменной  

определяет настройку регулятора:  k1 =70.67,  k2 = -0.212, ki = 5.57 .   

1 HMK
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     Полученное решение легко проверить, вычисляя собственные числа ха-

рактеристических полиномов для эталонной и синтезированной систем. 

Для этого воспользуемся функцией MatLab «eig». Собственные числа мат-

рицы G эталонной системы (дискретное время) равны  7729.0
3,2,1
 . 

     Собственные числа матрицы синтезированной замкнутой системы 

(дискретное время) вычислим как 

).*( KBAeige 
 

Они равны  ,7729.0
3,2,1
   что   подтверждает корректность  выполненных 

расчетов.          

     Итоговая схема моделирования системы управления непрерывным объ-

ектом с использованием дискретного аналога ПИ регулятора представлена 

на рисунке П.5. 

1 5.57

0.214

ki

k2

70.8

k1

 

z

1

Constant

375

0.4s + 1

0.25

s

Scope

 

Рисунок П.5 – Схема моделирования системы с ПИ регулятором 

 

     Переходная характеристика синтезированной системы показана на ри-

сунке П.6. 

  

 

Рисунок П.6 – Переходная характеристика замкнутой системы 
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    В результате получили время переходного процесса 0,099 с и перерегу-

лирование 30%. 

     Выводы: Синтезирован дискретный ПИ регулятор, работающий с за-

данным периодом квантования времени 0.003 с.  В качестве эталона был 

выбран полином Ньютона 3-й степени (непрерывное время), корни кото-

рого были  вычислены  по  заданному времени переходного процесса и со-

ставили -85.86. В дискретном времени эталонная модель задается полино-

мом, корни которого равны 0.7729. Коэффициенты дискретного ПИ регу-

лятора были вычислены через решение уравнения типа Сильвестра и со-

ставили k1 =70.67,  k2 = -0.212, ki = 5.57.   Моделирование работы системы 

в непрерывном времени показало, что время реакции системы на единич-

ное ступенчатое воздействие не превосходит 0.099 с, перерегулирование 

не превышает 30%, установившееся значение рассогласования равно 0. 

Следовательно, спроектированный дискретный регулятор отвечает требо-

ваниям технического задания. 
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