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Ïðåäèñëîâèå

Â äîêâàíòîâóþ ýïîõó â ôèçèêå ñóùåñòâîâàëè ìåòîäîëîãè÷åñêè äâà ðàçíûõ ðàç-
äåëà ôèçèêè � êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ÷àñòèö è êëàññè÷åñêàÿ âîëíîâàÿ îïòèêà.
Èõ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ðàçëè÷àëñÿ êàðäèíàëüíî. Åñòåñòâåííî áûëî îáúåäè-
íèòü àïïàðàòû, èñïîëüçóåìûå â êàæäîé íàóêå, ÷òî è áûëî ñäåëàíî â íà÷àëå 20
âåêà. Òàê ïîÿâèëàñü âîëíîâàÿ ìåõàíèêà � êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, è òåîðèÿ ôîòîíîâ,
�÷àñòèö ñâåòà�, êâàíòîâ èçëó÷åíèÿ � êâàíòîâàÿ îïòèêà. Áåçóñëîâíî, è êëàññè÷å-
ñêàÿ ìåõàíèêà, è êëàññè÷åñêàÿ îïòèêà íå ïîòåðÿëè ñâîåé îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ.
Åñëè ñêàçàòü êðàòêî, òî êâàíòîâàÿ îïòèêà � ýòî òà îáëàñòü îïòèêè, ãäå èìåþò
çíà÷åíèå è íàáëþäàþòñÿ êâàíòîâûå ñâîéñòâà ñâåòà.

Êóðñ �Êâàíòîâàÿ îïòèêà� ÷èòàåòñÿ äëÿ ñòóäåíòîâ àêàäåìè÷åñêîãî áàêàëàâðè-
àòà ïî íàïðàâëåíèþ ïîäãîòîâêè 01.03.02. � �Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîð-
ìàòèêà� ïî ñïåöèàëèçàöèè �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå� íàðÿäó ñ òàêèìè
êóðñàìè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, êàê �Êâàíòîâàíèå íà èñêðèâëåííûõ ïîâåðõíî-
ñòÿõ�, �Çàùèòà èíôîðìàöèè â êâàíòîâûõ êàíàëàõ�, �Êâàíòîâûå àëãåáðû è îáîá-
ùåííûå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ�, �Ôóíêöèîíàëüíûå ìåòîäû â ìîäåëÿõ ôèçèêè
êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ�, �Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà�, �Àëãåáðû Ëè è ãðóïïû
Ëè�, �Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ èíôîðìàöèè�.

Äàííîå ïîñîáèå ðåêîìåíäîâàíî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ðàìêàõ äèñöèïëèíû �Êâàí-
òîâàÿ îïòèêà� â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî ìàòåðèàëà äëÿ ïðîâåäåíèÿ êîíòàêò-
íîé ðàáîòû (ëåêöèîííûõ çàíÿòèé, ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé) è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé
ðàáîòû ñòóäåíòîâ.

Ïîñîáèå çíàêîìèò îáó÷àþùèõñÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì êâàíòîâîé îï-
òèêè, â íåì êðàòêî äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ êóðñà, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ óïðàæ-
íåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû, ñíàáæåííûå ïîÿñíåíèÿìè, îáëåã÷àþùèìè
ïîèñê ðåøåíèé ïðåäëîæåííûõ çàäà÷.



ÃËÀÂÀ 1

Àëãåáðà êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

1.1. Êðàòêèé îáçîð îñíîâíûõ ïîëîæåíèé êâàíòîâîé

ìåõàíèêè.

Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ðàçäåëÿåò ïîíÿòèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è ôèçè÷åñêîé âåëè-
÷èíû (íàáëþäàåìîé, äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé), çíà÷åíèÿ êîòîðîé ìîãóò áûòü
ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåíû è êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ñîñòîÿíèå ôèçè÷åñêîé ñè-
ñòåìû [1�4].

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ êîìïëåê-
íîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè
(èëè Ψ-ôóíêöèÿìè). Ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (ïðèíöèï
ñóïåðïîçèöèè), ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(φ, ψ) =

∫
φ∗(x)ψ(x)dx . (1.1)

Îáîçíà÷åíèÿ 1 (áðà-êåò îáîçíà÷åíèÿ Äèðàêà [Dirac])

|ψ〉 ≡ ψ(x) , 〈φ| ≡ φ∗(x) , (φ, ψ) ≡ 〈φ|ψ〉 ,

|ψ〉 � êåò-âåêòîð; 〈φ| � áðà-âåêòîð.

Áðà-êåò îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èëëþñòðèðóþòñÿ íèæå íà ïðèìå-

ðå ïðîåêòîðà:

Â = |ψ〉〈φ| =⇒ Â|f〉 = |ψ〉〈φ|f〉 .
Ýêâèâàëåíòíàÿ çàïèñü â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè îïðåäåëÿåò îïåðàòîð Â ÷åðåç

åãî ÿäðî A(x, x′):

Â : f(x)→ (Âf)(x) =

∫
A(x, x′)f(x′)dx′ , A(x, x′) = ψ(x)φ∗(x′) .
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Â ñâîþ î÷åðåäü, íàáëþäàåìûì ñîîòâåñòâóþò ýðìèòîâû (ñàìîñîïðÿæåííûå) ëè-
íåéíûå îïåðàòîðû (â îáîçíà÷åíèÿõ ÷àñòî ðàçëè÷àåìûõ ïðè ïîìîùè øëÿïêè).
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâèå âèäà

A→ Â, Â† = Â

îçíà÷àåò êâàíòîâàíèå êëàññè÷åñêîé íàáëþäàåìîé A, êîòîðàÿ â êâàíòîâîé ìåõà-
íèêå ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Â. Òàê, â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè,

xi → x̂i = xi, pi → p̂i = −i~ ∂xi ,

êîîðäèíàòå ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà êîîðäèíàòó, à êîìïîíåíòå èì-
ïóëüñà � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòå.

Íàïîìíèì, ÷òî

Îïðåäåëåíèå 1.1.1 (ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå îïåðàòîðîâ) Îïåðàòîð Â† ÿâ-

ëÿåòñÿ ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûì ñ îïåðàòîðîì Â, åñëè ðàâåíñòâî

(φ, Âψ) [≡ 〈φ|Â|ψ〉 ] = (Â†φ, ψ) [≡ 〈Â†φ|ψ〉 ]

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ ïàð ôóíêöèé (â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðèâåäåíû áðà-êåò
îáîçíà÷åíèÿ).

Ñðåäíåå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé Â, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé íàä êâàí-
òîâîé ñèñòåìîé, ïðèãîòîâëåííîé â ñîñòîÿíèè |ψ〉, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Āψ = (ψ, Âψ) ≡ 〈ψ|Â|ψ〉 . (1.2)

ïðè óñëîâèè, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íîðìèðîâàíà óñëîâèåì íîðìèðîâêè:

〈ψ|ψ〉 ≡
∫
|ψ(x)|2dx = 1 . (1.3)

Òàê êàê |ψ(x)|2 � ïëîòíîñòü ðàñïåðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè êîîðäèíàòû â êâàíòî-
âîì ñîñòîÿíèè |ψ〉, ñîîòíîøåíèå íîðìèðîâêè (1.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå
ðàâåíñòâà åäèíèöû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.

Óðàâíåíèå, óïðàâëÿþùåå ýâîëþöèåé êâàíòîâîé ñèñòåìû, � íåñòàöèîíàðíîå
óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà [Shr�odinger]:

i~∂t|ψ〉 = Ĥ|ψ〉 , Ĥ � îïåðàòîð ýíåðãèè (ãàìèëüòîíèàí). (1.4)
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Ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííîé ýíåðãèåé íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè ñîñòîÿíèÿìè
(èëè ýíåðãåòè÷åñêèì óðîâíÿìè) è ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ãà-
ìèëüòîíèàíà, òîãäà êàê çíà÷åíèÿ ýíåðãèè � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ. Óðàâíåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé � ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðå-
äèíãåðà:

Ĥ|E〉 = E|E〉 , |E〉 � ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé E. (1.5)

Î÷åâèäíî, ýâîëþöèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ïðîñòà:

|ψ(t = 0)〉 = |E〉 =⇒ |ψ(t)〉 = exp(−iEt/~)|E〉 . (1.6)

Äëÿ ñðàâíåíèÿ â ãàìèëüòîíîâîé êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû
õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì çíà÷åíèé èìïóëüñîâ è êîîðäèíàò, à íàáëþäàåìûå ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè èìïóëüñîâ è êîîðäèíàò.

1.2. Êëàññè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà [Hamilton] äëÿ îäíîìåðíîãî îñöèëëÿòîðà:

H(x, p) = T (p) + V (x) =
p2

2m
+
mω2

2
x2 (1.7)

ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êèíåòè÷åñêîé, T (p), è ïîòåíöèàëüíîé, V (x), ýíåðãèé.
Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:{

ẋ = ∂pH = p/m

ṗ = −∂xH = −mω2x
(1.8)

Â ãîëîìîðôíîì ïðåäñòàâëåíèè, ñîïîñòàâëÿþùåì ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó êîì-
ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü, ââåäåì êîìïëåêñíóþ àìïëèòóäó:

αcl = (2m)−1/2 (mωx+ ip) , (1.9)

ýâîëþöèÿ êîòîðîé, ñîãëàñíî (1.8), îïðåäåëåíà êàê:

α̇cl = −iωαcl =⇒ αcl(t) = exp(−iωt)α(0)cl . (1.10)

Ðåçóëüòàò, î÷åâèäíî, âïîëíå ïðåäñêàçóåìûé èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

|αcl(t)|2 = |αcl(0)|2 = E ≡ H(x(0), p(0)) . (1.11)
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1.3. Ñïåêòð êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà

Îïåðàòîð ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà ïîëó÷àåì èç êëàññè÷åñêîãî ãàìèëüòîíèàíà (1.7),
çàìåíÿÿ èìïóëüñ îïåðàòîðîì èìïóëüñà:

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2

2
x2, p̂ = −i~∂x . (1.12)

Ââåäåì îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ êàê ïàðó âçàèìíî ýðìèòîâî ñîïðÿ-
æåííûõ îïåðàòîðîâ

a† = (2m~ω)−1/2 (mωx− ip̂) � îïåðàòîð ðîæäåíèÿ [creation] (1.13)

a = (2m~ω)−1/2 (mωx+ ip̂) � îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ [annihilation] (1.14)

ñ ëåãêî ïðîâåðÿåìûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèåì:

[x, p̂] = i~ =⇒ [a, a†] = 1 . (1.15)

Ãàìèëüòîíèàí (1.12) âûðàçèì ÷åðåç îïåðàòîðû (1.13)-(1.14):

Ĥ = ~ω(a†a+ 1/2) (1.16)

Ïðåäëîæåíèå 1.3.1 Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà (1.16) óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâó:

E ≥ ~ω/2

Äîêàçàòåëüñòâî:

Ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî 〈ψ|a†a|ψ〉 = 〈âψ|âψ〉 ≥ 0 . �

Ïðåäëîæåíèå 1.3.2 (ëåñòíè÷íîå ñâîéñòâî)

Ĥ|E〉 = E|E〉 =⇒ a|E〉 ∝ |E − ~ω〉 , a†|E〉 ∝ |E + ~ω〉 .

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñëåäóåò ïîäåéñòâîâàòü îïåðàòîðîì (1.16) íà a|E〉 è a†|E〉,
âîñïîëüçîâàâøèñü çàòåì êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè (1.15). �

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò íàèìåíüøåìó çíà-
÷åíèþ ýíåðãèè è íàçûâàåòñÿ âàêóóìíûì ñîñòîÿíèåì, äîëæíî óíè÷òîæàòüñÿ îïå-
ðàòîðîì óíè÷òîæåíèÿ:

a|vac〉 = 0 , |vac〉 ≡ |0〉 . (1.17)
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Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè âîëíîâóþ ôóíêöèþ âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæ-
íî íàéòè, ðåøàÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 1-ãî ïîðÿäêà (1.17), êîòîðîå ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü â âèäå

(ξ + ∂ξ)ψvac = 0 , ξ ≡ [mω/~]1/2 x . (1.18)

Èíòåãðèðóÿ (1.18) è îïðåäåëÿÿ êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâ-
êè, èìååì

ψvac(x) ≡ ψ0(x) = N exp(−mωx2/(2~)) , N = [mω/(π~)]1/4 . (1.19)

Çíàÿ âàêêóìíîå ñîñòîÿíèå, èñïîëüçóåì ëåñòíè÷íîå ñâîéñòâî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âîç-
áóæäåííûõ ñîñòîÿíèé è, êàê ðåçóëüòàò, ïîëó÷èì ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è
äëÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà:

|n〉 =
(a†)n√
n!
|0〉 , En = ~ω(n+ 1/2) , n = 0, 1, 2, . . . (n ∈ N) . (1.20)

Çàìå÷àíèå 1.3.1
Ïîëó÷åííûé ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð � ýêâèäèñòàíòíûé, ò.å. ðàçíîñòü En+1 − En = ~ω íå çàâèñèò
îò n, è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèö (çàïîëíåíèÿ):

N̂ |n〉 = n|n〉 , N̂ = a†a � îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö (çàïîëíåíèÿ) . (1.21)

Çàìå÷àíèå 1.3.2 (íóëåâûå êîëåáàíèÿ)
Ýíåðãèþ âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ, ~ω/2, íàçûâàþò ýíåðãèåé íóëåâûõ êîëåáàíèé è, êàê íåñóùåñòâåí-
íóþ àääèòèâíóþ ïîñòîÿííóþ, ÷àñòî ïðè âû÷èñëåíèÿõ îïóñêàþò, ìåíÿÿ, òàêèì îáðàçîì, òî÷êó îò-
ñ÷åòà ýíåðãèé.

Çàìå÷àíèå 1.3.3
Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè |n〉 îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð ôóíêöèé

〈m|n〉 = δmn ≡

{
1, m = n

0, m 6= n
� ñèìâîë Êðîíåêåðà [Kronecker] (1.22)

â ÷åì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, âû÷èñëÿÿ 〈0|(a)m(a†)n|0〉. Ïðè ýòîì óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ (1.17) è
êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèåì

[A,BC] = [A,B]C +B[A,C]
(1.15)−−−→ [a, (a†)n] = n (a†)n−1 . (1.23)

Çàìå÷àíèå 1.3.4
Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (1.23) è âûðàæåíèÿ äëÿ |n〉 (1.20) äàþò

â†|n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 , â|n〉 =

√
n |n− 1〉 . (1.24)
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1.4. Âîëíîâûå ôóíêöèè â êîîðäèíàòíîì

ïðåäñòàâëåíèè

Çàïèøåì îïåðàòîð ðîæäåíèÿ â âèäå

a† = (ξ − ∂ξ)/
√

2 , ξ ≡ [mω/~]1/2 x (1.25)

è ó÷òåì âñïîìîãàòåëüíîå òîæäåñòâî

exp(−ξ2/2)(ξ − ∂ξ) exp(ξ2/2) = −∂ξ .

Òîãäà èç óðàâíåíèé (1.19) è (1.20) ïîëó÷èì

(a†)n√
n!

ψ0(x) = (2)−n/2(n!)−1/2N exp(−ξ2/2) · {(−1)n exp(ξ2)∂nξ exp(−ξ2)} .

Çàìå÷àíèå 1.4.1 (ïîëèíîìû Ýðìèòà [Hermite])

Hn(ξ) = (−1)n exp(ξ2)∂nξ exp(−ξ2) � ïîëèíîìû Ýðìèòà (1.26)

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

H ′n = 2nHn−1 , H ′′n − 2ξH ′n + 2nHn = 0 .

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà:

G(ξ, s) =
∞∑
n=0

Hn(ξ)

n!
sn = exp[ ξ2 − (s− ξ)2 ] .

Îêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé:

ψn(x) = (2)−n/2(n!)−1/2N exp(−ξ2/2)Hn(ξ) . (1.27)

Êâàíòîâàíèå Áîðà�Çîììåðôåëüäà

Ïîêàæåì, ÷òî êâàíòîâûé îñöèëëÿòîð ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé, áëèçêîé ê êëàññè÷å-
ñêîé. À èìåííî, ìû âû÷èñëèì ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëè-
æåíèè, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Áîðà�Çîììåðôåëüäà [Bohr-Zommerfeld]:

~−1

∫ b

a

√
2m(En − V (x)) dx = (n+ 1/2)π , V (a) = V (b) = En , (1.28)
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ãäå ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè a è b � òî÷êè ïîâîðîòà (a < b). Â
íàøåì ñëó÷àå a = −ω−1

√
2En/m è b = ω−1

√
2En/m. Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ

èíòåãðàëà íåòðóäíî ïðîâåñòè ÿâíî è óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìû âîñïðîèçâåäåì
òî÷íûé ðåçóëüòàò (1.20)!! Îòìåòèì, ÷òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðè-
áëèæåíèå ñîîòâåñòâóåò ãëàâíîìó ÷ëåíó àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïî 1/~ è
ïðèìåíèìî ëèøü äëÿ âûñîêîâîçáóæäåííûõ óðîâíåé (n� 1).

1.5. Îïåðàòîðíûå ñîîòíîøåíèÿ

Ïðåäëîæåíèå 1.5.1

exp(Â)B̂ exp(−Â) = exp(ad Â)[B̂] , ad Â[B̂] ≡ [Â, B̂] (1.29)

Äîêàçàòåëüñòâî: Ââåäåì îïåðàòîð-ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà τ :

f(τ) = exp(Âτ)B̂ exp(−Âτ)

è çàïèøåì åå ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà [Taylor]:

f(τ) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
τn .

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

f ′(0) = [A,B] = adA[B], f ′′(0) = [A, [A,B]] = (adA)2[B] . . .

è ïîëîæèòü τ = 1:

f(1) =
∞∑
n=0

(adA)n

n!
[B]. (1.30)

Ïîëó÷åííûé ðÿä � ýêñïîíåíòà îïåðàòîðà adA. �

Çàìå÷àíèå 1.5.1
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà (ad Â)n[B̂] = 0 ïðè n > 1 èìååì:

[Â, [Â, B̂]] = 0 =⇒ exp(Âτ)B̂ exp(−Âτ) = B̂ + τ [Â, B̂] . (1.31)

Ïðåäëîæåíèå 1.5.2 (Áýêåð-Êýìïáåëë-Õàóñäîðô [Baker-Campbell-Hausdor�])
Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà

[Â, [Â, B̂]] = [B̂, [Â, B̂]] = 0 .
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Òîãäà

exp(Â+ B̂) = exp(Â) exp(B̂) exp(−[Â, B̂]/2) . (1.32)

Äîêàçàòåëüñòâî: Ââåäåì îïåðàòîð-ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà τ :

F (τ) = exp(Âτ) exp(B̂τ) .

Äèôôåðåíöèðóÿ f(τ) è ïðåîáðàçîâûâàÿ ðåçóëüòàò ïðè ïîìîùè (1.31) ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå:

F ′(τ) = (Â+ B̂ + τ [Â, B̂])F (τ) = F (τ)(Â+ B̂ + τ [Â, B̂]) ,

èíòåãðèðóÿ êîòîðîå è ïîëàãàÿ τ = 1, äîêàçûâàåì ôîðìóëó. �

1.6. Ëèíåéíûå êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

îïåðàòîðîâ

Îïðåäåëåíèå 1.6.1 Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ,
ñîõðàíÿþùåå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ:

â→ Â = µâ+ νâ† , â† → Â† = µ∗â† + ν∗â, [Â, Â†] = 1 , µ, ν ∈ C (1.33)

áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèå êàíîíè÷íîñòè íàêëàäûâàåò ñëåäóþùåå
îãðàíè÷åíèå íà ìîäóëè êîíñòàíò µ è ν:

|µ|2 − |ν|2 = 1 =⇒ |µ| = cosh r , |ν| = sinh r , r ≥ 0 . (1.34)

Ïðåäëîæåíèå 1.6.1

T̂1(φ) = exp(iφN̂) =⇒ T̂1(φ) â T̂1(−φ) = exp(−iφ)â ,

T̂1(φ) â† T̂1(−φ) = exp(iφ)â† . (1.35)

Ŝ(ζ) = exp[ q̂(ζ) ] , q̂(ζ) = (ζ∗(â)2 − ζ(â†)2)/2 , ζ = r exp(iθ); =⇒
=⇒ Ŝ(ζ) â Ŝ(−ζ) = â cosh r + â† exp(iθ) sinh r ,

Ŝ(ζ) â† Ŝ(−ζ) = â† cosh r + â exp(−iθ) sinh r . (1.36)
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Äîêàçàòåëüñòâî:Îáà ñîîòíîøåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (1.29).
Äëÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.35) çàìå÷àåì, ÷òî

[N̂ , â] = −â , [N̂ , â†] = â† ; =⇒ (ad N̂)n[â] = (−1)nâ , (ad N̂)n[â†] = â† . (1.37)

Ïîäñòàíîâêà (1.37) â (1.29) äàñò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò, åñëè âñïîìíèòü ðàçëîæå-
íèå ýêñïîíåíòû â ñòåïåííîé ðÿä

exp(±iφ) =
∞∑
n=0

(±iφ)n

n!
.

Àíàëîãè÷íî, èç

ad q̂(ζ)[â] = ζâ† , ad q̂(ζ)[â†] = ζ∗â (1.38)

è ðàçëîæåíèé

cosh r =
∞∑
k=0

r2k

(2k)!
, sinh r =

∞∑
k=0

r2k+1

(2k + 1)!

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ (1.36). �

1.7. Ìíîãîìåðíûé êâàíòîâûé îñöèëëÿòîð

Ïðîñòåéøèì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé k íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòîðîâ:

Ĥ =
k∑
i=1

p̂2
i

2mi
+
miω

2
i

2
x2
i , p̂i = −i~∂xi . (1.39)

Ââåäåì îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ äëÿ êàæäîé ìîäû

a†i = (2mi~ωi)−1/2 (miωixi − ip̂i) , (1.40)

ai = (2mi~ωi)−1/2 (miωix+ ip̂i) (1.41)

ñ ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

[xi, p̂j] = i~δij =⇒ [ai, a
†
j] = δij . (1.42)

Ãàìèëüòîíèàí (1.39) âûðàçèì ÷åðåç îïåðàòîðû (1.40)- (1.41):

Ĥ = ~
k∑
i=1

ωi(N̂i + 1/2) , N̂i = a†iai . (1.43)



1.7. Ìíîãîìåðíûé êâàíòîâûé îñöèëëÿòîð 15

Ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ êàæäîé ìîäû ìû óæå ïîëó÷èëè, òàê ÷òî èìå-
åì:

|{n}〉 ≡ |n1, . . . , nk〉 =
k∏
i=1

(a†i)
ni

√
ni!
|0〉 , ai|vac〉 = 0 , |vac〉 ≡ |0, . . . , 0〉 ≡ |0〉 (1.44)

E{n} = ~
k∑
i=1

ωi(ni + 1/2) , ni ∈ N . (1.45)

Òåïåðü ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ è èõ ýíåðãèè êëàññèôèöèðóþòñÿ íàáîðîì ÷è-
ñåë çàïîëíåíèÿ (â îáîçíà÷åíèÿõ èñïîëüçîâàí ìóëüòèèíäåêñ {n} ≡ {n1, . . . , nk}).
Îòìåòèì, ÷òî òåïåðü âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ èìåþò îäè-
íàêîâóþ ýíåðãèþ (âûðîæäåíèå ïî ýíåðãèè). Òàêèå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè íàçû-
âàþòñÿ âûðîæäåííûìè. Îáùàÿ çàäà÷à î ïðèâåäåíèè êâàäðàòè÷íûõ ãàìèëüòî-
íèàíîâ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó (1.43) ïðè ïîìîùè êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé
áóäåò ðàññìîòðåíà ïîçæå.



ÃËÀÂÀ 2

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè

2.1. Ýâîëþöèÿ â êàðòèíàõ Øðåäèíãåðà è

Ãåéçåíáåðãà

Îïðåäåëåíèå 2.1.1 Îïåðàòîð, îïèñûâàþùèé âðåìåííóþ ýâîëþöèþ âîëíîâûõ
ôóíêöèé,

|ψ(t)〉 = Û(t, t0)|ψ(t0)〉 , Û(t, t0)� îïåðàòîð ýâîëþöèè (2.1)

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ýâîëþöèè è, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà (1.4), óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

i~∂tÛ(t, t0) = ĤÛ(t, t0) , Û(t0, t0) = Î . (2.2)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò îïåðàòîð óíèòàðíûé:

Û †(t, t0) = Û−1(t, t0) (2.3)

è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ êîìïîçèöèè:

Û(t, t0) = Û(t, t′)Û(t′, t0) , t0 ≤ t′ ≤ t . (2.4)

Êîãäà ãàìèëüòîíèàí íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè, ìîæíî çàïèñàòü îïåðàòîð ýâî-
ëþöèè êàê îïåðàòîðíóþ ýêñïîíåíòó:

Û(t, t0) = exp{−iĤ(t− t0)/~ } . (2.5)
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Ôóíêöèÿ Ãðèíà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëèì â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ÿäðî îïåðàòî-
ðà ýâîëþöèè ýâîëþöèè, G(x, x′; t, t0) êîòîðîå ÷àñòî íàçûâàþò ôóíêöèåé Ãðè-
íà [Green], äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñ V (x) = 0.

ψ(x, t) =

∫
G(x, x′; t, t0)ψ(x′, t0) dx′ , G(x, x′; t, t0) � ôóíêöèÿ Ãðèíà . (2.6)

Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà ïîëó÷èì èç óðàâíåíèÿ (2.2)

i~∂tG(x, x′; t, t0) = − ~2

2m
∂2
xG(x, x′; t, t0) , G(x, x′; t0, t0) = δ(x− x′) . (2.7)

Åñëè ââåñòè �ìíèìîå âðåìÿ� τ = it è îïðåäåëèòü �ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò
äèôôóçèè� êàê D = ~/(2m), òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î ôóíêöèè Ãðèíà
óðàâíåíèÿ äèôôóçèè:

∂τGh(x, x
′; τ, τ0) = D∂2

xGh(x, x
′; τ, τ0) , Gh(x, x

′; τ0, τ0) = δ(x− x′) , (2.8)

ðåøåíèå êîòîðîé èçâåñòíî:

Gh(x, x
′; τ, τ0) = [4πD(τ − τ0)]

−1/2 exp

[
− (x− x′)2

4D(τ − τ0)

]
. (2.9)

Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå Gh íà ìíèìóþ âðåìåííóþ îñü äàåò èñêîìûé ðåçóëü-
òàò â âèäå

G(x, x′; t, t0) =

[
−im

2π~(t− t0)

]1/2

exp

[
im(x− x′)2

2~(t− t0)

]
. (2.10)

Èñïîëüçîâàííûé òåõíè÷åñêèé ïðèåì, çàêëþ÷àþùèéñÿ â çàìåíå t→ it, â êâàíòî-
âîé òåîðèè ïîëÿ èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì �ïîâîðîòà Âèêà� [Wick].

Êàðòèíû Øðåäèíãåðà è Ãåéçåíáåðãà

Íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (1.4) îïèñûâàåò, êàê âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Ïðè òàêîì îïèñàíèè îïåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå íàáëþ-
äàåìûì, íå ýâîëþöèîíèðóþò, è çàâèñèìîñòü èõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé îò âðåìåíè
îïðåäåëÿåòñÿ ýâîëþöèåé êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ:

Āψ(t) = 〈ψ(t)|Â|ψ(t)〉 . (2.11)
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Îïèñàíèå òàêîãî ñîðòà ïðèíÿòî íàçûâàòü êàðòèíîé Øðåäèíãåðà.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ îïåðàòîð ýâîëþöèè è ñîîòíîøåíèå (2.1), ïðàâóþ

÷àñòü (2.11) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê óñðåäíåíèå çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè îïåðàòîðà:

Āψ(t) = 〈ψ(t0)|Â(t)|ψ(t0)〉 , Â(t) = Û †(t, t0)ÂÛ(t, t0) . (2.12)

Ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì ýâîëþöèîíèðóþò îïåðàòîðû, à íå âîëíîâûå ôóíêöèè
íàçûâàþò êàðòèíîé Ãåéçåíáåðãà [Heisenberg]. Îïåðàòîðû â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè
îïåðåäåëåíû ñîãëàñíî âûäåëåííîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.12), äèôôåðåíöèðóÿ êîòî-
ðóþ, ïîëó÷èì

−i~∂tÂ(t) = [Ĥ, Â(t)] � óðàâíåíèÿ Ãåéçåíáåðãà . (2.13)

2.2. Ýâîëþöèÿ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ

Âåðíåìñÿ ê êâàíòîâîìó îñöèëëÿòîðó è, ñîãëàñíî (2.5), çàïèøåì åãî îïåðàòîð
ýâîëþöèè (t0 = 0):

U(t) = exp{−iω (N̂ + 1/2) t } . (2.14)

Òîãäà â ãåéçåíáåðãîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè èìååì âûðàæåíèÿ

â(t) = exp{iωtN̂}â exp{−iωtN̂} , â†(t) = exp{iωtN̂}â† exp{−iωtN̂} , (2.15)

êîòîðûå ìîæíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ îïåðàòîðíûå ñîîòíîøåíèÿ (1.35):

â(t) = exp{−iωt} â , â†(t) = exp{iωt} â† . (2.16)

Ê òîìó æå ðåçóëüòàòó ìîæíî ïðèäòè, ðåøàÿ óðàâíåíèÿ Ãåéçåíáåðãà (2.13), êîòî-
ðûå â íàøåì ñëó÷àå èìåþò ïðîñòîé âèä:

∂tâ(t) = −iωâ(t) , ∂tâ
†(t) = iωâ†(t) . (2.17)

2.3. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè: ÷èñòûå è ñìåøàííûå

ñîñòîÿíèÿ

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà ðàññìîòðèì, êàê ìîæíî óñòðàíèòü àñèììåòðèþ ìåæäó
îïåðàòîðîì íàáëþäàåìîé è êâàíòîâûì ñîñòîÿíèåì â ôîðìóëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ
åãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (1.2).
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Ïåðåïèøåì åå â âèäå:

Āψ = 〈ψ|Â|ψ〉 = Tr(ÂP̂ψ) , P̂ψ = |ψ〉〈ψ| � ïðîåêòîð íà ñîñòîÿíèå |ψ〉 . (2.18)

Êîììåíòèðóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìû ðàñïîëàãàåì
íåêîòîðîé ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé ôóíêöèé {|φi〉}. Ýòî, â ÷àñòíî-
ñòè, îçíà÷àåò, ÷òî �ëþáóþ� ôóíêöèþ |φ〉 ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå [Fourier]:

|φ〉 =
∑
i

ai|φi〉 , ai = 〈φi|φ〉 � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå . (2.19)

Ïîñëåäíåå ìîæíî çàïèñàòü êàê �ðàçëîæåíèå åäèíèöû�:∑
i

|φi〉〈φi| = Î � ðàçëîæåíèå åäèíèöû . (2.20)

Äåéñòâèòåëüíî, äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì ëåâîé ÷àñòè (2.20) íà ôóíêöèþ |φ〉, ïîëó-
÷èì åå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå (2.19).

Îïðåäåëåíèå 2.3.1 (ñëåä îïåðàòîðà)

Tr(Â) =
∑
i

〈φi|Â|φi〉 (2.21)

Ñëåä íå çàâèñèò îò âûáîðà îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà è ðàâåí ñóììå ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà.

Òåïåðü ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû (2.20) ìû ìîæåì ïîêàçàòü ýêâèâàëåíò-
íîñòü äâóõ ôîðì çàïèñè äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ:

Tr(ÂP̂ψ) =
∑
i

〈ψ|φi〉〈φi|Â|ψ〉 = 〈ψ|Â|ψ〉 .

Îïðåäåëåíèå 2.3.2 (ìàòðèöà ïëîòíîñòè ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ)

ρ̂ = |ψ〉〈ψ| (2.22)

Òàêèì îáðàçîì, ìû õàðàêòåðèçóåì êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ñàìîñîïðÿæåííûì îïå-
ðàòîðîì ρ̂, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè [density matrix], è ðàñïî-
ëàãàåì ôîðìóëîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ

Ā = Tr(ρ̂Â) . (2.23)
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Ïðè ýòîì

Tr ρ̂ = 1 , (2.24)

〈φi|ρ̂|φi〉 = |〈φi|ψ〉|2 ≥ 0 � âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ñèñòåìó â ñîñòîÿíèè |φi〉 .
Äî ñèõ ïîð ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà ïðèãîòîâëåíà è íàõî-

äèòñÿ, â ðåçóëüòàòå, â êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè, õàðàêòåðèçóåìîì íåêîòîðîé âîëíî-
âîé ôóíêöèåé |ψ〉. Ðàñïðîñòðàíåííîé, îäíàêî, ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ðåçóëü-
òàò ïðîöåäóðû ïðèãîòîâëåíèÿ ìîæíî îïèñàòü ëèøü ñòàòèñòè÷åñêè, ò.å. ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ Wn ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè |ψn〉.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñî ñòàòèñòè÷åñêîé ñìåñüþ, êîòîðóþ ìîæíî îõà-
ðàêòåðèçîâàòü ïðè ïîìîùè ìàòðèöû ïëîòíîñòè [5, 6]:

Îïðåäåëåíèå 2.3.3 (ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ)

ρ̂ =
∑
n

Wn|ψn〉〈ψn| ,
∑
n

Wn = 1 , Wn ≥ 0 . (2.25)

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàåò íåêî-
ãåðåíòíóþ ñóïåðïîçèöèþ ñîñòîÿíèé â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

|ψ〉 =
∑
i

ai|ψi〉 , |ψ〉〈ψ| =
∑
i,j

aiaj
∗|ψi〉〈ψj|

óñðåäíåíèå ïî ôàçàì−−−−−−−−−−−−→

êîýôôèöèåíòîâ−−−−−−−−−→
∑
i,j

aiaj∗ |ψi〉〈ψj| =
∑
i

Wi|ψi〉〈ψi| , Wi = |ai|2 . (2.26)

Èíûìè ñëîâàìè, ñîîòíîøåíèå

aiaj∗ = |ai||aj|exp(φi − φj) = 0 , i 6= j

óêàçûâàåò íà õàîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ôàç, ÷òî è îçíà÷àåò íåêîãåðåíòíîñòü
ñóïåðïîçèöèè.

Óñðåäíåíèå íàáëþäàåìîé ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè (2.25) äàåò ñòàòèñòè÷åñêè
âçâåøåííóþ ñóììó êâàíòîâûõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé:

Tr(ρ̂Â) ≡ 〈Â〉 =
∑
n

WnĀψn
. (2.27)

Óñëîâèå íîðìèðîâêè (2.24) è íåîòðèöàòåëüíîñòü äèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ
ýëåìåíòîâ îñòàþòñÿ â ñèëå è äëÿ ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé. Óêàæåì íà ñâîéñòâî,
ïîçâîëÿþùåå ðàçëè÷àòü ÷èñòûå è ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ:

Tr(ρ̂2) = 1 � ÷èñòîå ñîñòîÿíèå , Tr(ρ̂2) < 1 � ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå . (2.28)
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Çàìå÷àíèå 2.3.1
Óêàæåì, âïðî÷åì, ÷òî äëÿ ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì,
â òî âðåìÿ êàê ýòî íå òàê äëÿ ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ:

ρ̂2 = ρ̂ � ÷èñòîå ñîñòîÿíèå , ρ̂2 6= ρ̂ � ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå . (2.29)

Óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè

Âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü ìàòðèöû ïëîòíîñòè ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îïåðàòîð
ýâîëþöèè:

Ā(t) ≡ 〈Â(t)〉 = Tr(ρ̂Â(t))
(2.12)−−−→ Tr(ρ̂Û †(t)ÂÛ(t)) = Tr(ρ̂(t)Â) ,

ρ̂(t) = Û(t)ρ̂Û †(t) . (2.30)

Äèôôåðåíöèðóÿ (2.30) ïî âðåìåíè ïîëó÷àåì

i~∂t ρ̂(t) = [Ĥ, ρ̂(t)] � óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ-Íåéìàíà [Liouville-von Neumann] .

(2.31)

Ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà

Ñèñòåìû, íàõîäÿùèåñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè ñ îêðóæåíèåì, õàðàêòåðèçóþòñÿ
ðàñïðåäåëåíèåì Ãèááñà [Gibbs]:

Îïðåäåëåíèå 2.3.4 (êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà)

ρ̂th = Z−1 exp(−βĤ) = Z−1
∑
n

exp(−βEn)|En〉〈En| , β ≡ 1/(kBT ) , (2.32)

Z = Tr{exp(−βĤ)} =
∑
n

exp(−βEn)� ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà . (2.33)

Çàìå÷àíèå 2.3.2 (áîëüøîé êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü)
Ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà (2.32) ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñèñòåìà íå îáìåíèâàåòñÿ ÷àñòèöàìè ñ îêðóæåíèåì.
Åñëè ÷èñëî ÷àñòèö ïåðåìåííîå, òî ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü íàçûâàþò áîëüøèì êàíîíè÷åñêèì è
ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà áóäåò çàâèñåòü íå òîëüêî îò ýíåðãèè, íî è îò ÷èñëà ÷àñòèö:
Ĥ → Ĥ − µN̂ , ãäå µ � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë è N̂ � îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö.

Çàìå÷àíèå 2.3.3 (ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà)
Ìîæíî ïîäóìàòü, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà Zèãðàåò íåêóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü, îáåñïå÷èâàÿ
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (2.24). Íà ñàìîì äåëå, âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû ìîæíî
âû÷èñëèòü, çíàÿ Z, è âû÷èñëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû � öåíòðàëüíàÿ (è, óâû, ðåäêî âûïîëíè-
ìàÿ) çàäà÷à ïðè òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè ñèñòåìû.
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Ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà äëÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà

Â ëåêöèè 1 ìû íàøëè ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ è ñïåêòð ýíåðãèè êâàíòîâîãî
îñöèëëÿòîðà. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (1.20) â (2.32), ïîëó÷èì:

ρ̂th = Z−1
∞∑
n=0

zn|n〉〈n| , z ≡ exp(−β~ω) , (2.34)

Z =
∞∑
n=0

zn = (1− z)−1 . (2.35)

Âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ â ñîñòîÿíèè òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ

n̄th ≡ 〈N̂〉th = Tr(ρ̂thN̂) = Z−1
∞∑
n=0

nzn = z∂z lnZ = [exp(β~ω)− 1]−1 . (2.36)

Çàìå÷àíèå 2.3.4 (÷åðíîå èçëó÷åíèå)
Â êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå ñâîáîäíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê íàáîð íåçàâè-
ñèìûõ êâàíòîâûõ îñöèëëÿòîðîâ � ôîòîíîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîåé ÷àñòîòîé,
ωk = ck, âîëíîâûì âåêòîðîì, k = kk̂, çàäàþùèì íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ, è ïîëÿðèçàöèåé,
e ⊥ k, îïðåäåëÿþùåé íàïðàâëåíèå âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. ×åðíîå èçëó÷åíèå ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ôîòîííûé ãàç â ñîñòîÿíèè òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ. Òîãäà (2.36) äàåò ðàñïðåäåëåíèå
ôîòîíîâ ïî êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿì ñ ðàçëè÷íîé ýíåðãèåé:

n̄k = [exp(β~ωk)− 1]−1 � ðàñïðåäåëåíèå Ïëàíêà [Planck] . (2.37)

Óìíîæàÿ n̄k íà ýíåðãèþ ôîòîíà, ~ωk, è ÷èñëî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé â èíòåðâàëå îò ωk äî ωk+dω (=
V (ωk/π)2c−3dω, V � îáúåì) è îïóñêàÿ èíäåêñ k ó ÷àñòîòû, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ ñïåêòðàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ÷åðíîãî èçëó÷åíèÿ:

dEω = V ~π−2c−3
ω2dω

exp(β~ω)− 1
� ôîðìóëà Ïëàíêà . (2.38)

Ôîðìóëû Ðýëåÿ-Äæèíñà [Rayleigh-Jeans] è Âèíà [Wien] ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àÿì, êîãäà ~ω � 1/β è
~ω � 1/β, ñîîòâåòñòâåííî. Âûâîä çàêîíà ñìåùåíèÿ (ωmax ∝ T ) è çàêîíà Áîëüöìàíà [Boltzmann]
(E ∝ T 4) òàêæå íå ñîñòàâëÿåò îñîáîãî òðóäà.

2.4. Äâóõóðîâíåâàÿ ñèñòåìà

Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ êâàíòîâóþ ñèñòåìó, ó êîòîðîé âñåãî ëèøü äâà ñòàöèîíàð-
íûõ ñîñòîÿíèÿ |a〉 è |b〉 c ýíåðãèÿìè Ea = ~ωa è Eb = ~ωb [7]. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè
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ω
ω

ab

|b>

|a>
∆

Ðèñ. 2.1 Äâóõóðîâíåâàÿ ñèñòåìà.

ïîëîæèì, ÷òî Ea > Eb. Òàêèì îáðàçîì, |b〉 ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ,
à |a〉 � âîçáóæäåííîìó óðîâíþ, ωab = ωa − ωb � ÷àñòîòà ïåðåõîäà.

Â îòëè÷èå îò îñöèëëÿòîðà, ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé çäåñü êîíå÷íîìåðíîå (áî-
ëåå òîãî, îíî âñåãî ëèøü äâóìåðíîå), è óäîáíî ïåðåéòè ê ìàòðè÷íûì îáîçíà÷å-
íèÿì:

Ca|a〉+ Cb|b〉 → Ca

(
1
0

)
+ Cb

(
0
1

)
. (2.39)

Â→ A =

(
Aaa Aab

Aba Abb

)
, Aij ≡ 〈i|Â|j〉 . (2.40)

Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà Â = Â† ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ: Aij = A∗ji, è â êà÷åñòâå áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå ýðìèòîâûõ ìàòðèö ìîæíî

âûáðàòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, Î ≡ σ̂0, è òðè áåññëåäîâûõ ìàòðèöû Ïàóëè [Pauli]:

σ̂x ≡ σ̂1 =

(
0 1
1 0

)
, σ̂y ≡ σ̂2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂z ≡ σ̂3 =

(
1 0
0 −1

)
(2.41)

ñ ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

σ̂iσ̂j = δij Î + i eijk σ̂k =⇒ [σ̂i, σ̂j] = 2i eijk σ̂k , i, j ∈ {1, 2, 3} , (2.42)

ãäå ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû [Levi-Civita] eijk ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáîé
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ïàðû èíäåêñîâ è e123 = 1. Íàïðèìåð, k-òóþ êîìïîíåíòó îáû÷íîãî âåêòîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ a è b ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå [a× b]k =

∑
i,j eijk ai bj.

Óïðàæíåíèå 2.4.1
Ïîêàæèòå, ÷òî

[(h, σ̂), σ̂] = −2ih× σ̂ , (2.43)

ãäå h = (h1, h2, h2) � âåêòîð; σ̂ = (σ̂1, σ̂2, σ̂3) � âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ìàòðèö Ïàóëè; (h, σ̂) ≡∑
i hiσ̂i � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Âìåñòî σ̂x è σ̂y áûâàåò òàêæå óäîáíî èñïîëüçîâàòü ìàòðèöû

σ̂+ = (σ̂x + iσ̂y)/2 =

(
0 1
0 0

)
, σ̂− = (σ̂x − iσ̂y)/2 =

(
0 0
1 0

)
, (2.44)

[σ̂+, σ̂−] = σ̂z . [σ̂z, σ̂±] = ±2σ̂± , (2.45)

T̂z(φ) ≡ exp(iφσ̂z) =⇒ T̂z(φ)σ̂±T̂z(−φ) = exp(±2iφ)σ̂± . (2.46)

Çàìå÷àíèå 2.4.1 (ìàòðèöû Ïàóëè è ñïèí)
Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îïåðàòîð óãëîâîãî ìîìåíòà ÷àñòèöû èìååò âèä

L̂ = r× p̂ � îïåðàòîð îðáèòàëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà . (2.47)

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíò ìîæíî çàïèñàòü êàê

[L̂i, L̂j] = i~ eijkL̂k =⇒ L̂× L̂ = i~L̂ . (2.48)

Îáùèé ðåçóëüòàò òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû âðàùåíèé, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ñ
îïðåäåëåííûì îðáèòàëüíûì óãëîâûì ìîìåíòîì (2.47) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïå-

ðàòîðîâ L̂2 =
∑3

i=1 L̂
2
i è L̂z:

L̂2|j,m〉 = ~2j(j + 1)|j,m〉 , j = 0, 1, 2, . . . (2.49)

L̂z|j,m〉 = ~m|j,m〉 , m = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j . (2.50)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

ŝi =
~
2
σ̂i , Ŝ = (ŝ1, ŝ2, ŝ3) � îïåðàòîð ñïèíîâîãî óãëîâîãî ìîìåíòà (2.51)

óäîâëåòâîðÿåò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿìè (2.48) è ñîáñòâåííûå âåêòîðà Ŝ2 =
∑3

i=1 ŝ
2
i è ŝ3

â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.49)-(2.50) õàðàêòåðèçóþòñÿ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè j = 1/2 è m = ±1/2.

|1/2, 1/2〉 =

(
1
0

)
, |1/2,−1/2〉 =

(
0
1

)
. (2.52)

Êâàíòîâî-ìåõàíè÷åêîå îïèñàíèå ñîñòîÿíèé ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ñïèíîâûõ
ñòåïåíåé ñâîáîäû, êîòîðûå, â îòëè÷èå îò îðáèòàëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà, ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü
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ïîëóöåëûì çíà÷åíèÿìè j. Òàêèå ÷àñòèöû ïîä÷èíÿþòñÿ ñòàòèñòèêå Ôåðìè-Äèðàêà [Fermi-Dirac]
è íàçûâàþòñÿ ôåðìèîíàìè [fermions]. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîí ñ j = 1/2. ×àñòèöû ñ öå-
ëûì çíà÷åíèåì j ïîä÷èíÿþòñÿ ñòàòèñòèêå Áîçå-Ýéíøòåéíà [Bose-Einstein] è íàçûâàþòñÿ áîçîíà-
ìè [bosons]. Ïðèìåð � ôîòîíû. Ñâÿçü ìåæäó ñïèíîì è ñòàòèñòèêîé íîñèò ñèììåòðèéíûé õàðàê-
òåð. Â àêñèîìàòè÷åñêîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ýòà ñâÿçü óñòàíàâëèâàåòñÿ òåîðåìàìè î ñïèíå è
ñòàòèñòèêå.

Èòàê, èñõîäíûé ãàìèëüòîíèàí äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû â ìàòðè÷íûõ îáîçíà-
÷åíèÿõ ìîæíî çàïèñàòü êàê

H0 = ~{(ωa + ωb)σ̂0 + ωab σ̂3}/2 . (2.53)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äâóõóðîâíåâîì àòîìå, âçàèìîäåéñòâóþùåì ñ âíåøíèì
çàäàííûì êëàññè÷åñêèì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû,
êîãäà êâàíòîâîå îïèñàíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñèñòåìû, à âíåøíåå ïîëå ïðåäïîëàãà-
åòñÿ êëàññè÷åñêèì, íàçûâàåòñÿ ïîëóêëàññè÷åñêîé. Â íàøåì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ
è äîïîëíèòåëüíîå ñåðüåçíîå óïðîùåíèå � ìû íå ðåøàåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåë-
ëà [Maxwell], ÷òîáû íàéòè ïîëå, à ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíî çàäàíî. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, ìû ïðåíåáðåãàåì îáðàòíûì âîçäåéñòâèåì ñèñòåìû íà ýëåêòðîìàãíèòíîå
ïîëå.

Çàìå÷àíèå 2.4.2 (óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà)
Ïðèâåäåì îñíîâíûå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç ýëåêòðîäèíàìèêè [8]. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå îïè-
ñûâàåòñÿ êàê äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðàì ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé íàïðÿ-
æåííîñòè, E(r, t) è H(r, t). Ïîñëåäíèå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç âåêòîðíûé è ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàëû,
A è φ, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H = ∇×A ≡ rot A , E = −c−1∂tA−∇φ ≡ −c−1∂tA− gradφ , (2.54)

ãäå c � ñêîðîñòü ñâåòà. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî
ïîëåé � óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà [Maxwell]:

∇× E ≡ rot E = −c−1∂tH , (2.55)

∇×H ≡ rot H = c−1∂tE + 4πj/c , (2.56)

∇ ·H ≡ div H = 0 , (2.57)

∇ · E ≡ div E = 4πρ , (2.58)

ãäå j � ïëîòíîñòü òîêà, ρ � ïëîòíîñòü çàðÿäà. Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû èç N òî÷å÷íûõ çàðÿæåííûõ
÷àñòèö

j(r, t) =
N∑
i=1

qi vi(t) δ(ri(t)− r) , ρ(r, t) =
N∑
i=1

qi δ(ri(t)− r) , (2.59)

ãäå qi, ri è vi � çàðÿä, ðàäèóñ-âåêòîð è ñêîðîñòü i-òîé ÷àñòèöû.



26 Ãëàâà 2. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè

Óðàâíåíèÿ (2.55) è (2.57), î÷åâèäíî, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åðåç ïîòåí-
öèàëû (2.54). Ïîòåíöèàëû îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Òàê, âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî ïîëÿ íå ìåíÿþòñÿ ïðè êàëèáðîâî÷íîì ïðåîáðàçîâàíèè ïîòåíöèàëîâ:

A→ A +∇χ , φ→ φ− c−1∂tχ , (2.60)

ãäå χ � ïðîèçâîëüíàÿ �äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ� ôóíêöèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå ÿâëÿåòñÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèì ñ ÷àñòîòîé ω, è çàïè-
øåì ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ â ýëåêòðîäèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè:

V̂ = −(d̂,E(t)) = −(d̂, e)E0 cos(ωt) , d̂ � äèïîëüíûé ìîìåíò , (2.61)

E0 è e � àìïëèòóäà è âåêòîð ïîëÿðèçàöèè âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Çàìå÷àíèå 2.4.3 (ýëåêòðîäèïîëüíîå ïðèáëèæåíèå)
Ñíà÷àëà êîðîòêî î òîì êàê ó÷èòûâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ ýëåêòðîìàãíèò-
íûì ïîëåì â ãàìèëüòîíèàíå. Ðåçóëüòàò êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè ñîñòîèò â òîì, ÷òî íóæíî
ñäåëàòü çàìåíó èìïóëüñîâ: pi → pi − qi/cA(ri, t) è äîáàâèòü ñëàãàåìîå qiφ(ri, t) äëÿ êàæäîé çà-
ðÿæåííîé ÷àñòèöû. Òàêèì îáðàçîì, íåðåëÿòèâèñòñêèé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö
èìååò âèä:

H =
N∑
i=1

{(2mi)
−1(pi − qi/cA(ri, t))

2 + qi φ(ri, t)} . (2.62)

Ñòðîãî ãîâîðÿ, â íàøåì ñëó÷àå ìû äîëæíû ðàçëè÷àòü ïîòåíöèàëû âíóòðåííèõ ïîëåé, êîòîðûå îò-
âåòñòâåííû, íàïðèìåð, çà êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè, è ïîòåíöèàëû âíåøíåãî
ïîëÿ. Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âíåøíåå ïîëå.

Åñëè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íåçíà÷èòåëüíî ìåíÿåòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà õàðàêòåðíîãî
ðàçìåðà ñèñòåìû (àòîìà èëè ìîëåêóëû), rs, òîãäà ÷àñòî èñïîëüçóþò ýëåêòðîäèïîëüíîå ïðèáëèæå-
íèå. Ïîÿñíèì åãî ñóòü. Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ âûãëÿäèò òàê:

A(r, t) ≈ A(r0, t) , φ(r, t) ≈ (r− r0, gradφ(r0, t)) (2.63)

ãäå r0 � ðàäèóñ-âåêòîð íà÷àëà îòñ÷åòà (îáû÷íî, öåíòð ìàññ àòîìà èëè ìîëåêóëû). Èñêëþ÷èì
âåêòîð-ïîòåíöèàë ïðè ïîìîùè êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.60):

χ = −(r− r0,A(r0, t)) =⇒ A→ A′ = 0 ,

φ→ φ′ = (r− r0, gradφ(r0, t) + c−1∂tA(r0, t)) = (r− r0,E(r0, t)) . (2.64)

Òàêèì îáðàçîì, âçàèìîäåéñòâèå ñ ñèñòåìîé çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýòîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåòñÿ
ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì â (2.62), êîòîðîå òåïåðü çàïèñûâàåòñÿ êàê

N∑
i=1

qi φ(ri, t) ≈ (d,E(r0, t)) , (2.65)

d =
N∑
i=1

qi (ri − r0)
∑

i qi=0
−−−−→

N∑
i=1

qi ri � ýë. äèïîëüíûé ìîìåíò . (2.66)



2.4. Äâóõóðîâíåâàÿ ñèñòåìà 27

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû, êîãäà A ∝ cos(k·r−ωt) ñ |k| ≡ k = ω/c,
ïðèìåíèìîñòü äèïîëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî krs � 1.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñîáñòâåííûé äèïîëüíûé ìîìåíò ñîñòîÿíèé 〈i|d̂|i〉 ðàâåí íó-
ëþ, çàïèøåì

(d̂, e) =

(
0 d
d∗ 0

)
, d = d1 − id2 = |d|e−iφ = 〈a|(d̂, e)|b〉 . (2.67)

Ôàçîâûé ìíîæèòåëü ëåãêî ñêîìïåíñèðîâàòü ïðåîáðàçîâàíèåì áàçèñà

|b〉 → eiφ|b〉 . (2.68)

Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí â âèäå:

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , V̂ = −~vσ̂1 cosωt , v ≡ dE0/~ . (2.69)

Óðàâíåíèÿ Ãåéçåíáåðãà äëÿ σ̂ ≡ (σ̂1, σ̂2, σ̂3):

∂tσ̂(t) = h(t)× σ̂(t) , h(t) ≡ (−2v cosωt, 0, ωab) (2.70)

Óñðåäíåíèå äàåò:

Tr(ρ̂ σ̂(t)) ≡ σ(t) , σ1 = 2 Re ρab(t) , σ2 = −2 Im ρab(t) , σ3 = ρaa(t)− ρbb(t) ,
(2.71)

∂tσ(t) = h(t)× σ(t) � ïñåâäîñïèíîâîå ïðåäñòàâëåíèå . (2.72)

Èíòåðåñåí çàêîí ñîõðàíåíèÿ äëèíû ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïèíà:

σ2(t) ≡
3∑
i=1

σ2
i (t) = 2 Tr(ρ2)− 1 � const . (2.73)

Ïðèáëèæåíèå âðàùàþùåéñÿ âîëíû

×òîáû ïîÿñíèòü ñóòü äåëà çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè, ïðåíå-
áðåãàÿ íåñóùåñòâåííîé ïîñòîÿííîé ∝ (ωa + ωb) â Ĥ0:

∂tÛ(t) = −i(ωabσ̂3/2− v cosωtσ̂1)Û(t) . (2.74)

Âûäåëèì íåâîçìóùåííóþ ýâîëþöèþ, ïåðåéäÿ â ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ:

Û(t) = Û0(t)Ûint(t) , Û0(t) = exp(−iĤ0t/~) = exp(−iωabtσ̂3/2) , (2.75)

i~∂tÛint(t) = V̂int(t)Ûint(t) , V̂int(t) = Û †0(t)V̂ Û0(t) . (2.76)
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Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷èì:

∂tÛint(t) = iv cosωt { σ̂+eiωabt + σ̂−e−iωabt } Ûint(t) . (2.77)

Âèäèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ âçàèìîäåéñòâèå ñîäåðæèò äâà òèïà
ñëàãàåìûõ: áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ñ ÷àñòîòîé ωab + ω è ñðàâíèòåëüíî ìåäëåííî
îñöèëëèðóþùèå ñ ÷àñòîòîé ωab−ω ≡ ∆ � ðàññòðîéêà ðåçîíàíñà. Ïðåíåáðåæåíèå
áûñòðûìè îñöèëëÿöèÿìè ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåíèþ âðàùàþùåéñÿ âîëíû. Â
èñõîäíîì ïðåäñòàâëåíèè ýòî îçíà÷àåò çàìåíó:

V̂ (t) → V̂rw(t) = −v/2 { σ̂+e−iωt + σ̂−eiωt } (2.78)

Îïåðàòîð ýâîëþöèè òàêîé çàäà÷è íåòðóäíî âû÷èñëèòü:

Û(t) = T̂z(ωt) exp[−i(∆σ̂3 − vσ1)t/2 ] = T̂z(ωt)T̂y(α/2)T̂z(−ΩRt/2)T̂y(−α/2)

(2.79)

T̂y(α/2) =

(
cosα/2 − sinα/2
sinα/2 cosα/2

)
, tanα = v/∆ , ΩR =

√
∆2 + v2 , (2.80)

α � óãîë ñìåøèâàíèÿ è ΩR � ÷àñòîòà Ðàáè.
Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé çàìåòèì, ÷òî

T̂y(−α/2)σ̂3T̂y(α/2) = cosα σ̂3 − sinα σ̂1 , (2.81)

T̂y(−α/2)σ̂1T̂y(α/2) = cosασ̂1 + sinα σ̂3 , (2.82)

T̂y(−α/2)σ̂2T̂y(α/2) = σ̂2 . (2.83)

Âû÷èñëèì çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè äëÿ ðàçíîñòè íàñåëåííîñòåé
σ3 ≡ ρaa − ρbb:

ρ̂(0) = σ̂0/2 + w0σ̂3/2 =⇒ σ3(t) = w0 ( cos2 α + sin2 α cos ΩRt ) . (2.84)

Îñöèëëèðóþùàÿ çàâèñèìîñòü èíâåðñèè îò âðåìåíè íàáëþäàëàñü ýêñïåðèìåí-
òàëüíî è ïîëó÷èëà íàçâàíèå îñöèëëÿöèé Ðàáè [Rabi].

Óïðàæíåíèå 2.4.2
Âû÷èñëèòå 〈σ̂1(t)〉 è 〈σ̂2(t)〉.

Óïðàæíåíèå 2.4.3 (π-èìïóëüñ)
Ïóñòü w0 = −1 è ïîëå äåéñòâóåò â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè T (èìïóëüñ). Êàêîé äîëæíà áûòü
äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà è ðàññòðîéêà ðåçîíàíñà, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëíóþ èíâåðñèþ íàñåëåííîñòè
(w = 1)? Âñåãäà ëè ìîæíî ïîëó÷èòü èíâåðñèþ (w > 0)?
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Óïðàæíåíèå 2.4.4 (êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ)
Âû÷èñëèòå äâóõâðåìåííóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ îïåðàòîðîâ σ̂+ è σ̂− ðàâíóþ, ïî îïðåäåëå-
íèþ, 〈σ̂+(t1)σ̂−(t2)〉.

Ïîÿâëåíèå îïåðàòîðà T̂z(ωt) â îïåðàòîðå ýâîëþöèè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ïåðåõîä â ñèñòåìó êîîðäèíàò, âðàùàþùóþñÿ ñ ÷àñòîòîé ïîëÿ:

σ̂(t)→ σ̂rw(t) = T̂z(−ωt)σ̂(t)T̂z(ωt) , (2.85)

∂t〈σ̂rw(t)〉 = hrw × 〈σ̂rw(t)〉 , hrw ≡ (−v, 0,∆) � óðàâíåíèÿ Áëîõà [Bloch] .

(2.86)

Ïîëîæèì 〈σ̂rw(t)〉 = (u1(t), u2(t), w(t)) è äîïîëíèì óðàâíåíèÿ ðåëàêñàöèîííûìè
ñëàãàåìûìè, òîãäà ïîëó÷èì îïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Áëîõà ñ ðåëàêñàöèåé [7]:

u̇1 = −γ⊥ u1 −∆u2 ,

u̇2 = −γ⊥ u2 + ∆u1 + vw ,

ẇ = −γ|| (w − weq)− vu2 .

� óðàâíåíèÿ Áëîõà ñ ðåëàêñàöèåé , (2.87)

γ|| è γ⊥ � ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå ïîñòîÿííûå îäíîðîäíîé ðåëàêñàöèè, weq �
ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè íàñåëåííîñòåé.

Óïðàæíåíèå 2.4.5
Êàêîâî çíà÷åíèå weq â ñîñòîÿíèè òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ, õàðàêòåðèçóåìîãî ðàñïðåäåëåíèåì Ãèáá-
ñà (2.32)?

Óïðàæíåíèå 2.4.6 (ðåøåíèå Òîððè [Torrey])
Ðåøèòå óðàâíåíèÿ Áëîõà ñ ðåëàêñàöèåé. Âîçìîæíî ëè ïîëó÷èòü èíâåðñíóþ çàñåëåííîñòü, åñëè weq
ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ?



ÃËÀÂÀ 3

Ïðåäñòàâëåíèå êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé

3.1. Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé

Êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íàáëþ-
äàåìîé Â, Ā ≡ 〈Â〉, êàê è â êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèÿ
(ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå):

Îïðåäåëåíèå 3.1.1 (äèñïåðñèÿ)

(∆A)2 = 〈(Â− Ā)2〉 = 〈Â2〉 − 〈Â〉2 , ∆A� äèñïåðñèÿ . (3.1)

Äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈Â|B̂〉 = 〈Â†B̂〉 ≡ Tr(ρ̂Â†B̂) . (3.2)

Ëåììà 1 (ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (3.2))

〈αÂ1 + βÂ2|B̂〉 = α∗〈Â1|B̂〉+ β∗〈Â2|B̂〉 (3.3)

〈Â|αB̂1 + βB̂2〉 = α〈Â|B̂1〉+ β〈Â|B̂2〉 (3.4)

〈Â|Â〉 ≥ 0 , (3.5)

〈Â|B̂〉∗ = 〈B̂|Â〉 . (3.6)

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè (3.3)-(3.4) ñëåäóþò èç ëèíåéíîñòè îïå-
ðàöèè âçÿòèÿ ñëåäà è îñîáûõ êîììåíòàðèåâ íå òðåáóþò. Íåîòðèöàòåëüíîñòü (3.5)
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåîòðèöàòåëüíîñòè ñïåêòðà ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Ïóñòü ïîë-
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íàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {|φi〉}ôóíêöèé ñîñòàâëåíà èç ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé ρ̂: ρ̂|φi〉 = wi|φi〉, òîãäà ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî:

〈Â|Â〉 = Tr(ρ̂Â†Â) =
∑
n,m

wn|〈φm|Â|φn〉|2 ≥ 0 .

Ñâîéñòâî (3.6) òàêæå íåòðóäíî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ áàçèñ {|φi〉} è ó÷èòûâàÿ,

÷òî 〈φm|Â|φn〉
∗

= 〈φn|Â†|φm〉. �

Ïðåäëîæåíèå 3.1.1 (ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé) Ïóñòü Â = Â† è

B̂ = B̂†, òîãäà

(∆A)2(∆B)2 ≥ |〈[Â, B̂]〉|2/4 = (Im 〈Â|B̂〉)2 . (3.7)

Äîêàçàòåëüñòâî: Îïðåäåëèì îïåðàòîðû Â1 = Â − Ā, B̂1 = B̂ − B̄ è Ĉ1 =
νÂ1 + iB̂1, ν ∈ R. Òîãäà

〈Â1|Â1〉 = (∆A)2 , 〈B̂1|B̂1〉 = (∆B)2 ,

〈Ĉ1|Ĉ1〉 = ν2(∆A)2 + iν〈[Â, B̂]〉+ (∆B)2 ≥ 0 . (3.8)

Âñå êîýôôèöèåíòû êâàäðàòè÷íîãî òðåõ÷ëåíà (3.8) âåùåñòâåííû è, êàê ñëåäñòâèå
íåïîëîæèòåëüíîñòè äèñêðèìèíàíòà, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (3.7). �

Çàìå÷àíèå 3.1.1
Ìû ñôîðìóëèðîâàëè è äîêàçàëè ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé êàê äëÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé òàê
è äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñìåñåé!

Çàäà÷à 3.1.1
Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Øâàðöà [Schwarz]:

〈Â|Â〉〈B̂|B̂〉 ≥ |〈Â|B̂〉|2 . (3.9)

×åì îíî îòëè÷àåòñÿ îò (3.7)?

×àñòíûì ñëó÷àåì (3.7) ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè êîîðäèíàòà-
èìïóëüñ, êîòîðîå ëåãêî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (1.15):

(∆x)2(∆p)2 ≥ (~/2)2 . (3.10)

Îïðåäåëåíèå 3.1.2 Êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ áóäåì íàçûâàòü ñîñòîÿíèÿìè ñ ìè-
íèìàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ, åñëè

(∆x)2(∆p)2 = (~/2)2 . (3.11)
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Âû÷èñëèì äèñïåðñèè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà â ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿõ
êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà. Èç (1.13)-(1.14) èìååì

x = X̂ [2~/(mω)]1/2 , X̂ = (a+ a†)/2 , (3.12)

p̂ = Ŷ [2~mω]1/2 , Ŷ = (a− a†)/(2i) . (3.13)

Òîãäà äëÿ äèñïåðñèé â ñîñòîÿíèè |n〉 ïîëó÷èì

(∆x)2 = (n+ 1/2)~/(mω) , (∆p)2 = (n+ 1/2)~mω . (3.14)

Âèäèì, ÷òî åäèíñòâåííûì ñîñòîÿíèåì ñ ìèíèìàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ ÿâëÿ-
åòñÿ âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå ñ n = 0. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ
íåîïðåäåëåííîñòè îòíîñÿò íà ñ÷åò íàëè÷èÿ âàêóóìíûõ êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé
(â ôèçèêå îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íàçûâàþò ôëóêòóàöèÿìè).

Íèæå ìû óâèäèì, êàê ïîëó÷èòü äðóãèå ñîñòîÿíèÿ ñ ìèíèìàëüíîé íåîïðåäå-
ëåííîñòüþ, �ñìåùàÿ� è �ñæèìàÿ� âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå.

3.2. Êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ

Îïðåäåëèì êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ (ê.ñ.) [coherent states] êàê ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ [9�11]

â|α〉 = α|α〉 , α ∈ C =⇒ |α〉 = exp(−|α|2/2)
∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 , (3.15)

ãäå ýêïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü íîðìèðóåò ñîñòîÿíèÿ.

Çàìå÷àíèå 3.2.1
Èìïëèêàöèþ (3.15) íåòðóäíî ïîëó÷èòü, çàïèñàâ ðàçëîæåíèå |α〉 =

∑∞
n=0 cn|n〉 è èñïîëüçîâàâ (1.24)

è (3.15) äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè:
√
n cn = α cn−1.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð, ïîä äåéñòâèåì êîòîðîãî âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå ïåðåõîäèò
â êîãåðåíòíîå:

Îïðåäåëåíèå 3.2.1 (îïåðàòîð ñìåùåíèÿ)

D̂(α) = exp[αâ† − α∗â ]� îïåðàòîð ñìåùåíèÿ . (3.16)
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Ïðåäëîæåíèå 3.2.1 (ñâîéñòâà îïåðàòîðà ñìåùåíèÿ)

D̂†(α) = D̂−1(α) = D̂(−α)� óíèòàðíîñòü , (3.17)

D̂(α) = exp(−|α|2/2) exp(αâ†) exp(−α∗â)� âèêîâñêàÿ ôîðìà , (3.18)

D̂(α) = exp(|α|2/2) exp(−α∗â) exp(αâ†)� àíòèâèêîâñêàÿ ôîðìà , (3.19)

D̂(α)D̂(β) = exp[i Im(αβ∗)] D̂(α + β)� çàêîí êîìïîçèöèè , (3.20)

D̂†(α) â D̂(α) = â+ α , D̂†(α) â†D̂(α) = â† + α∗� ñâîéñòâî ñìåùåíèÿ . (3.21)

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñâîéñòâî (3.17) î÷åâèäíî. Ñîîòíîøåíèÿ (3.18)- (3.20) ñëå-
äóþò èç BCH-ôîðìóëû (1.32), äîêàçàííîé â ðàçäåëå 1.5.

Ïðè ýòîì â ïðàâîé ÷àñòè (3.18) îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ íàõîäÿòñÿ ïðàâåå
îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ, ÷òî ñîîòâåñòâóåò íîðìàëüíî óïîðÿäî÷åííîé (âèêîâñêîé)
ôîðìå ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðà ñìåùåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â (3.19) îïåðàòî-
ðû ðîæäåíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ ïðàâåå îïåðàòîðîâ óíè÷òîæåíèÿ � àíòèíîðìàëüíî
óïîðÿäî÷åííàÿ (àíòèâèêîâñêàÿ) ôîðìà.

Ñâîéñòâî ñìåùåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (1.31). �

Óïðàæíåíèå 3.2.1
Ïîêàæèòå, ÷òî

â†D̂(α) = (α∗/2 + ∂α)D̂(α) , D̂(α)â† = (−α∗/2 + ∂α)D̂(α) , (3.22)

âD̂(α) = (α/2− ∂α∗)D̂(α) , D̂(α)â = −(α/2 + ∂α∗)D̂(α) . (3.23)

Ïðåäëîæåíèå 3.2.2 (ñâîéñòâà êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé)

|α〉 = D̂(α)|0〉 , (3.24)

〈β|α〉 = exp[−i Im(αβ∗)] exp[−|α− β|2/2]� íåîðòîãîíàëüíîñòü ê.ñ. , (3.25)

π−1

∫
|α〉〈α|d2α = Î , d2α ≡ d Re(α)d Im(α)� ðàçëîæåíèå åäèíèöû . (3.26)

Äîêàçàòåëüñòâî: Ôîðìóëà (3.24) ñëåäóåò èç (3.18) è ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîð
ñìåùåíèÿ ïåðåâîäèò âàêêóì â ê.ñ. Ñêàëÿðíîå ïðîçâåäåíèå ê.ñ.

〈β|α〉 = 〈0|D̂†(β)D̂(α)|0〉

íåòðóäíî âû÷èñëèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü (3.17) è (3.20) è ó÷òÿ, ÷òî, ñîãëàñíî (3.15),

〈0|α〉 = exp(−|α|2/2) .
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×òîáû äîêàçàòü ðàçëîæåíèå åäèíèöû (3.26), ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ ê.ñ. (3.15)
è ïåðåéäåì â ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò

α = r exp(iφ) , d2α = rdrdφ .

Âû÷èñëÿåì èíòåãðàë

π−1
∞∑
n=0

∞∑
m=0

∫ 2π

0

exp[i(n−m)φ] dφ

∫ ∞
0

rn+m+1e−r
2

√
n!m!

dr |n〉〈m| =
∞∑
n=0

|n〉〈n| = Î

è âñïîìèíàåì î ïîëíîòå è îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñèñòåìû ôóíêöèé {|n〉}. �
Ðàçëîæåíèå åäèíèöû ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ëþáóþ ôóíêöèþ êàê ñóïåðïîçèöèþ

êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé

|ψ〉 =

∫
c(α)|α〉 dµ(α) , c(α) = 〈α|ψ〉 , dµ(α) ≡ π−1d2α . (3.27)

Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

|β〉 =

∫
〈α|β〉 |α〉 dµ(α) , (3.28)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ê.ñ. îáðàçóþò ïåðåïîëíåííóþ ñèñòåìó ôóíêöèé.

Óïðàæíåíèå 3.2.2
Ïîêàæèòå, ÷òî

〈α|(â†)n(â)m|α〉 = (α∗)nαm . (3.29)

Óïðàæíåíèå 3.2.3
Âû÷èñëèòå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû, èìïóëüñà è ÷èñëà çàïîëíåíèÿ äëÿ îñöèëëÿòîðà, íàõî-
äÿùåãîñÿ â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè. Èñïîëüçóÿ (3.21) è (3.12)-(3.13), ïîêàæèòå, ÷òî

x̄α = [2~/(mω)]1/2 Re(α) , p̄α = [2~mω]1/2 Im(α) , (3.30)

n̄α = |α|2 . (3.31)

Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü, Pn, òîãî, ÷òî ÷èñëî çàïîëíåíèÿ îñöèëëÿòîðà â ê.ñ.
ðàâíî n:

Pn = |〈n|α〉|2 = exp(−n̄α)
n̄nα
n!

� ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà [Poisson] . (3.32)
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Â �ôîòîííûõ òåðìèíàõ� ýòî ñîîòâåòñòâóò ïóàññîíîâñêîé ñòàòèñòèêå ÷èñëà ôîòî-
íîâ â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè. Õàðàêòåðíûì äëÿ ñòàòèñòèêè Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ
ðàâåíñòâo ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ è êâàäðàòà äèñïåðñèè:

(∆n)2
α = n̄α . (3.33)

Çàìå÷àíèå 3.2.2
Â êâàíòîâîé îïòèêå îòêëîíåíèÿ ñòàòèñòèêè ÷èñëà ôîòîíîâ îò ïóàññîíîâñêîé äåòåêòèðóþò ïî îòêëî-
íåíèþ îò ðàâåíñòâà (3.33) è íàçûâàþò ñòàòèñòèêó ñóáïóàññîíîâñêîé (àíòèãðóïïèðîâêà [antibunching]
ôîòîíîâ íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ), åñëè (∆n)2α < n̄α. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå, êîãäà
(∆n)2α > n̄α, ñòàòèñòèêà ñóïåðïóàññîíîâñêàÿ (ãðóïïèðîâêà [bunching] ôîòîíîâ íà äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ âðåìåíàõ).

Ðàññìîòðèì ýâîëþöèþ ê.ñ. Ðåçóëüòàò íåòðóäíî ïîëó÷èòü, äåéñòâóÿ îïåðàòî-
ðîì ýâîëþöèè (2.14) íà êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå:

Û(t)|α(0)〉 = exp(−iωt/2)|α(t)〉 , α(t) = exp(−iωt)α(0) . (3.34)

Èíòåðåñíî, ÷òî îñöèëëÿòîð îñòàåòñÿ â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè è ýâîëþöèÿ àìïëè-
òóäû α ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ðåçóëüòàòîì äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû
êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (1.10). Òàêèì îáðàçîì, êâàíòîâûé îñöèëëÿòîð åùå
ðàç ïðîÿâèë ñåáÿ êàê ñèñòåìà, áëèçêàÿ ê êëàññè÷åñêîé.

3.3. Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñîñòîÿíèé, ìèíèìèçèðóþùèõ ñîîòíîøåíèå íåîïðåäå-
ëåííîñòåé (3.10) (ñîñòîÿíèÿ ñ ìèíèìàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ).

Ïðåäëîæåíèå 3.3.1 Ïóñòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà â ñî-
ñòîÿíèè |ψ0〉 ðàâíû íóëþ, òîãäà äèñïåðñèè êîîðäèíàòû (èìïóëüñà) â ñîñòîÿíèè

|ψ0〉 è â ñîñòîÿíèè |ψ0, α〉 = D̂(α)|ψ0〉 îäèíàêîâû.

Äîêàçàòåëüñòâî: Íåòðóäíî ïîëó÷èòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, èñïîëüçóÿ ñâîé-
ñòâî ñìåùåíèÿ:

D̂†(α)p̂D̂(α) = p̂+ p̄α , D̂†(α)x̂D̂(α) = x̂+ x̄α ,

ãäå x̄α è p̄α îïðåäåëåíû â (3.30). �
Â êà÷åñòâå íåïîñðåäñòâåííîãî ñëåäñòâèÿ, çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè |ψ0〉 ÿâëÿåòñÿ

ñîñòîÿíèåì ñ ìèíèìàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ (è ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè äëÿ êîîð-
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äèíàòû è èìïóëüñà), òî D̂(α)|ψ0〉 � òîæå ñîñòîÿíèå ñ ìèíèìàëüíîé íåîïðåäåëåí-
íîñòüþ. Ìû óæå çíàåì, ÷òî â êà÷åñòâå |ψ0〉 ìîæíî âûáðàòü âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå.
Ïîýòîìó ê.ñ. |α〉 ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè ñ ìèíèìàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.2 Ïóñòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà â ñî-
ñòîÿíèè ñ ìèíèìàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ |ψ0〉 ðàâíû íóëþ. Òîãäà íàéäåòñÿ
ν ∈ R òàêîå, ÷òî

Â|ψ0〉 = 0 , Â = (νx+ ip̂)/
√

2~ν , [Â, Â†] = 1 . (3.35)

Äîêàçàòåëüñòâî:Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ íåîïðå-
äåëåííîñòåé (3.7) è òîãî, ÷òî Ĉ ∝ Â. Êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå ïðîâåðÿåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî. �

Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð Â èç (3.35) ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè êàíîíè÷å-
ñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ðàññìîòðåííûõ â ðàçäåëå 1.6, ñîãëàñíî êîòîðîìó êàíîíè-
÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ïîëó÷èòü êàê êîìïîçèöèþ ïðåîáðàçîâàíèé (1.35)
è (1.36):

â→ Â = T̂ (φ, ζ) â T̂ †(φ, ζ) , T̂ (φ, ζ) = Ŝ(ζ)T̂1(φ) . (3.36)

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî â|0〉 = 0, ïîëó÷àåì

Â|ζ〉sq = 0 , |ζ〉sq = Ŝ(ζ)|0〉 � ñæàòîå âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå . (3.37)

Äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì ñìåùåíèÿ íà ñæàòûé âàêóóì (|ψ0〉 = |ζ〉sq) ïîëó÷èì ñæàòûå
ñîñòîÿíèÿ êàê ñîñòîÿíèÿ ñ ìèíèìàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ [12�14]:

|α, ζ〉sq = D̂(α)Ŝ(ζ)|0〉 � ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ [squeezed states] . (3.38)

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà è íåêîòî-
ðûõ ñâîéñòâàõ ñæàòûõ ñîñòîÿíèé (â ÷àñòíîñòè, ïîêà íå ïîíÿòíî, ïî÷åìó îíè òàê
íàçûâàþòñÿ).

Îòâëå÷åìñÿ îò íåñóùåñòâåííûõ ðàçìåðíûõ ìíîæèòåëåé è âìåñòî x̂ è p̂ áóäåì
ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîðû êâàäðàòóð X̂ è Ŷ , îïðåäåëåííûå â (3.12) è (3.13). Äëÿ
íèõ ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé èìååò âèä

(∆X)2(∆Y )2 ≥ 1/16 . (3.39)

Â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè |α〉 ñðåäíèå è êâàäðàòû äèñïåðñèé ðàâíû

〈X̂〉α = Re(α) ≡ α1 , 〈Ŷ 〉α = Im(α) ≡ α2 , (∆X)2
α = (∆Y )2

α = 1/4 . (3.40)
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X

Y

φ

α

Ðèñ. 3.1 Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñæàòèÿ.

Íàãëÿäíûì ïðåäñòàâëåíèåì ýòèõ ñîîòíîøåíèé ÿâëÿåòñÿ êðóã îøèáîê ñ ðàäèóñîì
ðàâíûì 1/2 è öåíòðîì â òî÷êå (α1, α2) íà ïëîñêîñòè X-Y .

×òîáû ïðîÿñíèòü ñèòóàöèþ ñ ñæàòûìè ñîñòîÿíèÿìè, âû÷èñëèì ñðåäíèå è
êâàäðàòû äèñïåðñèé ïîâåðíóòûõ íà óãîë φ îïåðàòîðîâ êâàäðàòóð

X̂1 = T̂1(φ)X̂T̂1(−φ) = X̂ cosφ+ Ŷ sinφ , (3.41)

Ŷ1 = T̂1(φ)Ŷ T̂1(−φ) = −X̂ sinφ+ Ŷ cosφ . (3.42)

Äëÿ óäîáñòâà ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (1.36) â âèäå

Ŝ(−ζ) â Ŝ(ζ) ≡ b̂ = â cosh r − â† exp(iθ) sinh r , (3.43)

Ŝ(−ζ) â† Ŝ(ζ) = b̂† = â† cosh r − â exp(−iθ) sinh r , (3.44)

è áóäåì äàëåå ïîëüçîâàòüñÿ òåì, óïðîùàþùèì âû÷èñëåíèÿ, îáñòîÿòåëüñòâîì ÷òî:

〈α, ζ|f(â, â†)|α, ζ〉 ≡ 〈f(â, â†)〉(sq)α = 〈0|f(b̂+ α, b̂† + α∗)|0〉 . (3.45)

Óïðàæíåíèå 3.3.1
Ïîêàæèòå ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî

〈â〉(sq)α = α , 〈â2〉(sq)α = α2 − cosh r sinh r exp(iθ) , 〈N̂〉(sq)α = |α|2 + sinh2 r , (3.46)

〈(∆X1)
2〉(sq)α = { 1 + 2 sinh r [ sinh r − cosh r cos(θ − 2φ) ] }/4 , (3.47)

〈(∆Y1)2〉(sq)α = { 1 + 2 sinh r [ sinh r + cosh r cos(θ − 2φ) ] }/4 . (3.48)
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Êàê è îæèäàëîñü, ñæàòèå íå ìåíÿåò ñðåäíèõ çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ â è â†, à äèñ-
ïåðñèè, â ñâîþ î÷åðåäü, íå çàâèñÿò îò α. Â ÷àñòíîñòè, ïðè θ = 2φ äèñïåðñèè
ðàâíû

〈(∆X1)
2〉(sq)α = 1/4 exp(−2r) , 〈(∆Y1)

2〉(sq)α = 1/4 exp(2r) . (3.49)

Ýòî îò÷åòëèâî ïîêàçûâàåò ïðîèñõîæäåíèå òåðìèíà �ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ�: ôëóêòó-
àöèè X̂1 ïîäàâëåíû çà ñ÷åò èõ óâåëè÷åíèÿ ó êâàäðàòóðû Ŷ1. Ãðàôè÷åñêè ñæàòîìó
ñîñòîÿíèþ ñîîòâåòñòâóåò ýëëèïñ, ìàëîé îñüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îñü X, ïîâåðíó-
òàÿ íà óãîë φ.

Çàäà÷à 3.3.1
Âû÷èñëèòå äèñïåðñèþ N̂ â ñæàòîì ñîñòîÿíèè |α, ζ〉. Èññëåäóéòå âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ ñóáïóàñ-
ñîíîâñêîé è ñóïåðïóàññîíîâñêîé ñòàòèñòèê.

3.4. Îñöèëëÿòîð ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá ýâîëþöèè êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé
ñèëû. Ôîðìàëüíî, ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ÿâíî çàâèñÿùèì îò âðåìåíè ãàìèëüòî-
íèàíîì âèäà:

Ĥ = ~ {ωâ†â− (F ∗(t) â+ F (t) â† ) } . (3.50)

Âàæíûì ôèçè÷åñêèì ïðèìåðîì, êîãäà çàäà÷à èìååò èìååò âèä (3.50), ÿâëÿåòñÿ
îñöèëëÿòîð ñ äèïîëüíûì ìîìåíòîì

d̂ = qx̂ ex = d (â+ â†) ex , d = q [~/(2mω)]1/2 , (3.51)

âçàèìîäåéñòâóþùèé ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ñâåòîâîé âîëíû E(t). Òîãäà, â ýëåê-
òðîäèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè, ïðèäåì ê ãàìèëüòîíèàíó (3.50) c âåùåñòâåííîé àì-
ïëèòóäîé ñèëû F (t), ïðîïîðöèîíàëüíîé ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ äèïîëüíîãî
ìîìåíòà è âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

F (t) = F ∗(t) = d (ex,E(t))/~ . (3.52)

Âû÷èñëèì îïåðàòîð ýâîëþöèè êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

i∂tÛ(t, t0) = (Ĥ0 + V̂ (t))Û(t, t0) , Ĥ0 = ωN̂ , V̂ (t) = −F ∗(t) â− F (t) â† . (3.53)

Ïåðåéäåì â ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ïî ôîðìóëàì (2.75)-(2.76) ñ îïåðàòî-
ðîì ýâîëþöèè íàøåé íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû

Û(t, t0) = Û0(t− t0)Ûint(t, t0) , Û0(t− t0) = exp[−iN̂ω(t− t0) ] . (3.54)
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Òîãäà

i∂tÛint(t, t0) = V̂int(t, t0)Ûint(t, t0) ,

V̂int(t, t0) = i ( e−iωt0f(t) â† − eiωt0f ∗(t) â ) , f(t) ≡ i eiωtF (t) . (3.55)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøèòü (3.55), çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îïåðàòîðà ñìåùåíèÿ

D̂(α(t)) ïî âðåìåíè ðàâíà

∂tD̂(α) = { α̇â† − α̇∗â+ i Im(α̇∗α) } D̂(α) (3.56)

è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

Ûint(t, t0) = exp(−iφ(t))D̂(α(t)) . (3.57)

Çàìå÷àíèå 3.4.1
Ðåçóëüòàò (3.56) ìîæíî ïîëó÷èòü, äèôôåðåíöèðóÿ îïåðàòîð ñìåùåíèÿ, çàïèñàííûé â âèêîâñêîé
ôîðìå (3.18).

Ïîäñòàâëÿÿ (3.57) â (3.55), íàõîäèì

α(t, t0) = e−iωt0γ(t, t0) , γ(t, t0) =

∫ t

t0

f(τ)dτ , (3.58)

φ(t, t0) = Im

∫ t

t0

f ∗(τ)γ(τ, t0)dτ , (3.59)

Ûint(t, t0) = exp(−iφ(t, t0))D̂(e−iωt0γ(t, t0)) , γ(t, t0) = i

∫ t

t0

F (τ)eiωτdτ . (3.60)

Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò äëÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè çàïèøåì â íåñêîëüêèõ ýêâè-
âàëåíòíûõ ôîðìàõ:

exp(−iφ(t, t0))Û(t, t0) = Û0(t− t0) D̂(e−iωt0γ(t, t0)) =

= Û0(t) D̂(γ(t, t0)) Û0(−t0) = D̂(e−iωtγ(t, t0)) Û0(t− t0) . (3.61)

Ýâîëþöèÿ êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0 êâàíòîâûé îñöèëëÿòîð
íàõîäèëñÿ â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè |α0〉. Âû÷èñëèì, êàê ýòî ñîñòîÿíèå çàâèñèò
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îò âðåìåíè ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà ýâîëþöèè (3.61).

Û(t, t0)|α0〉 = exp[−iφ̃(t, t0) ] |α(t, t0)〉 , (3.62)

α(t, t0) = e−iω(t−t0)α0 + e−iωtγ(t, t0) , (3.63)

φ̃(t, t0) = Im

∫ t

t0

β̇∗(τ)β(τ)dτ , β(τ) = α0 + e−iωt0γ(τ, t0) . (3.64)

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ, ñîñòîÿíèå îñòàåòñÿ êî-
ãåðåíòíûì â ïðîöåññå ýâîëþöèè. Â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ
âàêóóìíûì (α0 = 0), ïîëó÷èì

Û(t, t0) |0〉 = exp(−iφ(t, t0)) | e−iωtγ(t, t0) 〉 . (3.65)

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò íåâîçìóùåííîé ýâîëþöèè ê.ñ. (f = 0), âíåøíÿÿ ñèëà
ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íåòðèâèàëüíîãî ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ ñ ôàçîé φ̃(t, t0) (â
ôîðìóëå (3.34) ìíîæèòåëü ñâÿçàí ñ ó÷åòîì íóëåâûõ êîëåáàíèé), òîãäà êàê α(t, t0)
� ðåøåíèå êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

α̇ = −iωα + iF (t) , α(t0) = α0 . (3.66)

Çàìå÷àíèå 3.4.2 (êâàçèêëàññè÷åñêèé ñìûñë ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ)
Ïî àíàëîãèè ñ (1.14) çàïèøåì α(t) ÷åðåç êîîðäèíàòó, q(t), è èìïóëüñ, p(t):

α(t) = (2m~ω)−1/2[mωq(t) + ip(t) ] . (3.67)

Èñïîëüçóÿ, ÷òî β(t) = eiω(t−t0), âûðàçèì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (3.64) ÷åðåç α:

Im(β̇∗β) = −ω|α|2 + Im(α̇∗α) . (3.68)

Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ (3.68) â (3.67), ïîëó÷èì

Im(β̇∗β) = ~−1{−H0(q, p) + (pq̇ − qṗ)/2 } , (3.69)

ãäå ÷åðåç H0(q, p) îáîçíà÷åí ãàìèëüòîíèàí íåâîçìóùåííîãî êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (1.7). Â
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ôóíêöèÿ pq̇ −H ≡ L íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà [Lagrange] (ëàãðàí-
æèàí), à èíòåãðàë îò íåå ïî âðåìåíè � äåéñòâèå, S =

∫
Ldt. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

φ̃(t, t0) = ~−1{S0(t, t0)− 1/2 q(τ) p(τ) |tt0 } , (3.70)

S0(t, t0) =

∫ t

t0

L0(q(τ), q̇(τ))dτ � äåéñòâèå , L0 = pq̇ −H0 � ëàãðàíæèàí . (3.71)

Ïðè âû÷èñëåíèè äåéñòâèÿ â ôîðìóëå (3.71) íóæíî èíòåãðèðîâàòü ïî òðàåêòîðèè âîçìóùåííîãî
îñöèëëÿòîðà (3.63), ÷òî è ïðèâîäèò ê îòëè÷èþ îò íóëÿ ôàçû (3.70).
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Çàìå÷àíèå 3.4.3
Âàæíîñòü ðåçóëüòàòîâ äëÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà, ëèíåéíî âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ âíåøíèì
êëàññè÷åñêèì ïîëåì, êàê âèäèì, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû òåïåðü ðàñïîëàãàåì êîíêðåòíîé è
ïðîñòîé ðåàëèçàöèåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ñïîñîáíîé ãåíåðèðîâàòü â ïðîöåññå ýâîëþöèè êîãå-
ðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ.

Çàäà÷à 3.4.1
Ðàññìîòðèòå ýâîëþöèþ ñæàòûõ ñîñòîÿíèé (3.38).

Âåðîÿòíîñòè êâàíòîâûõ ïåðåõîäîâ

Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ |n〉 â êâàíòîâîå ñîñòî-
ÿíèå |m〉. Áîëåå òî÷íî, íàñ èíòåðåñóåò âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü îñöèëëÿòîð â
ñîñòîÿíèè |m〉 â ìîìåíò âðåìåíè t, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 îí íà-
õîäèëñÿ â ñîñòîÿíèè |n〉. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, êîíå÷íî, ïðåäïîëàãàåò, ÷òî
âîçìóùåíèå ìãíîâåííî âêëþ÷àåòñÿ ïðè t = t0. Èòàê, çíàÿ îïåðàòîð ýâîëþöèè,
çàïèñûâàåì âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà

wmn(t, t0) = |〈m|Û(t, t0)|n〉|2 = |〈m|D̂(γ(t, t0))|n〉|2 ≡ |Dmn(γ)|2 . (3.72)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàññìîòðèì èõ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ:

G(α∗, β) =
∞∑

m,n=0

Dmn
α∗mβn√
m!n!

= exp(|α|2/2 + |β|2/2) 〈α|D̂(γ)|β〉 =

= exp(−|γ|2/2) exp(α∗β + α∗γ − βγ∗) . (3.73)

Ðàçëîæåíèå â ðÿä è ïåðåãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëü-
òàòó

Dmn =
√
m!n! exp(−|γ|2/2)

min(m,n)∑
n1=0

γm−n1(−γ∗)n−n1
n1!(m− n1)!(n− n1)!

. (3.74)

Ìîæíî ïåðåïèñàòü âûðàæåíèå (3.74) â áîëåå êîìïàêòíîé ôîðìå, èñïîëüçóÿ ïî-
ëèíîìû Ëàããåðà [Laguerre]

Lkn(x) =
n∑
s=0

(−x)s

s!

Γ(n+ k + 1)

(n− s)!Γ(k + s+ 1)
. (3.75)

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Dmn(γ) = [n!/m!]1/2 exp(−|γ|2/2)γm−nLm−nn (|γ|2) , m ≥ n , (3.76)

Dmn(γ) = [m!/n!]1/2 exp(−|γ|2/2)(−γ∗)n−mLn−mm (|γ|2) , m ≤ n . (3.77)
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Óïðàæíåíèå 3.4.1
Ïîëó÷èòå âûðàæåíèÿ (3.74) è (3.76)-(3.77).

Çàìå÷àíèå 3.4.4
Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ñ àäèàáàòè÷åñêè ìåäëåííî âêëþ÷àþùèìñÿ è çàòåì âûêëþ÷àþùèì-
ñÿ âçàèìîäåéñòâèåì, ââîäÿ ðåãóëÿðèçàöèþ ïîñðåäñòâîì óìíîæåíèÿ F (t) íà exp(−ε|t|) è âû÷èñëÿÿ
ïðåäåëû t0 → −∞, t → ∞ è ε → 0+ â âûðàæåíèÿõ äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà. Î÷åâèäíî, íàëè-
÷èå êîíå÷íîãî ïðåäåëà äëÿ γ(t, t0) ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, åñëè F (t) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ äîñòàòî÷íî
áûñòðî ïðè t → ±∞. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, êîãäà ñèñòåìà ïðèãîòîâëåíà â áåñêîíå÷íî óäàëåííîì
ïðîøëîì â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè è ðàññìàòðèâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå,
â áåñêîíå÷íî óäàëåííîì áóäóùåì, êîãäà âçàèìîäåéñòâèå âûêëþ÷åíî, õàðàêòåðíà äëÿ òåîðèè ðàñ-
ñåÿíèÿ. Îòìåòèì òàêæå îòñóòñòâèå ïðåäåëà ó ñàìîãî îïåðàòîðà ýâîëþöèè (3.61) ïðè t0 → −∞ è
t→∞.

3.5. Ïðåäñòàâëåíèå Ôîêà-Áàðãìàíà

Îáû÷íûì äëÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé
êàê ãèëüáåðòîâà [Hilbert] ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò êîîðäèíàò (êîîð-
äèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå) èëè èìïóëüñîâ (èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå). Çäåñü ìû
ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà êàê ìíîæåñòâà öåëûõ àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðàÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ êîãåðåíòíûìè ñîñòîÿíèÿìè (3.15) è
ðàçëîæåíèåì åäèíèöû (3.26).

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (3.27) âåêòîð ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà |ψ〉 ìîæíî
îõàðàêòåðèçîâàòü ïîñðåäñòâîì 〈α|ψ〉:

|ψ〉 =
∞∑
n=0

cn|n〉 =⇒ 〈α|ψ〉 = exp(−|α|2/2)ψ(α∗) , (3.78)

ψ(z) =
∞∑
n=0

cnun(z) , un(z) =
zn√
n!
. (3.79)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êåò-âåêòîðàìè è öåëûìè
àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè:

|n〉 → 〈z|n〉 = un(z) , |ψ〉 → 〈z|ψ〉 = ψ(z) . (3.80)

Ïðè ýòîì, âñëåäñòâèå (1.24), îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ
îïåðàòîðàìè óìíîæåíèÿ íà z è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî z:

â† → z , â→ ∂z . (3.81)
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Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî øàãà îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈φ|ψ〉F òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ìîíîìû un îáðàçîâàëè îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ:

〈φ|ψ〉F =

∫
exp(−|z|2)φ∗(z)ψ(z) dµ(z) , dµ(z) = π−1d2z. (3.82)

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ðåàëèçàöèþ ïðîñòðàíñòâà êåò-âåêòîðîâ â âèäå ãèëü-
áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà öåëûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì (3.82), F , èçâåñòíóþ êàê ïðåäñòàâëåíèå Ôîêà-Áàðãìàíà [Fock, Bargmann].
Îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôàêòàõ îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà F .

Èç íåðàâåíñòâà Øâàðöà |〈α|ψ〉| ≤ ||ψ|| ñëåäóåò íåðàâåíñòâî, êîòîðîìó óäî-
âëåòâîðÿþò ôóíêöèè èç F :

ψ(z) ∈ F =⇒ ψ(z) ≤ C exp(|z|2/2) . (3.83)

Ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ |α〉 è δ-ôóíêöèè:

|α〉 → 〈z|α〉 = exp(−|α|2/2 + αz) , (3.84)

δ(z, z̃) =
∞∑
n=0

un(z)u∗n(z̃) = exp(zz̃∗) . (3.85)

Äåéñòâèòåëüíî, âîñïðîèçâîäÿùåå ñâîéñòâî δ(z, z′) íåòðóäíî ïðîâåðèòü ïðÿìûì
âû÷èñëåíèåì äëÿ ëþáîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè èç F :

f(z) =

∫
δ(z, z′) exp(−|z′|2) f(z′) dµ(z′) . (3.86)

Äåéñòâèå îïåðàòîðà ñìåùåíèÿ â ïðåäñòàâëåíèè Ôîêà-Áàðãìàíà:

D̂(α)f(z) = exp(−|α|2/2 + αz)f(z − α∗) . (3.87)

Íàêîíåö, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ÿäðà, K(z, x), îòîáðàæàþùåãî ýëåìåíòû
f(z) ∈ F â ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåêòîðà êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ f(x):

f(z) =

∫
K(z, x) f(x)dx , f(x) =

∫
K∗(z, x) exp(−|z|2) f(z) dµ(z) , (3.88)

K(z, x) =
∞∑
n=0

un(z)ψn(x) = N exp[ ξ2/2− (x− 21/2ξ)2/2 ] , (3.89)

ãäå êîýôôèöèåíò N è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îñöèëëÿòîðà â êîîðäèíàòíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè ψn(x) îïðåäåëåíû â (1.19) è (1.27). Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå (3.89) ìû
âîñïîëüçîâàëèñü âûðàæåíèåì äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ïîëèíîìîâ Ýðìèòà.
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3.6. Cèìâîëû îïåðàòîðîâ

Â äóõå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ê.ñ. äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîîò-
âåñòâèÿ ìåæäó êåò-âåêòîðàìè è ôóíêöèÿìè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, êîòîðûå
ìîæíî íàçâàòü ñèìâîëàìè êåò-âåêòîðîâ, ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëå-
íèÿ òàêîãî ñîðòà äëÿ îïåðàòîðîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ê.ñ.
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îïåðàòîðàìè è ôóíêöèÿìè êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, íàçûâàåìûå ñèìâîëàìè îïåðàòîðîâ.

Íà÷íåì ñ ïðîñòîãî çàìå÷àíèÿ, ÷òî îïåðàòîð Â îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ
åãî ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè 〈m|Â|n〉:

Amn = 〈m|Â|n〉 =⇒ Â =
∑
m,n

Amn |m〉〈n| . (3.90)

Çàïèøåì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â áàçèñå ê.ñ. â âèäå:

〈β|Â|α〉 = A(α, β) ≡ exp(−|β|2/2− |α|2/2) Ã(α, β∗) , (3.91)

Ã(α, β∗) =
∑
m,n

(β∗)mαn√
m!n!

Amn . (3.92)

Ñîîòíîøåíèå (3.92) ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Amn ìîæíî âîññòàíî-
âèòü èç ôóíêöèè Ã(α, β∗). Áîëåå òîãî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî äèàãî-
íàëüíûå ýëåìåíòû ïðè β = α, êîòîðûå è îïðåäåëÿþò Q�ñèìâîë îïåðàòîðà.

Îïðåäåëåíèå 3.6.1 (Q�ñèìâîë îïåðàòîða)

Â→ QA(α, α∗) = 〈α|Â|α〉 � Q�ñèìâîë îïåðàòîðà . (3.93)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ Q�ñèìâîëà ìàòðèöû ïëîòíîñòè (â
îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ ñèìâîëîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè äàëåå íèæíèé èíäåêñ áóäåì
îïóñêàòü).

Ñîîòíîøåíèå íîðìèðîâêè:

Tr ρ̂ =

∫
Q(α, α∗)dµ(α) = 1 . (3.94)

Óñðåäíåíèå àíòèíîðìàëüíî óïîðÿäî÷åííîãî îïåðàòîðà:

〈âm(â†)n〉 ≡ Tr(âm(â†)nρ̂) =

∫
(α∗)nαmQ(α, α∗) dµ(α) . (3.95)
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Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî êâàíòîâîå ñðåäíåå àíòèíîðìàëüíî óïîðÿ-
äî÷åííîãî îïåðàòîðà èìååò âèä ìîìåíòà �êëàññè÷åñêîé� ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ðîëü êîòîðîãî èãðàåòQ�ñèìâîë ìàòðè-
öû ïëîòíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Q�ñèìâîë íîðìàëüíî óïðÿäî÷åííîãî îïåðàòîðà
ìîæíî ïîëó÷èòü çàìåíîé â→ α è â† → α∗:

Â =
∑
m,n

A(N)
mn (â†)mân =⇒ QA(α, α∗) =

∑
m,n

A(N)
mn (α∗)mαn . (3.96)

Q�ñèìâîë òàêæå èíîãäà íàçûâàþò âèêîâñêèì èëè êîâàðèàíòíûì ñèìâîëîì.

Çàìå÷àíèå 3.6.1
Òåîðåìà Âèêà [Wick] ôîðìóëèðóåò àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ óïîðÿäî÷åííîãî îïðåäåëåííûì îáðàçîì
ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ (òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà áóäåò äàíà ïîçæå) ê íîðìàëüíî óïîðÿäî÷åííîé
(âèêîâñêîé) ôîðìå, ãäå âñå îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ ïðàâåå îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ.
Îáðàòíûé ïîðÿäîê íàçûâàåòñÿ àíòèíîðìàëüíûì (àíòèâèêîâñêèì). Â íàøåì ñëó÷àå òåðìèí âèêîâ-
ñêèé îòíîñèòñÿ ê óïîðÿäî÷åíèþ îïåðàòîðà â ôîðìóëå (3.96).

Çàìå÷àíèå 3.6.2
Â ãåîìåòðèè åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ðàçëè÷àþò êîâàðèàíòíûå (xi) è êîíòðàâàðèàíòíûå (xi) êî-
îðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {ei} (íèæå ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìå-
âàåòñÿ):

x = xi ei , xi = (ei,x) = gij x
j , gij = (ei, ej) . (3.97)

Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ïðè çàìåíå áàçèñà äëÿ êîâàðèàíòíûõ è êîíòðàâàðèàíòíûõ êîì-
ïîíåíò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷åí. Q�ñèìâîë îïðåäåëåí â (3.93) ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ÷òî
è ïîÿñíÿåò òåðìèí êîâàðèàíòíûé ñèìâîë.

Çàìå÷àíèå 3.6.3 (ïëîòíîñòü êâàçèâåðîÿòíîñòè)
Q�ñèìâîë ìàòðèöû ïëîòíîñòè îáëàäàåò ìíîãèìè ôîðìàëüíûìè ñâîéñòâàìè ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîòðèöàòåëüíóþ ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ
ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè (3.94). Òåì íå ìåíåå,
Q�ñèìâîë îáû÷íî íàçûâàþò ïëîòíîñòüþ êâàçèâåðîÿòíîñòè, ïîä÷åðêèâàÿ ðàçíèöó ìåæäó íèì è
îáû÷íîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïîëó÷èì Q�ñèìâîëû äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè òèïè÷íûõ (è óæå ðàññìîòðåí-
íûõ ðàíåå) ñîñòîÿíèé.

Ïðèìåð 3.6.1 (Q�ñèìâîë ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ)
Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåëåííûì ÷èñëîì çàïîëíåíèÿ:

ρ̂ = |n〉〈n| =⇒ Q(α, α∗) = |〈n|α〉|2 = exp(−|α|2) |α|
2n

n!
. (3.98)
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Ïðèìåð 3.6.2 (Q�ñèìâîë ê.ñ.)
Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè:

ρ̂ = |α0〉〈α0| =⇒ Q(α, α∗) = |〈α0|α〉|2 = exp(−|α− α0|2) . (3.99)

Ïðèìåð 3.6.3 (Q�ñèìâîë ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà)
Îñöèëëÿòîð â ñîñòîÿíèè òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ (2.32):

ρ̂ = ρ̂th =⇒ Q(α, α∗) = (nth + 1)n−2th exp(−|α|2(nth + 1)n−2th ) , (3.100)

ãäå nth = [eβ~ω − 1]−1 (ñì. (2.36)).

Äðóãèì ÷àñòî èñïîëüçóåìûì ñèìâîëîì ÿâëÿåòñÿ P�ñèìâîë (ðàñïðåäåëåíèå
Ãëàóáåðà-Ñóäàðøàíà [Glauber, Sudarshan]). Ïî ñòðóêòóðå, åãî îïðåäåëåíèå âû-
ãëÿäèò òàêæå êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (3.90) ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî îïåðà-
òîð çàïèñûâàåòñÿ êàê ñóïåðïîçèöèÿ ïðîåêòîðîâ íà êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 3.6.2 (P�ñèìâîë îïåðàòîða)

Â =

∫
PA(α, α∗) |α〉〈α| dµ(α) , PA(α, α∗) � P�ñèìâîë îïåðàòîðà . (3.101)

Èç îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî P�ñèìâîë ìàòðèöû ïëîòíîñòè
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè

Tr ρ̂ =

∫
P (α, α∗)dµ(α) = 1 (3.102)

è óñðåäíåíèå íîðìàëüíî óïîðÿäî÷åííîãî îïåðàòîðà èìååò âèä �êëàññè÷åñêîãî�
ñðåäíåãî

〈(â†)nâm〉 ≡ Tr((â†)n âmρ̂) =

∫
(α∗)nαmP (α, α∗) dµ(α) . (3.103)

P�ñèìâîë àíòèíîðìàëüíî óïðÿäî÷åííîãî îïåðàòîðà ìîæíî ïîëó÷èòü çàìåíîé
â→ α è â† → α∗:

Â =
∑
m,n

A(A)
mn â

m (â†)n =⇒ PA(α, α∗) =
∑
m,n

A(A)
mn α

m (α∗)n . (3.104)

Çàìåòíà îïðåäåëåííàÿ äóàëüíîñòü ñâîéñòâQ� è P�ñèìâîëîâ. Ïðè ýòîì ïîñëåäíèå
íàçûâàþò àíòèâèêîâñêèìè èëè êîíòðàâàðèàíòíûìè ñèìâîëàìè.
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Åñëè èçâåñòåí P�ñèìâîë îïåðàòîðà, òî åãî Q�ñèìâîë ìîæíî âû÷èñëèòü, çà-
ïèñàâ ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ðàçëè÷íûå ñèìâîëû:

QA(α, α∗) =

∫
exp(−|α− β|2)PA(β, β∗) dµ(β) . (3.105)

Çàìå÷àíèå 3.6.4
Ñîîòíîøåíèå (3.105) íåòðóäíî ïîëó÷èòü, óñðåäíÿÿ (3.101) ïî ê.ñ. è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ê.ñ. (3.25).

Çàìå÷àíèå 3.6.5
Ôîðìóëà (3.105) ïîêàçûâàåò, ÷òî Q�ñèìâîë ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå �ñãëàæèâàíèÿ� P�ñèìâîëà.
Ïðè ýòîì âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâîé. Äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî P�ñèìâîë, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì è ìîæåò ñîäåðæàòü ñèíãóëÿðíîñòè òàêèå êàê δ�ôóíêöèÿ
è åå ïðîèçâîäíûå. Ïîýòîìó åãî òàêæå íàçûâàþò ïëîòíîñòüþ êâàçèâåðîÿòíîñòè.

Îòìåòèì, â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (3.95) è (3.103) ëåãêî
îáîáùèòü, ïîëó÷èâ âûðàæåíèå äëÿ ñëåäà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ ÷åðåç
èç èõ ñèìâîëû:

Tr(ÂB̂) =

∫
QA(α, α∗)PB(α, α∗) dµ(α) =

∫
PA(α, α∗)QB(α, α∗) dµ(α) .

(3.106)

Óïðàæíåíèå 3.6.1
Ïîêàæèòå, ÷òî ñèìâîëû îïåðàòîðà ñìåùåíèÿ D̂(γ) ðàâíû

QD(α, α∗) = exp(−|γ|2/2 + 2i Im(γα∗)) , PD(α, α∗) = exp(|γ|2/2 + 2i Im(γα∗)) . (3.107)

h. Âîñïîëüçóéòåñü (àíòè)âèêîâñêîé ôîðìîé îïåðàòîðà ñìåùåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 3.6.2
Ïîêàæèòå, ÷òî

Tr(D̂(γ)) = π δ2(γ) , Tr(D̂(α)D̂−1(β)) = π δ2(α− β) , (3.108)

ãäå δ2(γ) ≡ δ(Re γ) δ(Im γ).

h. Âîñïîëüçóéòåñü èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì δ�ôóíêöèè:

δ(x) = (2π)−1
∫ ∞
−∞

exp(ixτ) dτ .

Óïðàæíåíèå 3.6.3
Äîêàæèòå ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ ïî îïåðàòîðàì ñìåùåíèÿ:

Â =

∫
Tr[D̂(α)Â] D̂−1(α) dµ(α) =

∫
Tr[D̂(−α)Â] D̂(α) dµ(α) . (3.109)
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h. Ïîêàæèòå, ÷òî

Tr[ÂD̂(γ)] = Tr[B̂D̂(γ)] , ∀γ ∈ C =⇒ QA(γ) = QB(γ) =⇒ Â = B̂ .

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåä îïåðàòîðà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.109), äîìíî-

æåííîãî íà D̂(γ), ñîâïàäàåò ñ Tr ÂD̂(γ). Ýòî íåñëîæíî ñäåëàòü, âîñïîëüçîâàâøèñü �ñîîòíîøåíèåì
îðòîãîíàëüíîñòè� (3.108).

3.7. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè

Âñïîìíèì, êàê îïðåäåëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè â êëàññè÷åñêîé òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé. Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, w(x). Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå ýêñïîíåíòû e i ξx ÿâëÿåòñÿ Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèåì w(x) è íàçûâàåòñÿ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé χ(ξ).

χ(ξ) =

∫ ∞
−∞

e i ξxw(x) dx . (3.110)

Ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíû: x → x = (x1, . . . , xn),
ξ → ξ = (ξ1, . . . , ξn), ξx → ξ · x =

∑n
i=1 ξixi è dx → dnx. Ïðè n = 2 ìîæíî

ââåñòè êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå α = (x1 + ix2)/
√

2 è η = (ξ2 − iξ1)/
√

2 è çàïè-
ñàòü ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû êàê η∗α − ηα∗. Ñàìà æå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòè w(x1, x2) â ðåçóëüòàòå òàêîé êîìïëåêñèôèêàöèè ñòàíåò ôóíêöèåé îò
α è α∗. (Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì îïóñêàòü α∗ â àðãóìåíòàõ ôóíêöèé è ïè-
ñàòü, íàïðèìåð, w(α) âìåñòî w(α, α∗)). Òîãäà îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè äëÿ äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæíî çàïèñàòü â êîìïëåêñíîé
ôîðìå:

χ(η) = 2π

∫
exp(η∗α− ηα∗)w(α) dµ(α) , (3.111)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî 2π dµ(α) = dx1dx2.

Äëÿ îäíîìåðíîé êëàññè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû x1 = x � êîîðäèíàòà è
x2 = p � èìïóëüñ. Â êâàíòîâîì ñëó÷àå, ïî àíàëîãèè, îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèå ôóíêöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ óïîðÿäî÷åííîñòè óñðåäíÿåìûõ îïåðàòîðîâ:
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Îïðåäåëåíèå 3.7.1 (êâàíòîâûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè)

χN(−η) = Tr[ ρ exp(ηâ†) exp(−η∗â) ] � íîðìàëüíî óïîðÿä. , (3.112)

χS(−η) = Tr[ρ exp(ηâ† − η∗â)] ≡ Tr[ ρD̂(η) ] � ñèììåòðè÷íî óïîðÿä. , (3.113)

χA(−η) = Tr[ ρ exp(−η∗â) exp(ηâ†) ] � àíòèíîðìàëüíî óïîðÿä. (3.114)

Ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ëåãêî ïîëó÷èòü
èç ñîîòíîøåíèé äëÿ îïåðàòîðà ñìåùåíèÿ (3.18) è (3.19):

χN(η) = exp(|η|2/2)χS(η) , χA(η) = exp(−|η|2/2)χS(η) . (3.115)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ è ðàçëîæåíèå (3.109) äàþò ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ
ìàòðèöû ïëîòíîñòè:

ρ̂ =

∫
χS(η) D̂(η) dµ(η) , (3.116)

ρ̂ =

∫
χN(η) exp(−η∗â) exp(ηâ†) dµ(η) , (3.117)

ρ̂ =

∫
χA(η) exp(ηâ†) exp(−η∗â) dµ(η) . (3.118)

Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ýòèõ ñîîòíîøåíèé è (3.96), (3.104) ÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ
äëÿ ñèìâîëîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè:

P (α) =

∫
χN(η) exp(−η∗α + ηα∗) dµ(η) =⇒

=⇒ χN(η) =

∫
P (α) exp(η∗α− ηα∗) dµ(α) , (3.119)

Q(α) =

∫
χA(η) exp(−η∗α + ηα∗) dµ(η) =⇒

=⇒ χA(η) =

∫
Q(α) exp(η∗α− ηα∗) dµ(α) . (3.120)

Âèäèì, ÷òî P� è Q�ñèìâîëû ÿâëÿþòñÿ Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿìè õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé ñ íîðìàëüíî è àíòèíîðìàëüíî óïîðÿäî÷åííûìè îïåðàòîðàìè.
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Àíàëîãè÷íî, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ñèììåòðè÷íûì ðàñïîëîæåíèåì îïå-
ðàòîðîâ îïðåäåëÿåò íîâûé ñèìâîë � ñèìâîë Âåéëÿ (ðàñïðåäåëåíèå Âèãíåðà) [Weyl,
Wigner].

W (α) =

∫
χS(η) exp(−η∗α + ηα∗) dµ(η) � ñèìâîë Âåéëÿ =⇒

=⇒ χS(η) =

∫
W (α) exp(η∗α− ηα∗) dµ(α) . (3.121)

Óïðàæíåíèå 3.7.1
Ïîêàæèòå, ÷òî ∫

W (α) dµ(α) = 1 , (3.122)

W (α) = 2

∫
exp(−2|α− β|2)P (β) dµ(β) , (3.123)

Q(α) = 2

∫
exp(−2|α− β|2)W (β) dµ(β) . (3.124)

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ìàòðèöû ïëîò-
íîñòè è âûÿñíèëè, ÷òî îíè ñâÿçàíû ñ ñèìâîëàìè ÷åðåç Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå.
Êàê è â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìû ìîæåì ñâÿçàòü âû÷èñëåííûå â íóëå ïðîèçâîä-
íûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñî ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè ðàçëè÷íûì îáðàçîì
óïîðÿäî÷åííûõ ïðîèçâåäåíèé îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, êîòîðûì â
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñîîòâåòñòâóþò ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ:

(−∂η)m ∂ nη∗χN(η) | η=0 = 〈(â†)mân〉 , (3.125)

(−∂η)m ∂ nη∗χA(η) | η=0 = 〈ân(â†)m〉 , (3.126)

(−∂η)m ∂ nη∗χS(η) | η=0 = 〈{(â†)mân}Sym〉 , (3.127)

ãäå {. . .}Sym îçíà÷àåò ñèììåòðèçàöèþ âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ, êîòîðàÿ îïåðäåëÿåò-
ñÿ êàê ñóììà ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì îïåðàòîðîâ, äåëåííàÿ íà ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê:

Îïðåäåëåíèå 3.7.2 (ñèììåòðèçàöèÿ)

{Â1 · · · Ân}Sym = (n!)−1
∑
P

P [Â1 · · · Ân] , (3.128)

[a1Â1 + · · ·+ anÂn]
m =

∑
k1,...,kn

k1+···+kn=m

m!

k1! · · · kn!
ak11 · · · aknn {Â

k1
1 · · · Âkn

n }Sym (3.129)
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Ïðèìåð 3.7.1

{â†â}Sym = (â†â+ ââ†)/2 .

Ïðèìåð 3.7.2 (P�ñèìâîë ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà)
Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî Q�ñèìâîë ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà èçâåñòåí (3.100). Òîãäà ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ χA(η), çàòåì íàéòè χN(η), Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå êîòîðîé äàñò
P�ñèìâîë:

Q(α) = s exp(−s|α|2) (3.120)−−−−→ χA(η) = exp(−|η|2/s) (3.115)−−−−→
(3.115)−−−−→ χN(η) = exp(−|η|2(1− s)/s) (3.119)−−−−→

(3.119)−−−−→ P (α) = n−1th exp(−|α|2/nth) , s ≡ 1− exp(−β~ω) . (3.130)

Óïðàæíåíèå 3.7.2
Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèÿ Âèãíåðà (W�ñèìâîë) äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà è ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿ-
íèé îñöèëëÿòîðà. Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Âèãíåðà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííûì.

Çàìå÷àíèå 3.7.1 (Î P�ñèìâîëå ñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ)
Ìû ïîêàæåì, ÷òî â ñæàòîì ñîñòîÿíèè ñ 〈(∆X1)

2〉 < 1/4 P�ñèìâîë íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûì. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ X2

1 êàê íîðìàëüíî óïîðÿäî÷åííûé îïåðàòîð:

X2
1 = N [X2

1 ] + 1/4 , N [X2
1 ] = (â2e−2iφ + (â†)2e2iφ + 2â†â)/4 , (3.131)

ãäå îïåðàöèÿ N [. . .] íîðìàëüíî óïîðÿäî÷èâàåò îïåðàòîð. Â ñæàòîì ñîñòîÿíèè èìååì íåðàâåíñòâî
äëÿ ñðåäíåãî íîðìàëüíî óïîðÿäî÷åííîãî îïåðàòîðà, êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü êàê èíòåãðàë ñ P�
ñèìâîëîì

〈N [∆X2
1 ]〉 =

∫
P (α) [∆α∗eiφ + ∆αe−iφ]2 dµ(α) < 0 . (3.132)

Î÷åâèäíî, ÷òî íåðàâåíñòâó íåâîçìîæíî óäîâëåòâîðèòü, åñëè P (α) íåîòðèöàòåëüíà.

Çàìå÷àíèå 3.7.2 (P�ñèìâîë ê.ñ.)
Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè, è èç îïðåäåëåíèÿ (3.101) èìååì

ρ̂ = |α0〉〈α0| =⇒ P (α, α∗) = πδ2(α− α0) . (3.133)

Çàìå÷àíèå 3.7.3 (P�ñèìâîë ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ)
Äåéñòâóÿ, íàïðèìåð, òàê æå, êàê â ïðèìåðå ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ãèááñà ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî
P�ñèìâîë â ýòîì ñëó÷àå áóäåò îïðåäåëåí êàê Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ñòåïåííîé ôóíêöèè è, êàê
ñëåäñòâèå, îïèñûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíîé ôóíêöèåé (ïðîèçâîäíàÿ îò δ�ôóíêöèè):

ρ̂ = |n〉〈n| =⇒ P (α, α∗) = π (n!)−1 exp(|α|2) {∂nα∂nα∗ δ2(α)} . (3.134)

Â ïðàâèëüíîñòè ðåçóëüòàòà, êîíå÷íî, ìîæíî óáåäèòüñÿ ïðÿìîé ïðîâåðêîé.



ÃËÀÂÀ 4

Ðåäóêöèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè

Â ðàçäåëå 1.7 ìû ðàññìîòðåëè ïðîñòåéøåå îáîáùåíèå çàäà÷è î êâàíòîâîì îñ-
öèëëÿòîðå � ìíîãîìåðíûé îñöèëëÿòîð, ãàìèëüòîíèàí êîòîðîãî, ïî ñóùåñòâó,
îïèñûâàåò ñèñòåìó èç k íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ è, êàê ñëåäñòâèå, íåçàâèñèìûõ
îñöèëëÿòîðîâ (ñì. óðàâíåíèÿ (1.39) è (1.43)). Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëè-
ëî íàì çàïèñàòü ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû êàê ïðîèçâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé îñöèëëÿòîðîâ

|{n}〉 ≡ |n1, . . . , nk〉 =
k∏
i=1

ψni(xi) ≡ |n1〉 ⊗ · · · ⊗ |nk〉 . (4.1)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (4.1) ïîä÷åðêèâàåò òîò îáùèé ôàêò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
ñîñòîÿíèé ñëîæíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ
ñîñòîÿíèé îáðàçóþùèõ åå ïîäñèñòåì. Â íàøåì ñëó÷àå êåò-âåêòîðà |{n}〉 îáðàçó-
þò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Ïðè ýòîì êîãåðåíòíûå
ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê

|{α}〉 ≡ |α1, . . . , αk〉 = D̂({α})|vac〉 =
k∏
i=1

D̂(αi)|0, . . . , 0〉 ≡ |α1〉 · · · |αk〉 , (4.2)

ãäå â êðàòêèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñèìâîë òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ⊗ îïóùåí (çäåñü
è â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èçáåãàòü �ëèøíèõ� ñèìâîëîâ, åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê
ïóòàíèöå). Î÷åâèäíî, ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ëåêöèè 3 ïîëó÷àþòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî, è ìû íå ñòàíåì èõ âûïèñûâàòü.

Çàìå÷àíèå 4.0.1 (òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå)
Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîíÿòèå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ïðèìåðå åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü
L1 è L2 � åâêëèäîâûå ïðîñòðàíñòâà (=ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà + ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå) ñ áà-
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çèñàìè {e1, . . . , en} è {f1, . . . , fm}. Òîãäà òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ïðîñòðàíñòâ L1 ⊗L2 îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè m · n ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè ei ⊗ fj:

x ∈ L1 ⊗ L2 =⇒ x =
n∑
i=1

m∑
j=1

xij ei ⊗ fj ,

(ei ⊗ fj, ek ⊗ fl) = (ei, ek)(fj, fl)� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå .

Â1 ⊗ Â2 : ei ⊗ fj → Â1(ei)⊗ Â2(fj)� òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ .

Ïîñëåäíèå äâà ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçûâàþò, êàê íàñëåäóåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è êàê îïðåäå-
ëÿåòñÿ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ.

Îáñóäèì ïîäðîáíåå ñèòóàöèþ, êîãäà èìååòñÿ äâå ïîäñèñòåìû (íàïðèìåð, äâå
÷àñòèöû, äâà îñöèëëÿòîðà è ò.ï.). Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè âîëíîâûå ôóíê-
öèè ïåðâîé çàâèñÿò îò x (âåðõíèé èíäåêñ � (a)), |φ(a)〉 → φ(a)(x), à âîëíîâûå ôóíê-
öèè âòîðîé ñèñòåìû çàâèñÿò îò y (âåðõíèé èíäåêñ � (b)), |φ(b)〉 → φ(b)(y). Ïðè
ýòîì ìû ïîëàãàåì, ÷òî äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå (îïåðàòîðû), îòíîñÿùèåñÿ ê

ðàçíûì ïîäñèñòåìàì êîììóòèðóþò, [Â(a), Â(b)] = 0. Åñëè èçâåñòíî, ÷òî îäíà ïîä-
ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |φ(a)〉, à äðóãàÿ � â ñîñòîÿíèè |φ(a)〉, òî âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ â ôàêòîðèçîâàííîì âèäå:

Φ(x, y) ≡ |Φ〉 = φ(a)(x)φ(b)(y) ≡ |φ(a)〉|φ(b)〉 . (4.3)

Òàê, íàïðèìåð, åñëè ïîäñèñòåìû íå âçàèìîäåéñòâóþò è ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ
êàæäîé èçâåñòíû, òî ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ îáúåäèíåííîé ñèñòåìû ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ïðîèçâåäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ïîäñèñòåì:

Ĥ0(x, y) = Ĥ
(a)
0 (x) + Ĥ

(b)
0 (y) , (4.4)

Ĥ
(a)
0 |φ

(a)
i 〉 = E

(a)
i |φ

(a)
i 〉 , Ĥ

(b)
0 |φ

(b)
j 〉 = E

(b)
j |φ

(b)
j 〉 , (4.5)

Ĥ0|Φij〉 = (E
(a)
i + E

(b)
j )|Φij〉 , |Φij〉 = |φ(a)

i 〉|φ
(b)
j 〉 . (4.6)

Â îáùåì ñëó÷àå, îäíàêî, âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñèñòåìû (a)+(b) íåëüçÿ ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ (4.3), è òàêèå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþò çàïóòàííû-
ìè [entangled]:

Îïðåäåëåíèå 4.0.1 (çàïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ)

|Φ〉 =
∑
i,j

cij |φ(a)
i 〉|φ

(b)
j 〉 6= |φ

(a)〉|φ(b)〉 . (4.7)
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Íà ÿçûêå ìàòðèöû ïëîòíîñòè çàïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ (êàê ÷èñòûå, òàê è ñìå-
øàííûå) õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ìàòðèöó ïëîòíîñòè íåëüçÿ çàïèñàòü â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ, îïèñûâàþùèõ ñîñòîÿíèÿ îòäåëüíûõ ïîäñèñòåì:

ρ̂ 6= ρ̂(a) ⊗ ρ̂(b) . (4.8)

Î÷åâèäíî, ÷òî íàëè÷èå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïîäñèñòåìàìè, êîòîðîìó ñî-
îòâåòñòâóåò îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ V̂ (x, y):

Ĥ(x, y) = Ĥ
(a)
0 (x) + Ĥ

(b)
0 (y) + V̂ (x, y) (4.9)

ïðèâåäåò ê �çàïóòûâàíèþ� ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé. Ïåðåä òåì êàê ïðîäîëæèòü
îáùèé àíàëèç è êîíêðåòèçèðîâàòü ôèçèêó, ðàññìîòðèì äâå ïðîñòûå è âàæíûå
ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîäñèñòåì.

4.1. Îñöèëëÿòîð â îäíîìîäîâîì êâàíòîâàííîì ïîëå

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ áèëèíåéíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèë-
ëÿòîðîâ:

~−1 Ĥ ≡ ĥ = ωa â
†â+ ωb b̂

†b̂+ λ [ â†b̂+ b̂†â ] , (4.10)

ãäå ωa è ωb � ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðîâ; λ � ïîñòîÿííàÿ âçàèìîäåéñòâèÿ.
Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ãàìèëüòîíèàí íàøåé ìîäåëüíîé ñèñòåìû ÿâëÿ-

åòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïî îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ è óíè÷òî-
æåíèÿ. Ïðè ýòîì â îïåðàòîðå âçàèìîäåéñòâèÿ ìû ïðåíåáðåãëè íåðåçîíàíñíûìè
ñëàãàåìûìè âèäà â†b̂† è âb̂. Ïîçæå ìû ðàññìîòðèì ìåòîä ó÷åòà òàêèõ ñëàãàåìûõ.

Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí (4.10) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé
ôîðìå

ĥ =
(
â† b̂†

)(ωa λ
λ ωb

)(
â

b̂

)
≡
(
â† b̂†

)
· h ·

(
â

b̂

)
, (4.11)

è çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó î
äèàãîíàëèçàöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü êàíîíè÷å-
ñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ãåíåðèðóåìûå óíèòàðíûì îïåðàòîðîì T̂ , T̂ † = T̂−1:

{â, b̂, â†, b̂†} → T̂−1{â, b̂, â†, b̂†}T̂ ≡ {T̂−1âT̂ , T̂−1b̂T̂ , T̂−1â†T̂ , T̂−1b̂†T̂} . (4.12)

Â ðàçäåëå 1.6 ìû ðàññìàòðèâàëè ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà (4.12), êîòîðûå îïðåäåëÿ-
þò ëèíåéíûå êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñëó÷àå îäíîãî îñöèëëÿòîðà. Ïðè
ýòîì îïåðàòîðîì T̂ áûë îïåðàòîð ñæàòèÿ Ŝ(−ζ) (ñì. óðàâíåíèå (1.36)).



4.1. Îñöèëëÿòîð â îäíîìîäîâîì êâàíòîâàííîì ïîëå 55

Ïîñêîëüêó íàñ ïî-ïðåæíåìó èíòåðåñóþò ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîðû âèäà:

T̂ (ζ) = exp[ q̂(ζ) ] , ζ = r exp{iθ} , (4.13)

ãäå q̂(ζ) � àíòèýðìèòîâ îïåðàòîð (q̂† = −q̂), êâàäðàòè÷íûé ïî îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ-
óíè÷òîæåíèÿ è ëèíåéíûé ïî ïàðàìåòðó ζ (è ζ∗).

Ïðåäëîæåíèå 4.1.1 (êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ äâóõ ìîä)

q̂(ζ) ≡ q̂1(ζ) = ζ∗â b̂† − ζb̂ â† , T̂ ≡ T̂1(ζ) =⇒

=⇒ T̂−1
1 âT̂1 = (cos r) â− (eiθ sin r) b̂ , T̂−1

1 b̂T̂1 = (cos r) b̂+ (e−iθ sin r) â .

(4.14)

q̂(ζ) ≡ q̂2(ζ) = ζ∗â b̂− ζb̂† â† , T̂ ≡ Ŝ1(ζ) =⇒

=⇒ Ŝ−1
1 âŜ1 = (cosh r) â− (eiθ sinh r) b̂† , Ŝ−1

1 b̂†Ŝ1 = (cosh r) b̂† − (e−iθ sinh r) â .

(4.15)

Äîêàçàòåëüñòâî: Òàêæå êàê è ñîîòíîøåíèÿ (1.35)�(1.36), ôîðìóëû (4.14)�
(4.15) äîêàçûâàþòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðíîãî òîæ-
äåñòâà (1.29). �

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ îïåðàòîðà ýâîëþöèè. Äëÿ äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëü-
òîíèàíà èñïîëüçóåì ïðåîáðàçîâàíèå (4.14). Íèæåñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ ïîêàçû-
âàþò, êàê íàøà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèöû 2× 2:

Û(t) = T̂1(r) Û
′(t) T̂−1

1 (r) =⇒ i∂tÛ
′(t) = ĥ′Û ′(t) , Û ′(0) = Î , (4.16)

ĥ′ = T̂−1
1 (r) ĥ T̂1(r) =

(
â† b̂†

)
· h′ ·

(
â

b̂

)
, (4.17)

h′ = T−1
1 (r) · h ·T1(r) , T1(r) =

(
cos r − sin r
sin r cos r

)
. (4.18)

Îïåðàòîð Û ′(t) áóäåò îïåðàòîðîì ýâîëþöèè íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòî-
ðîâ, åñëè óãîë ïîâîðîòà r îïðåäåëåí òàê, ÷òîáû ìàòðèöà h′ îêàçàëàñü äèàãîíàëü-
íîé. Ýòà ïðîñòàÿ çàäà÷à èç ëèíåéíîé àëãåáðû óæå áûëà ðåøåíà ïðè ðàññìîòðå-
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íèè äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû (ñì. ñîîòíîøåíèÿ (2.78)�(2.80)).

2r = αm = arg(∆ + 2iλ), ∆ ≡ ωa − ωb , Ω ≡ (ωa + ωb)/2 , (4.19)

h′ =

(
Ω + ΩR 0

0 Ω− ΩR

)
, ΩR ≡

√
∆2/4 + λ2 . (4.20)

Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè èìååì

Û(t) = T̂1(αm/2) exp[−iĥ′t ] T̂1(−αm/2) , (4.21)

ãäå

ĥ′ = ΩN̂ + ΩR(N̂a − N̂b) , N̂a = â†â , N̂b = b̂†b̂ , N̂ = N̂a + N̂b . (4.22)

Ñïåêòð ýíåðãèé è ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà (4.22) èçâåñòåí è ÷òî ïðåîáðàçîâà-
íèå (4.17) ëåãêî îáðàòèòü. Ïðè ýòîì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿ-

åòñÿ êàíîíè÷åñêèì è îïðåäåëÿåò íîâûå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ {â, b̂, â†, b̂†} →
{Â, B̂, Â†, B̂†}:

ĥ = T̂1(αm/2) ĥ′ T̂−1
1 (αm/2) = ΩN̂ + ΩR(N̂A − N̂B) , (4.23)

Â = cos(αm/2) â+ sin(αm/2) b̂ , B̂ = cos(αm/2) b̂− sin(αm/2) â , (4.24)

N̂ = N̂A + N̂B = N̂a + N̂b . (4.25)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà è ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ïî-
ëó÷àåì

EnA,nB = ~Ωn+ ~ΩR(nA − nB) , n ≡ nA + nB , (4.26)

|nA, nB〉 =
(Â†)nA(B̂†)nB√

nA!nB!
|0, 0〉 . (4.27)

Ñîîòíîøåíèå (4.27) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé |na, nb〉 c na + nb = n è â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
çàïóòàííîå ñîñòîÿíèå. Ïðè ýòîì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå (4.24) îïèñûâàåò
ïåðåõîä ê íîâûì ïåðåìåííûì (íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì) òàê, ÷òî ñòàöèîíàðíûå
ñîñòîÿíèÿ îêàçûâàþòñÿ ôàêòîðèçîâàííûìè â ýòèõ êîîðäèíàòàõ.
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Çàìå÷àíèå 4.1.1 (áîçîííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû óãëîâîãî ìîìåíòà)
Â ðàçäåëå 2.4 (ñì. çàìå÷àíèå ïîñëå ôîðìóëû (2.46)) ìû îòìå÷àëè, ÷òî êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøå-
íèÿ äëÿ ìàòðèö Ïàóëè è äëÿ êîìïîíåíò îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà îäèíàêîâû. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ
îïðåäåëÿþò àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ëè ãðóïïû âðàùåíèé. Ìû
ïîêàçàëè, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ýòîé àëãåáðû ïðè ïîìîùè ìàòðèö Ïàóëè ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ
ñ êâàíòîâûì ÷èñëîì óãëîâîãî ìîìåíòà, j, ðàâíûì 1/2. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ àëãåáðû
óãëîâîãî ìîìåíòà ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ íàøèõ äâóõ îñöèëëÿòîðîâ:

Ĵ+ = â†b̂ , Ĵ− = b̂†â , Ĵ0 = â†â− b̂†b̂ , (4.28)

Ĵ1 ≡ Ĵx = (Ĵ+ + Ĵ−)/2 , Ĵ2 ≡ Ĵy = (Ĵ+ − Ĵ−)/(2i) , Ĵ3 ≡ Ĵz = Ĵ0/2 , (4.29)

[Ĵ0, Ĵ±] = ±2Ĵ± , [Ĵ+, Ĵ−] = Ĵ0 , [Ĵi, Ĵj] = ieijkĴk , (4.30)

Ĵ
2

=
3∑
i=1

Ĵ 2
i = Ĵ 2

0 /4 + (Ĵ+Ĵ− + Ĵ−Ĵ+)/2 , [Ĵ
2
, Ĵi] = 0 . (4.31)

Ñîîòíîøåíèÿ (4.30) ïîêàçûâàþò, ÷òî îïåðàòîðû (4.28)-(4.29) ðåàëèçóþò àëãåáðó óãëîâîãî ìîìåíòà.
Ðàññìîòðèì èõ äåéñòâèå íà ñîñòîÿíèÿ |na, nb〉:

Ĵ
2|na, nb〉 = j(j + 1)|na, nb〉 , j = (na + nb)/2 , (4.32)

Ĵz|na, nb〉 = m|na, nb〉 , m = (na − nb)/2 , m = −j, . . . , j − 1, j (4.33)

|na, nb〉 ≡ |j,m〉 =
(â†) j+m(b̂†) j−m√
(j +m)!(j −m)!

|0, 0〉 , 〈j′,m′|j,m〉 = δj′jδm′m , (4.34)

Ĵ+|j,m〉 =
√

(j +m+ 1)(j −m) |j,m+ 1〉 , (4.35)

Ĵ−|j,m〉 =
√

(j +m)(j −m+ 1) |j,m− 1〉 . (4.36)

Óðàâíåíèÿ (4.32)-(4.33) âîñïðîèçâîäÿò îáùèé ðåçóëüòàò òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû âðàùåíèé
(ñì. ñîîòíîøåíèÿ (2.49)-(2.50)) è ïîêàçûâàþò, êàê êâàíòîâîå ÷èñëî óãëîâîãî ìîìåíòà j è àçè-
ìóòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî m âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÷èñëà çàïîëíåíèÿ na è nb. Êàê ñëåäñòâèå, ñî-
ãëàñíî (4.34), ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû |na, nb〉 ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü êâàíòîâûìè ÷èñëàìè j è m.

Ôîðìóëû (4.35)-(4.36) ïîÿñíÿþò, ïî÷åìó îïåðàòîð Ĵ+ (Ĵ−) íàçûâàåòñÿ ïîâûøàþùèì (ïîíèæàþ-
ùèì).

Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå âðàùåíèÿ, ïàðàìåòðèçîâàííîå óãëàìè Ýéëåðà [Euler], R̂(α, β, γ) ≡
R̂(U):

R̂(U) = exp[−iαĴz] exp[−iβĴy] exp[−iγĴz] (4.37)

è çàïèøåì åãî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

〈j′,m′|R̂(U)|j,m〉 = δj′jD
j
m′m(α, β, γ) = e−im

′αd jm′m(β) e−imγ , (4.38)

d jm′m(β) = 〈j,m′| exp[−iβĴy]|j,m〉 = 〈j,m′|T̂1(β/2)|j,m〉 , (4.39)

ãäå Dj
m′m � D-ôóíêöèè Âèãíåðà. Îòìåòèì, ÷òî îáû÷íûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì ôóíêöèé Âèãíåðà: Ylm =
√

(2l + 1)/(4π)(Dl
m, 0)

∗
.
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Ïîëó÷àåì, ÷òî âðàùåíèå (4.37) èíäóöèðóåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè 2j + 1 ñ óãëîâûì ìîìåíòîì j:

R̂(U)|j,m〉 =

j∑
m′=−j

Dj
m′m(U) |j,m′〉 . (4.40)

Êàê ñëåäñòâèå, êîìïîçèöèè ïîâîðîòîâ

R̂(U ′U) = R̂(U ′)R̂(U)

ñîîòâåñòâóåò êîìïîçèöèÿ ìàòðèö:

Dj
m′m(U ′U) =

j∑
m′′=−j

Dj
m′m′′(U

′)Dj
m′′m(U) . (4.41)

Â çàêëþ÷åíèå, îòìåòèì ñîîòíîøåíèå óíèòàðíîñòè

Dj
m′m(U−1) = (Dj

mm′(U))
∗
, (4.42)

ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì óíèòàðíîñòè îïåðàòîðà R̂(U).

Ýâîëþöèÿ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé

Äåéñòâèå îïåðàòîðà ýâîëþöèè (4.21) íà êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå |α, β〉 ≡ D̂(α, β)|0, 0〉
çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:

Û(t)|α, β〉 = Û(t)D̂(α, β)Û−1(t)|vac〉t , |vac〉t ≡ Û(t)|0, 0〉 = |0, 0〉 , (4.43)

Û(t)D̂(α, β)Û−1(t) = exp{αâ†(−t) + βb̂†(−t)− α∗â(−t)− β∗b̂(−t)} , (4.44)

â(−t) ≡ Û(t) â Û−1(t) , b̂(−t) ≡ Û(t) b̂ Û−1(t) . (4.45)

Îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â (4.44), ïîä÷åðêèâàþò ñâÿçü ñ ýâîëþöèåé îïåðàòîðîâ

â êàðòèíå Ãåéçåíáåðãà (â íàøåì ñëó÷àå ýâîëþöèÿ óíèòàðíà , Û−1(t) = Û †(t), è

ãàìèëüòîíèàí íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè òàê, ÷òî Û−1(t) = Û(−t)). Îïåðàòî-
ðû (4.45) ìîæíî ëèáî ïîëó÷èòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ
îïåðàòîðà ýâîëþöèè (4.21), ëèáî ðåøàÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

∂tâ(−t) = −i [ ĥ, â(−t) ] , ∂tb̂(−t) = −i [ ĥ, b̂(−t) ] . (4.46)
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðåøåíèå â âèäå:(
â(−t)
b̂(−t)

)
= G(−t)

(
â

b̂

)
, G(t) = exp(−iht) , (4.47)

Û(t)|α, β〉 = |α(t), β(t)〉 ,
(
α(t)
β(t)

)
= G(t)

(
α
β

)
, (4.48)

G(t) ≡
(
g11(t) g12(t)
g21(t) g22(t)

)
= e−iΩt{cos(ΩRt) Î − i sin(ΩRt) (cosαm σ̂3 + sinαm σ̂1)} .

(4.49)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå (4.43) ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ðåøåíèå
óðàâíåíèé:

â(−t)|vac〉t = b̂(−t)|vac〉t = 0 . (4.50)

Ñîãëàñíî (4.47), â íàøåì ñëó÷àå îïåðàòîðû (4.45) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîì-
áèíàöèÿìè îïåðàòîðîâ óíè÷òîæåíèÿ, è óðàâíåíèÿ (4.50) ðàâíîñèëüíû îáû÷íûì
óðàâíåíèÿì äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ò.å. îïåðàòîð ýâîëþöèè íå ìåíÿåò âàêóóì-
íîå ñîñòîÿíèå. Êàê âèäíî èç (4.48), êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ îñòàþòñÿ òàêîâûìè
â ïðîöåññå ýâîëþöèè è ïðè ýòîì |α(t)|2 + |β(t)|2 = |α(0)|2 + |β(0)|2 (ñîõðàíåíèå
íîðìû).

Ðåäóöèðîâàííàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè

Â íàñòîÿùåé ëåêöèè ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç äâóõ è áîëåå ïîä-
ñèñòåì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû óæå êîðîòêî îáñóäèëè ïîíÿòèå çàïóòàííîãî ñîñòîÿíèÿ.
Çäåñü ìû ïðîêîììåíòèðóåì ñìûñë ïðîöåäóðû, èçâåñòíîé ïîä íàçâàíèåì ðåäóê-
öèè ìàòðèöû ïëîòíîñòè, è ïðèâåäåì ïðèìåðû ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòîðîâ.

Ðàññìîòðèì äâå âçàèìîäåéñòâóþùèå ïîäñèñòåìû (a) è (b), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ñîñòàâëÿþùèìè ÷àñòÿìè îáúåäèíåííîé ñèñòåìû (a) + (b). Äàëåå ïðåäïîëîæèì,
÷òî èçìåðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ëèøü íàä îäíîé èç ïîäñèñòåì, íàïðèìåð, (a). Ðåçóëü-
òàòû òàêèõ èçìåðåíèé õàðàêòåðèçóþòñÿ ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè äèíàìè÷åñêèõ ïå-
ðåìåííûõ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îïåðàòîðû âèäà Â(a)⊗ Î, ò.å. îïåðàòîðû, êîòî-
ðûå íå ìåíÿþò âåêòîðà ñîñòîÿíèé ïîäñèñòåìû (b). Äëÿ íåçàïóòàííîãî ñîñòîÿíèÿ
ïîëó÷àåì

ρ̂ = ρ̂(a) ⊗ ρ̂(b) =⇒ 〈Â(a)〉 ≡ Tr[Â(a)ρ] = Tra[Â
(a)ρ(a)] · Trb[ρ̂

(b)] = Tra[Â
(a)ρ(a)] ,

(4.51)
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ãäå ñèìâîë

Tra,b[Â] =
∑
i

〈φ(a,b)
i |Â|φ(a,b)

i 〉

îçíà÷àåò âû÷èñëåíèå ñëåäà ïî ñîñòîÿíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäñèñòåìû, (a)
èëè (b).

Ôîðìóëà (4.51) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé äîñòà-
òî÷íî çíàòü ðåäóöèðîâàííóþ ìàòðèöó ïëîòíîñòè ρ̂(a):

Îïðåäåëåíèå 4.1.1 (ðåäóöèðîâàííàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè)

ρ̂(a) = Trb[ρ̂] ≡
∑
i

〈φ(b)
i |ρ̂|φ

(b)
i 〉 . (4.52)

Îïðåäåëåíèå (4.52) îòíîñèòñÿ è ê ñëó÷àþ çàïóòàííûõ ñîñòîÿíèé è ïîêàçûâàåò,
÷òî ìàòðèöà ïëîòíîñòè ïîäñèñòåìû (a) ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå óñðåäíåíèÿ ìàòðèöû
ïëîòíîñòè ïîëíîé ñèñòåìû ïî ñîñòîÿíèÿì ïîäñèñòåìû (b).

Âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñìåñü ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ðåäóêöèè ìàòðèöû ïëîòíîñòè ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðè
ýòîì ëèøü çàïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ ñïîñîáíû ãåíåðèðîâàòü ñìåøàííûå.

Óïðàæíåíèå 4.1.1
Äîêàæèòå, ÷òî çàïóòàííîñòü ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì âîçìîæíîñòè ïîëó÷èòü ñìåøàííîå
ñîñòîÿíèå ïîñëå ðåäóêöèè ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ïðèìåð 4.1.1 (ðåäóêöèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé (4.27))
Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íà ïðèìåðå ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ îñöèëëÿòîðîâ. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì (4.27) â âèäå

|nA, nB〉 = T̂1(αm/2)
(â†)nA(b̂†)nB

√
nA!nB!

|0, 0〉 = T̂1(αm/2)|j,m〉 . (4.53)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèÿ (4.34) ñ 2j = n = nA+nB è 2m = nA−nB. Èñõîäíîå ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè

ρ̂ = |nA, nB〉〈nA, nB| . (4.54)

Íàì íóæíî âû÷èñëèòü óñðåäíèòü (4.54) ïî ñîñòîÿíèÿì b-îñöèëëÿòîðîâ:

ρ̂(a) =
∞∑

nb=0

〈nb|ρ̂|nb〉. (4.55)

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî
Trb{|na, nb〉〈ma,mb|} = δnb,mb

|na〉〈ma| (4.56)
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è âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.39). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ρ̂(a) =
n∑
k=0

|d jk−j,m(αm)|2 |k〉〈k| , (4.57)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñìåøàííîìó ñîñòîÿíèþ ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ïëîòíîñòè. Ïðè ýòîì çàñåëåí-
íîñòè íèæíèõ n+ 1 óðîâíåé ðàâíû êâàäðàòàì d-ôóíêöèé óãëà ñìåøèâàíèÿ.

Óïðàæíåíèå 4.1.2
Ïîëó÷èòå ôîðìóëó (4.57). Ïîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå íîðìèðîâêè âûïîëíÿåòñÿ êàê ñëåäñòâèå ñîîòíî-
øåíèé (4.41)-(4.42).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè, êàê ðåäóêöèÿ ãåíåðèðóåò ñìåøàí-
íûå ñîñòîÿíèÿ. Åñòåñòâåííî, ÷òî óñðåäíåíèå ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû îäíîé èç ïîäñè-
ñòåì ïðèâîäèò ê ïîòåðå èíôîðìàöèè î ñèñòåìå è âíîñèò ñòàòèñòè÷åñêóþ íåîïðå-
äåëåííîñòü, õàðàêòåðíóþ äëÿ ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé.

Ýâîëþöèÿ ðåäóöèðîâàííîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè

Ïî îïðåäåëåíèþ, ðåäóöèðîâàííàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè çàâèñèò ëèøü îò ïåðåìåí-
íûõ îäíîé èç ïîäñèñòåì, è, êàê ñëåäñòâèå, åå íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ
âçàèìíûõ êîððåëÿöèé, âîçíèêàþùèõ âñëåäñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïîäñè-
ñòåìàìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýâîëþöèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïîëíîé ñèñòåìû îïðå-
äåëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì, êîòîðîå, òàêèì îáðàçîì, âëèÿåò íà âðåìåííóþ çàâè-
ñèìîñòü ðåäóöèðîâàííîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè ìàòðèöà ïëîòíîñòè âçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòîðîâ ôàêòî-
ðèçîâàíà è èìååò âèä:

ρ̂(0) = ρ̂(a)(0)⊗ ρ̂(b)(0) , ρ̂(b)(0) = |β〉〈β| , (4.58)

ρ̂(a)(0) =

∫
Pth(α)|α〉〈α|dµ(α) , Pth(α) = n−1

th exp(−|α|2/nth) . (4.59)

Óðàâíåíèå (4.58) îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìû ïðèãîòîâëåíû êàê ñòàòèñòè÷åñêè íåçà-
âèñèìûå è b-ìîäà íàõîäèòñÿ â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ýòà ìîäà îïèñûâàåò âíåøíåå êâàíòîâàííîå ïîëå. Ñîãëàñíî (4.59), �ìàòåðè-
àëüíûé� a-îñöèëëÿòîð íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ,
êîòîðîå ìû çàïèñàëè ÷åðåç P -ñèìâîë ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà (ñì. ôîðìóëó (3.130)
íà ñòð. 51).

Çàäà÷ó îá ýâîëþöèè ê.ñ. ìû óæå èçó÷àëè, è ðåçóëüòàò îïèñûâàåòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿìè (4.48) è (4.49). Ïðèìåíåíèå ýòèõ ñîîòíîøåíèé íåïîñðåäñòâåííî äàåò
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âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü ìàòðèöû ïëîòíîñòè:

ρ̂(t) =

∫
Pth(α)|α(t), β(t)〉〈α(t), β(t)|dµ(α) , (4.60)

ãäå α(t) è β(t) îïðåäåëåíû â (4.48). Äëÿ ðåäóöèðîâàíííîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè
a-ìîäà ïîëó÷àåì:

ρ̂(a)(t) =

∫
Pth(α) |g11(t)α + g12(t)β〉〈g11(t)α + g12(t)β| dµ(α) . (4.61)

Çàìåíà ïåðåìåííîé α→ γ = g11(t)α + g12(t)β äàåò îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

ρ̂(a)(t) =

∫
P (γ − γ̄(t)) |γ〉〈γ| dµ(γ) , P (γ) = n̄(t)−1 exp(−|γ|2/n̄(t)) , (4.62)

〈â†â〉 − |γ̄(t)|2 = n̄(t) = nth|g11(t)|2 = nth(∆
2 + 4λ2 cos2(ΩRt))/(∆

2 + 4λ2) ,

(4.63)

〈â〉 = γ̄(t) = g12(t)β =
λβ√

∆2 + 4λ2

[
e−iΩ+t − e−iΩ−t

]
, Ω± = Ω± ΩR , (4.64)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ (4.49).
Âûðàæåíèå (4.62) ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Ãëàóáåðà îñòàåòñÿ ãàóññî-

âûì. Ïðè ýòîì êàê öåíòð, òàê è øèðèíà ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñÿò îò âðåìåíè.
Äâèæåíèå öåíòðà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (4.64) è

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè ñ ÷àñòîòîé Ω, ðàäèóñ êîòîðîé ïðî-
ïîðöèîíàëåí | sin ΩRt|. Ïðè Ω� ΩR òàêàÿ òðàåêòîðèÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
ñîîòâåòñòâóåò áèåíèÿì àìïëèòóäû â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå.

Èç (4.63) âèäíî, ÷òî äèñïåðñèÿ (øèðèíà) ðàñïðåäåëåíèÿ îñöèëëèðóåò ñ ÷àñòî-
òîé 2ΩR ìåæäó ìèíèìàëüíûì nmin = nth[∆/(2ΩR)]2 è ìàêñèìàëüíûì nmax = nth
çíà÷åíèÿì ñðåäíåãî ÷èñëà çàïîëíåíèÿ. Ïðè ýòîì äèñïåðñèÿ ìàêñèìàëüíà â ìî-
ìåíòû âðåìåíè, êîãäà ñìåùåíèå öåíòðà îòñóòñòâóåò γ̄(t) = 0:

P (γ − γ̄(tn)) = Pth(γ) , tn = πn/ΩR . (4.65)

Íàîáîðîò, ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà äèñïåðñèÿ ìèíèìàëüíà, ñîîòâåòñòâóþò ìàê-
ñèìàëüíûì çíà÷åíèÿì äëèíû ñìåùåíèÿ |γ̄(t)|.

Çàìå÷àíèå 4.1.2
Óêàçàííûå îñöèëëÿöèè àíàëîãè÷íû îñöèëëÿöèÿì Ðàáè â äâóõóðîâíåâîé ìîäåëè, ðàññìîòðåííûì
â êîíöå ðàçäåëà 2.4. Àíàëîãèÿ ñòàíåò ïðîçðà÷íîé, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî ãàìèëüòîíèàí íåâçàèìî-
äåéñòâóþùåé äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû ïðîïîðöèîíàëåí îïåðàòîðó σ̂3, òîãäà êàê äëÿ a-îñöèëëÿòîðà
òàêîé ãàìèëüòîíèàí ïðîïîðöèîíàëåí îïåðàòîðó ÷èñëà çàïîëíåíèÿ â†â.
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Èíòåðåñíî, ÷òî â ñëó÷àå òî÷íîãî ðåçîíàíñà, êîãäà ∆ = 0, äèñïåðñèÿ îáðàùà-
åòñÿ â íîëü ïðè cos ΩRt = 0. Áîëåå òî÷íî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

lim
ε→0+0

[πε]−1/2 exp(−x2/ε) = δ(x) ,

èìååì

P (γ − γ̄(tn)) = πδ2(γ − γ̄(tn)) , (4.66)

tn = π(n+ 1/2)/ΩR , γ̄(tn) = −i(−1)nβe−iΩtn . (4.67)

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå ïðè ωa = ωb, íàáëþäàþòñÿ îñöèëëÿöèè
ìåæäó òåïëîâûì ðàñïðåäåëåíèåì (4.65) è êîãåðåíòíûì ñîñòîÿíèÿìè (4.66).
×àñòîòà îñöèëëÿöèé ðàâíà 2ΩR =

√
∆2 + 4λ2 (ñð. ñ ÷àñòîòîé Ðàáè äâóõóðîâ-

íåâîé ìîäåëè â (2.79)-(2.80)).
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ∆ = 0 ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè |na, nb〉 íåâçàèìî-

äåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòîðîâ (n + 1)-êðàòíî âûðîæäåíû. Ñîãëàñíî (4.26), âçàè-
ìîäåéñòâèå ñíèìàåò ýòî âûðîæäåíèå è ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ìóëüòèïëåòíîé
ñòðóêòóðû â ýíåðãåòè÷åñêîì ñïåêòðå: Ejm ∝ 2(jΩ + mΩR), j = 0, 1/2, . . . è
m = −j, . . . , j.

Çàäà÷à 4.1.1
Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 3.4 c F (t) = −λβ exp(−iωbt), ðàññìîòðèòå ýâîëþöèþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ Ãèááñà äëÿ îñöèëëÿòîðà âî âíåøíåì ïîëå. Ñðàâíèòå ðåçóëüòàòû äëÿ êâàíòîâàííîãî è êëàññè-
÷åñêîãî ïîëÿ.

Íåðåçîíàíñíûå ñëàãàåìûå

Ó÷òåì íåðåçîíàíñíûå ñëàãàåìûå, ïðîïóùåííûå â ãàìèëüòîíèàíå (4.10):

~−1 Ĥ ≡ ĥ = ωa â
†â+ ωb b̂

†b̂+ λ [ â†b̂+ b̂†â ] + g [ â†b̂† + b̂â ] . (4.68)

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïî-ïðåæíåìó ìîæåì ýêñïëóàòèðîâàòü ìåòîä, îñíîâàííûé íà èñ-
ïîëüçîâàíèè ëèíåéíûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ äèàãîíàëèçàöèè êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:(

Â

B̂

)
= P ·

(
â

b̂

)
+ Q ·

(
â†

b̂†

)
,

(
Â†

B̂†

)
= Q∗ ·

(
â

b̂

)
+ P∗ ·

(
â†

b̂†

)
. (4.69)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.69) áûëè êàíîíè÷åñêèìè (ñîõðàíÿëè êîììó-
òàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ), ìàòðèöû P è Q äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

P ·P† −Q ·Q† = I ≡
(

1 0
0 1

)
, P ·QT = Q ·PT . (4.70)
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Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (4.69) â íåñêîëüêî äðóãîé ôîðìå:

Â ≡


Â

B̂

Â†

B̂†

 = Λ ·


â

b̂
â†

b̂†

 ≡ Λ · â , Λ =

(
P Q
Q∗ P∗

)
. (4.71)

Òîãäà óñëîâèÿ êàíîíè÷íîñòè äëÿ ìàòðèöû Λ èìååò âèä:

Λ−1 =

(
P† −QT

−Q† PT

)
= −Σ ·ΛT ·Σ , Σ =

(
0 I
−I 0

)
. (4.72)

×òîáû îïðåäåëèòü êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ðàññìîòðèì ýâîëþöèþ îïåðà-
òîðîâ (4.45):

∂tâ(−t) = −i[ĥ, â(−t)] = iH · â(−t) , H =

(
h g
−g −h

)
, g =

(
0 g
g 0

)
, (4.73)

â(−t) = G(−t) · â , G(t) = exp(−iHt) . (4.74)

Óïðàæíåíèå 4.1.3
Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå G(t) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì.

h. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî
HT = Σ ·H ·Σ . (4.75)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìàòðèöó H ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó
êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì:

Λ−1 ·H ·Λ = Ω =

(
Ωd 0
0 −Ωd

)
. (4.76)

Çàäà÷à 4.1.2
Äîêàæèòå ïðåäñòàâëåíèå (4.76).

Òàêèì îáðàçîì, ìû òåïåðü ìîæåì âû÷èñëèòü êàê íîâûå ÷àñòîòû, îïðåäåëÿ-
þùèå ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð, òàê è ìàòðèöó Λ, ÷åðåç êîòîðóþ îïðåäåëÿþòñÿ
íîâûå îïåðàòîðû îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå
îò (4.43), òåïåðü ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà ýâîëþöèè âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå ìåíÿ-
åòñÿ. Íîâîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ñæàòûì âàêóóìîì è îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ñîñòîÿíèå, îáíóëÿåìîå íîâûìè îïåðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿ:

Â|vac〉 = B̂|vac〉 = 0 . (4.77)
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Îñòàâëÿÿ â ñòîðîíå ïîäðîáíûå âû÷èñëåíèÿ, ïðèâåäåì çäåñü ðåçóëüòàò äëÿ
÷àñòîò, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

x4 − ax2 + b2 = 0 (4.78a)

a = ω2
a + ω2

b + 2(λ2 − g2) , (4.78b)

b2 = (ωaωb − (λ+ g)2)(ωaωb − (λ− g)2) , (4.78c)

2Ω =
√
a+ 2b , 2ΩR =

√
a− 2b . (4.78d)

Çàäà÷à 4.1.3 (!!)
Èññëåäóéòå âëèÿíèå íåðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ íà ýâîëþöèþ ðåäóöèðîâàííîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè,
ðàññìîòðåííóþ â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå.

4.2. Ìîäåëü Äæåéíñà�Êàììèíãñà è åå îáîáùåíèÿ

Çàäà÷à, ðàññìîòðåííàÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîâóþ
âåðñèþ çàäà÷è îá îñöèëëÿòîðå âî âíåøíåì ïîëå. Áîëåå òî÷íî, â ýòîì ñëó÷àå âíåø-
íåå ïîëå òðàêòóåòñÿ êàê êâàíòîâûé îñöèëëÿòîð, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò êâàí-
òîâîìó îïèñàíèþ Ôóðüå ãàðìîíèêè âíåøíåãî ïîëÿ. Ôîðìàëüíî, òàêîå îïèñà-
íèå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä Ôóðüå íà îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ-
óíè÷òîæåíèÿ ïîëåâûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ ÷àñòîòàìè ðàâíûìè ñîîòâåòñòâóþùèì ÷à-
ñòîòàì Ôóðüå ãàðìîíèê. Â íàøåì ñëó÷àå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîëå ÿâëÿåòñÿ
ìîíîõðîìàòè÷åñêèì è, êàê ñëåäñòâèå, â ðàçëîæåíèè Ôóðüå ïðèñóòñòâóåò òîëüêî
îäíà ãàðìîíèêà (ìîäà). Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ìû ïî-ïðåæíåìó áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü îäíîìîäîâûå ïîëÿ, ïðåíåáðåãàÿ ýôôåêòàìè íåìîíîõðîìàòè÷íîñòè.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàçáåðåì çàäà÷ó î âçàèìîäåéñòâèè äâóõóðîâíåâîé ñèñòå-
ìû (ñì. Ðèñ. 2.1) ñ êâàíòîâàííûì ïîëåì. Ìû ïî-ïðåæíåìó ïîëàãàåì, ÷òî (b)-
îñöèëëÿòîð îïèñûâàåò ïîëåâóþ ìîäó, â òî âðåìÿ êàê äëÿ îïèñàíèÿ ñòåïåíåé ñâî-
áîäû äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèö Ïàóëè
(ñì. ðàçäåë 2.4). Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ãàìèëüòîíèàíà â ïðèáëèæåíèè âðàùàþ-
ùåéñÿ âîëíû èìååò ñëåäóþùèé âèä:

~−1 Ĥ ≡ ĥ = ω σ̂3/2 + ωb b̂
†b̂+ λ [ b̂σ̂+ + b̂†σ̂− ] , (4.79)

ãäå ÷àñòîòà ïåðåõîäà îáîçíà÷åíà êàê ω è ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå Î, îïóùå-
íî êàê íåñóùåñòâåííàÿ àääèòèâíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ãàìèëüòîíèàí (4.79) îïèñûâàåò
ñèñòåìó, èçâåñòíóþ êàê ìîäåëü Äæåéíñà-Êàììèíãñà [Jaynes-Cummings] [15].

Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ñîñòîèò èç ïðîèçâåäåíèé âîëíîâûõ
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ôóíêöèé

|n,±1〉 = |n〉 ⊗ |±1〉 , |+1〉 ≡
(

1
0

)
, |−1〉 ≡

(
0
1

)
, (4.80)

σ̂3 |±1〉 = ±|±1〉 , b̂†b̂ |n〉 ≡ N̂b |n〉 = n|n〉 , (4.81)

ãäå â ïñåâäîñïèíîâîì ïðåäñòàâëåíèè êåò-âåêòîð |−1〉 ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîìó
ñîñòîÿíèþ äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû, òîãäà êàê |+1〉 ïðåäñòàâëÿåò âîçáóæäåííîå
ñîñòîÿíèå. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî áàçèñíûå ôóíêöèè (4.80) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííû-
ìè ôóíêöèÿìè íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà ñ λ = 0 (íåò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ
ïîëåì).

Óïðàæíåíèå 4.2.1
Âûïèøèòå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð) ãàìèëüòîíèà-
íà (4.79) ïðè λ = 0.

Ñèììåòðèÿ è èíòåãðàëû äâèæåíèÿ

Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî ìîäåëü Äæåéíñà-Êàììèíãñà (JC-ìîäåëü) îòíîñèòñÿ ê êëàñ-
ñó òî÷íî ðåøàåìûõ ìîäåëåé. Èíûìè ñëîâàìè, ìû ñìîæåì àíàëèòè÷åñêè îïèñàòü
ñïåêòð è ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ (à, êàê ñëåäñòâèå, è ýâîëþöèþ) íàøåé ñèñòå-
ìû. Îñíîâíûì îáñòîÿòåëüñòâîì, êîòîðîå ïîçâîëèò íàì íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå äîâîëüíî ïðîñòîé ñèììåòðèè ó ãàìèëü-
òîíèàíà (4.79).

Íàèáîëåå ïðîñòûì è íåïîñðåäñòâåííûì ïðîÿâëåíèåì ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ íàëè÷èå èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.2.1 (èíòåãðàë äâèæåíèÿ) Íàáëþäàåìàÿ Â íàçûâàåòñÿ èíòå-
ãðàëîì äâèæåíèÿ, åñëè

[Ĥ, Â] = 0 . (4.82)

Óðàâíåíèå (4.82) îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ,
êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì è, êàê ñëåäñòâèå, íå çàâèñèò îò âðåìåíè â êàðòèíå
Ãåéçåíáåðãà (ñì. óðàâíåíèå (2.13)). Äëÿ íàñ âàæíû ñëåäóþùèå îáñòîÿòåëüñòâà,
íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþùèå èç îïðåäåëåíèÿ:

• Â ïåðåâîäèò ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà Ĥ â ñòàöèîíàðíûå ñî-
ñòîÿíèÿ ñ òîé æå ýíåðãèåé (ò.å. åñëè |ψ〉 � ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà, òî Â|ψ〉 � òîæå ðåøåíèå òîãî æå óðàâíåíèÿ);



4.2. Ìîäåëü Äæåéíñà�Êàììèíãñà è åå îáîáùåíèÿ 67

• Ĥ ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ êåò-âåêòîðîâ îïåðàòîðà Â ñ äàííûì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì â ñåáÿ.

Óïðàæíåíèå 4.2.2
Äîêàæèòå ñôîðìóëèðîâàííûå óòâåðæäåíèÿ.

Êàê ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, â JC-ìîäåëè èìååòñÿ ïðîñòîé èíòå-
ãðàë äâèæåíèÿ:

M̂ = σ̂3/2 + b̂†b̂ ≡ σ̂3/2 + N̂b . (4.83)

Ñîáñòâåííûå âåêòîðà è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà M̂ íåòðóäíî íàéòè:

M̂ |n,−1〉 = m |n,−1〉 , M̂ |n− 1,+1〉 = m |n− 1,+1〉 , m = n− 1/2 . (4.84)

Î÷åâèäíî, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì íàèìåíüøåãî ïðîñòîãî çíà-
÷åíèÿ ñ m = −1/2, äâóêðàòíî âûðîæäåíû.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé íàøåé ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîíå÷íîìåðíûõ (â íàøåì ñëó÷àå ìàêñèìóì
äâóìåðíûõ) ïîäïðîñòðàíñòâMm, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñîáñòâåííûå âåêòîðà (4.84)
äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿm îáðàçóþò áàçèñîì. Òàê êàê ãàìèëüòîíèàí îñòàâëÿåò ïîä-
ïðîñòðàíñòâàMm èíâàðèàíòíûìè, ĤMm ⊆Mm, ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è
ñâîäèòñÿ ê äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèö 2 × 2, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñóæåíèÿ Ĥ íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâàMm.

Îäåòûå ñîñòîÿíèÿ

Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî âàêóóìíûì ñîñòîÿíèåì íàøåé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûé íåâûðîæäåííûé ñîáñòâåííûé êåò-âåêòîð îïåðàòîðà M̂ ñ íàèìåíüøèì
çíà÷åíèåì m, m = −1/2:

|vac〉 = |0,−1〉 , Ĥ|vac〉 = E0|vac〉 , E0 = −~ω/2 . (4.85)

Â ýòîì ñîñòîÿíèè äâóõóðîâíåâàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, è
÷èñëî çàïîëíåíèÿ, îïèñûâàþùåå ÷èñëî êâàíòîâ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé ïîëÿ
(ôîòîíîâ) ðàâíî íóëþ.

Äåéñòâèå îïåðàòîðà ĥ íà èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâåMm â áàçèñå (4.84)
îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé:

hm = mωb Î −∆σ̂3/2 + λ
√
n σ̂1 , ∆ ≡ ω − ωb , m = n− 1/2 . (4.86)
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Äèàãîíàëèçàöèÿ ìàòðèö (4.86) äàåò ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è:

ĥ |m,±〉 = Ω(±)
m |m,±〉 , Ω(±)

m = mωb ± Ωm , (4.87)

Ωm =
√

∆2/4 + λ2n , m = n− 1/2 , n ∈ N+ , (4.88)

|m,−〉 = cos(θm/2) |n,−1〉 − sin(θm/2) |n− 1,+1〉 , (4.89)

|m,+〉 = sin(θm/2) |n,−1〉+ cos(θm/2) |n− 1,+1〉 , (4.90)

θm = arg(∆ + 2iλ
√
n) . (4.91)

Èç ôîðìóë (4.87)-(4.88) âèäíî, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð êëàññèôèöèðóåòñÿ
ïðè ïîìîùè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (êâàíòîâûõ ÷èñåë)m ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷è-

íû (èíòåãðàëà äâèæåíèÿ) M̂ è ñîñòîèò èç äóïëåòîâ, öåíòðû êîòîðûõ ðàñïîëîæå-
íû ýêâèäèñòàíòíî, à âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ ðàâíà óäâîåííîé ÷àñòîòå Ðàáè Ωm. Â
îòëè÷èè îò èçó÷åííûõ ðàíåå ìîäåëåé, êàê ÷àñòîòà Ðàáè òàê è óãîë ñìåøèâàíèÿ
θm íåëèíåéíî çàâèñÿò îò êâàíòîâîãî ÷èñëà m.

Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ (4.89) è (4.89) ÿâëÿþòñÿ çàïóòàííûìè è ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñîñòîÿíèÿ |n,−1〉 � äâóõóðîâíåâàÿ ñèñòåìà
íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè â ïðèñóòñòâèè n êâàíòîâ ïîëÿ � è ñîñòîÿíèÿ
|n− 1,+1〉, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ |n,−1〉 óíè÷òîæåíèåì (ïîãëîùåíè-
åì) îäíîãî ôîòîíà è ïåðåõîäîì äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû â âîçáóæäåííîå ñîñòîÿ-
íèå. Òàêèå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ îäåòûìè [dressed states].

Êîëëàïñ è âîññòàíîâëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîëå íàõîäèòñÿ â êî-
ãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè, òîãäà êàê äâóõóðîâíåâàÿ ñèñòåìà ïðèãîòîâëåíà â âîçáóæ-
äåííîì ñîñòîÿíèè:

|ψ(t = 0)〉 = |α〉 ⊗ |+1〉 ≡ |α,+1〉 . (4.92)

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ðàçíîñòè íàñåëåííîñòåé äâóõ-
óðîâíåâîé ñèñòåìû.

Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî

Û(t)

(
|n,−1〉
|n− 1,+1〉

)
= exp(−ihmt)

(
|n,−1〉
|n− 1,+1〉

)
, (4.93)

exp(−ihmt) = e−imωbt

(
cos Ωmt+ i cos θm sin Ωmt −i sin θm sin Ωmt
−i sin θm sin Ωmt cos Ωmt− i cos θm sin Ωmt

)
.

(4.94)
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(a) ∆ = 0 , |α| = 0.0;

0 10 20 30 40 50 60

λt

-1

-0.5

0

0.5

1

I
n

v
e
r
s
io

n

(b) ∆ = 0 , |α| = 1.0;

0 10 20 30 40 50 60

λt

-1

-0.5

0

0.5

1

I
n

v
e
r
s
io

n

(c) ∆ = 0 , |α| = 4.0;
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(d) ∆ = 0 , |α| = 9.0;

Ðèñ. 4.1 Çàâèñèìîñòü èíâåðñèè íàñåëåííîñòåé (= P+(t)− P−(t)) îò âðå-
ìåíè â ñëó÷àå òî÷íîãî ðåçîíàíñà.

Òàêèì îáðàçîì, ÿâíûå âûðàæåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ áàçèñíûõ ñîñòîÿ-
íèé (4.80), èìåþò âèä:

Û(t) |n− 1,+1〉 = exp(−imωbt)[(cos Ωmt− i cos θm sin Ωmt) |n− 1,+1〉−
−i sin θm sin Ωmt |n,−1〉] , (4.95)

Û(t) |n,−1〉 = exp(−imωbt)[(cos Ωmt+ i cos θm sin Ωmt) |n,−1〉−
−i sin θm sin Ωmt |n− 1,+1〉] . (4.96)

Âû÷èñëèì òåïåðü íàñåëåííîñòè âîçáóæäåííîãî è îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ-
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(c) ∆/λ = 4.0 , |α| = 4.0;
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(d) ∆/λ = 4.0 , |α| = 9.0;

Ðèñ. 4.2 Âëèÿíèå ðàññòðîéêè îò ðåçîíàíñà, ∆, íà âðåìåííóþ çàâèñè-
ìîñòü èíâåðñèè íàñåëåííîñòåé.

óðîâíåâîé ñèñòåìû (P+(t) è P−(t), ñîîòâåòñòâåííî):

P+(t) =
∞∑
n=1

|〈n− 1,+1|Û(t)|α,+1〉|2 , P−(t) =
∞∑
n=0

|〈n,−1|Û(t)|α,+1〉|2 ,

(4.97)

P−(t) = exp(−|α|2)
∞∑
n=0

(|α|n sin θm+1 sin Ωm+1t)
2

n!
, P+(t) = 1− P−(t) , (4.98)

sin2 θm+1 =
4λ2(n+ 1)

∆2 + 4λ2(n+ 1)
, Ωm+1 =

√
∆2/4 + λ2(n+ 1) . (4.99)

Ðàçíîñòü íàñåëåííîñòåé êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ |α|
ïîêàçàíà íà Ðèñ. 4.1 (òî÷íûé ðåçîíàíñ ñ ∆ = 0) è íà Ðèñ. 4.2 (íåíóëåâàÿ îò-
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ñòðîéêà îò ðåçîíàíñà). Âèäíî, ÷òî ïðè |α| ≥ 4 âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè
íàñåëåííîñòåé îáíàðóæèâàåò ñëåäóþùèå õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè:

• çà âðåìåíà≈ 1/λ ïåðâîíà÷àëüíûå îñöèëëÿöèè çàòóõàþò � êîëëàïñ [collapse]
� è óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè íàñåëåííîñòè (ñì. Ðèñ. 4.1c�
4.1d è Ðèñ. 4.2c�4.2d);

• ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ≈ 2π|α|/λ îñöèëëÿöèè âîçîáíîâëÿþòñÿ � âîññòà-
íîâëåíèå [revival] � è âíîâü çàòóõàþò (ñì. Ðèñ. 4.1c�4.1d è Ðèñ. 4.2c�4.2d).

Óïðàæíåíèå 4.2.3
Âû÷èñëèòå âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü ñðåäíèõ çíà÷åíèé 〈b̂†〉 è 〈b̂〉.

Óïðàæíåíèå 4.2.4
Ïîêàæèòå, ÷òî âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ÷èñëà ôîòîíîâ 〈b̂†b̂〉 òàêæå îáíàðóæèâàåò êîëëàïñ
è âîññòàíîâëåíèÿ.

h. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî îïåðàòîð (4.83) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.

Çàäà÷à 4.2.1 (ñòàòèñòèêà ÷èñëà ôîòîíîâ)
Âû÷èñëèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî çàïîëíåíèÿ ðàâíî n â ñîñòîÿíèè Û(t)|α,+1〉:

Pn(t) =
∑
a=±1

|〈n, a|Û(t)|α,+1〉|2 . (4.100)

Èññëåäóéòå, êàêîé ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà ôîòîíîâ: ñóáïóàññîíîâñêîé èëè ñóïåðïóàññîíîâñêîé? (ñì.
ðàçäåë 3.3).

Çàäà÷à 4.2.2 (êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ)
Âû÷èñëèòå äâóõâðåìåííóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ îïåðàòîðîâ σ̂+ è σ̂− ðàâíóþ, ïî îïðåäåëå-
íèþ, 〈σ̂+(t1)σ̂−(t2)〉. Ñðàâíèòå ðåçóëüòàò ñ êîððåëÿòîðîì äëÿ äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû âî âíåøíåì
ïîëå (ñì. óïðàæíåíèå â êîíöå ðàçäåëà 2.4).

Çàäà÷à 4.2.3
Èññëåäóéòå ýâîëþöèþ èíâåðñèè íàñåëåííîñòåé àòîìà â ñëó÷àå, êîãäà ïîëå è äâóõóðîâíåâàÿ ñè-
ñòåìà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû è õàðàêòåðèçóþòñÿ ãèááñîâñêèìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè (ñ ðàçíîé òåìïåðàòóðîé).

JC�ìîäåëü ñ ïðîèçâîëüíûì ñïèíîì

Îáîáùèì JC-ìîäåëü, çàìåíèâ ìàòðèöû Ïàóëè â ãàìèëüòîíèàíå (4.79), êîòîðûå
îïèñûâàþò äâóõóðîâíåâûé àòîì è ïðåäñòàâëÿþò êîìïîíåíòû îïåðàòîðà óãëîâîãî
ìîìåíòà ñ j = 1/2, íà îïåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîëüíîìó êâàíòîâîìó
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÷èñëó óãëîâîãî ìîìåíòà j, ò.å. σ̂i/2→ Ŝi. Â ðåçóëüòàòå ãàìèëüòîíèàí îáîáùåííîé
òàêèì îáðàçîì ìîäåëè Äæåéíñà�Êàììèíãñà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

~−1 Ĥ ≡ ĥ = ω Ŝz + ωb b̂
†b̂+ λ [ b̂Ŝ+ + b̂†Ŝ− ] , Ŝ± = Ŝx ± iŜy . (4.101)

Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà Ŝi (äàëåå áóäåì äëÿ êðàòêîñòè
íàçûâàòü èõ ñïèíîâûìè îïåðàòîðàìè) óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíî-
øåíèÿì (4.30) è 2j + 1 êåò�âåêòîðîâ |j,m〉 ñ àçèìóòàëüíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì
m = j, j− 1, . . . ,−j+ 1,−j îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé �ñïèíîâîé�
ïîäñèñòåìû. Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (4.35)�(4.36) äåéñòâèå ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ
íà ñîñòîÿíèÿ |j,m〉 îïðåäåëåíî ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

Ŝz|j,m〉 = m |j,m〉 , (4.102)

Ŝ+|j,m〉 =
√

(j +m+ 1)(j −m) |j,m+ 1〉 , (4.103)

Ŝ−|j,m〉 =
√

(j +m)(j −m+ 1) |j,m− 1〉 . (4.104)

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ôèçè÷åñêè âûãëÿäèò íåñêîëüêî
èñêóññòâåííî è, â îñíîâíîì, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ êàê íåïîñðåäñòâåííîå îáîáùå-
íèå JC�ìîäåëè íà ñïèíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ (ò.å. c j > 1/2), ìîäåëüíûé ãàìèëü-
òîíèàí (4.101) äîïóñêàåò âïîëíå ñîäåðæàòåëüíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Ïðè ýòîì áîçîííûå îïåðàòîðû {b̂† , b̂} ïî-ïðåæíåìó îïèñûâàþò ýëåêòðîìàãíèò-
íîå ïîëå, êîòîðîå âçàèìîäåéñòâóåò ñ àòîìíîé (èëè ìîëåêóëÿðíîé) ñèñòåìîé, òî-
ãäà êàê óñëîæíåíèå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ïîñëåäíåé ñâÿçàíî ëèáî ñ òåì, ÷òî
ìû ðàññìàòðèâàåì âðàùàòåëüíûå ïîäóðîâíè ìîëåêóëû, ëèáî àòîìíàÿ ïîäñèñòå-
ìà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âû÷èñëåíèþ ñïåêòðà ýíåðãèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ãà-
ìèëüòîíèàíà (4.101). Àëãåáðàè÷åñêè îáîáùåííàÿ JC�ìîäåëü óñòðîåíà òàê æå êàê
è èñõîäíàÿ ñèñòåìà (4.79). Ïîýòîìó âñå ðåçóëüòàòû àëãåáðàè÷åñêîãî õàðàêòåðà
(ò.å. çàâèñÿùèå òîëüêî îò êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé) îñòàþòñÿ â ñèëå. Òàê,

äåëàÿ ïîäñòàíîâêó σ̂3/2 → Ŝz â ñîîòíîøåíèè (4.83), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
îïåðàòîð

M̂ = Ŝz + b̂†b̂ ≡ Ŝz + N̂b (4.105)

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ (â òîì, ÷òî îí êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì
íåòðóäíî óáåäèòüñÿ è íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì).

Áàçèñíûå êåò-âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, êàê îáû÷íî, ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âèäà

|m,n〉 ≡ |j,m〉 ⊗ |n〉 , m = j, . . . ,−j , n = 0, 1, 2, . . . . (4.106)
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Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðà (4.106) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîðà (4.105):

M̂ |m,n〉 = M |m,n〉 , M = m+ n (4.107)

è ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû H ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðÿìóþ ñóììó
êîíå÷íîìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîñòîÿùèõ èç ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ M̂ :

H = ⊕
M
MM , M = −j,−j + 1, . . . . (4.108)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñíîâà ñâîäèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó ê äèàãîíàëèçàöèè ìàò-
ðèö, ïðåäñòàâëÿþùèõ ãàìèëüòîíèàí â ïîäïðîñòðàíñòâàõMM . Îïèøåì áàçèñ â
ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ è âûïèøåì íåíóëåâûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ãàìèëüòîíè-
àíà:

M ≥ j :

dimMM = 2j + 1 , |j − k,M − j + k〉 ≡ |k〉 , k = 0, 1, . . . , 2j . (4.109)

〈k|ĥ|k〉 = Mωb + (j − k)∆ ≡ E
(0)
k , (4.110)

〈k + 1|ĥ|k〉 = 〈k|ĥ|k + 1〉 = λ
√

(2j − k)(k + 1)(M − j + k + 1) ≡ Vk+1 . (4.111)

M < j :

dimMM = j +M + 1 , |M − k, k〉 ≡ |k〉 , k = 0, 1, . . . , j +M . (4.112)

〈k|ĥ|k〉 = Mω − k∆ ≡ E
(0)
k , (4.113)

〈k + 1|ĥ|k〉 = 〈k|ĥ|k + 1〉 = λ
√

(j +M − k)(k + 1)(j −M + k + 1) ≡ Vk+1 .
(4.114)

Âèäíî, ÷òî ìàòðèöà ãàìèëüòîíèàíà íàMM ÿâëÿåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé:

hM =



E
(0)
0 V1 0 . . . . . . . . . . . . . . 0

V1 E
(0)
1 V2 0 . . . . . . . . . . 0

0 V2 E
(0)
2 V3 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . . . . . . . 0 Vq−1 E
(0)
q−1 Vq

0 . . . . . . . . . . . . . 0 Vq E
(0)
q


, q = dimMM − 1 . (4.115)

Îòìåòèì, ÷òî ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû (4.115) ñâÿçàíû ðåêóððåíòíàìè ñîîòíî-
øåíèÿìè:

det hM = Dq = E
(0)
0 Dq−1 − V 2

1 Dq−2 , . . . D2 = E(0)
q E

(0)
q−1 − V 2

q , D1 = E(0)
q . (4.116)
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Ñ òåì, ÷òîáû óÿñíèòü îñíîâíûå êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè, âîçíèêàþùèå â íàøåé
îáîáùåííîé ìîäåëè, ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì âû÷èñëåíèÿ íà ïðèìåðå ñïèíà ñ j = 1.

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïîêàæåì, êàê ýòà ìîäåëü ïîëó÷àåòñÿ ïðè îïèñàíèè äâóõ
îäèíàêîâûõ äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ îäíîìîäîâûì ôîòîí-
íûì ïîëåì. Ïóñòü â ïðåäñòàâëåíèè ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïèíà êåò�âåêòîðà |±1/2〉(1)

è |±1/2〉(2) ïðåäñòàâëÿþò âîçáóæäåííîå (çíàê �+�) è îñíîâíîå (çíàê �−�) ñîñòî-
ÿíèÿ àòîìîâ, ðàçëè÷àåìûõ â îáîçíà÷åíèÿõ èíäåêñàìè (1) è (2). Òåíçîðíûå ïðîèç-
âåäåíèÿ

|m1〉(1) ⊗ |m2〉(2) ≡ |m1〉 ⊗ |m2〉 , m1,m2 = ±1/2 , (4.117)

îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé àòîìíîé ïîäñèñòåìû. Ãàìèëüòîíèàí
íàøåé ñèñòåìû èìååò âèä (4.101), ãäå ñïèíîâûå îïåðàòîðû äëÿ äâóõàòîìíîé ñè-
ñòåìû îïðåäåëåíû êàê ñóììû ïñåâäîñïèíîâ àòîìîâ:

Ŝz = (σ̂
(1)
3 + σ̂

(2)
3 )/2 , Ŝ± = σ̂

(1)
± + σ̂

(2)
± , σ̂

(1)
i ≡ σ̂i ⊗ Î , σ̂

(2)
i ≡ Î ⊗ σ̂i . (4.118)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîò-
íîøåíèÿì àëãåáðû óãëîâîãî ìîìåíòà (4.30). Ïðè ýòîì ñîñòîÿíèÿ (4.117) ÿâëÿþòñÿ

ñîáñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîðà Ŝz:

Ŝz|m1〉 ⊗ |m2〉 = (m1 +m2)|m1〉 ⊗ |m2〉 . (4.119)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àçèìóòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëîm ïðèíèìàåò òðè âîçìîæíûõ
çíà÷åíèÿ: +1, 0 è −1. Òàêèì îáðàçîì, êâàíòîâîå ÷èñëî j ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ëèáî
íóëþ (j = 0), ëèáî åäèíèöå (j = 1). Îñòàëîñü âûÿñíèòü êàê |j,m〉 âûðàæàþòñÿ
÷åðåç |m1〉 ⊗ |m2〉.

Âåêòîðà ñ j = 1 íåòðóäíî ïîñòðîèòü, äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì Ŝ− íà |1/2〉⊗|1/2〉.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

|1,±1〉 ≡ |±1〉 = |±1/2〉 ⊗ |±1/2〉 , (4.120)

|1, 0〉 ≡ |0〉 =
{
|1/2〉 ⊗ |−1/2〉+ |−1/2〉 ⊗ |1/2〉

}
/
√

2 . (4.121)

Âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé íóëåâîìó çíà÷åíèþ j, ñòðîèì êàê ëèíåéíóþ êîì-
áèíàöèþ |1/2〉 ⊗ |−1/2〉 è |−1/2〉 ⊗ |1/2〉, îðòîãîíàëüíóþ ê |1, 0〉:

|0, 0〉 =
{
|1/2〉 ⊗ |−1/2〉 − |−1/2〉 ⊗ |1/2〉

}
/
√

2 . (4.122)

Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðà ñ j = 1 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè àòîìîâ,
òîãäà êàê âåêòîð ñ j = 0 ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì.
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Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé àòîìíîé ïîä-

ñèñòåìû H(a) íà ïðÿìóþ ñóììó äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ H(a)
j c j = 0 è j = 1:

H(a) = H(a)
0 ⊕H

(a)
1 . (4.123)

Ïðè ýòîì èç ïðîâåäåííîãî íàìè àíàëèçà ÿñíî, ÷òî äåéñòâèå ãàìèëüòîíèàíà íà

|j,m〉 ⊗ |n〉 ∈ H(a)
j ⊗ H(b) íå ìåíÿåò êâàíòîâîå ÷èñëî j. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ j = 0

èìååì:
ĥ |0, 0〉 ⊗ |n〉 = nωb |0, 0〉 ⊗ |n〉 . (4.124)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àòîìíàÿ ïîäñèñòåìà, áóäó÷è ïðèãîòîâëåííîé â ñîñòîÿíèè |0, 0〉,
íå âçàèìîäåéñòâóåò ñ áîçîííûì ïîëåì.

Òàêèì îáðàçîì, íåòðèâèàëüíàÿ ÷àñòü çàäà÷è î ñïåêòðå äâóõàòîìíîé ñèñòåìû

ñâîäèòñÿ ê äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíèàíà (4.101) íà ïîäïðîñòðàíñòâåH(a)
1 ⊗H(b)

è ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å ñî ñïèíîì, ðàâíûì åäèíèöå.
Ïðè j = 1 âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò M = −1:

|vac〉 = |−1〉 ⊗ |0〉 ≡ |−1, 0〉 , ĥ|−1, 0〉 = −ω |−1, 0〉 . (4.125)

ÏîäïðîñòðàíñòâîMM ñ M = 0 äâóìåðíîå, è â áàçèñå {|0, 0〉, |−1, 1〉} ãàìèëüòî-
íèàí ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöåé h0:

h0 =

(
0 λ

√
2

λ
√

2 −∆

)
. (4.126)

ÏðèM ≥ 1 ìàòðèöà ãàìèëüòîíèíà â áàçèñå {|1,M − 1〉, |0,M〉, |−1,M + 1〉} èìå-
åò âèä:

hM = MωbÎ +

 ∆ λ
√

2M 0

λ
√

2M 0 λ
√

2M + 2
0 λ

√
2M + 2 −∆

 . (4.127)

Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð E(M,α) (α íóìåðóåò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè
ïðè äàííîì M) ñîñòîèò èç âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ (4.125) c E(−1, 0) = −ω, äâóõ
íèçêîëåæàùèõ óðîâíåé ñ M = 0:

E(0,±) = −∆/2±
√

∆2/4 + 2λ2 , (4.128)

è òðèïëåòîâ E(M,α) = Mωb + q(M,α). Ïðè ýòîì ðàñùåïëåíèÿ q(M,α) îïðåäå-
ëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

x3 − x(∆2 + 2λ2(2M + 1)) + 2λ2∆2 = 0 , (4.129)
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êîòîðîå ëåãêî ðåøàåòñÿ â ñëó÷àå òî÷íîãî ðåçîíàíñà (∆ = 0). Â ýòîì ñëó÷àå ìû
ïîëó÷àåì ñèììåòðè÷íî ðàñùåïëåííûå òðèïëåòû: q(M,α) = αλ

√
4M + 2, α =

0,±1.

Çàäà÷à 4.2.4
Èññëåäóéòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè 〈Ŝz〉 â äâóõöåíòðîâîé ìîäåëè â ñëó÷àå òî÷íîãî ðåçîíàíñà,
ïîëàãàÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îáà àòîìà íàõîäÿòñÿ â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè, òîãäà
êàê íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ êîãåðåíòíûì. Íàáëþäàþòñÿ ëè â ýòîì ñëó÷àå êîëëàïñ è
âîññòàíîâëåíèÿ?

Çàäà÷à 4.2.5
Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è èññëåäóéòå ñòàòèñòèêó ôîòîíîâ â äâóõöåíòðîâîé ìîäåëè ïî àíà-
ëîãèè ñ JC-ìîäåëüþ (ñì. óðàâíåíèå (4.100)).

Çàìå÷àíèå 4.2.1 (ìîäåëü Òåéâèñà-Êàììèíãñà)
Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé äâóõ äâóõóðîâíåâûõ ñèñòåì (äâóõöåíòðîâàÿ ñèñòåìà)
C2 ⊗ C2 ìîæíî ðàçëîæèòü íà ïðÿìóþ ñóììó äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ïðè ýòîì áàçèñíûå âåêòîðà
ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïîñòðîåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî îïåðàòîðû Ŝi ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè ãðóïïû
âðàùåíèé Ĵi ñ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè óãëîâîãî ìîìåíòà j = 0 è j = 1. Â ðåçóëüòàòå äâóõöåíòðîâàÿ
JC-ìîäåëü îêàçàëàñü ñâåäåííîé ê äâóì îáîáùåííûì JC-ìîäåëÿì ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè
ñïèíà.

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì äâóõöåíòðîâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ïðîèç-
âîëüíîãî ÷èñëà äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ (N -öåíòðîâàÿ ìîäåëü), âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ îäíîìîäîâûì
êâàíòîâàííûì ïîëåì. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðíûé ðàçìåð àòîìíîé ïîäñèñòåìû ïî
ïîðÿäêó âåëè÷èíû ìåíüøå äëèíû âîëíû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàòü äèïîëüíîå ïðèáëèæå-
íèå äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè è ïîëåì íåëüçÿ.

N -öåíòðîâàÿ ìîäåëü èçâåñòíà òàêæå ïîä íàçâàíèåì ìîäåëè Òåéâèñà-Êàììèíãñà [16] [Tavis,
Cummings]. Ýòî îäíà èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì, èçó÷åíèå êîòîðîé òåñíî ñâÿçàíî ñ èññëåäî-
âàíèåì ýôôåêòîâ êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ àíñàìáëÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ
ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Àíàëèòè÷åñêè ðåøàåìîñòü N -öåíòðîâîé ìîäåëè îñíîâàíà íà òîì, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé àòîìíîé ïîäñèñòåìû ïî-ïðåæíåìó ðàçáèâàåòñÿ íà ñóììó èíâàðèàíòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè êâàíòîâîãî ÷èñëà j. Â ðåçóëüòàòå ìû ñíîâà èìååì äåëî
ñ ñåìåéñòâîì îáîáùåííûõ JC-ìîäåëåé.

Òðè ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðà

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà, êîòîðûé ñâîäèòñÿ ê îáîáùåííîé JC-ìîäåëè, ðàñ-
ñìîòðèì òðè îñöèëëÿòîðà, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êîòîðûìè îïèñûâàåòñÿ êóáè-
÷åñêèì òðèëèíåéíûì ñëàãàåìûì:

~−1 Ĥ ≡ ĥ = ωa â
†â+ ωb b̂

†b̂+ ωc ĉ
†ĉ+ λ [ â†b̂ĉ+ âb̂†ĉ† ] . (4.130)

Âîñïîëüçóåìñÿ äâóõáîçîííûì ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû âðà-
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ùåíèé (4.28)-(4.29) è ïåðåïèøåì ãàìèëüòîíèàí (4.130) â ñëåäóþùåì âèäå:

ĥ = ω+ N̂/2 + ω− Ĵz + ωc ĉ
†ĉ+ λ [ ĉĴ+ + ĉ†Ĵ− ] , (4.131)

N̂ = N̂a + N̂b, ω± = ωa ± ωb . (4.132)

Ïîñêîëüêó [N̂ , Ĵi] = 0, ìû èìååì äâà èíòåãðàëà äâèæåíèÿ:

N̂ : N̂ |j,m〉|n〉 = 2j|j,m〉|n〉 , (4.133)

M̂ = Ĵz + N̂c : M̂ |j,m〉|n〉 = (m+ n)|j,m〉|n〉 . (4.134)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ðàçáèâàåòñÿ íà ñóììó èíâàðèàíòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ, êëàññèôèöèðóåìûõ ïðè ïîìîùè êâàíòîâûõ ÷èñåë j = 0, 1/2, 1, . . .
è M = m+ n = −j,−j + 1, . . . :Mj,M :

dimMj,M = j + jm + 1 , |j, jm − k, jM − j + k〉 ≡ |k; j,M〉 , (4.135)

jm = min{j,M}, jM = max{j,M}, k = 0, 1, . . . , j + jm . (4.136)

Óïðàæíåíèå 4.2.5
Ïîêàæèòå, ÷òî â êà÷åñòâå èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ìîæíî âûáðàòü ïàðó N̂a + N̂b è N̂a + N̂c.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì êâàíòîâîì ÷èñëå óãëîâîãî ìîìåíòà j ïîëó÷àåì îáîáùåí-
íóþ JC-ìîäåëü. Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð E(j,M, α) è ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ
|α; j,M〉 òåïåðü ìîæíî âû÷èñëèòü äèàãîíàëèçèðóÿ ìàòðèöó (4.115) ñ ýëåìåíòà-
ìè:

E
(0)
k = jω+ +Mωc + (jm − k)∆, ∆ ≡ ω− − ωc , (4.137)

Vk+1 = λ
√

(j + jm − k)(jM − j + k + 1)(j − jm + k + 1) . (4.138)

Ïðè ýòîì âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå äëÿ ñïèíà j |0; j,−j〉 ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ ñ
÷èñëàìè çàïîëíåíèÿ na = nc = 0, nb = 2j è ýíåðãèåé 2jωb. Êàê ñëåäñòâèå, ýâîëþ-
öèÿ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ âîçáóæäåí òîëüêî îñöèëëÿòîð (b), ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé.
Â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ ñèñòåìà íå �÷óâñòâóåò� âçàèìîäåéñòâèÿ, è îáìåí ýíåðãèè ìåæ-
äó îñöèëëÿòîðàìè îòñóòñòâóåò.

Â îáùåì ñëó÷àå, ñîñòîÿíèå |na, nb, nc〉 ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó Mj,M

ñ j = (na + nb)/2 è M = (na − nb)/2 + nc. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ñòåïåíü ñëîæíî-
ñòè (çàïóòàííîñòè, åñëè õîòèòå) êâàíòîâîé äèíàìèêè íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò
ðàçìåðíîñòèMj,M (÷åì ìåíüøå, òåì ïðîùå). Ïðè M ≥ j (nc ≥ nb) ðàçìåðíîñòü
ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ìàêñèìàëüíà è ðàâíà 2j + 1 = na + nb + 1. Â ïðîòèâíîì
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ñëó÷àå, êîãäà M < j (nc < nb), ñîñòîÿíèå ýâîëþöèîíèðóåò â ïðîñòðàíñòâå ðàç-
ìåðíîñòè j + M + 1 = na + nc + 1, êîòîðàÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ìàëîé äàæå ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ j.
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