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Введение
Для теории оптимального управления характерно деление на

два раздела: на классическую, использующую в качестве математи-
ческого аппарата классическое вариационное исчисление, и совре-
менную, основной частью которой является методология, базирую-
щаяся на применении принципа максимума Понтрягина и метода
Беллмана динамического программирования.

Теория оптимального управления динамическими системами
выдвинула на современном этапе научного развития ряд новых за-
дач, которые не поддавались или плохо поддавались решению ста-
рыми методами вариационного исчисления. Речь идет о задачах с
ограничениями на управляющие воздействия.

Решение подобного сорта задач было осуществлено в рамках но-
вого подхода в теории динамической оптимизации — принципа мак-
симума Понтрягина, позволяющего получить необходимые условия
оптимальности и в случае, когда оптимальное управление лежит на
границе допустимой области. Более того, из принципа максимума
можно вывести все необходимые условия вариационного исчисле-
ния.

Правда, не вдаваясь в подробности, следует сказать, что при
соответствующей модернизации и обобщении классического вариа-
ционного исчисления удается решать и задачи с ограничениями на
управления.

Весьма эффективными для решения экстремальных задач с раз-
личными исходными математическими моделями, описываемыми
дифференциальными уравнениями в частных производных, инте-
гральными и интегродифференциальными уравнениями, диффе-
ренциальными уравнениями с запаздывающим аргументом и др.,
оказались абстрактные теории оптимизации, использующие аппа-
рат функционального анализа. Абстрактные методы позволяют по-
дойти к процедуре вывода условий оптимальности с единых пози-
ций, выдвигая на первый план общие и наиболее принципиальные
моменты теории.

Введение 5

Остановимся далее на структуре и содержании самого учебного
пособия.

В главе 1 внимание концентрируется вокруг основных методов
оптимального управления в виде принципа максимума Понтрягина,
метода динамического программирования, вариационного метода и
внутренней взаимосвязи между ними.

В главе 2 приведены многочисленные примеры использования
методов аналитической механики для решения задач оптимального
управления. Основу этого подхода составляют вариационный прин-
цип Гамильтона, уравнения Гамильтона–Якоби и принцип освобож-
дения от связей (принцип релаксации) в отношении управляемых
систем. Отмечается минимаксный принцип механики в задачах оп-
тимального управления.

В главе 3 делается переход к изучению вариационных задач
теории оптимального управления. Вначале обсуждается постанов-
ка вариационных задач управления движением, вводится понятие
вариации функционала и формулируются необходимые условия
экстремума. Полученные сведения конкретизируются на задачах
оптимизации гашения колебаний и вариационной задаче Майера–
Больца оптимизации процессов управления.

В главе 4 обсуждается ход решения задач оптимального управ-
ления системами, описываемыми регулярными и сингулярными ин-
тегральными, а также интегродифференциальными уравнениями.

Заканчивается пособие небольшим разделом из задач и упраж-
нений, служащих своеобразным теоретическим и практическим до-
полнением к основному тексту пособия.

Учебное пособие призвано ввести в круг вопросов, связанных с
оптимизацией управляемых процессов в динамических системах,
дать достаточно полное представление о современном состоянии
некоторых разделов теории оптимального управления и подчерк-
нуть значимость ее методов для решения разнообразных регулиру-
емых оптимизационных задач.

Настоящее пособие предназначено для студентов бакалавриата,
изучающих следующие дисциплины: теория оптимального управле-
ния (направления подготовки 15.13.06, 27.03.04, главы 1, 2), задачи
механики подвижных объектов для приборостроения (направление
подготовки 24.03.02, главы 1, 2), методы оптимизации (направление
подготовки 01.03.02, главы 1, 2) и служит выработке компетенции
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ПК-2. Также пособие предназначается для студентов магистрату-
ры, изучающих дисциплины оптимальное управление (направление
подготовки 15.04.06, главы 1–4), современная теория систем управ-
ления (направление подготовки 27.04.04, главы 1–4), управление
непрерывными и дискретными процессами (направление подготов-
ки 24.04.02, главы 1–4), современные проблемы прикладной мате-
матики и информатики (направление подготовки 01.04.02, главы
1–4) и реализации компетенций ОПК-1 и ПК-С2.1. Изложенная в
пособии информация будет полезна при подготовке к промежуточ-
ной аттестации по указанным выше дисциплинам, а также при на-
писании выпускных квалификационных работ.

Глава 1
Основные методы оптимального
управления

В настоящее время теория оптимального управления сложилась
в обширную и самостоятельную математическую дисциплину, ре-
зультаты которой имеют важное теоретическое и практическое зна-
чение. Она располагает целым набором средств и методов решения
оптимизационных задач управления для разных классов объектов
(укажем в этой связи лишь на некоторые, фундаментальные рабо-
ты по данной тематике [3, 6, 10–13, 19–21, 25, 37, 54, 55, 61, 67, 72,
74, 75, 77, 81–83, 86, 89, 90, 92, 93, 108, 120, 130, 133, 135, 139, 145,
146, 162, 169]).

Однако среди обилия различных аналитических приемов реше-
ния задач оптимального управления, за исключением вариационно-
го, выделяются два основных — принцип максимума Понтрягина
и метод динамического программирования Беллмана, получивших
свое оформление и развитие в 50–60–х годах прошлого века (см.,
например, работы [2, 5, 7, 10, 12, 13, 16, 19, 20, 39, 43, 46, 52, 59,
79, 94, 108, 117, 129, 135], посвященные этим методам оптимально-
го управления). Можно даже сказать, что другие способы оптими-
зации управляемых систем являются своего рода «последующими
продуктами переработки» этих двух, ставших уже классическими
методов оптимального управления.

Основным побудительным мотивом к возникновению этих но-
вых оптимальных теорий явились потребности практики в решении
многочисленных технических задач управления, где на множество
допустимых управлений 𝑈 (область управления) накладываются
ограничения в виде замкнутых неравенств.

Именно замкнутость множества 𝑈 делает эти задачи «нереша-
бельными» с помощью стандартных приемов вариационного исчис-
ления, поскольку варьируемые функции управления наложенным
ограничениям не удовлетворяют.
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Предваряя Главу 1, оговоримся, что основной материал вовсе не
затрагивает вопросов качественного освещения методов оптималь-
ного управления стохастическими, адаптивными и иными специ-
альными динамическими системами (соответствующую литерату-
ру можно изучить, к примеру, по изданиям [9, 26, 55, 67, 74, 85,
90, 132, 133, 141]). Основное внимание в Главе 1 уделяется рассмот-
рению принципа максимума и динамического программирования в
детерминированной непрерывной постановке.

Выше были отмечены лишь основные монографии и обзорные
учебные курсы лекций; конечно, этот список не претендует на пол-
ноту. Тем не менее, выделим еще некоторые журнальные публика-
ции, оказавшие заметное влияние на развитие теории оптимального
управления в целом [17, 18, 36, 53, 68, 73, 80, 106, 107, 116, 143, 144,
163, 173].

В § 1.1 изучен принцип максимума Понтрягина. Основное вни-
мание сконцентрировано на обосновании необходимых условий оп-
тимальности в виде принципа максимума. Приведены также ана-
логи принципа максимума в задаче о быстродействии и для неав-
тономных систем. Исследована оптимальная задача с подвижными
границами, для которой сформулированы соответствующие усло-
вия трансверсальности.

В § 1.2 рассмотрены концептуальные основы метода динамиче-
ского программирования Беллмана. Обоснован принцип оптималь-
ности Беллмана. Исследована оптимальная задача с фиксирован-
ным временем регулирования и свободным правым концом траек-
тории. Получено для этой задачи основное уравнение для выбора
оптимального управления — уравнение Беллмана. В аналогичном
стиле рассмотрена и задача с закрепленным концом траектории и
свободным временем регулирования. Кроме того, приведено реше-
ние задачи об управлении, оптимальном по быстродействию. Ука-
заны достаточные условия оптимальности.

В § 1.3 исследована одна вариационная задача оптимального
управления в предположении, что область допустимых управлений
образована множеством всех ограниченных непрерывных вектор-
функций соответствующей размерности. Используя стандартные
приемы классического вариационного исчисления, с помощью пра-
вила множителей Лагранжа определяются необходимые условия

1.1 Принцип максимума Понтрягина 9

стационарности исходного функционала качества в виде уравнений
Эйлера–Лагранжа.

§ 1.4 посвящен обсуждению ряда вопросов существования и осо-
бенностей внутренней связи изученных ранее методов оптималь-
ного управления. Среди различных вариантов сравнения методов
оптимизации в теории управляемых динамических систем в дан-
ном параграфе рассмотрены: связь принципа максимума с методом
динамического программирования, а также связь принципа макси-
мума и метода динамического программирования с вариационным
исчислением.

1.1 Принцип максимума Понтрягина

Основу материала данного параграфа составила выборка из мо-
нографии Л.С.Понтрягина с сотрудниками [108], в которой в наибо-
лее точной и выразительной форме обоснованы конструкции прин-
ципа максимума в задачах оптимального управления различными
видами динамических управляемых систем.

1.1.1. Необходимое условие оптимальности. Пусть управ-
ляемая динамическая система задается уравнениями

𝑑𝑥𝑗
𝑑𝑡

= 𝑓𝑗(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑚), 𝑗 = 1, 𝑛, (1.1)

где 𝑢(𝑡) =
(︀
𝑢1(𝑡), ..., 𝑢𝑚(𝑡)

)︀
— кусочно-непрерывная вектор-

функция времени со значениями в 𝑚–мерном замкнутом ограни-
ченном множестве 𝑈 ⊂ 𝑅𝑚; функции 𝑓𝑗(𝑥, 𝑢), 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑥 =
(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑢 = (𝑢1, ..., 𝑢𝑚), определены ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑢 ∈ 𝑈, где 𝑋
— 𝑛–мерное фазовое пространство, и непрерывны по переменным
𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑚 и непрерывно дифференцируемы по 𝑥1, ..., 𝑥𝑛.

Необходимо систему (1.1) перевести из начальной точки
𝑥0 = 𝑥(𝑡0) ∈ 𝑋 в заданную конечную точку 𝑥1 = 𝑥(𝑡1) ∈ 𝑋, где ко-
нечный момент времени 𝑡1 заранее не фиксируется. Требуется при
этом управление 𝑢 выбрать так, чтобы функционал

𝐽 =

𝑡1w

𝑡0

𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
𝑑𝑡 (1.2)
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принимал наименьшее возможное значение.

Пусть 𝑥0(𝑡) — функция, задаваемая дифференциальным урав-
нением

𝑑𝑥0
𝑑𝑡

= 𝑓0
(︀
𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑚

)︀
(1.3)

с начальным условием 𝑥0(𝑡0) = 0. Очевидно, что тогда функционал
𝐽 (1.2) можно записать так: 𝐽 = 𝑥0(𝑡1). Уравнения (1.1) и (1.3)
представим в виде совокупной системы

𝑑𝑥𝑗
𝑑𝑡

= 𝑓𝑗(𝑥, 𝑢), 𝑗 = 0, 𝑛. (1.4)

Введем в рассмотрение еще одну систему уравнений относитель-
но вспомогательных переменных 𝜓(𝑡) =

(︀
𝜓0(𝑡), 𝜓1(𝑡), ..., 𝜓𝑛(𝑡)

)︀
:

𝑑𝜓𝑘
𝑑𝑡

= −
𝑛∑︁

𝑖=0

𝜕𝑓𝑖(𝑥, 𝑢)

𝜕𝑥𝑘
𝜓𝑖, 𝑘 = 0, 𝑛. (1.5)

Для выбранного допустимого управления 𝑢(𝑡) с соответству-
ющей фазовой траекторией 𝑥(𝑡) в системе (1.5) имеем 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢) =
𝑓𝑖
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
. Система (1.5) с 𝑓𝑖

(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
представляет собой си-

стему однородных линейных дифференциальных уравнений с пе-
ременными коэффициентами. Для любых 𝜓𝑖(𝑡0), 𝑖 = 0, 𝑛, она до-
пускает единственное решение 𝜓 = (𝜓0, 𝜓1, ..., 𝜓𝑛).

В обозначении

𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢) =
𝑛∑︁

𝑖=0

𝜓𝑖 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢) (1.6)

получим

𝜕𝐻

𝜕𝜓𝑗
= 𝑓𝑗(𝑥, 𝑢),

𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑘
=

𝑛∑︁

𝑖=0

𝜓𝑖
𝜕𝑓𝑖(𝑥, 𝑢)

𝜕𝑥𝑘
.

Тогда системы уравнений (1.4), (1.5) приобретают вид

𝑑𝑥𝑗
𝑑𝑡

=
𝜕𝐻

𝜕𝜓𝑗
, 𝑗 = 0, 𝑛, (1.7)
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𝑑𝜓𝑗
𝑑𝑡

= − 𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑗
, 𝑗 = 0, 𝑛. (1.8)

Обозначим также точную верхнюю грань значений непрерывной
функции 𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢) по 𝑢 ∈ 𝑈 :

sup
𝑢∈𝑈

𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢) = 𝑀(𝜓, 𝑥).

Заметим, что если этот супремум достигается в некоторой точ-
ке области 𝑈, то 𝑀(𝜓, 𝑥) есть максимум значений функции 𝐻 при
фиксированных 𝜓 и 𝑥. Следующая теорема, решающая поставлен-
ную выше задачу в терминах необходимого условия оптимальности,
носит название принципа максимума.

Теорема 1.1 (Принцип максимума Понтрягина). Если
𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], — такое допустимое управление, при кото-
ром соответствующая ему траектория 𝑥(𝑡) исходит из точки
𝑥0 = 𝑥(𝑡0) и приходит в точку 𝑥1 = 𝑥(𝑡1), то тогда для опти-
мальности управления 𝑢(𝑡) и траектории 𝑥(𝑡) в смысле критерия
качества (1.2) необходимо существование ненулевой непрерывной
вектор-функции 𝜓(𝑡) =

(︀
𝜓0(𝑡), 𝜓1(𝑡), ..., 𝜓𝑛(𝑡)

)︀
, соответствующей

вектор-функциям 𝑢(𝑡) и 𝑥(𝑡) такой, что
1) ∀ 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], являющегося точкой непрерывности управле-

ния 𝑢(𝑡), функция 𝐻
(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢

)︀
переменного 𝑢 ∈ 𝑈 достигает в

точке 𝑢 = 𝑢(𝑡) максимума

𝐻
(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
= 𝑀

(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡)

)︀
; (1.9)

2) в конечный момент времени 𝑡1 выполнены соотношения

𝜓0(𝑡1) ≤ 0, 𝑀
(︀
𝜓(𝑡1), 𝑥(𝑡1)

)︀
= 0. (1.10)

Если величины 𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡) удовлетворяют системе урав-
нений (1.7), (1.8) и условию 1), то функции времени 𝜓0(𝑡) и
𝑀

(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡)

)︀
являются постоянными, а значит, соотношения

(1.10) справедливы ∀ 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ].

Из теоремы 1.1 можно получить важное следствие в виде необ-
ходимого условия оптимальности по быстродействию. В этом слу-
чае в функционале (1.2) надо положить 𝑓0(𝑥, 𝑢) ≡ 1. Тогда в соот-
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ветствии с обозначением (1.6) получим

𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢) = 𝜓0 +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢). (1.11)

Введем обозначения

𝜓 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝜓1

𝜓2

...
𝜓𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎠ , 𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢) =

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢). (1.12)

Тогда уравнения (1.1) и (1.5) примут вид

𝑑𝑥𝑗
𝑑𝑡

=
𝜕𝐻

𝜕𝜓𝑗
, 𝑗 = 1, 𝑛, (1.13)

𝑑𝜓𝑗
𝑑𝑡

= − 𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑗
, 𝑗 = 1, 𝑛. (1.14)

Если зафиксировать значения 𝜓 и 𝑥, то функция𝐻 станет функ-
цией управления 𝑢. Обозначим верхнюю грань ее значений

sup
𝑢∈𝑈

𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢) = 𝑀(𝜓, 𝑥).

Следовательно, в согласии с обозначениями (1.11) и (1.12) получим

𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢) = 𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢) − 𝜓0, 𝑀(𝜓, 𝑥) = 𝑀(𝜓, 𝑥) − 𝜓0.

Условия (1.9), (1.10) можно теперь представить так:

𝐻
(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
= 𝑀

(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡)

)︀
= −𝜓0 ≥ 0.

Приходим, таким образом, к следующей теореме.
Теорема 1.2 (Принцип максимума в задаче о быстро-

действии). Если 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], — такое допустимое управ-
ление, при котором соответствующая ему траектория 𝑥(𝑡) ис-
ходит из точки 𝑥0 = 𝑥(𝑡0) и приходит в точку 𝑥1 = 𝑥(𝑡1), то
тогда для оптимальности по быстродействию управления 𝑢(𝑡) и
траектории 𝑥(𝑡) необходимо существование ненулевой непрерыв-
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ной вектор-функции 𝜓(𝑡) =
(︀
𝜓1(𝑡), ..., 𝜓𝑛(𝑡)

)︀
, соответствующей

вектор-функциям 𝑢(𝑡) и 𝑥(𝑡) такой, что
1) ∀ 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], являющегося точкой непрерывности управле-

ния 𝑢(𝑡), функция 𝐻
(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢

)︀
переменного 𝑢 ∈ 𝑈 достигает в

точке 𝑢 = 𝑢(𝑡) максимума

𝐻
(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
= 𝑀

(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡)

)︀
;

2) в конечный момент времени 𝑡1 выполнено соотношение

𝑀
(︀
𝜓(𝑡1), 𝑥(𝑡1)

)︀
≥ 0. (1.15)

Если величины 𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡) удовлетворяют системе (1.13),
(1.14) и условию 1), то функция времени 𝑀

(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡)

)︀
постоянна

и соотношение (1.15) справедливо ∀ 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ].

1.1.2. Принцип максимума для неавтономных систем.
Пусть динамическая система описывается 𝑛 скалярными уравне-
ниями

𝑑𝑥𝑗
𝑑𝑡

= 𝑓𝑗
(︀
𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑚, 𝑡

)︀
= 𝑓𝑗(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑗 = 1, 𝑛,

либо векторным уравнением

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑥 ∈ 𝑋 = 𝑅𝑛, 𝑓 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑚. (1.16)

По-прежнему требуется перевести систему (1.16) из точки 𝑥0 =
= 𝑥(𝑡0) фазового пространства 𝑋 в заданную точку 𝑥1 = 𝑥(𝑡1) ∈ 𝑋,
где конечный момент времени 𝑡1 заранее не фиксируется. Управ-
ление 𝑢 = 𝑢(𝑡) должно удовлетворять ограничениям: 𝑢 ∈ 𝑈. Выбор
управления 𝑢 при этом происходит при условии, чтобы функционал

𝐽 =

𝑡1w

𝑡0

𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

)︀
𝑑𝑡 (1.17)

принимал наименьшее возможное значение. В этом случае управ-
ление 𝑢(𝑡) и соответствующая ему траектория 𝑥(𝑡) называются оп-
тимальными.
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Схема подготовки к необходимому условию оптимальности в
рассматриваемой задаче аналогична изученной выше. А именно
обозначим через 𝑥0(𝑡) функцию времени, задаваемую уравнением

𝑑𝑥0
𝑑𝑡

= 𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡), (1.18)

с начальным условием 𝑥0(𝑡0) = 0. Тогда согласно (1.18) функционал
(1.17) записывается так: 𝐽 = 𝑥0(𝑡1).

Введем в рассмотрение также функцию времени 𝑥𝑛+1(𝑡), опре-
деляемую уравнением

𝑑𝑥𝑛+1

𝑑𝑡
= 1

с начальным условием 𝑥𝑛+1(𝑡0) = 𝑡0.Получим отсюда, что 𝑥𝑛+1 = 𝑡.
Запишем также совместную систему уравнений (1.16) и (1.18):

𝑑𝑥𝑗
𝑑𝑡

= 𝑓𝑗(𝑥, 𝑢, 𝑥𝑛+1), 𝑗 = 0, 𝑛. (1.19)

Поставим теперь задачу: требуется найти оптимальную траек-
торию, соединяющую точку

(︀
𝑥1(𝑡0), ..., 𝑥𝑛(𝑡0), 𝑡0

)︀
с некоторой точ-

кой прямой 𝑆1, проходящей через точку
(︀
𝑥11, ..., 𝑥

1
𝑛, 0

)︀
параллельно

оси 𝑥𝑛+1 (точка о которой идет речь, очевидно, имеет координаты(︀
𝑥11(𝑡1), ..., 𝑥1𝑛(𝑡1), 𝑡1

)︀
.

Таким образом, данная задача приведена к оптимальной авто-
номной задаче с закрепленным левым и подвижным правым кон-
цом.

Составим вспомогательную систему уравнений вида (1.5):

𝑑𝜓𝑘
𝑑𝑡

= −
𝑛∑︁

𝑖=0

𝜕𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘
𝜓𝑖, 𝑘 = 0, 𝑛, (1.20)

𝑑𝜓𝑛+1

𝑑𝑡
= −

𝑛∑︁

𝑖=0

𝜕𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡)

𝜕𝑡
𝜓𝑖.

По аналогии с выражением (1.6) обозначим

𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢, 𝑡) =

𝑛∑︁

𝑖=0

𝜓𝑖 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡).
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Тогда уравнения (1.19), (1.20) можно записать в виде

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

=
𝜕𝐻

𝜕𝜓𝑖
,

𝑑𝜓𝑖
𝑑𝑡

= − 𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 = 0, 𝑛.

Теперь можно представить необходимое условие оптимальности
для неавтономных систем с помощью следующей теоремы.

Теорема 1.3 (Принцип максимума для неавтономных
систем). Если 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], такое допустимое управление,
при котором соответствующая ему траектория 𝑥(𝑡) системы
(1.16) исходит из точки 𝑥0 = 𝑥(𝑡0) и приходит в точку 𝑥1 =
𝑥(𝑡1), то тогда для оптимальности управления 𝑢(𝑡) и траектории
𝑥(𝑡) необходимо существование ненулевой непрерывной вектор-
функции 𝜓(𝑡) =

(︀
𝜓0(𝑡), 𝜓1(𝑡), ..., 𝜓𝑛(𝑡)

)︀
, соответствующей функ-

циям 𝑢(𝑡) и 𝑥(𝑡) такой, что
1) ∀ 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], являющегося точкой непрерывности управле-

ния 𝑢(𝑡), функция 𝐻
(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢, 𝑡

)︀
переменного 𝑢 ∈ 𝑈 достигает

в точке 𝑢 = 𝑢(𝑡) максимума

𝐻
(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

)︀
= 𝑀

(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑡

)︀
;

2) выполнены соотношения

𝜓0(𝑡) = const ≤ 0, (1.21)

𝑀
(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑡

)︀
=

𝑡w

𝑡1

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑓𝑖
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

)︀

𝜕𝑡
𝜓𝑖(𝑡) 𝑑𝑡. (1.22)

Если величины 𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡) удовлетворяют системе (1.19),
(1.20) и условию 1), то функция времени 𝜓0(𝑡) постоянна, а функ-
ция 𝑀

(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑡

)︀
может лишь на константу отличаться от

интеграла, указанного в соотношении (1.22). Поэтому проверку
соотношений (1.21), (1.22) достаточно осуществить в какой-либо
момент времени 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ]; к примеру, вместо (1.21), (1.22) до-
статочно проверить соотношения

𝜓0(𝑡1) ≤ 0, 𝑀
(︀
𝜓(𝑡1), 𝑥(𝑡1), 𝑡1

)︀
= 0.
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Отметим, что в отличие от теоремы 1.1 для автономных систем
в теореме 1.3 для неавтономных систем функция 𝑀

(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑡

)︀
=

= 𝐻
(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

)︀
не является константой, а определяется вы-

ражением (1.22).

1.1.3. Задача с подвижными концами. Условия транс-
версальности. Напомним вначале некоторые геометрические по-
нятия. При этом отметим, что возможны задачи, где начальное
положение системы 𝑥(𝑡0) заранее не задано либо ее конечное поло-
жение 𝑥(𝑡1) равным образом не известно. Приходим, следовательно,
к оптимальной задаче с подвижными концами.

Пусть 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) — действительная функция, заданная
в некоторой области 𝐷 евклидова пространства 𝑋 с ортогональны-
ми координатами 𝑥1, ..., 𝑥𝑛. Будем считать, что функция 𝑓(𝑥) в
области 𝐷 дифференцируема по своим переменным; тогда ∀𝑥 ∈ 𝐷
определен вектор градиента функции 𝑓(𝑥):

∇ 𝑓(𝑥) = grad 𝑓(𝑥) =

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑓

𝜕𝑥2
, ...,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛

)︂
.

Множество 𝑆 всех точек 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), удовлетворяющих со-
отношению

𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 0, (1.23)

называется гиперповерхностью пространства 𝑋; соотношение
(1.23) — уравнением этой гиперповерхности. Точка 𝑥 ∈ 𝑆, удовле-
творяющая соотношениям

𝜕 𝑓(𝑥)

𝜕𝑥1
=
𝜕 𝑓(𝑥)

𝜕𝑥2
= ... =

𝜕 𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝑛
= 0

в предположении, что функция 𝑓(𝑥) непрерывно дифференцируема
по 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, называется особой точкой гиперповерхности 𝑆. Зна-
чит, в особой точке вектор grad 𝑓(𝑥) = 0. Точки гиперповерхности
𝑆, в которых grad 𝑓(𝑥) ̸= 0, называются неособыми точками.

Гиперповерхность с уравнением (1.23) называется гладкой, если
она не содержит особых точек. Будем полагать, что все рассматри-
ваемые ниже гиперповерхности являются гладкими.
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Если уравнение (1.23) линейно, т.е. имеет вид

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ... + 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑏 = 0, (1.24)

то отсутствие особых точек означает, что хотя бы один из коэф-
фициентов 𝑎𝑖 отличен от нуля. В этом случае гиперповерхность с
уравнением (1.24) называется гиперплоскостью.

Вектор grad 𝑓(𝑥) называется нормальным вектором гиперпо-
верхности 𝑆 в точке 𝑥. Для гиперплоскости нормальные векторы во
всех точках одинаковы и имеют вид (𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛). Любая гипер-
плоскость однозначно определяется заданием нормального вектора
и одной точки, лежащей на этой гиперплоскости.

Пусть 𝑆 — гладкая гиперповерхность с уравнием (1.23) и точ-
кой 𝑥 ∈ 𝑆. Гиперплоскость, проходящая через точку 𝑥 и имеющая
вектор grad 𝑓(𝑥) своей нормалью, называется касательной гипер-
плоскостью к гиперповерхности 𝑆 в точке 𝑥. Любой вектор, беру-
щий начало в точке 𝑥 и лежащий в касательной гиперплоскости,
называется касательным вектором гиперповерхности 𝑆 в точке 𝑥.

Рассмотрим 𝑘 гладких гиперповерхностей 𝑆1, ..., 𝑆𝑘 с уравнени-
ями

𝑓1(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = 0, ..., 𝑓𝑘(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = 0. (1.25)

Пересечение 𝑀 всех этих гиперповерхностей называется (𝑛−𝑘)–
мерным гладким многообразием в 𝑋, если ∀𝑥 ∈ 𝑀 векторы
grad 𝑓1(𝑥), ..., grad 𝑓𝑘(𝑥) линейно независимы.

Одномерные многообразия задаются 𝑛 − 1 уравнениями ви-
да (1.25) и называются линиями. Если уравнения (1.25) линейны,
то многообразие 𝑀 называется (𝑛 − 𝑘)–мерной плоскостью про-
странства 𝑋. Одномерные плоскости называются прямыми лини-
ями. Обозначим через 𝐿𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘, касательную гиперплоскость
к гиперповерхности 𝑆𝑖 с уравнением 𝑓𝑖(𝑥) = 0 в точке 𝑥. Пе-
ресечение гиперплоскостей 𝐿1, ..., 𝐿𝑘 представляет собой (𝑛 − 𝑘)–
мерную плоскость, называемую касательной плоскостью многооб-
разия 𝑀 в точке 𝑥. Вектор с началом в точке 𝑥 является касатель-
ным вектором многообразия 𝑀 в точке 𝑥 (лежит в касательной
плоскости) тогда и только тогда, когда он ортогонален векторам
grad 𝑓𝑖(𝑥), ∀ 𝑖 = 1, 𝑘.

Перейдем к формулировке задачи оптимального управления с
подвижными концами. Пусть 𝑀0 и 𝑀1 — гладкие многообразия,



18 Глава 1. Основные методы оптимального управления

расположенные в пространстве 𝑋. Поставим задачу: требуется най-
ти допустимое управление 𝑢(𝑡), которое переводит фазовую точку
из некоторого, заранее не заданного начального положения 𝑥0 ∈𝑀0

в некоторое конечное положение 𝑥1 ∈ 𝑀1 и при этом придает за-
данному функционалу 𝐽 минимальное значение.

Если оба многообразия 𝑀0 и 𝑀1 вырождаются в точки, то за-
дача с подвижными концами обращается в задачу с закрепленны-
ми концами. Отметим, что если бы точки 𝑥0, 𝑥1 были известны,
то это была бы задача с закрепленными концами. Поэтому управ-
ление 𝑢(𝑡), оптимальное в смысле задачи с подвижными концами,
оптимально и в прежнем смысле, т.е. принцип максимума в виде
теоремы 1.1 остается в силе и для задачи с подвижными концами.

Однако в данном случае надо иметь еще соотношения, из ко-
торых можно было бы определить положение точек 𝑥0 и 𝑥1 на
многообразиях 𝑀0 и 𝑀1. Такими соотношениями являются условия
трансверсальности, позволяющие написать условия, включающие
координаты концевых точек 𝑥0 и 𝑥1.

Приведем формулировку условий трансверсальности. Пусть
𝑥0 ∈𝑀0, 𝑥

1 ∈𝑀1 — некоторые точки, а 𝑇0, 𝑇1 — касательные плос-
кости многообразий 𝑀0 и 𝑀1, проведенные в этих точках. Пусть
𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ] — решение оптимальной задачи с закреплен-
ными концами 𝑥0 и 𝑥1, а 𝜓(𝑡) — вектор, существование которого
утверждается в теореме 1.1.

Будем говорить, что вектор 𝜓(𝑡) удовлетворяет условию транс-
версальности на правом конце траектории 𝑥(𝑡) в точке 𝑥1 = 𝑥(𝑡1),
если вектор 𝜓(𝑡1) =

(︀
𝜓1(𝑡1), 𝜓2(𝑡1), ..., 𝜓𝑛(𝑡1)

)︀
ортогонален плоско-

сти 𝑇1. Иными словами, условие трансверсальности означает, что
для любого вектора 𝜃 = (𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑛), принадлежащего плоскости
𝑇1, выполнено соотношение

(︀
𝜓(𝑡1), 𝜃

)︀
= 0.

Аналогично можно записать условие трансверсальности на ле-
вом конце траектории 𝑥(𝑡) в точке 𝑥0 = 𝑥(𝑡0); надо только при этом
заменить 𝑡1 на 𝑡0, а 𝑇1 на 𝑇0.

Используя условия трансверсальности, можно теперь сформу-
лировать решение задачи с подвижными концами.

Теорема 1.4. Пусть 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ] — допустимое управле-
ние, переводящее изображающую точку из некоторого положения
𝑥0 ∈𝑀0 в положение 𝑥1 ∈𝑀1, а 𝑥(𝑡) — соответствующая траек-
тория, исходящая из точки 𝑥0. Для того, чтобы 𝑢(𝑡) и 𝑥(𝑡) давали
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решение оптимальной задачи с подвижными концами, необходи-
мо существование ненулевой непрерывной вектор-функции 𝜓(𝑡),
удовлетворяющей условиям теоремы 1.1 и, кроме того, условию
трансверсальности в обоих концах траектории 𝑥(𝑡).

Понятно, что в случае, если одно из многообразий 𝑀0, 𝑀1 вы-
рождается в точку, то условие трансверсальности на данном конце
траектории 𝑥(𝑡) заменяется условием прохождения траектории 𝑥(𝑡)
через эту точку.

Вопросы для самоконтроля.

1. В чем состоит общий смысл принципа максимума Понтряги-
на?

2. В чем состоит общий смысл принципа максимума в задаче о
быстродействии?

3. В чем состоит общий смысл принципа максимума для неав-
тономных систем?

4. Сформулируйте условия трансверсальности в оптимальной
задаче с подвижными концами.

1.2 Метод динамического программирования

Выбор закона управления с учетом различных ограничений на
переменные системы управления определяется целевыми условия-
ми. В оптимальной задаче целью управления считается достижение
экстремума некоторого критерия качества, характеризующего со-
бой критерий оптимальности функционирования исследуемой ди-
намической системы во времени.

1.2.1. Принцип оптимальности Беллмана. Зададим движе-
ние управляемой системы с помощью скалярных уравнений вида
(1.1):

𝑑𝑥𝑗
𝑑𝑡

= 𝑓𝑗(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑚), 𝑗 = 1, 𝑛,
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где 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 — фазовые координаты системы, 𝑢1, ..., 𝑢𝑚 — управ-
ляющие воздействия, либо с помощью векторного уравнения

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑥, 𝑓 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑚.

Зададим далее цель управления в виде минимизации функцио-
нала качества (1.2):

𝐽 =

𝑡1w

0

𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
𝑑𝑡,

где 𝑓0 — некоторая непрерывная скалярная функция переменных
𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑚, а 𝑡1 — заданный момент времени.

Динамическое программирование основано на принципе опти-
мальности Беллмана [10]. Этот принцип имеет место для динами-
ческих систем, дальнейшее движение которых полностью опреде-
ляется состоянием этих систем в любой текущий момент времени. К
таким системам относятся, например, системы, описываемые диф-
ференциальными уравнениями (1.1).

Принцип оптимальности был сформулирован Р.Беллманом так:
оптимальное поведение (движение) обладает тем свойством, что
каковы бы ни были первоначальное состояние и решение (закон
управления) в начальный момент, последующие решения должны
составлять оптимальное поведение относительно состояния, полу-
чающегося в результате первого решения.

Для систем вида (1.1) принцип оптимальности представляет со-
бой хорошо известный факт, что часть экстремали вновь является
экстремалью. Отсюда вытекает, что принцип оптимальности мо-
жет быть сформулирован также следующим образом: оптимальная
стратегия не зависит от предыстории системы, а определяется толь-
ко начальным условием и конечной целью.

Принцип оптимальности Беллмана дает достаточно общее необ-
ходимое условие оптимальности. Рассмотрим в качестве примера
оптимальную траекторию в 𝑛–мерном пространстве состояний. По-
ложение движущейся точки в момент времени 𝑡′ обозначим через
𝑥(𝑡′). Данная точка делит траекторию на две части (участок 1 +
участок 2).
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Принцип оптимальности утверждает, что участок оптимальной
траектории от точки 𝑥(𝑡′) до точки 𝑥1 = 𝑥(𝑡1) (участок 2) также яв-
ляется оптимальной траекторией. Это означает, что для начального
состояния 𝑥(𝑡′) та часть траектории (участок 2), которая соответ-
ствует переходу из точки 𝑥(𝑡′) в точку 𝑥(𝑡1), является оптимальной
в независимости от предыстории системы.

Допустим противное, т.е. найдется траектория (1 + 2′), вдоль
которой значение функционала 𝐽 будет меньше. Полное значение
функционала 𝐽 равно сумме его значений, вычисленных по двум
участкам траектории. Отсюда вытекает, что можно построить тра-
екторию (1 + 2′), которая будет лучше исходной (1 + 2). Таким об-
разом, приходим к противоречию с исходными данными о том, что
исходная траектория (1 + 2) при 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ] является оптимальной.
Полученное противоречие доказывает, что участок 2 оптимальной
траектории (1 + 2) является в свою очередь оптимальной траекто-
рией системы (1.1) на интервале времени [ 𝑡′, 𝑡1 ].

Итак, оптимальность отдельных участков траектории зависит
от оптимальности всей траектории. Обратное утверждение не име-
ет места, т.е. оптимальность всей траектории не следует из опти-
мальности отдельных участков.

Принцип оптимальности утверждает, что выбор оптимального
управления определяется лишь состоянием системы в текущий мо-
мент времени. Данное утверждение позволяет получить оптимиза-
ционные функциональные уравнения для нахождения закона изме-
нения управляющих воздействий в задаче об оптимальном управ-
лении.

1.2.2. Задача с фиксированным временем и свободным
правым концом траектории. Пусть управляемая система опи-
сывается векторным уравнением вида (1.16):

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑥, 𝑓 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑚,

с заданным начальным условием 𝑥0 = 𝑥(0). Требуется найти управ-
ление 𝑢 = 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, доставляющее минимум функционалу ви-
да (1.17):

𝐽 =

𝑡1w

0

𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

)︀
𝑑𝑡, (1.26)
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где 𝑡1 — заданный момент времени.
Обозначим через 𝑥(𝑡) оптимальную траекторию системы (1.16),

исходящую из точки 𝑥0, т.е. траекторию, минимизирующую функ-
ционал 𝐽 (1.26). Отметим при этом, что значение 𝑥1 = 𝑥(𝑡1) заранее
не задано.

Минимальное значение функционала 𝐽 на оптимальной траек-
тории обозначим через 𝑆(𝑥(0), 0) = 𝑆(𝑥0, 0). Положение системы в
момент времени 𝑡 будет равно 𝑥(𝑡); положение системы в момент
времени 𝑡′ = 𝑡+ ∆𝑡 обозначим через 𝑥′ = 𝑥(𝑡′) = 𝑥(𝑡+ ∆𝑡).

В соответствии с принципом оптимальности участок оптималь-
ной траектории от точки 𝑥(𝑡) до точки 𝑥(𝑡1) является оптимальной
траекторией, которая доставляет минимум функционалу

𝐽𝑡 =

𝑡1w

𝑡

𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝑑𝑣. (1.27)

Обозначим это минимальное значение функционала (1.27) через
𝑆(𝑥(𝑡), 𝑡) = 𝑆(𝑥, 𝑡).

Также и участок оптимальной траектории от точки 𝑥(𝑡′), где
𝑡′ = 𝑡+ ∆𝑡, до точки 𝑥(𝑡1) является оптимальной траекторией, до-
ставляющей минимум функционалу

𝐽𝑡′ =

𝑡1w

𝑡′

𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝑑𝑣. (1.28)

Это минимальное значение функционала (1.28) обозначим через
𝑆(𝑥(𝑡′), 𝑡′) = 𝑆(𝑥′, 𝑡′).

Таким образом, можем написать

𝑆(𝑥, 𝑡) = min
𝑢(𝑣)∈𝑈
𝑡≤𝑣≤𝑡1

𝑡1w

𝑡

𝑓0
(︀
𝑥(𝑣), 𝑢(𝑣), 𝑣

)︀
𝑑𝑣, (1.29)

где интеграл в соотношении (1.29) представим в виде

𝑡1w

𝑡

𝑓0
(︀
𝑥(𝑣), 𝑢(𝑣), 𝑣

)︀
𝑑𝑣 =

𝑡′w

𝑡

𝑓0
(︀
𝑥(𝑣), 𝑢(𝑣), 𝑣

)︀
𝑑𝑣 +
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+

𝑡1w

𝑡′

𝑓0
(︀
𝑥(𝑣), 𝑢(𝑣), 𝑣

)︀
𝑑𝑣, 𝑡′ = 𝑡+ ∆𝑡.

Считается, что функция 𝑢(𝑣) непрерывна на промежутке 𝑣 ∈
[ 𝑡, 𝑡′ ], 𝑡′ = 𝑡+ ∆𝑡, ∆𝑡 — некоторый малый отрезок времени.

Перепишем выражение (1.29) так:

𝑆(𝑥, 𝑡) = (1.30)

= min
𝑢(𝑣)∈𝑈
𝑡≤𝑣≤𝑡′

(︂ 𝑡′w

𝑡

𝑓0
(︀
𝑥(𝑣), 𝑢(𝑣), 𝑣

)︀
𝑑𝑣 + min

𝑢(𝑣)∈𝑈
𝑡′≤𝑣≤𝑡1

𝑡1w

𝑡′

𝑓0
(︀
𝑥(𝑣), 𝑢(𝑣), 𝑣

)︀
𝑑𝑣

)︂
.

Обратим внимание на то, что второе слагаемое справа есть ре-
зультат минимизации функционала 𝐽𝑡′ на множестве всех допусти-
мых управлений 𝑈 на промежутке времени 𝑣 ∈ [ 𝑡′, 𝑡1 ]. Это ми-
нимальное значение 𝑆(𝑥′, 𝑡′) является в свою очередь функцией от
положения системы 𝑥′ = 𝑥(𝑡′), которое зависит от управления 𝑢(𝑣)
на промежутке времени 𝑣 ∈ [ 𝑡, 𝑡′ ].

Функция 𝑢(𝑣), 𝑣 ∈ [ 𝑡, 𝑡′ ], доставляющая минимальное значение
функционалу 𝐽𝑡, определяет собой оптимальную траекторию. По-
этому в соотношении (1.30) минимизируется по 𝑢(𝑣), 𝑣 ∈ [ 𝑡, 𝑡′ ], все
выражение, заключенное справа в скобки.

С учетом введенного обозначения 𝑆(𝑥′, 𝑡′) соотношение (1.30)
запишем в виде

𝑆(𝑥, 𝑡) = min
𝑢(𝑣)∈𝑈
𝑡≤𝑣≤𝑡′

(︂ 𝑡′w

𝑡

𝑓0
(︀
𝑥(𝑣), 𝑢(𝑣), 𝑣

)︀
𝑑𝑣 + 𝑆(𝑥′, 𝑡′)

)︂
. (1.31)

Представим положение 𝑥′ системы (1.16) так:

𝑥′ = 𝑥(𝑡+ ∆𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑥∆𝑡+ 𝛼1(∆𝑡) =

= 𝑥(𝑡) + 𝑓
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

)︀
∆𝑡+ 𝛼1(∆𝑡), (1.32)

где через 𝛼1(∆𝑡) обозначены малые члены разложения по ∆𝑡 поряд-
ка выше первого. Полагая непрерывность функции 𝑆 и ее непре-
рывную дифференцируемость по всем 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, и 𝑡 всюду, будем
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в соответствии с разложением (1.32) иметь

𝑆(𝑥′, 𝑡′) = 𝑠
[︀
𝑥(𝑡+ ∆𝑡), 𝑡+ ∆𝑡

]︀
=

= 𝑆
[︀
𝑥(𝑡) + 𝑓

(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

)︀
∆𝑡+ 𝛼1(∆𝑡), 𝑡+ ∆𝑡

]︀
=

= 𝑆(𝑥, 𝑡) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕 𝑆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡) ∆𝑡+

𝜕 𝑆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
∆𝑡+𝛼2(∆𝑡), (1.33)

где через 𝛼2(∆𝑡) обозначены малые от ∆𝑡 второго порядка и выше.

В обозначениях

∇𝑆 = grad𝑆 =

⎛
⎜⎝
𝜕𝑆/𝜕𝑥1

...
𝜕𝑆/𝜕𝑥𝑛

⎞
⎟⎠ , 𝑓 =

⎛
⎜⎝
𝑓1
...
𝑓𝑛

⎞
⎟⎠ ,

соотношение (1.33) с помощью скалярного произведения векторов
запишется в виде

𝑆(𝑥′, 𝑡′) = 𝑆(𝑥, 𝑡) +
(︀
∇𝑆(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡)

)︀
∆𝑡 +

+
𝜕 𝑆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
∆𝑡+ 𝛼2(∆𝑡). (1.34)

После подстановки выражения (1.34) в соотношение (1.31), най-
дем

𝑆(𝑥, 𝑡) = min
𝑢(𝑣)∈𝑈
𝑡≤𝑣≤𝑡′

(︂ 𝑡′w

𝑡

𝑓0
(︀
𝑥(𝑣), 𝑢(𝑣), 𝑣

)︀
𝑑𝑣 + 𝑆(𝑥, 𝑡) +

+
(︀
∇𝑆(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡)

)︀
∆𝑡+

𝜕 𝑆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
∆𝑡+ 𝛼2(∆𝑡)

)︂
. (1.35)

Укажем на то, что здесь функция 𝑆(𝑥, 𝑡) не содержит управ-
ления 𝑢, поскольку в соответствии с определением (1.29) она по-
лучена минимизацией функционала 𝐽𝑡 (1.27) по 𝑢(𝑣) ∈ 𝑈 на про-
межутке времени 𝑣 ∈ [ 𝑡, 𝑡1 ]. Следовательно, величины 𝑆(𝑥, 𝑡) и(︀
𝜕 𝑆(𝑥, 𝑡)/𝜕𝑡

)︀
∆𝑡 в правой части соотношения (1.35) можно вынести

1.2. Метод динамического программирования 25

за знак min𝑢∈𝑈 и записать (1.35) следующим образом:

− 𝜕 𝑆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= min

𝑢(𝑣)∈𝑈
𝑡≤𝑣≤𝑡′

(︂
1

∆𝑡

𝑡′w

𝑡

𝑓0
(︀
𝑥(𝑣), 𝑢(𝑣), 𝑣

)︀
𝑑𝑣 +

+
(︀
∇𝑆(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡)

)︀
+
𝛼2(∆𝑡)

∆𝑡

)︂
. (1.36)

Переходя в уравнении (1.36) к пределу при ∆𝑡→ 0, получим

− 𝜕 𝑆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= min

𝑢∈𝑈

[︀
𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡) +

(︀
∇𝑆(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡)

)︀ ]︀
. (1.37)

Уравнение (1.37) называется уравнением Беллмана и является
основным уравнением динамического программирования. Оно име-
ет граничное условие 𝑆(𝑥, 𝑡1) = 0.

Полученное дифференциальное уравнение представляет собой
нелинейное уравнение первого порядка в частных производных ти-
па уравнения Гамильтона–Якоби. Его правая часть — это результат
минимизации по 𝑢 выражения в квадратных скобках и, следова-
тельно, она не зависит от 𝑢. Функция 𝑢(𝑡), доставляющая указан-
ный минимум в (1.37), является искомым оптимальным управлени-
ем 𝑢0(𝑡), удовлетворяющим уравнению (1.37):

𝑑𝑆(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑓0(𝑥, 𝑢0, 𝑡) = 0,

где 𝑥 = 𝑥(𝑡) — оптимальная траектория системы (1.16), соответ-
ствующая оптимальному управлению 𝑢0 = 𝑢0(𝑡).

При выводе оптимизационного уравнения Беллмана (1.37) ис-
пользовалось то обстоятельство, что оптимальная траектория си-
стемы (1.16) уже найдена. В предположении гладкости функции
𝑆(𝑥, 𝑡) любая оптимальная траектория 𝑥(𝑡) данной системы будет
удовлетворять уравнению (1.37). Итак, уравнение Беллмана с уче-
том гладкости функции 𝑆(𝑥, 𝑡) дает необходимое условие оптималь-
ности.
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1.2.3. Задача с закрепленным концом траектории и сво-
бодным временем. Рассмотрим управляемую систему вида (1.1):

𝑑𝑥𝑗
𝑑𝑡

= 𝑓𝑗
(︀
𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑚

)︀
, 𝑗 = 1, 𝑛,

либо
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑥, 𝑓 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑛.

Надо перевести ее из точки 𝑥0 = 𝑥(𝑡0) в заданную точку 𝑥1 = 𝑥(𝑡1),
где момент времени 𝑡1 заранее не известен.

Управление 𝑢 = 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 требуется выбрать так, чтобы функ-
ционал вида (1.2):

𝐽 =

𝑡1w

𝑡0

𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
𝑑𝑡

принимал наименьшее возможное значение. Это значение, являю-
щееся функцией начального положения 𝑥0 системы, обозначим че-
рез 𝑆(𝑥0) = 𝑆

(︀
𝑥01, 𝑥

0
2, ..., 𝑥

0
𝑛

)︀
.

Будем считать, что функция 𝑆(𝑥0) непрерывно дифференциру-
ема. Найдем уравнение Беллмана, которому эта функция удовле-
творяет. Имеем по определению

𝑆(𝑥0) = 𝑆
(︀
𝑥(𝑡0)

)︀
= min
𝑢(𝑡)∈𝑈

𝑡1w

𝑡0

𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
𝑑𝑡. (1.38)

В правой части соотношения (1.38) интеграл представим в виде

𝑡1w

𝑡0

𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
𝑑𝑡 =

𝑡0+Δ𝑡w

𝑡0

𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+

𝑡1w

𝑡0+Δ𝑡

𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
𝑑𝑡.

Тогда выражение (1.38) приобретает запись

𝑆
(︀
𝑥(𝑡0)

)︀
= min

𝑢(𝑡)∈𝑈
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+Δ𝑡

(︂ 𝑡0+Δ𝑡w

𝑡0

𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
𝑑𝑡 +
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+ min
𝑢(𝑡)∈𝑈

𝑡0+Δ𝑡≤𝑡≤𝑡1

𝑡1w

𝑡0+Δ𝑡

𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
𝑑𝑡

)︂
, (1.39)

где вывод соотношения (1.39) осуществляется аналогичными рас-
суждениями, что и вывод соотношения (1.30).

В соотношении (1.39) второе слагаемое записывается так:

min
𝑢(𝑡)∈𝑈

𝑡0+Δ𝑡≤𝑡≤𝑡1

𝑡1w

𝑡0+Δ𝑡

𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
𝑑𝑡 = 𝑆

(︀
𝑥(𝑡0 + ∆𝑡)

)︀
.

Поэтому соотношение (1.39) представимо в виде

𝑆
(︀
𝑥(𝑡0)

)︀
= min

𝑢(𝑡)∈𝑈
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+Δ𝑡

(︂ 𝑡0+Δ𝑡w

𝑡0

𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 𝑆

(︀
𝑥(𝑡0 + ∆𝑡)

)︀)︂
.

(1.40)

Запишем далее, пользуясь уравнением (1.1), следующее разло-
жение:

𝑥(𝑡0 + ∆𝑡) = 𝑥(𝑡0) + 𝑥
⃒⃒
𝑡=𝑡0

∆𝑡+ 𝛼1(∆𝑡) =

= 𝑥(𝑡0) + 𝑓
(︀
𝑥(𝑡0), 𝑢(𝑡0)

)︀
∆𝑡+ 𝛼1(∆𝑡),

и с учетом гладкости функции 𝑆(𝑥0) запишем

𝑆
(︀
𝑥(𝑡0 + ∆𝑡)

)︀
= (1.41)

= 𝑆
(︀
𝑥(𝑡0)

)︀
+

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕 𝑆(𝑥)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒
⃒⃒
𝑥=𝑥(𝑡0)

· 𝑓𝑖
(︀
𝑥(𝑡0), 𝑢(𝑡0)

)︀
∆𝑡+ 𝛼2(∆𝑡),

где 𝛼1(∆𝑡), 𝛼2(∆𝑡) — малые, порядок которых относительно ∆𝑡 вы-
ше первого.

После подстановки выражения (1.41) в соотношение (1.40), при-
нимая во внимание, что функция 𝑆(𝑥(𝑡0)) как результат миними-
зации по 𝑢 ∈ 𝑈 функционала (1.2) уже не содержит 𝑢 и ее можно
вынести за знак min в (1.40), получим

min
𝑢(𝑡)∈𝑈

𝑡0≤𝑡≤𝑡0+Δ𝑡

(︂ 𝑡0+Δ𝑡w

𝑡0

𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
𝑑𝑡 +
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+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕 𝑆(𝑥)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒
⃒⃒
𝑥=𝑥(𝑡0)

· 𝑓𝑖
(︀
𝑥(𝑡0), 𝑢(𝑡0)

)︀
∆𝑡+ 𝛼2(∆𝑡)

)︂
= 0. (1.42)

Поскольку в качестве начального положения системы можно
взять любое текущее положение 𝑥(𝑡), то из соотношения (1.42) бу-
дет вытекать

min
𝑢(𝑣)∈𝑈

𝑡≤𝑣≤𝑡+Δ𝑡

(︂
1

∆𝑡

𝑡+Δ𝑡w

𝑡

𝑓0
(︀
𝑥(𝑣), 𝑢(𝑣)

)︀
𝑑𝑣 +

+

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕 𝑆(𝑥)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒
⃒⃒
𝑥=𝑥(𝑡)

· 𝑓𝑖
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
+
𝛼2(∆𝑡)

∆𝑡

)︂
= 0. (1.43)

Так как здесь 𝛼2(∆𝑡)/∆𝑡 → 0 при ∆𝑡 → 0, то, переходя в соот-
ношении (1.43) к пределу при ∆𝑡→ 0, получим уравнение

min
𝑢∈𝑈

(︂
𝑓0(𝑥, 𝑢) +

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕 𝑆(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢)

)︂
= 0 (1.44)

с граничным условием 𝑆(𝑥1) = 𝑆
(︀
𝑥(𝑡1)

)︀
= 0. Уравнение (1.44) — это

уравнение Беллмана в исследуемой задаче с закрепленным концом
траектории и свободным временем движения.

Рассмотрим важнейший частный случай этой задачи — задачу
об управлении, оптимальном по быстродействию, когда требуется
определить оптимальное управление 𝑢 ∈ 𝑈, которое за минимально
возможное время 𝑡* переводит систему (1.1) из начального положе-
ния 𝑥0 = 𝑥(𝑡0) в положение начала координат: 𝑥1 = 𝑥(𝑡0 + 𝑡*) = 0.

Так как время 𝑡* является функцией начального положе-
ния системы: 𝑡* = 𝑡*(𝑥0), то задача о быстродействии будет
частным случаем задачи о минимизации функционала (1.2), где
𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
≡ 1:

𝐽 = 𝑡1 − 𝑡0, (1.45)

т.е. функционал 𝐽 (1.45) выражает время приведения системы из
положения 𝑥0 в положение 𝑥1 = 0. Следовательно,

𝑡* = min
𝑢∈𝑈

𝐽 = min
𝑢∈𝑈

(𝑡1 − 𝑡0).
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В предположении, что функция 𝑡*
(︀
𝑥01, 𝑥

0
2, ..., 𝑥

0
𝑛

)︀
является

непрерывно дифференцируемой по всем своим переменным, а за
начальное положение можно взять любое текущее положение 𝑥(𝑡),
получим в итоге согласно уравнению (1.44) уравнение

min
𝑢∈𝑈

(︂ 𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑡*
𝜕𝑥𝑖

𝑓𝑖(𝑥, 𝑢)

)︂
= min

𝑢∈𝑈

(︀
∇𝑡*, 𝑓(𝑥, 𝑢)

)︀
= − 1 (1.46)

с граничным условием 𝑡*(0, 0, ..., 0) = 0.

Из уравнения (1.46) можно найти оптимальное управление 𝑢0
в виде функции от 𝜕𝑡*/𝜕𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛. Подставляя найденное вы-
ражение 𝑢0 обратно в уравнение (1.46), найдем уравнение первого
порядка с частными производными, куда 𝑢 уже не входит. Решая
далее это уравнение при нулевом граничном условии, определим
𝑢0 = 𝑢0(𝑥) = = 𝑢0(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛).

1.2.4. Достаточные условия оптимальности. Из уравнения
Беллмана (1.44) вытекает, что ∀𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, переводящего систему из
начального положения 𝑥(𝑡) в конечное положение 𝑥1, справедливо
неравенство [18]:

𝑓0(𝑥, 𝑢) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕 𝑆(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢) ≥ 0,

либо
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕 𝑆(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢) ≥ − 𝑓0(𝑥, 𝑢), (1.47)

где равенство имеет место для оптимального управления 𝑢0(𝑡).

Введем в рассмотрение функцию 𝜔(𝑥), пользуясь соотношением

𝜔(𝑥) = −𝑆(𝑥).

Тогда неравенство (1.47) запишется в виде

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕 𝜔(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢) ≤ 𝑓0(𝑥, 𝑢), 𝑢 ∈ 𝑈. (1.48)
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Приведем в заключение параграфа теорему Болтянского [18] о
необходимых и достаточных условиях оптимальности для непре-
рывных управляемых систем, служащую обоснованием метода ди-
намического программирования.

Теорема 1.5. Пусть 𝑀 — кусочно-гладкое множество с раз-
мерностью dim𝑀 < 𝑛, расположенное в фазовом простран-
стве 𝑋, а 𝜔(𝑥) = 𝜔(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) — непрерывная функция, задан-
ная на 𝑋 и имеющая в точках, не принадлежащих множеству
𝑀, непрерывные производные. Пусть, кроме того, 𝜔(𝑥1) = 0 для
некоторой точки 𝑥1 ∈ 𝑋. Предположим также, что для любой
точки 𝑥0 ∈ 𝑋, где 𝑥0 ̸= 𝑥1, существует допустимое управление
𝑢(𝑡) = 𝑢𝑥0(𝑡), переводящее изображающую точку из положения 𝑥0
в положение 𝑥1 и удовлетворяющее равенству

𝑡1w

𝑡0

𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
𝑑𝑡 = −𝜔(𝑥0).

Тогда для того, чтобы все управления 𝑢𝑥0(𝑡) были оптималь-
ными, необходимо и достаточно, чтобы ∀𝑥 ̸∈ 𝑀 функция 𝜔(𝑥)
удовлетворяла уравнению Беллмана (1.44):

min
𝑢∈𝑈

(︂
𝑓0(𝑥, 𝑢) −

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕 𝜔(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢)

)︂
= 0

или, что то же самое, неравенству (1.48):

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕 𝜔(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢) ≤ 𝑓0(𝑥, 𝑢), 𝑢 ∈ 𝑈.

Таким образом, при условии, что функция 𝜔(𝑥) является непре-
рывно дифференцируемой, уравнение Беллмана (1.44) дает необхо-
димое и достаточное условие оптимальности для метода динамиче-
ского программирования.

Вопросы для самоконтроля.

1. Сформулируйте принцип оптимальности Беллмана.
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2. Запишите уравнение Беллмана в задаче с фиксированным
временем и свободным правым концом траектории.

3. Сформулируйте задачу оптимального управления с закреп-
ленным концом траектории и свободным временем.

4. В чем состоит смысл теоремы Болтянского для непрерывных
управляемых систем?

1.3 Вариационная задача оптимального управле-
ния

С помощью классического вариационного исчисления в случае
открытого множества допустимых управлений 𝑈 можно с успехом
решать различные задачи оптимального управления динамически-
ми процессами [108, 121]. Как известно, к классическому вариаци-
онному исчислению относят методы решения вариационных задач,
основанные на анализе вариаций (или, иначе, малых смещений) экс-
тремизируемого функционала.

Исследуем простейшую вариационную задачу оптимального уп-
равления со свободным правым концом траектории и заданным
временем переходного процесса (временем регулирования). Пусть
управляемая система описывается на интервале времени [ 𝑡0, 𝑡1 ]
дифференциальным уравнением вида (1.16):

𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑥, 𝑓 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑚.

Предполагается в уточнение к сказанному, что область допусти-
мых управлений 𝑈 является множеством всех ограниченных непре-
рывных вектор-функций 𝑢(𝑡), определенных на промежутке време-
ни [ 𝑡0, 𝑡1 ].

Введем подлежащий минимизации по 𝑢 ∈ 𝑈 критерий качества

𝐽 = 𝑉
(︀
𝑥(𝑡1), 𝑡1

)︀
+

𝑡1w

𝑡0

𝐿(𝑥, 𝑢, 𝑡) 𝑑𝑡, (1.49)

где 𝑉 и 𝐿 — заданные скалярные непрерывно дифференцируемые
соответственно по совокупности переменных 𝑥 и 𝑥, 𝑢, 𝑡 функции.
Функция 𝑉 (𝑥(𝑡1), 𝑡1) называется функцией конечных состояний.
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Считается также, что вектор-функция 𝑓 в системе (1.16) непре-
рывно дифференцируема по своим переменным 𝑥, 𝑢 и 𝑡. При задан-
ном 𝑡1 считаем 𝑉 (𝑥(𝑡1), 𝑡1) = 𝑉 (𝑥(𝑡1)).

Итак, пусть заданы: объект управления с уравнением (1.16) и
начальным условием 𝑥(𝑡0), время окончания переходного процес-
са 𝑡1 и функционал качества (1.49). Задачей оптимального управ-
ления для системы (1.16) при всех вышесделанных предположениях
является отыскание такого управления 𝑢(𝑡) из области допустимых
управлений 𝑈, при котором функционал 𝐽 (1.49) достигает мини-
мального значения.

Для решения этой задачи воспользуемся методом множителей
Лагранжа. Образуем при этом вспомогательный критерий качества
по известному правилу

𝐽* = 𝑉 (𝑥(𝑡1)) +

𝑡1w

𝑡0

[︀
𝐿(𝑥, 𝑢, 𝑡) − 𝜆*(𝑡)𝜙

]︀
𝑑𝑡, (1.50)

где 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑥, 𝑢, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡)−𝑥(𝑡) — функция дифференциальной
связи 𝜙(𝑥, 𝑥, 𝑢, 𝑡) = 0, образованная уравнением (1.16); здесь * свер-
ху означает операцию транспонирования, а 𝜆(𝑡) =

(︀
𝜆1(𝑡), ..., 𝜆𝑛(𝑡)

)︀

— вектор множителей Лагранжа.

Составим далее скалярную функцию

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑡, 𝜆) = 𝐿(𝑥, 𝑢, 𝑡) + 𝜆*(𝑡) 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡), (1.51)

называемую гамильтонианом данной задачи. Тогда, интегрируя по
частям последнее слагаемое в правой части выражения (1.50) с уче-
том определения (1.51), получим

𝐽* = 𝑉 (𝑥(𝑡1)) + 𝜆*(𝑡0)𝑥(𝑡0) − 𝜆*(𝑡1)𝑥(𝑡1) +

+

𝑡1w

𝑡0

[︀
𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑡, 𝜆) + 𝜆*(𝑡)𝑥(𝑡)

]︀
𝑑𝑡. (1.52)

Найдем отсюда вариацию функционала 𝐽* (1.52), которая соот-
ветствует вариациям вектора управления 𝑢(𝑡) и вектора положения
системы 𝑥(𝑡). Вектор множителей Лагранжа при этом не варьиру-
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ется, а надлежащим образом выбирается. Имеем в результате

𝛿𝐽* =

[︂
𝜕 𝑉 (𝑥(𝑡1))

𝜕𝑥(𝑡1)
− 𝜆*(𝑡1)

]︂
𝛿𝑥(𝑡1) + 𝜆*(𝑡0) 𝛿𝑥(𝑡0) +

+

𝑡1w

𝑡0

{︂[︂
𝜕 𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑡, 𝜆)

𝜕𝑥(𝑡)
+𝜆*(𝑡)

]︂
𝛿𝑥(𝑡)+

𝜕 𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑡, 𝜆)

𝜕𝑢(𝑡)
𝛿𝑢(𝑡)

}︂
𝑑𝑡. (1.53)

Чтобы исключить влияние вариаций 𝛿 𝑥(𝑡), вызванных вариа-
циями по управлению 𝛿 𝑢(𝑡), на вариации критерия качества 𝛿𝐽*,
выберем векторный множитель 𝜆(𝑡) таким образом, чтобы коэф-
фициенты при 𝛿 𝑥(𝑡) и 𝛿 𝑥(𝑡1) обратились в нуль. Получим тогда

𝜆(𝑡) = −
(︂
𝜕 𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑡, 𝜆)

𝜕𝑥(𝑡)

)︂*
, 𝜆(𝑡1) =

(︂
𝜕 𝑉 (𝑥(𝑡1))

𝜕𝑥(𝑡1)

)︂*
. (1.54)

Выбирая с помощью этой системы дифференциальных уравне-
ний и соответствующего граничного условия множители 𝜆𝑖(𝑡), 𝑖 =
1, 𝑛, уравнение (1.53) преобразуем к виду

𝛿𝐽* = 𝜆*(𝑡0) 𝛿𝑥(𝑡0) +

𝑡1w

𝑡0

𝜕 𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑡, 𝜆)

𝜕𝑢(𝑡)
𝛿𝑢(𝑡) 𝑑𝑡. (1.55)

Выражение (1.55) называется первой вариацией вспомогательного
критерия качества 𝐽*.

Так как на решениях управляемой системы (1.16) 𝐽* = 𝐽, то
𝛿𝐽* = 𝛿𝐽. Поэтому если функционал 𝐽 достигает экстремума, то
𝛿𝐽 = 0 для произвольных 𝛿 𝑢(𝑡). Принимая во внимание, что на-
чальное значение 𝑥(𝑡0) задано и 𝛿 𝑥(𝑡0) = 0, а 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, где 𝑈 —
множество ограниченных непрерывных вектор-функций, можем за-
писать необходимые условия стационарности критерия качества 𝐽
в виде

𝜕 𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑡, 𝜆)

𝜕𝑢(𝑡)
= 0, (1.56)

где 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ]. В вариационном исчислении уравнения (1.54), (1.56)
известны как уравнения Эйлера–Лагранжа.

Следовательно, приходим к заключению: для того, чтобы най-
ти оптимальное управление 𝑢0(𝑡), при котором критерий качества
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𝐽 (1.49) принимает стационарное значение, надо решить краевую
задачу для системы 2𝑛 дифференциальных уравнений

𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡),

𝜆(𝑡) = −
(︂
𝜕 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡)

𝜕𝑥(𝑡)

)︂*
𝜆(𝑡) −

(︂
𝜕 𝐿(𝑥, 𝑢, 𝑡)

𝜕𝑥(𝑡)

)︂*
,

где управление 𝑢0(𝑡) определяется из уравнения (1.56):
(︂
𝜕 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡)

𝜕𝑢(𝑡)

)︂*
𝜆(𝑡) +

(︂
𝜕 𝐿(𝑥, 𝑢, 𝑡)

𝜕𝑢(𝑡)

)︂*
= 0,

с 𝑛 краевыми условиями 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 на левом конце и с 𝑛 краевыми
условиями 𝜆(𝑡1) =

(︀
𝜕 𝑉 (𝑥(𝑡1))/𝜕𝑥(𝑡1)

)︀* на правом конце.
Отметим, что для достижения локального минимума функци-

оналом 𝐽 одного условия 𝜕𝐻/𝜕𝑢 = 0 недостаточно. Необходимо,
чтобы вторая вариация функционала качества 𝐽 на решениях си-
стемы принимала неотрицательные значения ∀ 𝛿𝑢(𝑡), т.е.

𝛿2𝐽 =
1

2
𝛿 𝑥*(𝑡1)

𝜕2 𝑉 (𝑥(𝑡1))

𝜕 𝑥2(𝑡1)
𝛿 𝑥(𝑡1)+

1

2

𝑡1w

𝑡0

(︂
𝛿 𝑥(𝑡)
𝛿 𝑢(𝑡)

)︂*
𝐺

(︂
𝛿 𝑥(𝑡)
𝛿 𝑢(𝑡)

)︂
𝑑𝑡 ≥ 0,

где через 𝐺 обозначена матрица

𝐺 =

(︂
𝜕2𝐻/𝜕𝑥2 𝜕2𝐻/𝜕𝑥𝜕𝑢
𝜕2𝐻/𝜕𝑢𝜕𝑥 𝜕2𝐻/𝜕𝑢2

)︂
,

при условии, что 𝛿
(︀
𝑥(𝑡)−𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡)

)︀
= 0. Более подробно с техникой

вычисления и применения второй вариации 𝛿2𝐽 для задач синтеза
оптимального управления можно познакомиться по работе [121].

Вопросы для самоконтроля.

1. В чем состоит смысл метода множителей Лагранжа?

2. Запишите уравнения Эйлера-Лагранжа.
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1.4 Связь методов оптимального управления

Между рассмотренными выше методами выбора оптимально-
го управления существует глубокая внутренняя связь [108, 117,
138]. Установление этих взаимозависимостей помогает лучше по-
нять структуру и возможности каждого из этих методов в отдель-
ности.

1.4.1. Связь принципа максимума с методом динамиче-
ского программирования. Ставится задача с фиксированными
концами траектории движения и свободным временем переходно-
го процесса. Управляемая система описывается уравнением вида
(1.1):

𝑑𝑥𝑗
𝑑𝑡

= 𝑓𝑗(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑚), 𝑗 = 1, 𝑛,

или в векторной форме

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑥, 𝑓 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑚.

Надо перевести систему (1.1) из заданной точки 𝑥0 = 𝑥(𝑡0) фа-
зового пространства 𝑋 в заданную точку 𝑥1 = 𝑥(𝑡1), где конечный
момент времени 𝑡1 не фиксирован. Управление 𝑢 = 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 требу-
ется выбрать так, чтобы функционал вида (1.2):

𝐽 =

𝑡1w

𝑡0

𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
𝑑𝑡

принимал наименьшее возможное значение.

Заметим, что полученное при сделанных условиях наименьшее
возможное значение 𝑆(𝑥0) = 𝑆(𝑥(𝑡0)) функционала 𝐽 (1.2) будет
функцией начального положения системы 𝑥0 = 𝑥(𝑡0), а именно:
𝑆(𝑥0) = 𝑆

(︀
𝑥01, ..., 𝑥

0
𝑛

)︀
.

Ранее, полагая, что функция 𝑆(𝑥) непрерывно дифференциру-
ема по всем своим переменным, было установлено, что функция
𝑆(𝑥) удовлетворяет уравнению Беллмана с частными производны-
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ми первого порядка вида (1.44):

min
𝑢∈𝑈

(︂
𝑓0(𝑥, 𝑢) +

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕 𝑆(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢)

)︂
= 0.

Обозначим через 𝑥0(𝑡) скалярную функцию, определяемую
дифференциальным уравнением (1.3):

𝑑𝑥0
𝑑𝑡

= 𝑓0(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑚) = 𝑓0(𝑥, 𝑢)

с начальным условием 𝑥0(𝑡0) = 0. Тогда из написанных выше соот-
ношений вытекает, что функционал 𝐽 представим следующим об-
разом: 𝐽 = 𝑥0(𝑡1).

Введем далее в рассмотрение векторы 𝑥, 𝑓 ∈ 𝑅𝑛+1 и скалярную
функцию 𝑆(𝑥):

𝑥 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑥0
𝑥1
...
𝑥𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎠ , 𝑓 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑓0
𝑓1
...
𝑓𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎠ , 𝑆(𝑥) = 𝑥0 + 𝑆(𝑥), (1.57)

где 𝑆(𝑥) = 𝑆(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛). В этих обозначениях уравнение Белл-
мана (1.44) будет выглядеть так:

min
𝑢∈𝑈

𝑛∑︁

𝑖=0

𝜕 𝑆(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢) = 0. (1.58)

При умножении уравнения (1.58) на − 1 знак min надо поменять
на знак max и тогда получим

max
𝑢∈𝑈

𝑛∑︁

𝑖=0

(︂
− 𝜕 𝑆(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢)

)︂
= 0. (1.59)
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Обозначая 𝜔(𝑥) = −𝑆(𝑥), 𝜔(𝑥) = −𝑆(𝑥), уравнение Беллмана
(1.59) приведем к виду

max
𝑢∈𝑈

𝑔(𝑥, 𝑢) = 0, 𝑔(𝑥, 𝑢) ≡
𝑛∑︁

𝑖=0

𝜕 𝜔(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢), (1.60)

где верхняя грань достигается для некоторого 𝑢 ∈ 𝑈 в момент выхо-
да из точки 𝑥; это значение 𝑢 является оптимальным управлением.

Будем предполагать также, что функция 𝜔(𝑥) дважды непре-
рывно дифференцируема, а функции 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢) непрерывно диффе-
ренцируемы по 𝑥𝑗 , т.е. существуют непрерывные частные произ-
водные 𝜕2𝜔(𝑥)/𝜕𝑥𝑖 𝜕𝑥𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, и 𝜕𝑓𝑖(𝑥, 𝑢)/𝜕𝑥𝑗 , 𝑖 = 0, 𝑛, 𝑗 = 1, 𝑛.

Пусть 𝑢(𝑡) — оптимальное управление, переводящее изобража-
ющую точку из положения 𝑥0 в положение 𝑥1 по соответствующей
оптимальной траектории 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ]. Для фиксированного мо-
мента времени 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ] имеем функцию 𝑔(𝑥, 𝑢(𝑡)) (1.60) перемен-
ного 𝑥. Согласно данным выше предположениям функция 𝑔(𝑥, 𝑢(𝑡))
непрерывно дифференцируема по переменным 𝑥𝑖, 𝑖 = 0, 𝑛. Эти про-
изводные равны

𝜕 𝑔(𝑥, 𝑢(𝑡))

𝜕𝑥𝑘
=

𝑛∑︁

𝑖=0

𝜕2 𝜔(𝑥)

𝜕𝑥𝑖 𝜕𝑥𝑘
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢(𝑡)) +

+

𝑛∑︁

𝑖=0

𝜕 𝜔(𝑥)

𝜕𝑥𝑖

𝜕 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢(𝑡))

𝜕𝑥𝑘
, 𝑘 = 0, 𝑛. (1.61)

Для любого оптимального движения: оптимального управления
и соответствующей ему оптимальной траектории

(︀
𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)

)︀
в си-

лу уравнения (1.60) вытекает, что 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) ≡ 0, а для любого
неоптимального движения (𝑢, 𝑥) с неоптимальным, но допустимым
управлением на неоптимальной траектории выполняется неравен-
ство 𝑔(𝑥, 𝑢) ≤ 0.

Таким образом, функция 𝑔(𝑥, 𝑢(𝑡)) переменного 𝑥 достигает в
точке 𝑥 = 𝑥(𝑡) в фиксированный момент времени 𝑡 максимума.
Следовательно, ее частные производные по 𝑥𝑖, 𝑖 = 0, 𝑛, в этой точке
равны нулю. Итак, вдоль оптимальной траектории в соответствии
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с соотношениями (1.61) должны выполняться уравнения

𝑛∑︁

𝑖=0

𝜕2𝜔(𝑥(𝑡))

𝜕𝑥𝑖 𝜕𝑥𝑘
𝑓𝑖
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
+

+
𝑛∑︁

𝑖=0

𝜕 𝜔(𝑥(𝑡))

𝜕𝑥𝑖

𝜕 𝑓𝑖(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

𝜕𝑥𝑘
= 0, (1.62)

где 𝑘 = 0, 𝑛, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ].

Поскольку с учетом уравнений (1.1), (1.3) оптимальное движе-
ние

(︀
𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)

)︀
удовлетворяет системе уравнений

𝑑 𝑥𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓𝑖

(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
, 𝑖 = 0, 𝑛,

то отсюда получим, что

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕 𝜔(𝑥(𝑡))

𝜕𝑥𝑘

)︂
=

𝑛∑︁

𝑖=0

𝜕2 𝜔(𝑥(𝑡))

𝜕𝑥𝑖 𝜕𝑥𝑘

𝑑 𝑥𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
=

=

𝑛∑︁

𝑖=0

𝜕2 𝜔(𝑥(𝑡))

𝜕𝑥𝑖 𝜕𝑥𝑘
𝑓𝑖
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
. (1.63)

Следовательно, принимая во внимание соотношение (1.63), ура-
внения (1.62) запишутся в виде

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕 𝜔(𝑥(𝑡))

𝜕𝑥𝑘

)︂
+

𝑛∑︁

𝑖=0

𝜕 𝜔(𝑥(𝑡))

𝜕𝑥𝑖

𝜕 𝑓𝑖(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

𝜕𝑥𝑘
= 0, 𝑘 = 0, 𝑛. (1.64)

Введем обозначение 𝜓𝑘(𝑡), 𝑘 = 0, 𝑛, для следующей функции:

𝜓𝑘(𝑡) =
𝜕 𝜔(𝑥(𝑡))

𝜕𝑥𝑘
, 𝑘 = 0, 𝑛. (1.65)

Эти функции на оптимальной траектории в силу уравнений
(1.64) удовлетворяют системе линейных дифференциальных урав-
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нений

𝑑𝜓𝑘(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝑛∑︁

𝑖=0

𝜕 𝑓𝑖
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀

𝜕𝑥𝑘
𝜓𝑖(𝑡), 𝑘 = 0, 𝑛. (1.66)

В соответствии с обозначениями (1.57), 𝜔(𝑥), (1.65) имеем:
𝜓0(𝑡) = − 1, а для 𝑘 = 0 уравнение (1.66) приобретает простей-
шую форму: 𝑑𝜓0(𝑡)/𝑑𝑡 = 0, так как функции 𝑓𝑖

(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
, 𝑖 = 0, 𝑛,

не зависят от 𝑥0.

Таким образом, вектор 𝜓, определяемый соотношениями (1.65),
имеет следующие компоненты:

𝜓 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝜓0

𝜓1

...
𝜓𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝜕𝜔/𝜕𝑥0
𝜕𝜔/𝜕𝑥1

...
𝜕𝜔/𝜕𝑥𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

− 1
𝜕𝜔/𝜕𝑥1

...
𝜕𝜔/𝜕𝑥𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (1.67)

а это значит, что согласно соотношениям (1.57), (1.65), (1.67) ос-
новное уравнение динамического программирования – уравнение
Беллмана (1.60) можно преобразовать к виду

𝑛∑︁

𝑖=0

𝜓𝑖(𝑡) 𝑓𝑖
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
= (1.68)

= max
𝑢∈𝑈

𝑛∑︁

𝑖=0

𝜓𝑖(𝑡) 𝑓𝑖
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢

)︀
= max

𝑢∈𝑈

(︀
𝜓(𝑡), 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢)

)︀
= 0.

Если теперь ввести функцию 𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢) по правилу

𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢) =
𝑛∑︁

𝑖=0

𝜓𝑖 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢) =
(︀
𝜓, 𝑓(𝑥, 𝑢)

)︀
,

зависящую от 2𝑛+𝑚+ 1 переменных 𝜓0, 𝜓1, . . . , 𝜓𝑛, 𝑥1,. . . , 𝑥𝑛, 𝑢1,
. . . , 𝑢𝑚, то уравнение (1.68) запишется так:

max
𝑢∈𝑈

𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢) = 0. (1.69)
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Отсюда следует, что оптимальное управление 𝑢(𝑡) доставляет
∀ 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ] функции 𝐻 наибольшее значение по сравнению с лю-
бым другим допустимым управлением, переводящим систему из
точки 𝑥0 в точку 𝑥1. Этот максимум имеет постоянное нулевое зна-
чене в любой точке оптимальной траектории, т.е.

𝐻
(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
≡ 0. (1.70)

Заметим при этом, что финальные соотношения (1.68) – (1.70)
получены в предположении непрерывной дифференцируемости по
всем своим аргументам функции 𝑆(𝑥1, ..., 𝑥𝑛).

Остановимся кратко на установлении связи между принципом
максимума и методом динамического программирования в случае
неавтономной управляемой системы вида (1.16):

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑥, 𝑓 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑚,

где вместо переменной времени 𝑡 введем координату 𝑥𝑛+1, задава-
емую дифференциальным уравнением

𝑑𝑥𝑛+1

𝑑𝑡
= 𝑓𝑛+1 = 1.

Запишем минимизируемый функционал качества

𝐽 = 𝑉
(︀
𝑥(𝑡1), 𝑡1

)︀
+

𝑡1w

0

𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡) 𝑑𝑡 (1.71)

с фиксированным моментом времени 𝑡1; 𝑉
(︀
𝑥(𝑡1), 𝑡1

)︀
= 𝑉 (𝑥(𝑡1)).

Введем также координату 𝑥0 с помощью дифференциального
уравнения

𝑑𝑥0
𝑑𝑡

= 𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑥𝑛+1).

Очевидно, что если 𝑉 (𝑥(𝑡1)) = 0, то задача минимизации по
𝑢 ∈ 𝑈 функционала 𝐽 (1.71) эквивалентна минимизации коорди-
наты 𝑥0(𝑡1).
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Обозначим векторы

𝑥 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥0
𝑥1
...
𝑥𝑛
𝑥𝑛+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑓 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑓0
𝑓1
...
𝑓𝑛
𝑓𝑛+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑝 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
𝜕𝑆/𝜕𝑥1

...
𝜕𝑆/𝜕𝑥𝑛
𝜕𝑆/𝜕𝑥𝑛+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= −𝜓. (1.72)

Тогда в обозначении

𝑆 = 𝑆(𝑥0, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑆(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑥0,

равенство (1.72) примет вид

𝑝 =
𝑑𝑆

𝑑𝑥
= −𝜓. (1.73)

В результате несложных преобразований дифференциальное
уравнение Гамильтона–Якоби отсюда можно записать так:

min
𝑢∈𝑈

(𝑝, 𝑓) = − max
𝑢∈𝑈

(𝜓, 𝑓) = 0, (1.74)

т.е. минимум положительной функции равен взятому со знаком ми-
нус максимуму совпадающей с ней по модулю отрицательной функ-
ции, что может иметь место лишь в случае равенства нулю (1.74).

Для гамильтоновских функций состояния (гамильтонианов) 𝐻𝑝

и 𝐻𝜓:
𝐻𝑝 = 𝑝 *𝑓, 𝐻𝜓 = 𝜓 *𝑓, 𝐻𝑝 = −𝐻𝜓

из равенств (1.74) получим два уравнения, соответствующих прин-
ципам минимума и максимума Понтрягина

min
𝑢∈𝑈

𝐻𝑝 = 0, max
𝑢∈𝑈

𝐻𝜓 = 0. (1.75)

Решая одну из этих задач, найдем для произвольного 𝑡 оп-
тимальное управление 𝑢(𝑡), где зависимость функций 𝐻𝑝, 𝐻𝜓 от
управления 𝑢 определяется зависимостью вектор-функции 𝑓 от 𝑢.

Отметим также, что в согласии с принципом Понтрягина (1.75)
надо выбрать вектор управления 𝑢 так, чтобы минимизировать про-
екцию вектора скорости ˙̄𝑥 = 𝑓 на нормаль к изоповерхности 𝑆 =
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const или максимизировать эту проекцию на вектор отрицательной
нормали (так как в силу уравнения (1.73) имеем 𝑝 = grad𝑆 = −𝜓)
и обратить эту проекцию в нуль. Отсюда следует ортогональность
вектора grad𝑆 вдоль оптимального движения системы к вектору
касательной ˙̄𝑥 = 𝑓 в пространстве состояний 𝑅𝑛+2.

Уравнение динамического программирования Гамильтона–Яко-
би–Беллмана (уравнение Беллмана (1.37)) можно представить в ви-
де

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+𝐻* = 0, (1.76)

где
𝐻* = min

𝑢∈𝑈
𝐻𝑝 = − min

𝑢∈𝑈
𝐻𝜓,

𝐻𝑝 =

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑥

)︂*
𝑓 + 𝑓0 = 𝑝*𝑓 + 𝑓0 = − (𝜓*𝑓 − 𝑓0) = −𝐻𝜓, (1.77)

и все написанные векторы 𝑥, 𝑓 , 𝜕𝑆/𝜕𝑥, 𝑝, 𝜓 имеют размерность 𝑛.

Метод динамического программирования требует решения
уравнения с частными производными относительно функции 𝑆
(или 𝑆) (1.76). При использовании оптимизационного принципа
Понтрягина достаточно найти соответствующие оптимальной тра-
ектории решения 𝑝 = −𝜓 (или 𝑝 = −𝜓) вспомогательной системы
дифференциальных уравнений.

В частности, в неавтономном случае задачи на быстродействие
𝑓0 = 1, 𝑑𝑆/𝑑𝑡 = 0. Из уравнения (1.76) получим

min
𝑢∈𝑈

(︂(︂
𝑑𝑆

𝑑𝑥

)︂*
𝑓 + 1

)︂
= 0. (1.78)

Учитывая соотношения (1.77), найдем отсюда

min
𝑢∈𝑈

𝐻𝑝 = 0, max
𝑢∈𝑈

𝐻𝜓 = 0.

Из уравнения (1.78) видно, что в 𝑛–мерном пространстве состо-
яний вектор 𝑑𝑆/𝑑𝑥 не ортогонален к вектору касательной 𝑥 = 𝑓 ; их
скалярное произведение вдоль оптимального движения равно − 1.

1.4. Связь методов оптимального управления 43

В данной задаче имеем

𝑆
(︀
𝑥(𝑡), 𝑡

)︀
= min

𝑢∈𝑈

𝑡1w

𝑡

1 𝑑𝑣 = 𝑡* − 𝑡,

где 𝑡* — минимальное время переходного процесса. При возраста-
нии 𝑡 величина 𝑆 убывает. Уравнению 𝑆(𝑥(𝑡), 𝑡) = const удовле-
творяют изоповерхности 𝑡* − 𝑡 = const, окружающие точку 𝑥(𝑡1).

1.4.2. Связь методов оптимального управления с вариа-
ционным исчислением. В монографии [108] показано, что прин-
цип максимума является обобщением задачи Лагранжа в вариаци-
онном исчислении и равносилен ей в случае открытого множества
допустимых управлений 𝑈.

Для начала рассмотрим простейшую задачу вариационного ис-
числения. Выведем из принципа максимума необходимые условия
экстремума функционала

𝐽 = 𝐽(𝑥) =

𝑡1w

𝑡0

𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡 (1.79)

для простейшей задачи вариационного исчисления, которая состо-
ит в нахождении экстремалей функционала (1.79) при заданных,
закрепленных краевых условиях 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑥(𝑡1) = 𝑥1 в фиксиро-
ванные моменты времени 𝑡0, 𝑡1. Считается, что функция 𝑓 непре-
рывно дифференцируема по своим аргументам.

Пусть имеется управляемая система с уравнением движения

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, (1.80)

и интегральный функционал

𝐽 = 𝐽(𝑥, 𝑢) =

𝑡1w

𝑡0

𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑛, 𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑡1w

𝑡0

𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡) 𝑑𝑡, (1.81)

где 𝑢 = (𝑢1, ..., 𝑢𝑛) — управление, выбираемое из класса ограни-
ченных измеримых вектор-функций.
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Отметим, что всякая оптимальная траектория оптимальной за-
дачи (1.80), (1.81) с фиксированными концами и временем является
экстремалью интеграла (1.79) и наоборот (в силу уравнений (1.80)
достаточно величины 𝑢𝑖(𝑡) в интеграле (1.81) заменить на 𝑥𝑖(𝑡)).
Отсюда принцип максимума как необходимое условие оптимально-
сти является одновременно и необходимым условием, чтобы кри-
вая 𝑥(𝑡) была экстремалью интеграла (1.79). Это обстоятельство
позволяет применять принцип максимума для решения вариацион-
ной задачи (1.79).

С этой целью по теореме 1.3 надо составить уравнения относи-
тельно вспомогательных переменных 𝜓0, 𝜓1, ..., 𝜓𝑛 и функцию 𝐻,
которые с учетом уравнений (1.80) имеют вид

𝑑𝜓0

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝜓𝑖
𝑑𝑡

= −𝜓0
𝜕 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡)

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 = 1, 𝑛, (1.82)

𝐻 = 𝜓0 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡) +

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖𝑢𝑖.

Запишем условие максимума в соответствии с теоремой 1.3:

𝐻
(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

)︀
= max

𝑢∈𝑈

(︂
𝜓0 𝑓

(︀
𝑥(𝑡), 𝑢, 𝑡

)︀
+

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖(𝑡)𝑢𝑖

)︂
, (1.83)

где 𝑈 — открытое множество допустимых управлений в 𝑅𝑛 и точка
максимума 𝑢 = 𝑢(𝑡) функции 𝐻

(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢, 𝑡

)︀
переменного 𝑢 ∈ 𝑈

является ее стационарной точкой.

Тогда из выражения (1.83) следует выполнение соотношений

𝐻
(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

)︀

𝜕𝑢𝑖
= 𝜓0

𝜕 𝑓
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

)︀

𝜕𝑢𝑖
+ 𝜓𝑖(𝑡) = 0,

где 𝑖 = 1, 𝑛. Следовательно, 𝜓0 ̸= 0 (иначе бы имели 𝜓𝑖(𝑡) ≡ 0, 𝑖 =
= 0, 𝑛). Поэтому можно считать, что 𝜓0 = − 1, так как по теореме
1.3 𝜓0 = const ≤ 0. Отсюда получаем

𝜓𝑖(𝑡) =
𝜕 𝑓

(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

)︀

𝜕𝑢𝑖
, 𝑖 = 1, 𝑛. (1.84)
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С другой стороны, после подстановки в уравнение (1.82) значе-
ния 𝜓0 = − 1 и интегрирования, найдем, что

𝜓𝑖(𝑡) = 𝜓𝑖(𝑡0) +

𝑡w

𝑡0

𝜕 𝑓
(︀
𝑥(𝑣), 𝑢(𝑣), 𝑣

)︀

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣, (1.85)

где 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ]. Из соотношений (1.84), (1.85) получим урав-
нения Эйлера в интегральной форме, где вместо 𝑢𝑖(𝑡) подставлены
значения 𝑥𝑖(𝑡):

𝜕 𝑓
(︀
𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑡

)︀

𝜕𝑢𝑖
=

𝑡w

𝑡0

𝜕 𝑓
(︀
𝑥(𝑣), 𝑥(𝑣), 𝑣

)︀

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣 + 𝜓𝑖(𝑡0), 𝑖 = 1, 𝑛.

Считая, что функция 𝑓 и экстремаль 𝑥(𝑡) дважды непрерывно
дифференцируемы, получим после дифференцирования по 𝑡 урав-
нения Эйлера в стандартной форме

𝜕 𝑓
(︀
𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑡

)︀

𝜕𝑥𝑖
− 𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕 𝑓

(︀
𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑡

)︀

𝜕𝑢𝑖

)︂
= 0, 𝑖 = 1, 𝑛.

Предположим, что: 1) функция 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡) дважды непрерывно
дифференцируема по переменным 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛; 2) функция

𝐻
(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢, 𝑡

)︀
= − 𝑓

(︀
𝑥(𝑡), 𝑢, 𝑡

)︀
+

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖(𝑡)𝑢𝑖

в качестве функции переменного 𝑢 имеет в точке 𝑢 = 𝑢0 максимум.

Тогда в этих условиях ∀ 𝜉𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, квадратичная форма

𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕2𝐻
(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢0, 𝑡

)︀

𝜕𝑢𝑖 𝜕𝑢𝑗
𝜉𝑖𝜉𝑗 = −

𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕2 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢0, 𝑡)

𝜕𝑢𝑖 𝜕𝑢𝑗
𝜉𝑖𝜉𝑗 ≤ 0.

Поэтому из условия максимума (1.83) следует выполнение нера-
венства

𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕2 𝑓
(︀
𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡),

)︀

𝜕𝑢𝑖 𝜕𝑢𝑗
𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 0. (1.86)
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Написанное условие Лежандра (1.86) является необходимым
для того, чтобы кривая 𝑥(𝑡) была экстремалью интеграла (1.79).

Пусть
(︀
𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)

)︀
— оптимальное решение задачи (1.80), (1.81),

где 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], 𝜓(𝑡) = (− 1, 𝜓(𝑡)) =
(︀
− 1, 𝜓1(𝑡), ..., 𝜓𝑛(𝑡)

)︀
. Обозна-

чим при фиксированных 𝜓, 𝑥, 𝑡:

𝑀(𝜓, 𝑥, 𝑡) = sup
𝑢∈𝑈

𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢, 𝑡) = sup
𝑢∈𝑈

(︂
− 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡) +

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖𝑢𝑖

)︂
.

Будем считать, что уравнение

𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢, 𝑡) = 𝑀(𝜓, 𝑥, 𝑡) (1.87)

имеет единственное, непрерывно дифференцируемое по своим аргу-
ментам решение 𝑢 = 𝑢(𝜓, 𝑥, 𝑡). В этих условиях переменные 𝑥 = (𝑥1,
..., 𝑥𝑛), 𝜓 = (𝜓1, ..., 𝜓𝑛) называются каноническими переменными
рассматриваемой оптимальной задачи, а функция

𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑡) = − 𝑓
(︀
𝑥, 𝑢(𝜓, 𝑥, 𝑡), 𝑡

)︀
+

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖 𝑢𝑖(𝜓, 𝑥, 𝑡)

называется функцией Гамильтона.

Оптимальное управление 𝑢(𝑡) удовлетворяет условию максиму-
ма (1.83), а 𝑢(𝜓, 𝑥, 𝑡) — это единственное решение уравнения (1.87).
Поэтому

𝑢(𝑡) = 𝑢
(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑡

)︀
= 𝑥(𝑡), (1.88)

либо

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡0) +

𝑡w

𝑡0

𝑢
(︀
𝜓(𝑣), 𝑥(𝑣), 𝑣

)︀
𝑑𝑣.

Из соотношения (1.87) вытекает, что частные производные
функции 𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢, 𝑡) по 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, обращаются внуль при 𝑢 =
= 𝑢(𝜓, 𝑥, 𝑡):

− 𝜕 𝑓
(︀
𝑥, 𝑢(𝜓, 𝑥, 𝑡), 𝑡

)︀

𝜕𝑢𝑖
+ 𝜓𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 𝑛.
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Значит,
𝜕 𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑡)

𝜕𝜓𝑖
=

= −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑘

𝜕 𝑢𝑘(𝜓, 𝑥, 𝑡)

𝜕𝜓𝑖
+ 𝑢𝑖(𝜓, 𝑥, 𝑡) +

𝑛∑︁

𝑘=1

𝜓𝑘
𝜕 𝑢𝑘(𝜓, 𝑥, 𝑡)

𝜕𝜓𝑖
=

= 𝑢𝑖(𝜓, 𝑥, 𝑡) +

𝑛∑︁

𝑘=1

(︂
𝜓𝑘 −

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑘

)︂
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝜓𝑖

= 𝑢𝑖(𝜓, 𝑥, 𝑡),

𝜕 𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑖
=

= − 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
−

𝑛∑︁

𝑘=1

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑘

𝜕 𝑢(𝜓, 𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑖
+

𝑛∑︁

𝑘=1

𝜓𝑘
𝜕 𝑢𝑘(𝜓, 𝑥𝑡)

𝜕𝑥𝑖
=

= − 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
+

𝑛∑︁

𝑘=1

(︂
𝜓𝑘 −

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑘

)︂
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑖

= − 𝜕 𝑓
(︀
𝑥, 𝑢(𝜓, 𝑥, 𝑡), 𝑡

)︀

𝜕𝑥𝑖
.

Из полученных соотношений с учетом уравнений (1.82), (1.88)
приходим к каноническим уравнениям Эйлера–Гамильтона

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

=
𝜕𝐻

𝜕𝜓𝑖
,

𝑑𝜓𝑖
𝑑𝑡

= − 𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 = 1, 𝑛.

Укажем также, что с помощью теоремы 1.3 на основе принци-
па максимума можно, проводя аналогичные рассуждения, доказать
правило множителей Лагранжа для условной вариационной зада-
чи с интегралом (1.79).

Рассматривается система 𝑘 дифференциальных уравнений с 𝑛
неизвестными функциями 𝑥1(𝑡), ..., 𝑥𝑛(𝑡):

𝑥𝑖 − 𝑓𝑖
(︀
𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑥𝑘+1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡

)︀
≡

≡ 𝜙𝑖
(︀
𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡

)︀
= 0, 𝑖 = 1, 𝑘 < 𝑛, (1.89)

где функции 𝑓𝑖 считаются непрерывно дифференцируемыми по
всем своим аргументам. Задача Лагранжа в виде условной вари-
ационной задачи с закрепленными концами при заданных краевых
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условиях 𝑥0, 𝑥1 и заданной системе уравнений (1.89) состоит в опре-
делении всех экстремалей интеграла (1.79).

Данная задача сводится к некоторой оптимальной задаче для
системы 𝑛–го порядка

𝑥𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥, 𝑣, 𝑡), 𝑥𝑘+𝑗 = 𝑣𝑗 , (1.90)

где 𝑖 = 1, 𝑘, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑚 = 𝑛 − 𝑘; здесь 𝑣 = (𝑣1, ..., 𝑣𝑚) — век-
тор управлений из множества 𝑈 измеримых ограниченных вектор-
функций.

Надо найти оптимальное управление 𝑣(𝑡), которому соответ-
ствует траектория 𝑥(𝑡) системы (1.90) с краевыми условиями 𝑥0, 𝑥1,
минимизирующие интеграл

𝐽(𝑥) =

𝑡1w

𝑡0

𝑓0
(︀
𝑥(𝑡), 𝑣(𝑡), 𝑡

)︀
𝑑𝑡,

где обозначено

𝑓0(𝑥, 𝑣, 𝑡) ≡ 𝑓
[︀
𝑥, 𝑓1(𝑥, 𝑣, 𝑡), ..., 𝑓𝑘(𝑥, 𝑣, 𝑡), 𝑣1, ..., 𝑣𝑚, 𝑡

]︀
,

а функция 𝑓(𝑥, 𝑢1, ..., 𝑢𝑛, 𝑡) — это подинтегральная функция (1.79),
𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛).

Хорошо видно, что любое решение этой оптимальной задачи
с фиксированным временем переходного процесса является экс-
тремалью для данной задачи Лагранжа и, наоборот, любая экс-
тремаль 𝑥(𝑡) =

(︀
𝑥1(𝑡), ..., 𝑥𝑛(𝑡)

)︀
задачи Лагранжа является опти-

мальной кривой для оптимального управления (𝑣1(𝑡), ..., 𝑣𝑚(𝑡)) =
=

(︀
𝑥𝑘+1(𝑡), ..., 𝑥𝑛(𝑡)

)︀
.

Обратимся к схеме получения из принципа максимума пра-
вила множителей Лагранжа (подробности см. в книге [108]). Бу-
дем считать, что (𝑥(𝑡), 𝑣(𝑡)) — оптимальное движение системы
(1.90) с краевыми условиями 𝑥0, 𝑥1, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], а 𝜓(𝑡) =(︀
𝜓0(𝑡), 𝜓1(𝑡), ..., 𝜓𝑛(𝑡)

)︀
— ненулевая непрерывная вектор-функция

для функции 𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑣, 𝑡):

𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑣, 𝑡) = 𝜓0 𝑓0(𝑥, 𝑣, 𝑡) +

𝑘∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖𝑓𝑖 +

𝑛−𝑘∑︁

𝑖=1

𝜓𝑘+𝑖𝑣𝑖.
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В соответствии с определением функции 𝑓0(𝑥, 𝑣, 𝑡) можем напи-
сать систему уравнений

𝜕𝑓0
𝜕𝑥𝑙

=
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑙
+

𝑘∑︁

𝑖=1

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑙

, 𝑙 = 1, 𝑛,

𝜕𝑓0
𝜕𝑣𝑗

=
𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑘+𝑗
+

𝑘∑︁

𝑖=1

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑣𝑗

, 𝑗 = 1, 𝑛− 𝑘.

Отсюда система уравнений для вспомогательных неизвестных
𝜓𝑖 приобретает вид

𝑑𝜓0

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝜓𝑖
𝑑𝑡

= −
(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
+

𝑘∑︁

𝑗=1

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑖

)︂
𝜓0−

𝑘∑︁

𝑗=1

𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜓𝑗 , 𝑖 = 1, 𝑛.

Тогда из условия максимума по теореме 1.3 получим

𝜕 𝐻
(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑣(𝑡), 𝑡

)︀

𝜕𝑣𝑗
=

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑘+𝑗
+

𝑘∑︁

𝑖=1

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑣𝑗

)︂
𝜓0 +

+
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑣𝑗

𝜓𝑖 + 𝜓𝑘+𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 𝑛− 𝑘.

Пользуясь написанными выше соотношениями, можно сформу-
лировать и доказать [108] следующее правило множителей Лагран-
жа.

Теорема 1.6. Пусть непрерывная кривая 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 =
1, 𝑛, 𝑡 ∈ ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], является экстремалью для интеграла (1.79)
при заданных краевых условиях 𝑥0 = 𝑥(𝑡0), 𝑥1 = 𝑥(𝑡1) и заданной
системе уравнений (1.89). Тогда найдутся 𝑘 таких измеримых и
ограниченных функций 𝜆𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ] (множителей Лагранжа)
и такая постоянная 𝜓0 ≤ 0, что функция

𝐹
(︀
𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑡

)︀
= −𝜓0 𝑓

(︀
𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑡

)︀
+

𝑘∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖(𝑡)𝜙𝑖
(︀
𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑡

)︀
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удовлетворяет равенствам

𝜕 𝐹
(︀
𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑡

)︀

𝜕𝑥𝑖
=

𝑡w

𝑡0

𝜕 𝐹
(︀
𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠), 𝑠

)︀

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑠+ 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛,

где 𝑐𝑖 — постоянные интегрирования.

Наконец, установим связь метода динамического программиро-
вания с вариационным исчислением. Запишем уравнение Беллмана
(1.37) в виде

𝜕 𝑆(𝑥(𝑡), 𝑡)

𝜕𝑡
+

(︂
𝜕 𝑆(𝑥(𝑡), 𝑡)

𝜕𝑥

)︂*
𝑥(𝑡) + 𝑓0

(︀
𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

)︀
= 0,

либо в сокращенной записи

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑥

)︂*
𝑥+ 𝑓0 = 0 (1.91)

с целевой функцией 𝑓0(𝑥, 𝑥, 𝑢) в интегральном функционале каче-
ства. Здесь 𝑢(𝑡) — оптимальное управление, 𝑥(𝑡) — соответствую-
щая ему оптимальная траектория, 𝑥(𝑡) = 𝑓

(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

)︀
— уравне-

ние движения, 𝑡 ∈ [ 0, 𝑡1 ].

Будем считать, что 𝑈 = 𝑅𝑛 и ограничения на вектор-функцию
𝑢 ∈ 𝑈 отсутствуют. После дифференцирования уравнения (1.91) по
вектору скорости 𝑥 = 𝑥(𝑡) получим

𝜕𝑆

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓0
𝜕𝑥

= 0. (1.92)

Возьмем в сокращенной записи полную производную функции
в левой части соотношения (1.92) по 𝑡:

𝜕2𝑆

𝜕𝑡 𝜕𝑥
+

(︂
𝜕2𝑆

𝜕𝑥 𝜕𝑥

)︂*
𝑥+

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝑓0
𝜕𝑥

)︂
= 0.

Запишем также частную производную по 𝑥 левой части соотно-
шения (1.91):

𝜕2𝑆

𝜕𝑥 𝜕𝑡
+

(︂
𝜕2𝑆

𝜕𝑥 𝜕𝑥

)︂*
𝑥+

𝜕𝑓0
𝜕𝑥

= 0.
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Сравнение двух последних равенств приводит к уравнению
Эйлера–Лагранжа в вариационном исчислении

𝜕𝑓0
𝜕𝑥

− 𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑓0
𝜕𝑥

= 0

в предположении непрерывности всех частных производных второ-
го порядка.

Выведем, исходя из метода динамического программирования,
некоторые известные в вариационном исчислении соотношения. Со-
отношение (1.92) дает необходимое условие локального экстремума
выражения

𝑊 =

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑥

)︂*
𝑥+ 𝑓0 (1.93)

в точке 𝑥 = 𝑥(𝑡). В самом деле, дифференцируя выражение 𝑊
(1.93) по векторной переменной 𝑥 и приравнивая эту частную про-
изводную к нулю, получим условие (1.92).

Продифференцировав вторично выражение (1.93) по 𝑥 (или про-
дифференцировав соотношение (1.92) один раз по 𝑥), получим необ-
ходимое условие минимума выражения 𝑊 (1.92), а именно

𝜕2𝑓0
𝜕𝑥 𝜕𝑥

⃒⃒
⃒⃒
𝑥=𝑥(𝑡)

≥ 0,

т.е. условие неотрицательной определенности соответствующей
матрицы частных производных второго порядка (условие Лежанд-
ра).

Если экстремум совпадает с абсолютным минимумом, то для
выражения 𝑊 (1.93) неравенство

(︂
𝜕 𝑆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

)︂*
˙̄𝑥+ 𝑓0(𝑥, ˙̄𝑥, 𝑡) >

(︂
𝜕 𝑆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

)︂*
𝑥+ 𝑓0(𝑥, 𝑥, 𝑡) (1.94)

выполняется ∀ ˙̄𝑥 ̸= 𝑥, где 𝑥 — скорость системы, соответствующая
оптимальной траектории 𝑥 = 𝑥(𝑡).

Запишем неравенство (1.94) в виде
(︂
𝜕 𝑆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

)︂*(︀
˙̄𝑥− 𝑥

)︀
+ 𝑓0(𝑥, ˙̄𝑥, 𝑡) − 𝑓0(𝑥, 𝑥, 𝑡) > 0.
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Подставляя сюда условие экстремума (1.92), получим неравенство

𝑓0(𝑥, ˙̄𝑥, 𝑡) − 𝑓0(𝑥, 𝑥, 𝑡) −
(︂
𝜕 𝑓0(𝑥, 𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

)︂* ⃒⃒
⃒⃒
𝑥=𝑥(𝑡)

·
(︀

˙̄𝑥− 𝑥
)︀
> 0,

совпадающее с условием Вейерштрасса в вариационном исчисле-
нии.

Вопросы для самоконтроля.

1. В чем выражается связь принципа максимума с методом ди-
намического программирования?

2. В чем выражается связь методов оптимального управления с
вариационным исчислением?

3. В чем выражается правило множителей Лагранжа?

Глава 2
Аналитическая механика и теория
оптимального управления

Эта глава посвящена обзору ряда работ, в которых средства-
ми аналитической механики демонстрируются возможности полу-
чения необходимых условий оптимальности режимов функциони-
рования для широкого класса управляемых динамических систем.
Основное достижение авторов этих работ, по-видимому, заключает-
ся в осознании обобщающей роли и фундаментальности вариацион-
ных принципов аналитической механики для целей и дальнейшего
развития теории оптимального управления.

Впрочем, на данную тему (имеется в виду роль и значение прие-
мов механики для использования в задачах оптимизации) шел раз-
говор и раньше в предыдущих главах, но сейчас настало время для
более полного и глубокого обзора применимости методов аналити-
ческой механики в оптимальном управлении.

На аналогию между вариационными принципами механики и
принципом максимума для оптимальных динамических систем
управления было указано в работе [108]. В дальнейшем развитие
этой плодотворной идеи получило свое логическое продолжение в
основном по двум направлениям: на использовании вариационных
принципов с учетом достижений в области развития принципа мак-
симума Понтрягина [56, 58, 113] и принципа оптимальности Белл-
мана [58, 109–111]. С некоторыми другими подходами в плане обна-
ружения связи между задачами механики и оптимального управ-
ления можно познакомиться по работам [57, 112, 114, 149].

В § 2.1 на основе принципа освобождения, когда формирует-
ся силовое поле для управляемого движения системы с заданны-
ми ограничениями, изложена схема сведения задачи оптимального
управления к вариационной задаче с функционалом действия по
Гамильтону, определяющего поле сил, реализующее оптимальное
управляемое движение системы.
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Данный подход может рассматриваться как естественное обоб-
щение задач математического программирования на динамические
задачи оптимизации, когда аналогом принципа минимума потенци-
альной энергии (термодинамического потенциала) выступает прин-
цип наименьшего действия.

В § 2.2 изучается метод получения необходимых условий опти-
мальности для управляемых систем с использованием прямой ана-
логии между вариационными принципами механики и принципом
максимума Понтрягина. С учетом уравнений связей составляется
функционал действия. Его варьирование по всем переменным и
приравнивание результата к нулю приводит в итоге к обоснованию
принципа максимума. В параграфе рассмотрен также случай с раз-
рывными правыми частями в уравнениях движения управляемой
системы (в уравнениях дифференциальных связей).

В § 2.3 обсуждается принцип наименьшего действия совмест-
но с принципом освобождаемости от связей в применении к меха-
ническим задачам оптимального управления. Осуществляется вы-
вод уравнений Гамильтона–Якоби–Беллмана для динамических за-
дач оптимизации управляемого движения. Рассмотрен также прин-
цип оптимальности Кротова в терминах аналитической механики.
Наряду с этим выявляются связи между функциями Гамильтона,
Беллмана, Розоноэра и Кротова.

В § 2.4 представлен минимаксный принцип механики в каче-
стве одного из фундаментальных принципов, позволяющих полу-
чить описание решений краевых задач для уравнений механики в
форме Лагранжа. Устанавливается связь минимаксного принципа
с гамильтонианом решения уравнения Гамильтона–Якоби, а при
наличии управляемой механической системы Лагранжа в задаче
оптимального управления — с необходимыми условиями принципа
максимума Понтрягина.

2.1 Принцип Гамильтона в задачах оптимально-
го управления

В работе [113] предложена методика сведения задачи оптималь-
ного управления к построению функционала действия по Гамиль-
тону, задающего силовое поле, в котором реализуется оптимальное
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управляемое движение системы. В основу метода положен прин-
цип освобождения, состоящий в построении поля сил, в котором
движение системы подчиняется ограничениям задачи оптимально-
го управления. Рассмотрим результаты этой работы подробнее.

2.1.1. Принцип освобождения. Задачу минимизации функ-
ций конечного числа переменных или функционалов при наличии
ограничений можно интерпретировать как задачу о равновесии или
движении некоторой механической системы (МС).

В общей задаче математического программирования вида

𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) → min, (2.1)

когда имеют место условия

𝜙𝑠(𝑥1, ..., 𝑥𝑛)

{︃
≤ 0, 𝑠 = 1, 𝑘,

= 0, 𝑠 = 𝑘 + 1,𝑚,
(2.2)

функцию 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) можно рассматривать как потенци-
альную энергию МС с 𝑘 неудерживающими и 𝑚 − 𝑘 удержива-
ющими голономными связями. В этом случае задача (2.1), (2.2)
становится задачей о равновесии несвободной МС.

При таком подходе оптимизационные задачи математическо-
го программирования приобретают вполне понятное механическое
толкование. Из механической интерпретации задачи (2.1), (2.2) вы-
текает важный вывод о том, что такой фундаментальный принцип
аналитической механики, как принцип освобождения (освобождае-
мости), впервые сформулированный Лагранжем, составляет мето-
дологическую основу решения задач вида (2.1), (2.2).

Напомним, что принцип освобождения утверждает об эквива-
лентности задачи о равновесии МС с условиями (2.2) в поле сил
с силовой функцией (функцией Лейбница) 𝑈(𝑥) = − 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛)
и задачи о равновесии свободной МС, к которой помимо сил поля
приложены также силы реакции связей [76]. Этот принцип пред-
ставлен Лагранжем в форме метода множителей, когда реакции
идеальных связей (2.2) в состоянии равновесия являются функци-
ями сил поля.

В работе [113] осуществлен иной подход в трактовке принципа
освобождения, равносильный известному методу штрафных функ-
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ций. Кратко идея данного подхода заключается в построении от-
личной от 𝑈(𝑥) силовой функции 𝑈(𝑥) такой, что grad𝑈(𝑥) = 0
в состоянии равновесия 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥) несвободной системы (2.1),
(2.2). Здесь принцип освобождения трактуется как эквивалентность
задачи о равновесии несвободной системы в заданном поле сил
grad𝑈(𝑥) = grad 𝑓(𝑥) задаче о равновесии свободной системы в поле
сил grad𝑈(𝑥), где силовая функция 𝑈(𝑥) построена так, что реше-
ние уравнения grad𝑈(𝑥) = 0 удовлетворяет условиям (2.1), (2.2).

Метод штрафных функций в виде принципа освобождения со-
стоит в построении последовательности скалярных функций 𝑈1(𝑥),
𝑈2(𝑥), ..., для которой точка 𝑥 является предельной точкой после-
довательности состояний равновесия 𝑥(1), 𝑥(2), ... . В этом случае
силовое поле, задаваемое 𝑈(𝑥), представляет собой суперпозицию
силового поля − grad 𝑓(𝑥) и поля сил упругости деформируемых
связей [76].

Важно отметить, что в указанной выше трактовке принципа
освобождения все силы, приложенные к освобожденной системе,
являются функциями только состояния системы.

Изучаемая ниже реализация принципа освобождения состоит в
замене жестких связей (2.2) некоторыми другими условиями

𝜙𝑠(𝑥1, ..., 𝑥𝑛)

{︃
≤ 0, 𝑠 = 1, 𝑘,

= 0, 𝑠 = 𝑘 + 1,𝑚,
(2.3)

и построении силового поля

grad𝑈(𝑥) = grad

(︂
− 𝑓(𝑥) +

𝑚∑︁

𝑠=1

𝑈𝑠(𝑥)

)︂
,

которое представляет собой суперпозицию полей с силовыми функ-
циями −𝑓(𝑥), 𝑈1(𝑥), ..., 𝑈𝑚(𝑥).

Условия (2.3) здесь рассматриваются как условия, определяю-
щие множество точек нулевой напряженности поля с силовой функ-
цией 𝑈𝑠(𝑥):

grad𝑈𝑠(𝑥) = 0

{︃
при 𝜙𝑠(𝑥) ≤ 0, 𝑠 = 1, 𝑘,

при 𝜙𝑠(𝑥) = 0, 𝑠 = 𝑘 + 1,𝑚,
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где на функции 𝑈𝑠(𝑥) и их частные производные наложены огра-
ничения: непрерывность, неотрицательность и выпуклость.

Ниже будут рассмотрены некоторые реализации принципа осво-
бождения для динамических задач оптимизации управляемого дви-
жения. Сначала изучим задачу вида

𝐽(𝑢) =

𝑡1w

𝑡0

𝑓0(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑚) 𝑑𝑡→ min
𝑢∈Ω

, (2.4)

при следующих условиях:

𝑥𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ Ω ⊂ 𝑅𝑚, 𝑖 = 1, 𝑛, (2.5)

𝑥𝑖(𝑡0) = 𝑥0𝑖 , 𝑥𝑖(𝑡1) = 𝑥1𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛. (2.6)

Функционал (2.4) задается на траекториях системы (2.5) и
управлениях из множества Ω, переводящих управляемую систему
(2.5) из положения 𝑥0 в положение 𝑥1. Требуется найти вектор-
функцию управления 𝑢(𝑡) =

(︀
𝑢1(𝑡), ..., 𝑢𝑚(𝑡)

)︀
∈ Ω, доставляющую

минимальное значение функционалу 𝐽 (2.4) и такую, что решение
системы (2.5) при 𝑢 = 𝑢, определяемое начальными условиями 𝑥0,
удовлетворяет конечным условиям 𝑥1.

Принцип освобождения в применении к динамическим задачам
оптимизации приводит к вариационным принципам аналитической
механики. Пусть интеграл (2.4) представляет собой некоторый ана-
лог функционала действия по Гамильтону, а уравнения (2.5) — него-
лономные (дифференциальные) связи. Тогда принцип освобожде-
ния можно сформулировать как задачу построения функционала
Φ (Φ ̸= 𝐽), удовлетворяющего следующим условиям:

I. Φ = 𝐽 на любом решении управляемой системы дифферен-
циальных уравнений вида (2.5) при любых кусочно-непрерывных
𝑢(𝑡) ∈ Ω, переводящих систему из состояния 𝑥0 в состояние 𝑥1; в
частности, можно положить Φ = 𝑐1𝐽+𝑐2, где 𝑐1 > 0, 𝑐2 — некоторые
постоянные.

II. Решение 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡) задачи безусловной минимизации

min
𝑥

[︀
min
𝑢∈Ω

Φ(𝑥, 𝑢, 𝑡0, 𝑡1, 𝑥
0, 𝑥1)

]︀

удовлетворяет условиям (2.5), (2.6).
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Отметим, что при наличии условий I, II оптимальная траекто-
рия управляемой системы является траекторией действительного
движения МС, для которой функционал

𝐺(𝑥, 𝑢, 𝑡0, 𝑡1, 𝑥
0, 𝑥1) = min

𝑢∈Ω
Φ(𝑥, 𝑢, 𝑡0, 𝑡1, 𝑥

0, 𝑥1) (2.7)

является действием по Гамильтону. Функционал Φ с условиями
I, II можно построить, например, с помощью метода множителей
Лагранжа.

Операция минимизации (2.7) ставит в соответствие любой до-
пустимой траектории 𝑥(𝑡), соединяющей точки 𝑥0 и 𝑥1, некоторое
допустимое управление 𝑢(𝑡), которое в отличие от оптимального
управления 𝑢(𝑡) будем называть эффективным управлением для
выбранной допустимой траектории движения 𝑥(𝑡).

Допустимая траектория движения 𝑥(𝑡), минимизирующая
функционал действия 𝐺 (2.7), называется оптимальной или тра-
екторией действительного движения 𝑥(𝑡); при этом соответству-
ющее этой траектории эффективное управление 𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡) назы-
вается оптимальным управлением.

2.1.2. Принцип максимума. Введем дополнительную пере-
менную 𝑥0(𝑡), задаваемую уравнением 𝑥0 = 𝑓0(𝑥, 𝑢) с начальным
условием 𝑥0(𝑡0) = 𝑥00 = 0. Тогда задача (2.4) – (2.6) сводится к виду

𝑥0(𝑡1) = 𝑥10 → min (2.8)

при условиях

𝑥𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ Ω ⊂ 𝑅𝑚, 𝑖 = 0, 𝑛, (2.9)

𝑥0(𝑡0) = 𝑥00 = 0, 𝑥𝑖(𝑡0) = 𝑥0𝑖 , 𝑥𝑖(𝑡1) = 𝑥1𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛. (2.10)

Для задачи (2.8) – (2.10) можно выбрать достаточно общий
функционал

Φ(𝑥, 𝑢, 𝑡0, 𝑡1, 𝑥
0, 𝑥1) = 𝑥0(𝑡1) +

𝑡1w

𝑡0

𝐹 (𝑦0, ..., 𝑦𝑛, 𝜙0, ..., 𝜙𝑛) 𝑑𝑡, (2.11)
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где обозначено

𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢), 𝑖 = 0, 𝑛, (2.12)

𝜙0(𝑡), ..., 𝜙𝑛(𝑡) — некоторые функции времени. В этом случае функ-
ционал действия по Гамильтону определяется для любого допусти-
мого движения 𝑥(𝑡) с условиями (2.10) выражением

𝐺(𝑥, 𝑢, 𝜙, 𝑡0, 𝑡1, 𝑥
0, 𝑥1) = min

𝑢∈Ω

(︂
𝑥0(𝑡1) +

𝑡1w

𝑡0

𝐹 (𝑦, 𝜙) 𝑑𝑡

)︂
, (2.13)

где 𝑦 = (𝑦0, ..., 𝑦𝑛), 𝜙 = (𝜙0, ..., 𝜙𝑛).

Изучим теперь задачу о свойствах функции 𝐹 (𝑦, 𝜙) и выборе
функций 𝜙0, ..., 𝜙𝑛, обеспечивающих выполнение условий I, II. Из
условия I вытекает с необходимостью наличие тождества

𝐹 (0, ..., 0, 𝜙0, ..., 𝜙𝑛) ≡ 0 (2.14)

вне зависимости от выбора вектор-функции 𝜙 = (𝜙0, ..., 𝜙𝑛).

В задаче (2.8) – (2.10) положим конечный момент времени 𝑡1
искомой величиной. Вычислим приращение ∆𝐺 функционала 𝐺,
соответствующее приращению 𝜂(𝑡) вектор-функции 𝑥(𝑡). Имеем

∆𝐺 = 𝜂0(𝑡1) +

𝑡1w

𝑡0

{︀
𝐹
[︀ (︀
𝑥+ 𝜂 − 𝑓(𝑥+ 𝜂, ̂︀𝑢)

)︀
, 𝜙(𝑡)

]︀
−

− 𝐹
[︀ (︀
𝑥− 𝑓(𝑥, 𝑢)

)︀
, 𝜙(𝑡)

]︀ }︀
= (2.15)

= 𝜂0(𝑡1) +

𝑡1w

𝑡0

[︂ 𝑛∑︁

𝑖=0

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
𝜂𝑖 +

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
𝜂𝑖

)︂]︂
𝑑𝑡+

𝑡1w

𝑡0

𝑚∑︁

𝑠=1

𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑠
∆𝑢𝑠(𝑡) 𝑑𝑡.

В формуле (2.15) 𝜂0(𝑡), ..., 𝜂𝑛(𝑡) — произвольные функции,
∆𝑢1(𝑡), ..., ∆𝑢𝑚(𝑡) — функции, которые в силу определения функ-
ционала действия (2.13) однозначно определяются выбором прира-
щений 𝜂0(𝑡), ..., 𝜂𝑛(𝑡), так как являются разностями эффективных
управлений (̂︀𝑢 и 𝑢), соответствующих допустимым траекториям
𝑥+𝜂 и 𝑥. Помимо этого, поскольку ̂︀𝑢 и 𝑢 — допустимые управления,
то ∆𝑢(𝑡) — допустимое приращение управления. Если 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡)
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— оптимальная траектория, 𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡) — оптимальное управление,
то тогда получим

𝑡1w

𝑡0

𝑚∑︁

𝑠=1

𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑠

⃒⃒
⃒⃒
𝑥=𝑥, 𝑢=𝑢

∆𝑢𝑠 𝑑𝑡 ≥ 0.

Запишем далее выражение для первой вариации функциона-
ла 𝐺:

𝛿𝐺 =

𝑡1w

𝑡0

𝑛∑︁

𝑖=0

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
− 𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖

)︂
𝜂𝑖(𝑡) 𝑑𝑡 +

+

𝑡1w

𝑡0

𝑚∑︁

𝑠=1

𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑠
∆𝑢𝑠 𝑑𝑡+

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑥0
+ 1

)︂ ⃒⃒
⃒⃒
𝑡=𝑡1

𝜂0(𝑡1) +

+

[︂
𝐹 (𝑦, 𝜙) −

𝑛∑︁

𝑖=0

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
𝑥𝑖

]︂

𝑡=𝑡1

𝛿𝑡1. (2.16)

Из формулы (2.12) следует, что

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
=
𝜕𝐹

𝜕𝑦𝑖
,

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
= −

𝑛∑︁

𝑗=0

𝜕𝐹

𝜕𝑦𝑗

𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑖

, 𝑖 = 0, 𝑛.

С учетом обозначений

𝜓𝑖(𝑦, 𝜙) =
𝜕𝐹

𝜕𝑦𝑖
=
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
, (2.17)

𝜓𝑖(𝜙) = 𝜓𝑖(0, ..., 0, 𝜙0, ..., 𝜙𝑛) (2.18)

получим вытекающие из соотношения (4.16) следующие необходи-
мые условия экстремума:

𝜓𝑖 = −
𝑛∑︁

𝑗=0

𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜓𝑗 , 𝑖 = 0, 𝑛, (2.19)

𝜓0

[︀
𝑦(𝑡1), 𝜙(𝑡1)

]︀
= − 1, (2.20)
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𝐹
[︀
𝑦(𝑡1), 𝜙(𝑡1)

]︀
−

𝑛∑︁

𝑖=0

𝑥𝑖(𝑡1)𝜓𝑖(𝑡1) = 0, (2.21)

где 𝑦 = (𝑦𝑖)𝑖=0,𝑛, 𝜙 = (𝜙𝑖)𝑖=0,𝑛.

Пользуясь независимостью функций 𝑓0, ..., 𝑓𝑛 от 𝑥0, из уравне-
ния (2.19) получим 𝜓0(𝑡) = 0; следовательно, равенство (2.20) имеет
место ∀ 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ]: 𝜓0

[︀
𝑦(𝑡), 𝜙(𝑡)

]︀
= − 1.

Условие (2.21) также справедливо ∀ 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], так как соот-
ношения (2.17) представляют собой формулы перехода от перемен-
ных 𝑥0, ..., 𝑥𝑛 к сопряженным каноническим переменным 𝜓0, ..., 𝜓𝑛
(преобразования Лежандра). Кроме того, если в левой части равен-
ства (2.21) заменить 𝑡1 на произвольное 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], то получим с
обратным знаком известную функцию Гамильтона

𝐻 =
𝑛∑︁

𝑖=0

𝑥𝑖𝜓𝑖 − 𝐹.

Так как функционал 𝐺 не зависит явно от времени, значит име-
ет место интеграл энергии: 𝐻 = ℎ = const. Из равенства (2.21)
получим ℎ = 0 и интеграл энергии принимает вид

𝐻 =
𝑛∑︁

𝑖=0

𝑥𝑖𝜓𝑖 − 𝐹 (𝑦, 𝜙) = 0. (2.22)

Величины 𝑦0, ..., 𝑦𝑛 в формуле, задающей 𝐻, выражаются через
канонические переменные 𝜓0, ..., 𝜓𝑛 с помощью преобразования Ле-
жандра (2.17) при ограничении невырожденности на гессиан:

det

(︂
𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖 𝜕𝑥𝑗

)︂
= det

(︂
𝜕2𝐹

𝜕𝑦𝑖 𝜕𝑦𝑗

)︂
̸= 0, 𝑖, 𝑗 = 0, 𝑛. (2.23)

Далее, из определения функционала действия по Гамильтону
(2.7) вытекает, что для любой допустимой траектории 𝑥(𝑡) функ-
ционал Φ достигает min𝑢∈Ω ∀ 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ]. Аналогичный результат
справедлив и в частном случае функционала вида (2.13), откуда
следует равенство

𝐹
[︀

(𝑥0 − 𝑓0(𝑥, 𝑢)), ..., (𝑥𝑛 − 𝑓𝑛(𝑥, 𝑢)), 𝜙0, ..., 𝜙𝑛
]︀

=
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= min
𝑢∈Ω

𝐹
[︀

(𝑥0 − 𝑓0(𝑥, 𝑢)), ..., (𝑥𝑛 − 𝑓𝑛(𝑥, 𝑢)), 𝜙0, ..., 𝜙𝑛
]︀
, (2.24)

имеющее место для любой допустимой траектории, удовлетворя-
ющей граничным условиям (2.10). Равенство (2.24), вообще гово-
ря, выполняется и для траектории, которая удовлетворяет помимо
условий (2.10) также условиям (2.19) – (2.21). В этом случае из
соотношений (2.22), (2.24) получим

𝐻 = max
𝑢∈Ω

{︂ 𝑛∑︁

𝑖=0

𝑥𝑖𝜓𝑖 − 𝑓
[︀

(𝑥0 − 𝑓0(𝑥, 𝑢)), ..., (𝑥𝑛 − 𝑓𝑛(𝑥, 𝑢)), 𝜙
]︀}︂

.

(2.25)

Используя функцию Гамильтона, можно записать уравнения
(2.19) в канонической форме

𝑥𝑖 =
𝜕𝐻

𝜕𝜓𝑖
, 𝜓𝑖 = − 𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 = 0, 𝑛.

Эти соотношения справедливы для задачи минимизации функ-
ционала (2.13), где функция 𝐹 (𝑦, 𝜙) дифференцируема по 𝑦 =
(𝑦0, ..., 𝑦𝑛) дважды, ее гессиан (2.23) невырожден, а 𝜙 = (𝜙0, ..., 𝜙𝑛)
— произвольная вектор-функция времени.

Выясним затем условия, которым должны подчиняться функ-
ции 𝜙0, ..., 𝜙𝑛, чтобы экстремаль функционала (2.13), удовлетво-
ряющая граничным условиям (2.10), была также и интегральной
кривой системы дифференциальных уравнений (2.9). Эти усло-
вия получим, положив в условиях стационарности (2.19) — (2.21)
𝑦𝑖 = 0, 𝑖 = 0, 𝑛, и заменив в соответствии с обозначением (2.18)
величины 𝜓𝑖 величинами 𝜓𝑖(𝜙), 𝑖 = 0, 𝑛.

Так как в этом случае 𝑥𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢), то получим условия, опре-
деляющие функции 𝜙0, ..., 𝜙𝑛:

˙̃
𝜓𝑖 = −

𝑛∑︁

𝑗=0

𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜓𝑗 , 𝑖 = 0, 𝑛, (2.26)

𝜓0 (𝜙0, ..., 𝜙𝑛) = − 1, 𝑓0(𝑥, 𝑢) −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥, 𝑢)𝜓𝑖(𝜙) = 0,
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где согласно соотношению (2.25) имеем

𝑓0(𝑥, 𝑢) −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥, 𝑢)𝜓𝑖(𝜙) = max
𝑢∈Ω

(︂
𝑓0(𝑥, 𝑢) −

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥, 𝑢)𝜓𝑖(𝜙)

)︂
.

Из написанных выше выражений (2.17), (2.18) следует запись

˙̃
𝜓𝑖 =

𝑛∑︁

𝑗=0

𝜕𝜓𝑖
𝜕𝜙𝑗

˙̃𝜙𝑗 =
𝑛∑︁

𝑗=0

𝜕2𝐹

𝜕𝑦𝑖 𝜕𝜙𝑗

⃒⃒
⃒⃒
𝑦=0

˙̃𝜙𝑗 .

При этом система (2.26) преобразуется к виду

𝑛∑︁

𝑗=0

𝜕2𝐹

𝜕𝑦𝑖 𝜕𝜙𝑗

⃒⃒
⃒⃒
𝑦=0

˙̃𝜙𝑗 = −
𝑛∑︁

𝑗=0

𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜓𝑗
(︀
𝜙0, ..., 𝜙𝑛

)︀
. (2.27)

Уравнения (2.27) разрешаются относительно производных, если
матрица 𝜕2𝐹/𝜕𝑦𝑖 𝜕𝜙𝑗

⃒⃒
𝑦=0

невырождена.
Подытоживая сказанное, сформулируем утверждение, содержа-

щее принцип максимума для автономных систем управления.
Теорема 2.1. Обозначим через 𝑢(𝑡) такое допустимое управле-

ние, что при 𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡) решение 𝑥(𝑡) системы дифференциальных
уравнений

𝑥𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑚), 𝑖 = 0, 𝑛,

с начальными условиями

𝑥0(𝑡0) = 0, 𝑥𝑖(𝑡0) = 𝑥0𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛,

удовлетворяет конечным условиям 𝑥𝑖(𝑡1) = 𝑥1𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛.
Тогда необходимыми условиями оптимальности управления

𝑢(𝑡) являются следующие условия:
1) существует непрерывная функция 𝐹 (𝑦, 𝜙), 𝑦 =

(𝑦0, ..., 𝑦𝑛), 𝜙 = (𝜙0, ..., 𝜙𝑛) с непрерывными частными произ-
водными по всем аргументам до второго порядка включительно
такая, что

𝐹 (0, 𝜙) ≡ 0, det

(︂
𝜕2𝐹

𝜕𝑦𝑖 𝜕𝑦𝑗

)︂
̸= 0;
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2) функции 𝜓0(𝜙), ..., 𝜓𝑛(𝜙), где

𝜓𝑖(𝜙) =
𝜕𝐹

𝜕𝑦𝑖

⃒⃒
⃒⃒
𝑦=0

, 𝑖 = 0, 𝑛,

удовлетворяют условиям

˙̃
𝜓𝑖 = −

𝑛∑︁

𝑗=0

𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜓𝑗 , 𝜓0(𝜙) = − 1,
𝑛∑︁

𝑖=0

𝑓𝑖(𝑥, 𝑢)𝜓𝑖(𝜙) = 0;

3) вектор-функция 𝑢(𝑡) является эффективным управлением
для траектории 𝑥(𝑡), т.е. имеет место условие максимума

𝑓0(𝑥, 𝑢) −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥, 𝑢)𝜓𝑖(𝜙) = max
𝑢∈Ω

(︂
𝑓0(𝑥, 𝑢) −

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥, 𝑢)𝜓𝑖(𝜙)

)︂
.

Отметим в конце параграфа, что задачу безусловной минимиза-
ции функционала 𝐺 (2.13) можно решать для произвольной вектор-
функции 𝜙(𝑡). В результате получим вектор-функцию 𝜓(𝑡) сопря-
женных переменных, удовлетворяющую условиям (2.19) – (2.21).

Вопросы для самоконтроля.

1. В чем выражается принцип освобождаемости от связей?

2. Сформулируйте принцип максимума для автономных систем
управления.

2.2 Методы аналитической механики в оптими-
зации процессов управления

Продолжим обсуждение возможностей получения необходимых
условий оптимальности динамических управляемых систем с помо-
щью методов механики, пользуясь результатами работы [56], ори-
ентированной на демонстрацию аналогических зависимостей меж-
ду вариационными принципами механики и принципом максимума
Понтрягина.
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2.2.1. Функция и система Понтрягина. Будем исходить из
задачи оптимального управления [108] для системы, движение ко-
торой описывается уравнениями

𝑥𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑖 = 1, 𝑛, (2.28)

где 𝑓𝑖(·) — непрерывные функции своих аргументов, 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛)
— фазовые переменные состояния системы, 𝑢 = (𝑢1, ..., 𝑢𝑟) —
управления, 𝑈 — заданная область допустимых управлений, 𝑡 ∈
[ 𝑡0, 𝑡1 ].

Пусть начальный момент времени 𝑡0 задан и известно начальное
состояние системы

𝑥𝑖(𝑡0) = 𝑥0𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛. (2.29)

Требуется управления 𝑢 ∈ 𝑈 выбрать так, чтобы в конечный,
но не фиксированный заранее момент времени 𝑡1 траектория си-
стемы попала на терминальную (целевую) поверхность, заданную
системой уравнений

ℎ𝑠
[︀
𝑥(𝑡1), 𝑡1

]︀
= 0, 𝑠 = 1,𝑚, (2.30)

и при этом функционал

Φ = ℎ0
[︀
𝑥(𝑡1), 𝑡1

]︀
+

𝑡1w

𝑡0

𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡) 𝑑𝑡 (2.31)

принимал наименьшее значение. Часто уравнения (2.28) называют
дифференциальными связями, а условия (2.29), (2.30) — краевыми
условиями.

Применяя интегральные принципы, пользуются приемом осво-
бождения от связей, когда вместо выписывания условий связи тре-
буют, чтобы траектория системы доставляла стационарное значе-
ние специальным образом построенному (вспомогательному, услов-
ному) функционалу.

В оптимизационных задачах критерий качества можно рассмат-
ривать в форме интегрального принципа (наименьшего действия).
Можно таким образом всю исходную задачу записать в форме ин-
тегрального принципа, включив условия для связей в этот функци-
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онал (действия). С этой целью заменим уравнения (2.28) и краевые
условия (2.30) общим условием

𝑡1w

𝑡0

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖(𝑡)
[︀
𝑥𝑖 − 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡)

]︀
𝑑𝑡+

𝑚∑︁

𝑠=1

𝜈𝑠 ℎ𝑠
[︀
𝑥(𝑡1), 𝑡1

]︀
= 0. (2.32)

Легко обнаружить, что требование выполнения условия (2.32)
для любых 𝜓 = (𝜓1, ..., 𝜓𝑛), 𝜈 = (𝜈1, ..., 𝜈𝑚) приводит к эквива-
лентной совокупности уравнений (2.28), (2.30).

Если теперь условие (2.32) добавить к критерию (2.31), домно-
жив его на множитель 𝜈0 ≥ 0, то получим эквивалентность задачи
оптимального управления (2.28) – (2.31) следующей вариационной
задаче

max
𝜓,𝜈

{︂ 𝑚∑︁

𝑠=0

𝜈𝑠 ℎ𝑠
[︀
𝑥(𝑡1), 𝑡1

]︀
+

𝑡1w

𝑡0

𝜈0 𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡) 𝑑𝑡 +

+

𝑡1w

𝑡0

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖(𝑡)
[︀
𝑥𝑖 − 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡)

]︀
𝑑𝑡

}︀
→ min

𝑥,𝑢,𝑡1
. (2.33)

Действительно, процесс (𝑥, 𝑢) должен удовлетворять уравнени-
ям движения, а 𝑥(𝑡1) находиться на терминальной поверхности
(2.30) — в противном случае операция max приводит к сколь угодно
большим значениям критерия в задаче (2.33). Если же (𝑥, 𝑢) и 𝑥(𝑡1)
удовлетворяют этим условиям, то выражение (2.33) трансформиру-
ется с точностью до множителя 𝜈0 в выражение (2.31).

Можно интерпретировать задачу (2.33) как взаимодействие
двух сопряженных систем (полей), где на оптимальной траекто-
рии обе системы находятся в относительном равновесии так, что
реакция сопряженной системы может лишь удерживать исходную
систему на этой траектории. При этом в отличие от задачи (2.33)
полученные условия будут приводить в задаче (2.28) – (2.31) только
к локальному минимуму.

Перейдем от операции взятия max в соотношении (2.33) к дру-
гим требованиям. Для этого представим функционал действия в
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виде функционала Больца:

𝐽 =

𝑚∑︁

𝑠=0

𝜈𝑠 ℎ𝑠
[︀
𝑥(𝑡1), 𝑡1

]︀
+

𝑡1w

𝑡0

{︂
𝜈0 𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡) +

+

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖(𝑡)
[︀
𝑥𝑖 − 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡)

]︀}︂
𝑑𝑡. (2.34)

Множители 𝜓𝑖(𝑡), 𝜈𝑠 в выражении (2.34) — это множители
Лагранжа или так называемые сопряженные переменные. Их надо
выбрать так, чтобы любые малые вариации оптимальных значе-
ний переменных 𝑥, 𝑢 и 𝑡, освобожденных от связей (2.28), (2.30),
не уменьшали величину функционала действия 𝐽 (2.34), который
заменил исходный критерий качества.

Пользуясь тем, что переменные 𝑥𝑖(𝑡), 𝑢𝑘(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑘 = 1, 𝑟,
уже не связаны между собой, будем варьировать их поочередно.
В силу произвольности 𝛿 𝑥𝑖(𝑡) и 𝛿𝑡1 вариация действия 𝐽 по этим
переменным должна равняться нулю. С учетом формулы интегри-
рования по частям и того, что 𝛿 𝑥(𝑡0) = 0, найдем

𝛿𝑥 𝐽 =
𝑛∑︁

𝑖=1

[︂ 𝑚∑︁

𝑠=0

𝜈𝑠
𝜕ℎ𝑠
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜓𝑖(𝑡1)

]︂
𝛿 𝑥𝑖(𝑡1) +

+

𝑡1w

𝑡0

𝑛∑︁

𝑖=1

(︂
𝜈0
𝜕𝑓0
𝜕𝑥𝑖

− 𝜓𝑖 −
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜓𝑗(𝑡)
𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑖

)︂
𝛿 𝑥𝑖(𝑡) 𝑑𝑡 = 0. (2.35)

Произвольность 𝛿 𝑥𝑖(𝑡), выбор сопряженной вектор-функции
𝜓(𝑡) и множителей 𝜈0, 𝜈1, ..., 𝜈𝑚 позволяют, чтобы скобки при вари-
ациях фазовой переменной обратились в ноль. В этом случае вне-
интегральная часть в равенстве (2.35) приводит к условиям транс-
версальности

𝜓𝑖(𝑡1) = −
𝑚∑︁

𝑠=0

𝜈𝑠
𝜕 ℎ𝑠

[︀
𝑥(𝑡1), 𝑡1

]︀

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 = 1, 𝑛, (2.36)
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а подинтегральное выражение — к сопряженной системе, опреде-
ляющей функции 𝜓𝑖(𝑡):

𝜓𝑖(𝑡) = −
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜓𝑗(𝑡)
𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜈0
𝜕𝑓0
𝜕𝑥𝑖

, 𝑖 = 1, 𝑛. (2.37)

Поступая аналогично при варьировании 𝐽 по 𝑡1 и приравнивая
𝛿𝑡1 𝐽 к нулю, получим с учетом условий (2.36):

𝛿𝑡1 𝐽 =
𝑛∑︁

𝑖=1

[︂ 𝑚∑︁

𝑠=0

𝜈𝑠
𝜕ℎ𝑠
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜓𝑖(𝑡1)

]︂
𝑥𝑖 𝛿𝑡1 +

+
𝑚∑︁

𝑠=0

𝜈𝑠
𝜕ℎ𝑠
𝜕𝑡1

𝛿𝑡1 +

(︂
𝜈0𝑓𝑜 −

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖𝑓𝑖

)︂ ⃒⃒
⃒⃒
𝑡=𝑡1

𝛿𝑡1 =

=

(︂ 𝑚∑︁

𝑠=0

𝜈𝑠
𝜕ℎ𝑠
𝜕𝑡

⃒⃒
⃒⃒
𝑡=𝑡1

−𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢, 𝑡1)

)︂
𝛿𝑡1 = 0,

где через 𝐻 обозначена функция Понтрягина [122]:

𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢, 𝑡) ≡
𝑚∑︁

𝑠=0

𝜓𝑖(𝑡) 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡) − 𝜈0 𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡).

Отсюда имеем условие

𝐻
⃒⃒
𝑡=𝑡1

=
𝑚∑︁

𝑠=0

𝜈𝑠
𝜕ℎ𝑠
𝜕𝑡

⃒⃒
⃒⃒
𝑡=𝑡1

, (2.38)

определяющее конечный момент времени 𝑡1.

Условия (2.36) – (2.38) являются необходимыми, чтобы траек-
тория системы была оптимальной. Так как эти условия не обеспе-
чивают выполнения ограничений (2.28), (2.30), то эти ограничения
надо добавить к условиям (2.36) – (2.38). В частности, их можно
получить из равенства нулю вариации функционала действия по
сопряженным переменным и множителям Лагранжа:

𝛿𝜓 𝐽 = 0 =⇒ 𝑥𝑖 − 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡) = 0, 𝑖 = 1, 𝑛,
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𝛿𝜈 𝐽 = 0 =⇒ ℎ𝑠
[︀
𝑥(𝑡1), 𝑡1

]︀
= 0, 𝑠 = 1,𝑚.

Отметим также, что уравнения движения системы (2.28) и со-
пряженные уравнения (2.37) относительно 𝜓𝑖(𝑡) могут быть запи-
саны с использованием функции Понтрягина так:

𝑥𝑖 =
𝜕𝐻

𝜕𝜓𝑖
, 𝜓𝑖 = − 𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 = 1, 𝑛. (2.39)

Систему (2.39) называют иногда системой Понтрягина [122]; ее
можно рассматривать в качестве прототипа гамильтоновой систе-
мы для фазовых переменных 𝑥𝑖(𝑡) и импульсов 𝜓𝑖(𝑡).

При наличии явных ограничений на управления 𝑢 их можно
включить в функционал 𝐽 и приравнять нулю 𝛿𝑢 𝐽. Результатом бу-
дет утверждение, аналогичное интегральным принципам механики,
а именно оптимальное движение управляемой системы совпадает с
экстремалями функционала 𝐽, т.е. действие имеет на оптимальной
траектории стационарное значение.

В случае, когда ограничение на 𝑢 носит общий характер 𝑢 ∈ 𝑈
и вариация 𝛿𝑢 не произвольна, описанный выше принцип не при-
меним. Вариации по другим переменным приводят к уравнениям
движения (2.28), краевым условиям (2.30), условиям трансверсаль-
ности (2.36), (2.38) и уравнениям для сопряженной системы (2.37).
И тогда величина функционала действия 𝐽 совпадает с величиной
минимизируемого критерия Φ и поэтому на допустимых вариациях
по управлению действие не убывает:

𝛿𝑢 𝐽 =

𝑡1w

𝑡0

𝛿𝑢

(︂
𝜈0𝑓0 −

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖𝑓𝑖

)︂
𝑑𝑡 = −

𝑡1w

𝑡0

𝛿𝑢𝐻 𝑑𝑡 ≥ 0.

Обратим внимание на то, что вариации управления 𝛿𝑢 в об-
щем случае конечны (игольчатые вариации). Поэтому равенство
𝛿𝑢𝐻 = (𝜕𝐻/𝜕𝑢) 𝛿𝑢 не всегда имеет место, за исключением случая,
когда множество 𝑈 совпадает со всем пространством векторов 𝑢.
Варьируя допустимые управления из 𝑈 на произвольном бесконеч-
но малом промежутке времени, получим

𝛿𝑢𝐻 ≤ 0, (2.40)



70 Глава 2. Аналитич. механика и теория оптим. упр.

откуда следует, что оптимальное управление доставляет функции
Понтрягина 𝐻 максимум.

Если обозначить этот максимум через𝐻*
[︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑡

]︀
, то тогда

условие (2.40) эквивалентно равенству

𝐻*
[︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑡

]︀
= 𝐻

[︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

]︀
,

т.е. на оптимальном управлении 𝑢(𝑡) будет выполняться соотноше-
ние

𝐻
[︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

]︀
= max

𝑣∈𝑈
𝐻
[︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑣, 𝑡

]︀
. (2.41)

Таким образом, приходим к известной формулировке принципа
максимума. Пусть 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], такое допустимое управление,
при котором соответствующая траектория 𝑥(𝑡) удовлетворяет урав-
нениям движения (2.28) и краевым условиям (2.29), (2.30). Тогда
для оптимальности управления 𝑢(𝑡), траектории 𝑥(𝑡) и момента за-
вершения процесса 𝑡1 в смысле минимизации критерия (2.31) необ-
ходимо существование в функционале действия (2.34) не равных
нулю одновременно множителей Лагранжа 𝜈0 ≥ 0, 𝜈 и 𝜓(𝑡), удовле-
творяющих сопряженной системе (2.37), условиям трансверсально-
сти (2.36), (2.38) и таких, что ∀ 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ] функция Понтрягина 𝐻
достигает максимума по управлению согласно выражению (2.41).

Рассмотренная выше аналитическая схема для случая, когда
ограничения задачи заданы в виде равенств, может быть при со-
ответствующей модернизации распространена и на случай, когда
ограничения задаются неравенствами. В самом деле, если какое-
либо терминальное ограничение задано в форме неравенства

ℎ𝑝
[︀
𝑥(𝑡1), 𝑡1

]︀
≤ 0, (2.42)

то, вводя дополнительную неотрицательную переменную 𝑤𝑝, обра-
тим его в равенство: ℎ𝑝[𝑥(𝑡1), 𝑡1 ] + 𝑤𝑝 = 0.

На оптимальной траектории вариация действия неотрицательна

𝛿𝑤𝑝
𝐽 = 𝜈𝑝 𝛿𝑤𝑝 ≥ 0. (2.43)

Можно показать (подробности см. в статье [56]), что из условия
(2.43) вытекает так называемое условие дополняющей нежестко-
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сти: 𝜈𝑝 ℎ𝑝[𝑥(𝑡1), 𝑡1 ] = 0; значит, либо неравенство (2.42) обращает-
ся на оптимальной траектории в равенство, либо множитель 𝜈𝑝 = 0,
либо то и другое вместе.

2.2.2. Системы с разрывными правыми частями. Очевид-
но, что программа вывода условий оптимизации с использованием
функционала действия по Гамильтону удобна, прежде всего, в си-
лу автоматического учета разного рода ограничений (связей) при
одновременной освобождаемости от них. Получаемый таким спосо-
бом аппарат применим для широкого класса задач оптимального
управления.

Усложним задачу (2.28) – (2.31). Пусть на этот раз функции
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡) в уравнениях (2.28) терпят разрыв при переходе системы
через заданные поверхности [8, 28] (поверхности разрыва):

𝑅𝑘(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑞. (2.44)

Обозначим через 𝑡𝑘, 𝑘 = 1, 𝑞, моменты пересечения траектории
системы с поверхностями (2.44); положим 𝑡0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑞 < 𝑡𝑞+1 =
𝑡1. Правые части в уравнениях (4.28) обозначим 𝑓𝑖,𝑘(𝑥, 𝑢, 𝑡); здесь
𝑓𝑖,𝑘(·) — непрерывные в интервалах (𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1) функции. Имеем для
системы (2.28):

𝑥𝑖 = 𝑓𝑖,𝑘(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑘 = 0, 𝑞 + 1. (2.45)

Будем считать, что в моменты времени 𝑡𝑘 оптимальная траекто-
рия пересекает поверхности разрыва (2.44) без односторонних ка-
саний при выполнении условий

Ω𝑘 ≡
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕𝑅𝑘
𝜕𝑥𝑗

𝑓𝑗,𝑘
[︀
𝑥(𝑡𝑘), 𝑢(𝑡𝑘 − 0), 𝑡𝑘

]︀
+
𝜕𝑅𝑘
𝜕𝑡

̸= 0.

Поскольку управление может терпеть разрыв в точках 𝑡𝑘, то
𝑡𝑘 − 0 означает аргумент управления, входящего в функцию 𝑓𝑘, а
𝑡𝑘 + 0 — аргумент управления, входящего в функцию 𝑓𝑘+1.
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Предположим, не умаляя общности, что 𝑅𝑘(𝑥, 𝑡) < 0, когда 𝑡 <
𝑡𝑘. В этом случае система (2.45) запишется в виде

𝑥𝑖 = 𝑓𝑖,1(𝑥, 𝑢, 𝑡) +

𝑞∑︁

𝑘=1

[︀
𝑓𝑖,𝑘+1(𝑥, 𝑢, 𝑡) − 𝑓𝑖,𝑘(𝑥, 𝑢, 𝑡)

]︀
𝜃
(︀
𝑅𝑘(𝑥, 𝑡)

)︀
,

где 𝜃(·) — тета-функция Хевисайда (𝜃(·) = 0 при отрицательном
аргументе и 𝜃(·) = 1 при положительном аргументе).

Сопряженная система в силу уравнений (2.37) запишется так:

𝜓𝑖 = −
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜓𝑗
𝜕𝑓𝑗,𝑘
𝜕𝑥𝑖

− (2.46)

−
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜓𝑗

𝑞∑︁

𝑘=1

(︀
𝑓𝑗,𝑘+1 − 𝑓𝑗,𝑘

)︀
𝛿(𝑅𝑘)

𝜕𝑅𝑘
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜈0
𝜕𝑓0
𝜕𝑥𝑖

, (2.46)

где 𝛿(·) — дельта-функция Дирака. Систему (2.46) можно предста-
вить иначе, заменив в правой части слагаемые с дельта-функцией
условием скачка [33]. В этом случае сопряженная система преобра-
зуется к виду (2.37) и имеет место для любых моментов времени,
отличных от 𝑡𝑘, 𝑘 = 1, 𝑞.

Для моментов 𝑡𝑘 выполняется условие скачка [28]. Запишем его,
проинтегрировав уравнение (2.46) на промежутке [ 𝑡− 𝜀, 𝑡𝑘 + 𝜀 ]:

𝜓𝑖(𝑡𝑘 + 𝜀) − 𝜓𝑖(𝑡𝑘 − 𝜀) = 𝛼(𝜀) −

−
𝑡𝑘+𝜀w

𝑡𝑘−𝜀

𝑛∑︁

𝑗=1

𝜓𝑗
(︀
𝑓𝑗,𝑘+1 − 𝑓𝑗,𝑘

)︀
𝛿
(︀
𝑅𝑘(𝑥, 𝑡)

)︀ 𝜕𝑅𝑘
𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑡, (2.47)

где через 𝛼(𝜀) обозначена величина порядка 𝜀.

В соотношении (2.47) под знаком интеграла стоит функция с
разрывом в точке, которая является носителем дельта-функции.
Для всякой такой функции 𝜙(𝑡) с точкой разрыва 𝑡𝑘 получим

𝑡𝑘+𝜀w

𝑡𝑘−𝜀
𝜙(𝑡) 𝛿(𝑣(𝑡− 𝑡𝑘)) 𝑑𝑡 =

{︃
𝜙(𝑡𝑘 + 0)/𝑣,

𝜙(𝑡𝑘 − 0)/𝑣,
(2.48)

2.2. Методы аналит. механики в оптим. проц. упр. 73

в зависимости от того, куда попадает этот носитель. В первом слу-
чае в уравнениях (2.45) справа имеем функции 𝑓𝑖,𝑘, а во втором,
когда траектория системы уже пересекла поверхность 𝑅𝑘 = 0, име-
ем функции 𝑓𝑖,𝑘+1.

Для первого случая при разложении 𝑅𝑘 в окрестности точки 𝑡𝑘
получим

𝑅𝑘(𝑥, 𝑡) =

(︂ 𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕𝑅𝑘
𝜕𝑥𝑗

𝑓𝑗,𝑘
[︀
𝑥(𝑡𝑘), 𝑢(𝑡𝑘 − 0), 𝑡𝑘

]︀
+
𝜕𝑅𝑘
𝜕𝑡

)︂
(𝑡− 𝑡𝑘) +

+ 𝛼(𝑡− 𝑡𝑘) ≡ Ω𝑘(𝑡− 𝑡𝑘) + 𝛼(𝑡− 𝑡𝑘),

где 𝛼(𝑡 − 𝑡𝑘) — малые порядка выше первого относительно 𝑡 − 𝑡𝑘.
Если перейти в соотношении (2.47) к пределу при 𝜀→ 0, то с учетом
выражения (2.48) получим условие скачка [28]:

𝜓𝑖(𝑡𝑘+0)−𝜓𝑖(𝑡𝑘−0) = − 1

Ω𝑘

𝑛∑︁

𝑗=1

𝜓𝑗(𝑡𝑘+0)
(︀
𝑓𝑗,𝑘+1−𝑓𝑗,𝑘

)︀ 𝜕𝑅𝑘
𝜕𝑥𝑖

, (2.49)

где 𝑡𝑘 − 0 входит в функции 𝑓𝑗,𝑘, Ω𝑘, а 𝑡𝑘 + 0 — в функцию 𝑓𝑗,𝑘+1.

Для второго случая будем иметь

𝑅𝑘(𝑥, 𝑡) =

(︂ 𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕𝑅𝑘
𝜕𝑥𝑗

𝑓𝑗,𝑘+1

[︀
𝑥(𝑡𝑘), 𝑢(𝑡𝑘 + 0), 𝑡𝑘

]︀
+
𝜕𝑅𝑘
𝜕𝑡

)︂
(𝑡− 𝑡𝑘) +

+ 𝛼(𝑡− 𝑡𝑘) ≡ Λ𝑘(𝑡− 𝑡𝑘) + 𝛼(𝑡− 𝑡𝑘)

с условием скачка

𝜓𝑖(𝑡𝑘 + 0) − 𝜓𝑖(𝑡𝑘 − 0) = − 1

Λ𝑘

𝑛∑︁

𝑗=1

𝜓𝑗(𝑡𝑘 − 0)
(︀
𝑓𝑗,𝑘+1 − 𝑓𝑗,𝑘

)︀ 𝜕𝑅𝑘
𝜕𝑥𝑖

.

В частном случае, когда имеется одна стационарная поверхность
разрыва (𝑘 = 1, 𝑡1 = 𝑡*, 𝑅1 = 𝑅, 𝜕𝑅/𝜕𝑡 = 0), можно записать сле-
дующие эквивалентные условия скачка:

𝜓𝑖(𝑡*+0)−𝜓𝑖(𝑡*−0) = − 1∑︀𝑛
𝑗=1

𝜕𝑅
𝜕𝑥𝑗

𝑓𝑗,1

𝑛∑︁

𝑗=1

𝜓𝑗(𝑡*−0)
(︀
𝑓𝑗,2−𝑓𝑗,1

)︀ 𝜕𝑅
𝜕𝑥𝑖

,
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𝜓𝑖(𝑡*+0)−𝜓𝑖(𝑡*−0) = − 1∑︀𝑛
𝑗=1

𝜕𝑅
𝜕𝑥𝑗

𝑓𝑗,2

𝑛∑︁

𝑗=1

𝜓𝑗(𝑡*+0)
(︀
𝑓𝑗,2−𝑓𝑗,1

)︀ 𝜕𝑅
𝜕𝑥𝑖

.

Укажем в конце, что использование дельта-функций можно за-
менить условиями, задающими поверхности разрыва (2.44), в функ-
ционале действия и получить условия скачка (2.49) варьированием
𝑡𝑘, 𝑘 = 1, 𝑞 (подробности такого приема см. в работе [8], где полу-
чены необходимые условия оптимальности для систем с промежу-
точными условиями без ограничений на фазовые переменные).

Вопросы для самоконтроля.

1. Что из себя представляет функционал Больца?

2. Какие переменные называются сопряженными?

3. Дайте определение функции Понтрягина и системы Понтря-
гина.

2.3 Уравнение Гамильтона–Якоби–Беллмана в
задачах оптимального управления

Такие фундаментальные принципы аналитической механики
как принцип наименьшего действия и принцип освобождения от
связей, можно использовать для вывода достаточных условий оп-
тимальности в задачах управления. Основываясь на результатах
работы [58], в этом параграфе делается упор на получении уравне-
ний Гамильтона–Якоби в задачах оптимального управления (урав-
нений Гамильтона–Якоби–Беллмана), а также устанавливаются
зависимости между функциями Гамильтона, Беллмана (Айзекса–
Беллмана) и Розоноэра. Относительно деталей и особенностей кон-
струкций уравнений Гамильтона–Якоби–Беллмана в различных ва-
риантах задач оптимального управления можно познакомиться в
работах [15, 62, 63, 123, 151, 156, 175, 176].

Рассматривается задача оптимального управления при фикси-
рованных концах промежутка времени [ 𝑡0, 𝑡1 ]:

𝐽 = ℎ0(𝑥1) +

𝑡1w

𝑡0

𝑓0[𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡 ] 𝑑𝑡→ min
𝑢∈𝑈

, (2.50)
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𝑥𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑥𝑖(𝑡0) = 𝑥0𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛.

Если в функционале 𝐽 (2.50) оставить только интегральную
часть, то получим аналог действия по Гамильтону [113]. В анали-
тической механике функция Гамильтона определяется с помощью
интеграла действия для истинных траекторий системы при пере-
менном пределе интегрирования [47, 103], который в задаче (2.50)
принимает вид [56]:

𝑆𝑢 = −ℎ0(𝑥1) −
𝑡1w

𝑡

𝐿𝑑𝜏. (2.51)

В выражении (2.51) 𝐿 — лагранжиан, имеющий в задаче опти-
мального управления вид

𝐿 =

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖 (𝑥𝑖 − 𝑓𝑖) − 𝜓0𝑓0, (2.52)

где 𝜓0, ..., 𝜓𝑛 — сопряженные переменные. Оптимальное управле-
ние доставляет действию ℎ0(𝑥1) +

r 𝑡1
𝑡
𝐿𝑑𝜏 минимальное значение.

Положим

−𝑆 = ℎ0(𝑥1) + min
𝑢∈𝑈

𝑡1w

𝑡

𝐿[𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏), 𝜏 ] 𝑑𝜏 =

= ℎ0(𝑥1) +

𝑡1w

𝑡

min
𝑢∈𝑈

𝐿[𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏), 𝜏 ] 𝑑𝜏, (2.53)

или 𝑆 = −ℎ0(𝑥1) +
r 𝑡
𝑡1
𝐿* 𝑑𝜏, 𝐿* = min𝑢∈𝑈 𝐿, где интегрирование

ведется вдоль истинной (т.е. оптимальной) траектории между точ-
ками (𝑥, 𝑡) и (𝑥1, 𝑡1). Функцию действия 𝑆(𝑥, 𝑡) иногда называют
главной функцией Гамильтона в задаче оптимального управления.

Отметим, что при фиксированных 𝑥 и 𝑡 правая часть выраже-
ния (2.53) дает интеграл действия на оптимальной траектории с
начальным условием 𝑥(𝑡) = 𝑥. При этом истинная (оптимальная)
траектория в соответствии с вариационным принципом Гамильтона
[44, 47, 103, 134] является экстремалью действия, а именно экстре-
малью правой части (2.53). Отсюда вытекает, что истинная траек-
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тория должна являться решением как уравнений движения (2.50),
так и уравнений Эйлера–Лагранжа:

𝜕𝐿*
𝜕𝑥𝑖

− 𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿*
𝜕𝑥𝑖

= 0, 𝑖 = 1, 𝑛. (2.54)

При наличии обобщенных импульсов

𝜓𝑖 =
𝜕𝐿*
𝜕𝑥𝑖

, 𝑖 = 1, 𝑛, (2.55)

уравнения (2.54) преобразуются в сопряженную систему задачи оп-
тимального управления

𝜓𝑖 =
𝜕𝐿*
𝜕𝑥𝑖

, 𝑖 = 1, 𝑛, (2.56)

с лагранжианом 𝐿*, взятом в форме (2.52). Совокупность уравне-
ний (2.50), (2.56) образует систему уравнений Гамильтона.

Варьируя траекторию и функцию (2.53) по фазовым перемен-
ным с фиксированными значениями 𝑡 и 𝑡1, получим

𝛿𝑆 =

𝑡w

𝑡1

(︂ 𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝐿*
𝜕𝑥𝑖

𝛿𝑥𝑖 +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝐿*
𝜕𝑥𝑖

𝛿𝑥𝑖

)︂
𝑑𝑡−

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕ℎ0
𝜕𝑥𝑖

𝛿𝑥1𝑖 .

Воспользуемся допущением о перестановочности операций диф-
ференцирования по времени и варьирования [134]: 𝛿𝑥𝑖 = 𝑑 (𝛿𝑥𝑖)/𝑑𝑡.
Тогда будем иметь

𝛿𝑆 =

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑡w

𝑡1

(︂
𝜕𝐿*
𝜕𝑥𝑖

− 𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿*
𝜕𝑥𝑖

)︂
𝛿𝑥𝑖 𝑑𝑡 +

+

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝐿*
𝜕𝑥𝑖

𝛿𝑥𝑖
⃒⃒𝑡
𝑡1
−

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕ℎ0
𝜕𝑥𝑖

𝛿𝑥1𝑖 . (2.57)

Принимая во внимание уравнения Эйлера–Лагранжа (2.54), вы-
ражения для обобщенных импульсов (2.55), запишем вариацию
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функции действия (2.57) в следующем виде:

𝛿𝑆 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖(𝑡) 𝛿𝑥𝑖(𝑡) −
𝑛∑︁

𝑖=1

(︂
𝜓𝑖(𝑡1) +

𝜕ℎ0
𝜕𝑥𝑖

)︂
𝛿𝑥1𝑖 .

Отсюда найдем зависимость 𝜓𝑖 через градиент главной функции

𝜓𝑖 =
𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑖
, 𝜓𝑖(𝑡1) = − 𝜕ℎ0

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒
⃒⃒
𝑡=𝑡1

, 𝑖 = 1, 𝑛. (2.58)

Итак, заключаем, что поле импульсов 𝜓 = 𝜓(𝑥, 𝑡) является по-
тенциальным, потенциалом которого выступает главная функция
действия 𝑆(𝑥, 𝑡) [103].

Часто операция min𝑢∈𝑈 в соотношении (2.53) приводит к потере
гладкости и недифференцируемости функции 𝑆(𝑥, 𝑡). Будем счи-
тать 𝑆(𝑥, 𝑡) гладкой (а в точках ее возможного излома используем
условия Вейерштрасса–Эрдмана). Из выражения (2.53) найдем

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=
𝜕𝑆

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑖
𝑥𝑖 = 𝐿*. (2.59)

Пользуясь определением функции Гамильтона и обобщенных
импульсов (2.55), можем написать

𝐻 =

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖𝑥𝑖 − 𝐿* =

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑖
𝑥𝑖 − 𝐿*. (2.60)

В этом случае соотношение (2.59) преобразуется в уравнение
Гамильтона–Якоби:

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+𝐻

(︂
𝑥,

𝜕𝑆

𝜕𝑥
, 𝑡

)︂
= 0 (2.61)

с решением 𝑆(𝑥, 𝑡), которое должно удовлетворять краевому усло-
вию, вытекающему из соотношения (2.53) при 𝑥1 = 𝑥, 𝑡 = 𝑡1:

𝑆(𝑥, 𝑡1) = −ℎ0(𝑥). (2.62)
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Введенную выше функцию Гамильтона 𝐻 можно связать с
функцией Понтрягина Π равенством

𝐻 = max
𝑢∈𝑈

Π, Π =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖𝑓𝑖 + 𝜓0𝑓0, (2.63)

что дает возможность переписать уравнение (2.61) через функ-
цию Π:

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ max

𝑢∈𝑈
Π

(︂
𝑥,

𝜕𝑆

𝜕𝑥
, 𝑡

)︂
= 0. (2.64)

Затем на промежутке времени [ 𝑡, 𝑡1 ] выберем некоторое управ-
ление 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, доставляющее на промежутке [ 𝑡+∆𝑡, 𝑡1 ] минималь-
ное значение левой части соотношения (2.53). Тогда будем иметь

ℎ0(𝑥1) +

𝑡1w

𝑡+Δ𝑡

𝐿𝑑𝜏 = −𝑆(𝑡+ ∆𝑡). (2.65)

Поскольку интегрирование в выражении (2.53) (в согласии с
определением главной функции Гамильтона) ведется вдоль опти-
мальной траектории между точками (𝑥, 𝑡) и (𝑥1, 𝑡1), то с учетом
равенства (2.65) получим

−𝑆(𝑡) ≤
𝑡+Δw

𝑡

𝐿𝑑𝜏 + ℎ0(𝑥1) +

𝑡1w

𝑡+Δ𝑡

𝐿𝑑𝜏 =

𝑡+Δ𝑡w

𝑡

𝐿𝑑𝜏 − 𝑆(𝑡+ ∆𝑡),

откуда следует, что

− 1

∆𝑡

𝑡+Δ𝑡w

𝑡

𝐿𝑑𝜏 +
∆𝑆

∆𝑡
≤ 0.

Имеем в пределе при ∆𝑡→ 0:

𝑑𝑆

𝑑𝑡
− 𝐿 ≤ 0. (2.66)
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Далее, учитывая выражения (2.52), (2.58), (2.63), найдем, что

Π =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓𝑖𝑥𝑖 − 𝐿 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑖
𝑥𝑖 − 𝐿.

В силу неравенства (2.66) получим

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ Π

(︂
𝑥,

𝜕𝑆

𝜕𝑥
, 𝑡

)︂
≤ 0. (2.67)

Заметим, что в левой части неравенства (2.67) в функции Π в
отличие от функции 𝐻 выбранное допустимое управление не обя-
зательно является оптимальным.

Сопоставляя соотношения (2.61) и (2.67), получим

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ Π ≤ 𝜕𝑆

𝜕𝑡
+𝐻 = 0,

или
max
𝑢∈𝑈

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ Π

)︂
= 0. (2.68)

Поскольку 𝜕𝑆/𝜕𝑡 не зависит от управления 𝑢 ∈ 𝑈, то уравнение
(2.68) преобразуется в уравнение (2.64) с одновременным наличием
равенства (2.63). С учетом формул (2.58) при 𝜓0 = −1 функция
Понтрягина примет вид

Π =

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖 − 𝑓0,

а уравнение (2.64) станет выглядеть так:

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ max

𝑢∈𝑈

(︂ 𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖 − 𝑓0

)︂
= 0.

В теории оптимального управления вместо главной функции 𝑆
как правило рассматривают функцию Беллмана, называемую ино-
гда функцией Айзекса–Беллмана, которая определяется миниму-
мом функционала 𝐽 (2.50) при 𝜏 ∈ [ 𝑡, 𝑡1 ] по 𝑢 ∈ 𝑈 на траекториях
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системы (2.50), начиная от точки 𝑥(𝑡):

𝐵 = ℎ0(𝑥1) + min
𝑢∈𝑈

𝑡1w

𝑡

𝑓0 𝑑𝜏.

Лагранжиан (2.52) на траекториях системы (4.50) в этом случае
имеет вид

𝐿 = −𝜓0𝑓0, 𝜓0 = − 1,

и тогда выражение (2.53) для главной функции 𝑆 преобразуется в
соотношение

−𝑆 = ℎ0(𝑥1) + min
𝑢∈𝑈

𝑡1w

𝑡

𝑓0 𝑑𝜏.

Значит, 𝑆 = −𝐵. Тогда уравнение Гамильтона–Якоби (2.68) для
задачи оптимального управления (2.50) принимает форму уравне-
ния Беллмана (Айзекса–Беллмана) [40]:

𝜕𝐵

𝜕𝑡
+ min
𝑢∈𝑈

(︂ 𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝐵

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖 − 𝑓0

)︂
= 0 (2.69)

с краевым условием (ср. с условием (2.62)):

𝐵(𝑥, 𝑡1) = ℎ0(𝑥). (2.70)

Согласно выводам работ [40, 125] соотношения (2.69), (2.70)
нелокальны, а следовательно, они будут являться достаточными
условиями оптимальности.

Далее будем считать, что в уравнениях движения (2.50) управ-
ление фиксировано и совпадает с оптимальным управлением 𝑢 за-
дачи (2.50). Пусть точка (𝑥, 𝑡) — начальная:

𝑥(𝜏) = 𝑥, 𝜏 = 𝑡. (2.71)

Управление 𝑢 тогда вместе с уравнениями движения

𝑥𝑖 = 𝑓𝑖[𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏), 𝜏 ], 𝑖 = 1, 𝑛, 𝜏 ∈ [ 𝑡, 𝑡1 ], (2.72)

определит некоторую траекторию. Вычислим вдоль этой траекто-
рии величину 𝑆𝑢 (𝑥, 𝑡) по формуле (2.51). Поскольку траектория,
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задаваемая уравнениями (2.72), не является оптимальной при на-
чальных условиях (2.71), то это означает, что функция 𝑆𝑢 (𝑥, 𝑡) —
уже не главная функция Гамильтона.

Тем не менее, оптимальная траектория 𝑥(𝑡) принадлежит се-
мейству траекторий, определяемых уравнениями (2.72), при 𝑥(𝑡) =
𝑥(𝑡). Полная производная по времени 𝑡 от 𝑆𝑢 (𝑥, 𝑡) в соотношении
(2.51) приводит к следующей записи (ср. с выражениями (2.59),
(2.60)):

𝜕𝑆𝑢
𝜕𝑡

+

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑆𝑢
𝜕𝑥𝑖

𝑥𝑖 − 𝐿 = 0, (2.73)

где 𝐿 — лагранжиан с фиксированным оптимальным управлением
𝑢 = 𝑢 задачи (2.50).

Далее зададим обобщенные импульсы с помощью соотношений
(ср. с выражениями (2.55), (2.56), (2.58)):

𝜓𝑖 =
𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑖
, 𝜓𝑖(𝑡1) = − 𝜕ℎ0

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 = 1, 𝑛.

В этом случае при варьировании 𝑆𝑢 (𝑥, 𝑡) по 𝑥 найдем для
лагранжиана в форме (2.52) выражения для 𝜓𝑖 через градиент 𝑆𝑢
(ср. с зависимостями (2.58)):

𝜓𝑖 =
𝜕𝑆𝑢
𝜕𝑥𝑖

, 𝑖 = 1, 𝑛. (2.74)

С учетом равенств (2.74) соотношение (2.73) при 𝜓0 = − 1 запи-
шется так:

𝜕𝑆𝑢
𝜕𝑡

+

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑆𝑢
𝜕𝑥𝑖

𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡) − 𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡) = 0.

Меняя 𝑆𝑢 (𝑥, 𝑡) на функцию Розоноэра [116] по формуле
𝑆𝑢 (𝑥, 𝑡) = = −𝑅(𝑥, 𝑡), запишем соотношение (2.75) в виде

𝜕𝑅

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑅

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡) − 𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡) = 0 (2.76)
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с краевым условием
𝑅(𝑥, 𝑡1) = ℎ0(𝑥), (2.77)

которое можно получить из выражения (2.51) подстановкой 𝑆𝑢 =
−𝑅, 𝑡 = 𝑡1, 𝑥1 = 𝑥.

Функция 𝑅(𝑥, 𝑡) удовлетворяет уравнению (2.76), но (ср. с ана-
логичным уравнением Беллмана (2.69)) не содержит операции
min𝑢∈𝑈 , так как в уравнении (2.76) управление фиксировано. От-
сюда вытекает гладкость функции Розоноэра 𝑅(𝑥, 𝑡), порядок глад-
кости которой задается соотношениями (2.76), (2.77).

Сравнивая определения функций 𝑆𝑢 и 𝑆, убеждаемся, что
−𝑆𝑢 ≥ −𝑆, т.е.

𝑅(𝑥, 𝑡) ≥ 𝐵(𝑥, 𝑡), 𝑅(𝑥, 𝑡) = 𝐵(𝑥, 𝑡), (2.78)

где 𝑥 = 𝑥(𝑡) —величина фазовой переменной на оптимальной тра-
ектории в момент времени 𝑡.

Функция Беллмана 𝐵(𝑥, 𝑡) в силу соотношений (2.78) является
огибающей семейства функций Розоноэра 𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑥0, 𝑡0) с началь-
ными условиями (𝑥0, 𝑡0): поверхность 𝑦 = 𝐵(𝑥, 𝑡) касается снизу
каждой из поверхностей 𝑦 = 𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑥0, 𝑡0) по оптимальной траекто-
рии с началом в точке 𝑥0 = 𝑥(𝑡0). Отсюда можно заключить, что
функция Розоноэра в отличие от функции Беллмана приводит к
локальным условиям оптимальности.

Завершим параграф, остановившись в общих чертах на принци-
пе оптимальности Кротова [50, 72]. Исследуем задачу оптималь-
ного управления (2.50) на заданном промежутке времени [ 𝑡0, 𝑡1 ]
при ограничениях

𝑥(𝑡) ∈ 𝑋(𝑡), 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈(𝑥, 𝑡), (𝑥0, 𝑥1) ∈ Γ, (2.79)

с теми же уравнениями движения (2.50):

𝑥𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛,

и критерием качества

𝐽 = ℎ0(𝑥0, 𝑥1) +

𝑡1w

𝑡0

𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡) 𝑑𝑡→ min, (2.80)
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где 𝑥0 = 𝑥(𝑡0), 𝑥1 = 𝑥(𝑡1) — заданные граничные значения на Γ.

Условия данной задачи дополним условиями оптимальности в
виде некоторого уравнения в фазовом пространстве, например,
уравнения Гамильтона–Якоби (2.61), (2.64), или эквивалентного
уравнения Айзекса–Беллмана (2.69).

Затем введем в рассмотрение две функции: функцию Крото-
ва 𝑆(𝑥, 𝑡) как аналог главной функции Гамильтона и функцию 𝐾
как результат применения оператора Гамильтона–Якоби и функ-
ции 𝑆(𝑥, 𝑡):

𝐾 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑖
𝑥𝑖 +

𝜕𝑆

𝜕𝑡
− 𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡), (2.81)

либо
𝐾 =

𝑑𝑆

𝑑𝑡
− 𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡).

Очевидно, что на траекториях системы (2.50) функцию 𝐾 мож-
но определить соотношением

𝐾 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡) +

𝜕𝑆

𝜕𝑡
− 𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡).

Условия задачи (2.50), (2.79), (2.80) дополняются условием оп-
тимальности в виде уравнения Гамильтона–Якоби

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ max

𝑢∈𝑈

(︂ 𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖 − 𝑓0

)︂
= 0.

Однако, следуя Кротову, смягчим это требование, ограничив-
шись выполнением менее жесткого условия

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡) − 𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡) = 0,

либо 𝐾 = 0. Это условие введем во вспомогательный функционал
действия [72]:

𝐷 = 𝐺−
𝑡1w

𝑡0

𝐾 𝑑𝑡, (2.82)
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полагая, чтобы на траекториях системы действие (2.82) совпада-
ло с критерием качества задачи. Для этого надо взять с учетом
выражения 𝐾 = 𝑑𝑆/𝑑𝑡− 𝑓0 (см. (2.81)):

𝐺 = ℎ0(𝑥0, 𝑥1) + 𝑆(𝑥1, 𝑡1) − 𝑆(𝑥0, 𝑡0). (2.83)

Важно отметить, что в выборе функции 𝑆 (или 𝐾) имеется зна-
чительный произвол для построения оптимального решения. Ес-
ли возможно выбрать 𝑆, чтобы нижняя оценка: inf 𝐷 при ограни-
чениях (2.79) совпадала со значением критерия 𝐽 для некоторого
допустимого решения

(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], задачи оптимально-

го управления, удовлетворяющего уравнениям движения (2.50), то
это решение будет оптимальным.

Значит, на траекториях системы (2.50) имеем

𝐽 = 𝐷 ≥ inf
𝑥∈𝑋,𝑢∈𝑈

𝐷 ≥ inf
(𝑥0,𝑥1)∈Γ

𝐺−
𝑡1w

𝑡0

sup
𝑥∈𝑋,𝑢∈𝑈

𝐾 𝑑𝑡. (2.84)

Ввиду неоднозначности действия [103], не умаляя общности, по-
ложим

sup
𝑥∈𝑋,𝑢∈𝑈

𝐾 = 0. (2.85)

В случае, если sup𝑥∈𝑋,𝑢∈𝑈 𝐾 = 𝜇(𝑡), то можно произвести замену
𝑆 на 𝑆 −

r 𝑡
𝑡1
𝜇(𝜏) 𝑑𝜏 и прийти к равенству (2.85).

Считая, что выполнено условие (2.85), получим переход оценки
(2.84) в неравенство

𝐽 ≥ inf
(𝑥0,𝑥1)∈Γ

𝐺. (2.86)

Таким образом, задача состоит в подборе функции 𝑆(𝑥, 𝑡), при
которой в соотношении (2.86) достигается равенство. А именно: на-
до найти такую 𝑆(𝑥, 𝑡), чтобы пара

(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], обеспе-

чивающая inf 𝐺, sup 𝐾, удовлетворяла уравнениям движения, т.е.
чтобы на этой паре действие совпадало с критерием качества 𝐽 [72].

Приведем также один из способов нахождения функции Кро-
това [50, 72], приводящий к процедуре Айзекса–Беллмана. Суть
его состоит в следующем. Зададим начальную точку траектории
(𝑥0, 𝑡0), 𝑋 = 𝑅𝑛, и функцию 𝑆, полагая, что в равенстве (2.85):
sup𝑢∈𝑈 𝐾 = 0. Будем помимо этого считать, что 𝐺 = const. Тогда
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соотношение (2.85) — это уравнение Гамильтона–Якоби

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ sup
𝑢∈𝑈

[︂ 𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑡) − 𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡)

]︂
= 0

с граничным условием 𝐺 = const для главной функции (2.62):
𝑆(𝑥1, 𝑡1) = −ℎ0(𝑥1).

Вопросы для самоконтроля.

1. Дайте определение функций Лагранжа и Гамильтона.

2. Запишите уравнение Беллмана (Айзекса-Беллмана).

3. Что из себя представляет принцип оптимальности Кротова?

2.4 Минимаксный принцип механики в задачах
оптимального управления

Завершим главу демонстрацией результатов еще одной рабо-
ты [112], ярко показывающей тесную связь принципов механики с
принципами оптимального управления. Здесь имеется в виду уста-
новление идентичности между минимаксным принципом механики
и принципом максимума Понтрягина в теории управляемых опти-
мальных систем.

Не отклоняясь в своем изложении сильно от оригинала [112],
приведем основные идеи и сформулируем утверждения. Пусть
𝑞(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 — вектор обобщенных координат системы в момент вре-
мени 𝑡 ∈ ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ]. Известно, что принцип Гамильтона позволяет
связать решения краевой задачи для уравнений Лагранжа

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
− 𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
= 0, 𝐿 = 𝐿(𝑞, 𝑞, 𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, (2.87)

имеющими граничные условия

𝑞(𝑡) ∈ 𝐴(𝑎, 𝑏, 𝑡0, 𝑡1) =
{︀
𝑞(𝑡) : 𝑞(𝑡) ∈ 𝐶1[ 𝑡0, 𝑡1 ], 𝑞(𝑡0) = 𝑎, 𝑞(𝑡1) = 𝑏

}︀
,

(2.88)
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с решением соответствующей вариационной задачи, а именно: на
решениях уравнений (2.87) с условиями (2.88) функционал дей-
ствия по Гамильтону

𝑊 [ 𝑞(𝑡) ] =

𝑡1w

𝑡0

𝐿[ 𝑞(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑡 ] 𝑑𝑡 (2.89)

принимает стационарное значение.
Помимо вариационного описания задачи (2.87), (2.88) в меха-

нике большой интерес представляет вариационный подход к реше-
нию уравнений (2.87) с дифференциальными условиями, задающи-
ми ограничения на значения координат 𝑞(𝑡) и скоростей 𝑞(𝑡):

𝑞(𝑡) ∈ 𝐵 =
{︀
𝑞(𝑡) : 𝑞(𝑡) ∈ 𝐶1[ 𝑡0, 𝑡1 ], ℎ𝑙[ 𝑞(𝜉𝑗), 𝑞(𝜉𝑗) ] = 0,

𝑗 = 1, 𝑘, 𝑙 = 1,𝑚, 𝑡0 = 𝜉0 ≤ 𝜉1 ≤ ... ≤ 𝜉𝑘 = 𝑡1
}︀
. (2.90)

Вариационный подход в задачах оптимального управления ме-
ханическими системами имеет важное достоинство, поскольку поз-
воляет освободиться и автоматически учесть дифференциальные
связи и сформулировать равносильную задачу математического
программирования об экстремуме функционала качества, задаю-
щего движение системы.

Будем считать, что функция Лагранжа 𝐿 = 𝐿(𝑞, 𝑞, 𝑡) являет-
ся строго выпуклой функцией по переменным 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛. Поло-
жим, что краевая задача (2.87), (2.88) имеет единственное решение
∀ 𝑎, 𝑏, 𝑡0 < 𝑡1.

Рассмотрим неотрицательный функционал

𝑣[ 𝑧(𝑡) ] = max
𝑞(𝑡)∈𝐴(𝑧0,𝑧1,𝑡0,𝑡1)

𝑡1w

𝑡0

{︀
𝐿[ 𝑧(𝑡), 𝑧(𝑡), 𝑡 ]−

−𝐿[ 𝑞(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑡 ]
}︀
𝑑𝑡, (2.91)

определенный для всякой вектор-функции 𝑧(𝑡) ∈ 𝐶1[ 𝑡0, 𝑡1 ], 𝑧0 =
𝑧(𝑡0), 𝑧1 = 𝑧(𝑡1).

Наличие максимума (2.91) следует из единственности решений
𝑞(𝑡) системы (2.87) при условиях (2.88). В этом случае [108] суще-
ствует главная функция Гамильтона 𝑊 (𝑎, 𝑞, 𝑡0, 𝑡) в виде значения
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функционала (2.89) через 𝑎, 𝑞, 𝑡0, 𝑡 на решениях системы (2.87) при
условиях (2.88). Эта функция𝑊 (𝑎, 𝑞, 𝑡0, 𝑡) удовлетворяет [108] урав-
нению Гамильтона–Якоби

𝜕𝑊

𝜕𝑡
+𝐻

(︂
𝑞,
𝜕𝑊

𝜕𝑞
, 𝑡

)︂
= 0 (2.92)

с гамильтонианом 𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑡) системы (2.87):

𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑡) = max
𝑥∈𝑅𝑛

[︂ 𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖𝑥𝑖 − 𝐿(𝑞, 𝑥, 𝑡)
]︀
. (2.93)

Отсюда заключаем, что величина ∆𝑊 = 𝑊 [𝜙(𝑡) ] −𝑊 [ 𝑞(𝑡) ] в
силу соотношений (2.92), (2.93) для всякой вектор-функции 𝜙(𝑡) ∈
∈ 𝐴(𝑎, 𝑏, 𝑡0, 𝑡1) удовлетворяет неравенству

∆𝑊 =

𝑡1w

𝑡0

{︂
𝐿(𝜙,𝜙, 𝑡) − 𝑑𝑊 (𝑎, 𝑞, 𝑡0, 𝑡)

𝑑𝑡

}︂
𝑑𝑡 =

=

𝑡1w

𝑡0

{︂
𝐿(𝜙,𝜙, 𝑡) − 𝑑𝑊 (𝑎, 𝜙, 𝑡0, 𝑡)

𝑑𝑡

}︂
𝑑𝑡 =

=

𝑡1w

𝑡0

{︂
𝐻

(︂
𝜙,

𝜕𝑊

𝜕𝜙
, 𝑡

)︂
−

[︂ 𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑊

𝜕𝜙𝑖
𝜙𝑖 − 𝐿(𝜙,𝜙, 𝑡)

]︂}︂
𝑑𝑡 ≥ 0,

которое следует из неотрицательности подынтегрального выраже-
ния.

Теорема 2.2. В предположении, что функция 𝐿(𝑞, 𝑞, 𝑡) строго
выпукла по 𝑞, а краевая задача (2.87), (2.88) имеет единственное
решение ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑡0 < 𝑡1, система (2.87) будет иметь решение, удо-
влетворяющее условиям (2.90), тогда и только тогда, когда вы-
полняется требование

𝑉 [ 𝑞(𝑡) ] = min
𝑧(𝑡)∈𝐵

{︀
𝑉 [ 𝑧(𝑡) ]

}︀
= 0, (2.94)
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или эквивалентное условие минимакса

min
𝑧(𝑡)∈𝐵

max
𝑞(𝑡)∈𝐴

𝑡1w

𝑡0

{︀
𝐿[ 𝑧(𝑡), 𝑧(𝑡), 𝑡 ] − 𝐿[ 𝑞(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑡 ]

}︀
𝑑𝑡 = 0, (2.95)

где 𝐴 = 𝐴(𝑧0, 𝑧1, 𝑡0, 𝑡1).

Для доказательства необходимости считаем, что 𝑞(𝑡) ∈ 𝐵 — ре-
шение системы (2.87). Тогда в силу условий теоремы 𝑊 [ 𝑞(𝑡) ] =
= min𝑞(𝑡)∈𝐴 𝑊 [ 𝑞(𝑡) ], где 𝐴 = 𝐴[ 𝑞(𝑡0), 𝑞(𝑡1), 𝑡0, 𝑡1 ]. Отсюда сле-
дует, что 𝑉 [ 𝑞(𝑡) ] = 0. Поскольку 𝑉 [ 𝑧(𝑡) ] ≥ 0, то 𝑞(𝑡) ∈ 𝐵 будет
доставлять 𝑉 [ 𝑧(𝑡) ] абсолютный минимум (2.94).

При доказательстве достаточности полагаем, что 𝑞(𝑡) ∈ 𝐵 удо-
влетворяет условию (2.94). Тогда в силу выражения (2.91) функ-
ция 𝑞(𝑡) будет экстремалью, на которой функционал 𝑊 [ 𝑞(𝑡) ] на
множестве 𝐴[ 𝑞(𝑡0), 𝑞(𝑡1), 𝑡0, 𝑡1 ] достигает минимального значения.
Согласно принципу Гамильтона 𝑞(𝑡) ∈ 𝐵 будет являться решением
уравнений (2.87). Теорема 2.2 доказана.

Если воспользоваться функцией Вейерштрасса 𝐸(·), то тогда
функционал (2.91) представим в виде

𝑉 [ 𝑧(𝑡) ] =

𝑡1w

𝑡0

𝐸[ 𝑧, 𝑧, 𝜓(𝑧, 𝑡), 𝑡 ] 𝑑𝑡.

При 𝐵 = 𝐴(𝑎, 𝑏, 𝑡0, 𝑡1) написанный функционал совпадает с дей-
ствием по Гамильтону (2.89) с точностью до постоянной. Отме-
тим еще, что теорема 2.2 справедлива и для множеств 𝐵, в ко-
торых задаются дополнительные ограничения в форме неравенств
𝑔[ 𝑞(𝑡), 𝑞(𝑡) ] ≤ 0 или включений 𝑞(𝑡) ∈ 𝑃, где 𝑃 — некоторая 𝑛–
мерная область.

Для построения функционала 𝑉 [ 𝑧(𝑡) ] в общем случае надо
воспользоваться конструктивной схемой, приводящей к форме 𝑉
(2.91), если краевая задача (2.87), (2.88) имеет единственное реше-
ние. С этой целью рассмотрим совокупность многогранников 𝐺𝑀𝑠
для любой кривой 𝑧(𝑡) ∈ 𝐶1[ 𝑡0, 𝑡1 ], целого 𝑁 и конечного числа 𝑀 :

𝐺𝑀𝑠 =
{︀
𝑞, 𝑡 : | 𝑞𝑖 − 𝑧𝑖(𝜏𝑠) | ≤𝑀 (𝑡− 𝜏𝑠),
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𝜏0 = 𝑡0, 𝜏𝑁 = 𝑡1, 𝜏𝑠 − 𝜏𝑠−1 = (𝑡1 − 𝑡0)/𝑁
}︀

(2.96)

с вершинами в точках 𝐷𝑠

{︀
𝑧(𝜏𝑠), 𝜏𝑠

}︀
, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑠 = 1, 𝑁. При выборе

𝑀 ≥ 𝛾 = max ‖ 𝑧(𝑡) ‖, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ],

кривая 𝑧 = 𝑧(𝑡) ∈ 𝐺𝑀𝑠 , 𝑡 ∈ [ 𝜏𝑠−1, 𝜏𝑠 ], 𝑠 = 1, 𝑁.

Лемма 2.1. Пусть функция 𝐿(𝑞, 𝑞, 𝑡) строго выпукла по 𝑞.
Тогда ∀ 𝑧(𝑡) ∈ 𝐶1[ 𝑡0, 𝑡1] существуют числа 𝑀 ≥ 𝛾, 𝑀1 ≥ 𝑀
и целое число 𝑁0 = 𝑁0[ 𝑧(𝑡) ] такие, что ∀𝑁 ≥ 𝑁0 вершину
𝐷𝑠

{︀
𝑧(𝜏𝑠), 𝜏𝑠

}︀
каждого многогранника 𝐺𝑀𝑠 (2.96) можно соеди-

нить с любой его точкой 𝐹 ∈ 𝐺𝑀𝑠 единственным решением 𝑞𝑠(𝑡)
системы (2.87), удовлетворяющим ограничению ‖ ˙̃𝑞𝑠(𝑡) ‖ ≤𝑀1, где
𝑡 ∈ [ 𝜏𝑠−1, 𝜏𝑠 ]. Если точка 𝐹 лежит на кривой 𝑧 = 𝑧(𝑡), т.е.
𝐹 = { 𝑧(𝑡) }, 𝑡 ∈ [ 𝜏𝑠−1, 𝜏𝑠 ], то соответствующее решение 𝑞𝑠(𝑡)
системы (2.87) удовлетворяет условиям: 𝑞𝑠(𝑡) ∈ 𝐺𝑀𝑠 , ‖ ˙̃𝑞𝑠(𝑡) ‖ ≤
𝑀, 𝑡 ∈ [ 𝜏𝑠−1, 𝜏𝑠 ], 𝑠 = 1, 𝑁.

Доказательство леммы основано на применении принципа сжа-
тых отображений для системы нелинейных интегральных уравне-
ний 𝑞(𝑡) = 𝑅{ 𝑞(𝑡) }, в которую преобразуется краевая задача (2.87),
(2.88). При разрешении системы (2.87) относительно старших про-
изводных: 𝑞𝑖 = 𝑓𝑖(𝑞, 𝑞, 𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, оператор 𝑅{ 𝑞(𝑡) } будет иметь
вид

𝑅{ 𝑞(𝑡) } =
𝑞(𝜏) − 𝑎

𝜏 − 𝑡0
− 1

𝜏 − 𝑡0

𝜏w

𝑡0

𝑑𝜉

𝜉w

𝑡0

𝑓

[︂
𝑎+

𝜃w

𝑡0

𝑞(𝜇) 𝑑𝜇, 𝑞(𝜃), 𝜃

]︂
𝑑𝜃 +

+

𝑡w

𝑡0

𝑓

[︂
𝑎+

𝜃w

𝑡0

𝑞(𝜇) 𝑑𝜇, 𝑞(𝜃), 𝜃

]︂
𝑑𝜃.

Оператор 𝑅{ 𝑣(𝑡) } здесь удовлетворяет условию Липшица с кон-
стантой 𝛼 < 1 при достаточно малом 𝜏 в шаре 𝑇 : ‖ 𝑣(𝑡) ‖ ≤ 𝑀1,
𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝜏 ]. Надлежащий выбор𝑀1 гарантирует наличие 𝑣0 ∈ 𝑇, для
которой все точки последовательности 𝑣𝑘+1(·) = 𝑅{ 𝑣𝑘(·) }, 𝑘 = 0,
1, 2, ..., будут оставаться в 𝑇.

Далее, у многогранников 𝐺𝑀𝑠 , покрывающих кривую 𝑧 = 𝑧(𝑡),
существуют центральное с центром в 𝐷𝑠 поле функционала (4.89),
главная функция Гамильтона 𝑊𝑠[ 𝑞, 𝑧(𝜏𝑠), 𝑡, 𝜏𝑠 ] и min 𝑊 [ 𝑞(𝑡) ] при
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𝑞(𝑡) ∈ ∈ 𝐴𝑠, 𝐴𝑠 = 𝐴[ 𝑧(𝜏𝑠−1), 𝑧(𝜏𝑠), 𝜏𝑠−1, 𝜏𝑠 ]. Поэтому ∀ 𝑧(𝑡) ∈ 𝐶1

определен неотрицательный функционал

𝑉 [ 𝑧(𝑡) ] =
𝑁∑︁

𝑠=1

max
𝑞𝑠(𝑡)∈(𝐺𝑀

𝑠 , 𝐴𝑠)

𝜏𝑠w

𝜏𝑠−1

{︀
𝐿[ 𝑧(𝑡), 𝑧(𝑡), 𝑡 ]−

−𝐿[ 𝑞𝑠(𝑡), 𝑞𝑠(𝑡), 𝑡 ]
}︀
𝑑𝑡, (2.97)

где 𝐺𝑀𝑠 = 𝐺𝑀𝑠 (𝑧(𝑡)) строятся по 𝑧(𝑡) согласно формуле (2.96). Здесь
𝑞𝑠(𝑡) ∈ (𝐺𝑀𝑠 , 𝐴𝑠) означает принадлежность: 𝑞𝑠(𝑡) ∈ 𝐺𝑀𝑠 , 𝑞

𝑠(𝑡) ∈ 𝐴𝑠.

Пользуясь доказательством теоремы 2.2, леммой 2.1, можно
убедиться в справедливости следующего минимаксного принци-
па, дающего вариационное описание решений задачи (2.87), (2.90).
Это утверждение является аналогом теоремы 2.2 для функциона-
ла (2.97).

Теорема 2.3. Пусть функция Лагранжа 𝐿(𝑞, 𝑞, 𝑡) системы
(2.87) строго выпукла по 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛. Тогда решение 𝑞(𝑡) ∈ 𝐶1 си-
стемы (2.87), удовлетворяющее условиям (2.90), существует то-
гда и только тогда, когда выполнено условие минимакса

min
𝑧(𝑡)∈𝐵

max
𝑞𝑠(𝑡)∈

(︀
𝐺𝑀

𝑠 ,𝐴𝑠

)︀
{︂
𝐿[ 𝑧(𝑡), 𝑧(𝑡), 𝑡 ] 𝑑𝑡−

−
𝑁∑︁

𝑠=1

𝜏𝑠w

𝜏𝑠−1

𝐿[ 𝑞𝑠(𝑡), 𝑞𝑠(𝑡), 𝑡 ] 𝑑𝑡

}︂
= 0.

Итак, при наличии решений 𝑞(𝑡) системы (2.87) с условиями
(2.90) они могут быть заданы как решения, лежащие в пересече-
нии множества функций 𝐵 и множества нулей функционала 𝑉 :
𝑉 [ 𝑞(𝑡) ] = 0, 𝑞(𝑡) ∈ 𝐵.

Наконец, обратимся к задаче оптимального управления систе-
мой

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
− 𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
= 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, (2.98)
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где 𝐿 = 𝐿(𝑞, 𝑞, 𝑡), 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑈 — выпуклое компактное множество, 𝑢 =
= (𝑢𝑖)𝑖=1,𝑛 — вектор управлений, 𝑞(𝑡) ∈ 𝐵, с критерием качества

𝐽 [ 𝑞(𝑡), 𝑢(𝑡) ] = 𝐹1[ 𝑞(𝑡1), 𝑞(𝑡1), 𝑡1 ] +

𝑡1w

𝑡0

𝑓0[ 𝑞(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑡 ] 𝑑𝑡. (2.99)

Если записать уравнения (2.98) в форме уравнений (2.87), при-
бегая при этом к функции Лагранжа 𝐿1 = 𝐿 +

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑞𝑖𝑢𝑖, то то-

гда с помощью теоремы 2.3 задачу о минимуме критерия (2.99) на
движениях системы (2.98) можно свести к эквивалентной задаче
математического программирования

min
𝑞(𝑡)∈𝐵, 𝑢(𝑡)∈𝑈

𝐽 [ 𝑞(𝑡), 𝑢(𝑡) ], 𝑉 [ 𝑞(𝑡), 𝑢(𝑡) ] = 0. (2.100)

Укажем на то, что при решении задачи (2.100) нельзя поль-
зоваться методом множителей Лагранжа, поскольку допустимые
функции сообщают стационарное значение функционалу 𝑉, задаю-
щему ограничение. Чтобы справиться с этой трудностью, применим
метод штрафных функций.

Для простоты возьмем 𝐹1 = 0, 𝐵 = 𝐴 = 𝐴(𝑞0, 𝑞1, 𝑡0, 𝑡1). Так как
𝑉 [ 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡) ] ≥ 0, зададим штрафной функционал задачи (2.100) по
правилу

Ψ[ 𝑧(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜆 ] =

𝑡1w

𝑡0

Φ𝜆 [ 𝑧(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜆 ] 𝑑𝑡, (2.101)

где 𝜆 > 0 и

Φ𝜆 [ 𝑧(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜆 ] = 𝑓0[ 𝑧(𝑡), 𝑧(𝑡), 𝑡 ] +

+ 𝜆
{︀
𝐿1[ 𝑧(𝑡), 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡 ] − 𝐿1[ 𝑞(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡 ]

}︀
.

Теорема 2.4. Будем считать, что 𝐿(𝑞, 𝑞, 𝑡) строго выпукла
по 𝑞 и краевая задача (2.98), (2.88) имеет единственное решение
∀𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 и ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑡0 < 𝑡1. Пусть множество решений краевой
задачи (2.98) с условиями 𝑞(𝑡) ∈ 𝐴(𝑞0, 𝑞1, 𝑡0, 𝑡1), ∀𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ограни-
чено по норме пространства 𝐶1[ 𝑡0, 𝑡1 ] константой 𝑀. Тогда для
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достаточно больших 𝜆 > 0 найдется компактное в 𝐶1[ 𝑡0, 𝑡1 ] мно-
жество { 𝑧𝜆(𝑡), 𝑞𝜆(𝑡) } и слабо компактное множество {𝑢𝜆(𝑡) } ре-
шений { 𝑧𝜆(𝑡), 𝑞𝜆(𝑡), 𝑢𝜆(𝑡) } задачи

min
𝑢(𝑡)∈𝑈, 𝑧(𝑡)∈𝐴

max
𝑞(𝑡)∈𝐴

Ψ[ 𝑧(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜆 ] =

Ψ[ 𝑧𝜆(𝑡), 𝑞𝜆(𝑡), 𝑢𝜆(𝑡), 𝜆 ]. (2.102)

Пределом любой сходящейся подпоследовательности
{ 𝑧𝜆𝑠

(𝑡), 𝑢𝜆𝑠
(𝑡) } тогда при 𝜆𝑠 → ∞ будет решение { 𝑞(𝑡), 𝑢(𝑡) }

исходной задачи оптимального управления:

lim
𝜆→∞

Ψ[ 𝑧𝜆(𝑡), 𝑞𝜆(𝑡), 𝑢𝜆(𝑡), 𝜆 ] = 𝐽 [ 𝑞(𝑡), 𝑢(𝑡) ].

Замечания. 1. Отметим, что в задаче (2.102) необходимые усло-
вия приводят к условию минимума

min
𝑢(𝑡)∈𝑈

Φ𝜆 [ 𝑧𝜆(𝑡), 𝑞𝜆(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡 ] = Φ𝜆 [ 𝑧𝜆(𝑡), 𝑞𝜆(𝑡), 𝑢𝜆(𝑡), 𝑡 ]. (2.103)

Условие (2.103) при 𝜆 → ∞ преобразуется в необходимые усло-
вия принципа максимума Понтрягина [108], если сделать переход от
лагранжевых переменных (𝑧, 𝑞) к соответствующим каноническим
переменным (𝑧, 𝑞; 𝑦, 𝑝).

2. Для общего случая, когда 𝐿 = 𝐿0(𝑞, 𝑞, 𝑡) + 𝐿1(𝑞, 𝑢, 𝑡), в
штрафном функционале вида (2.101) надо использовать функци-
онал (2.97) и с помощью метода множителей учитывать условия
𝑞(𝑡) ∈ 𝐵.

Вопросы для самоконтроля.

1. В чем состоит минимаксный принцип механики?

2. Запишите условие минимакса.

3. Запишите штрафной функционал.

Глава 3
Вариационные задачи теории
оптимального управления

Задачи оптимального управления движением динамических си-
стем привлекают большое внимание специалистов. При их решении
пользуются как классическим аппаратом вариационного исчисле-
ния [4, 55, 60, 70, 71, 79, 87, 102, 104, 118, 127, 128, 140, 142, 145,
165, 168, 169, 174, 178], так и новейшими методами, включая прин-
цип максимума, методы функционального анализа и динамическо-
го программирования [10, 11, 13, 19, 39–42, 49, 50, 66, 69, 72, 107,
108, 116, 119, 125, 130, 131, 136, 137, 153, 166, 167, 179].

Особое место в теории оптимальных систем при использовании
вариационных методов занимают задачи вариационного исчисле-
ния для установления условий оптимальности и обнаружения экс-
тремальных режимов функционирования в динамических системах
и, в частности, в управляемых системах. Задачам вариационного
исчисления посвящена эта глава; здесь же акцентируется внима-
ние на общих вариационных проблемах теории управления [100–
102, 104] и на одной из важнейших вариационных задач — задаче
Майера–Больца и обсуждается ход ее решения [14, 87, 127, 128].

Задачи оптимизации при наличии ограничений на фазовые пе-
ременные и управления могут быть решены в рамках методов клас-
сического вариационного исчисления при их соответствующей мо-
дификации и обобщении, например, при использовании: преобра-
зования Гернет–Валентайна, позволяющего переходить от замкну-
тых к открытым областям, метода Красовского–Кирилловой заме-
ны ограничений на управление с последующим предельным перехо-
дом, метода интервалов Фельдбаума, модификаций Кротова в тео-
рии разрывных экстремалей, метода Лурье–Троицкого в решении
задачи Майера–Больца, а также некоторых других усовершенство-
ваний и обобщающих приемов.
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В § 3.1 изучаются вариационные задачи управления движе-
нием динамических систем при наличии ограничений на управ-
ления. Задача оптимального управления ставится как вариаци-
онная задача Больца. Вводятся слабые (бесконечно малые) и
сильные (конечные) вариации соответственно фазовых перемен-
ных и их скоростей. Сильным вариациям управлений отвечают
игольчатые вариации. Основное внимание в параграфе уделяется
выводу формулы для полной вариации условного функционала.
Для управляемых систем обосновываются условия непрерывности
Вейерштрасса–Эрдмана в угловых точках, а также необходимые
условия эксремума, включая условие трансверсальности, которые
при сильной вариации управлений приобретают форму принципа
максимума Понтрягина.

В § 3.2 помещена модельная задача, на которой проходят обкат-
ку вариационные методы решения задач оптимального управления,
представленные в § 3.1. А именно изучается достаточно полно за-
дача оптимального гашения колебаний спутника относительно его
центра масс. Вначале делается обоснование уравнения движения
спутника, вводятся ограничения по управлению, граничные усло-
вия и функционалы качества. Затем проводится исследование оп-
тимальных режимов управления с помощью анализа функции Га-
мильтона и делаются заключения о характере поведения энерге-
тически оптимальных и оптимальных по быстродействию фазовых
траекторий.

§ 3.3 содержит материал о вариационной задаче Майера–Больца
оптимизации процессов управления. Особенностью рассматривае-
мой задачи является наличие ограничений на управления в виде
равенств и нахождение необходимых условий стационарности ис-
ходного неинтегрального функционала качества. С учетом связей,
накладываемых на концы траекторий, когда конечный момент вре-
мени может быть нефиксированным, составляется полная вариация
вспомогательного условного функционала, равенство которой нулю
позволяет найти всю совокупность необходимых условий стацио-
нарности.

В § 3.4 рассматривается вариационная проблема Майера–
Больца в оптимизационной задаче управления с функционалом, со-
держащим как неинтегральную, так и интегральную части, с огра-
ничениями на управления в виде равенств и с концевыми усло-
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виями, где начальный и конечный моменты времени могут быть
нефиксированными. Устанавливаются: условие стационарности ис-
ходного функционала качества и необходимые условия его мини-
мума в форме Вейерштрасса, Клебша, Якоби.

3.1 О вариационных задачах управления движе-
нием

Этот параграф может рассматриваться как своего рода общедо-
ступное введение в теорию варьирования в расширенном «управ-
ляемом» пространстве допустимых кривых сравнения [102],откуда
сведения потребуются нам для изучения других вариационных за-
дач оптимизации движения.

3.1.1. Постановка вариационных задач управления дви-
жением. Пусть движение управляемой динамической (механиче-
ской) системы описывается векторным 𝑛–мерным уравнением

𝑥 = 𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝐹, 𝐹 ′
𝑥 ∈ 𝐶1, (3.1)

где 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) — фазовый вектор, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 =
1, 𝑛 — фазовые переменные (координаты, скорости), время 𝑡 ∈
[ 𝑡0, 𝑡1 ] ⊂ 𝑅, 𝑢 = (𝑢1, ..., 𝑢𝑟) — вектор управления, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂
𝑅𝑟, 𝑢𝑗 = 𝑢𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 𝑟 — управляющие функции из класса кусочно-
непрерывных функций с конечным числом точек разрыва и со зна-
чениями в 𝑟–мерном множестве допустимых управлений 𝑈 :

𝐶𝑗1 ≤ 𝑢𝑗 ≤ 𝐶𝑗2, 𝑗 = 1, 𝑟, (3.2)

где 𝐶𝑗1, 𝐶𝑗2 — некоторые постоянные (не исключен случай, когда
𝐶𝑗1 = −∞, 𝐶𝑗2 = ∞).

Предполагается, что разрывы управлений изолированы, либо
управления непрерывны справа. Такие управления будем называть
допустимыми. Кроме того, считается, что правые части уравнения
(3.1) при некотором выбранном управлении удовлетворяют усло-
вию существования и единственности решения задачи Коши в неко-
торой ограниченной области 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛 × 𝑅𝑟 × 𝑅. То есть любому
допустимому управлению для уравнения (3.1) отвечает единствен-
ная непрерывная интегральная траектория в расширенном фазо-
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вом пространстве 𝑅𝑛×𝑅 — с началом в точке 𝑥0𝑖 = 𝑥𝑖(𝑡0) и с концом
в точке 𝑥1𝑖 = 𝑥𝑖(𝑡1), 𝑖 = 1, 𝑛. Пару векторов (𝑥, 𝑢) будем называть
также управляемым процессом.

Отметим, что граничные значения фазовых переменных 𝑥0𝑖 , 𝑥
1
𝑖

и моментов времени 𝑡0, 𝑡1 могут быть связаны 𝑙 зависимостями:

𝐺𝑘(𝑥0𝑖 , 𝑥
1
𝑖 , 𝑡0, 𝑡1) = 0, 𝑘 = 1, 𝑙, (3.3)

𝐺𝑘 ∈ 𝐶1, rank

(︂
𝜕𝐺𝑘
𝜕𝑥0𝑖

,
𝜕𝐺𝑘
𝜕𝑥1𝑖

,
𝜕𝐺𝑘
𝜕𝑡0

,
𝜕𝐺𝑘
𝜕𝑡1

)︂
= 𝑙,

где 𝑙 ≤ 2𝑛 + 2. Непрерывную интегральную траекторию систе-
мы (3.1), удовлетворяющую условиям (3.2), (3.3), называют допу-
стимой траекторией.

Задача оптимизации движения системы (3.1) заключается в на-
хождении допустимых управлений как явных функций времени, а
также допустимых граничных значений 𝑥0𝑖 , 𝑥

1
𝑖 , 𝑡0, 𝑡1, 𝑖 = 1, 𝑛, при

которых функционал

𝐽 = 𝐺0(𝑥0, 𝑥1, 𝑡0, 𝑡1) +

𝑡1w

𝑡0

𝐹0(𝑥, 𝑢, 𝑡) 𝑑𝑡, 𝐹0, 𝐹
′
0𝑥, 𝐺0 ∈ 𝐶1, (3.4)

вычисленный при выбранных управлениях и граничных значени-
ях на соответствующей интегральной кривой уравнения (3.1), был
наименьшим в сравнении со значениями функционала на всех дру-
гих допустимых траекториях.

Обратимся теперь к понятию вариации. Вариацией переменной
величины называется разность значений этой величины на некото-
рой допустимой траектории (основной, опорной) и на какой-либо
допустимой близкой траектории, называемой траекторией сравне-
ния.

Дополнительные переменные — управления 𝑢𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 𝑟 — мо-
гут меняться скачками. Поэтому вариация управления в качестве
разности значения управления на опорной траектории и бесконеч-
но близкой (по 𝑥 и 𝑡) возможной траектории сравнения может быть
величиной конечной и достигать значения 𝐶𝑗2 − 𝐶𝑗1, 𝑗 = 1, 𝑟.

Векторное уравнение (3.1) можно рассматривать как векторное
𝑛–мерное уравнение связи, которое дает ограничения на производ-
ные от фазовых переменных: 𝑥(𝑡). На фазовые переменные 𝑥(𝑡) на-
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ложены лишь удерживающие ограничения (3.3) для начальных и
конечных значений. Из уравнения (3.1) следует, что на бесконечно
близких (по 𝑥 и 𝑡) допустимых траекториях из-за конечности вари-
аций управлений вариации 𝑥 могут быть конечными. Бесконечно
малые вариации называют также слабыми, а конечные вариации —
сильными.

При сильном варьировании управлений используют так называ-
емые игольчатые вариации. Их построение основано на следующей
конструкции. Возьмем произвольные 𝑡(𝜎) и 𝑣

(𝜎)
1 , ..., 𝑣

(𝜎)
𝑟 , 𝜎 = 1, 𝑁,

такие, что 𝑡0 < 𝑡(1) < ... < 𝑡(𝑁) < 𝑡1, 𝐶𝑗1 ≤ 𝑣
(𝜎)
𝑗 ≤ 𝐶𝑗2, 𝑗 = 1, 𝑟.

Выберем также достаточно малые числа ∆𝑡(𝜎) > 0, ∆𝑡0, ∆𝑡1 так,
чтобы не пересекались полуинтервалы 𝜏 (𝜎) =

[︀
𝑡(𝜎), 𝑡(𝜎) + ∆𝑡(𝜎)

)︀
и

𝜏0, 𝜏1, где

𝜏0 =

{︃
[ 𝑡0, 𝑡0 + ∆𝑡0), ∆𝑡0 > 0,

[ 𝑡0 + ∆𝑡0, 𝑡0), ∆𝑡0 < 0,
𝜏1 =

{︃
[ 𝑡1, 𝑡1 + ∆𝑡1), ∆𝑡1 > 0,

[ 𝑡1 + ∆𝑡1, 𝑡1), ∆𝑡1 < 0.

Пусть 𝑢(𝑡) — управление на основной (опорной) траектории, а
𝑢(𝑡) — управления сравнения такие, что

𝑢(𝑡) =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑢(𝑡0), 𝑡 ∈ 𝜏0,

𝑣(𝜎), 𝑡 ∈ 𝜏 (𝜎), 𝜎 = 1, 𝑁,

𝑢(𝑡), 𝑡 /∈ 𝜏0 ∪ 𝜏 (𝜎) ∪ 𝜏1,
𝑢(𝑡1), 𝑡 ∈ 𝜏1.

Игольчатой вариацией вектора управления ∆𝑢 называется раз-
ность: ∆𝑢 = 𝑢(𝑡+ ∆𝑡) − 𝑢(𝑡).

Укажем в связи с этим определением, что величины, взятые на
траектории сравнения, будем отмечать черточкой сверху. Разность
какой-либо величины на основной траектории и бесконечно близкой
к ней (по 𝑥 и 𝑡) траектории сравнения берем в качестве вариации
этой величины на основной траектории.

Далее, вариация величины, вычисленная для одного и того же
момента времени 𝑡 называется изохронной и обозначается 𝛿. Если
же при вычислении вариации рассматривается значение величины
на траектории сравнения в момент времени 𝑡+∆𝑡, то эту вариацию
называем полной и обозначаем ∆.
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3.1.2. Вариация функционала. С учетом наличия диффе-
ренциальных связей в виде уравнений движения (3.1) введем мно-
жители Лагранжа 𝜆𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, где 𝜆𝑖(𝑡) — неизвестные функции
времени, определяемые в процессе решения задачи оптимизации
при обеспечении уравнений связей (3.1).

В этом случае исходный функционал качества 𝐽 (3.4) равноси-
лен на допустимых траекториях условному (или вспомогательному)
функционалу

𝐽* = 𝐺0(𝑥0, 𝑥1, 𝑡0, 𝑡1) +

𝑡1w

𝑡0

𝐿(𝑥, 𝑥, 𝜆, 𝑢, 𝑡) 𝑑𝑡, (3.5)

где 𝐿 = 𝐹0 + 𝜆 (𝑥 − 𝐹 ), 𝜆 =
(︀
𝜆𝑖
)︀
𝑖=1,𝑛

, 𝐿 — функция Лагранжа.
При задании и учете граничных условий (3.3) целесообразно вве-
сти дополнительный набор лагранжевых множителей 𝜇𝑘, 𝑘 = 1, 𝑙,
и рассматривать вспомогательный функционал вида

𝐽** = 𝐺+

𝑡1w

𝑡0

𝐿𝑑𝑡, 𝐺 = 𝐺0 +
𝑙∑︁

𝑘=1

𝜇𝑘𝐺𝑘. (3.6)

Безусловная вариационная задача с функционалом (3.5) (или
(3.6)), обеспечивающим выполнение связей (3.1) ((3.1) и (3.3)), как
известно, обладает решением, удовлетворяющим условной вариаци-
онной задаче с функционалом (3.4) и связями (3.1) ((3.1) и (3.3)).

Для варьирования условного функционала 𝐽** будем предпола-
гать, что величины 𝛿𝑥, 𝛿𝜆,∆𝑡 и общие длительности участков ко-
нечных вариаций управлений 𝑢 и скоростей 𝑥 имеют одинаковый
порядок малости 𝜎. Взаимосвязь полных и изохронных вариаций
задается соотношениями

∆𝑥𝑖 = 𝑥𝑖(𝑡+ ∆𝑡) − 𝑥𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡+ ∆𝑡) − 𝑥𝑖(𝑡) + 𝛿𝑥𝑖,

∆𝑥𝑖 = 𝛿𝑥𝑖 + ˙̄𝑥𝑖 ∆𝑡, 𝑖 = 1, 𝑛. (3.7)

Слабая вариация некоторой функции выражается главной ли-
нейной частью ее приращения при варьировании аргументов этой
функции. В формуле (3.7) величину ˙̄𝑥𝑖 можно поменять на 𝑥𝑖, ес-
ли эти величины бесконечно мало разнятся между собой. Полезно
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также иметь в виду, что 𝛿𝑥𝑖 = ˙̄𝑥𝑖 − 𝑥𝑖 = 𝑑 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖)/𝑑𝑡 = 𝑑 (𝛿𝑥𝑖)/𝑑𝑡
и здесь конечное значение 𝛿𝑥𝑖 не противоречит тому, что величина
𝛿𝑥𝑖 имеет бесконечно малое значение.

Рассмотрим теперь задачу о нахождении полной вариации
функционала 𝐽**:

∆𝐽** = ∆𝑆 + ∆𝐺, 𝑆 =

𝑡1w

𝑡0

𝐿𝑑𝑡, (3.8)

где величина 𝑆 называется функционалом действия. Для опреде-
ления ∆𝑆 перейдем от функции Лагранжа 𝐿 к соответствующей
функции Гамильтона 𝐻 с помощью преобразования Лежандра:

𝐻(𝑥, 𝜆, 𝑢, 𝑡) =
𝜕𝐿

𝜕𝑥
𝑥− 𝐿, 𝐿 = 𝐿(𝑥, 𝑥, 𝜆, 𝑢, 𝑡). (3.9)

Используя определение функции 𝐿 и формулу (3.9), получим

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 𝜆, 𝐻 = 𝜆𝐹 − 𝐹0. (3.10)

Пусть ∆𝑆 = ∆1𝑆 + ∆2𝑆, где ∆1𝑆 — вариация функционала
действия, вызванная слабыми вариациями 𝑥, 𝜆, 𝑢 и 𝑡, а также сла-
быми и сильными вариациями 𝑥; ∆2𝑆 — вариация функционала
действия, вызванная сильными игольчатыми вариациями 𝑢.

На основании соотношений (3.8) – (3.10) можем написать

∆1𝑆 =

𝑡1+Δ𝑡1w

𝑡0+Δ𝑡0

𝜆 ˙̄𝑥 𝑑𝑡−
𝑡1w

𝑡0

𝜆𝑥 𝑑𝑡− ∆

𝑡1w

𝑡0

𝐻 𝑑𝑡 =

=

𝑡1w

𝑡0

(︀
𝜆 ˙̄𝑥− 𝜆𝑥

)︀
𝑑𝑡+ 𝜆 ˙̄𝑥

⃒⃒
𝑡1

∆𝑡1 − 𝜆 ˙̄𝑥
⃒⃒
𝑡0

∆𝑡0 −

−
𝑡1w

𝑡0

𝛿𝐻 𝑑𝑡−𝐻1 ∆𝑡1 +𝐻0 ∆𝑡0, (3.11)

где все равенства в (3.11) справедливы с точностью до бесконечно
малых, порядка малости выше первого.
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Пусть 𝜆 = 𝜆+ 𝛿𝜆. Тогда

𝑡1w

𝑡0

(︀
𝜆 ˙̄𝑥− 𝜆𝑥

)︀
𝑑𝑡 =

𝑡1w

𝑡0

𝜆
(︀

˙̄𝑥− 𝑥
)︀
𝑑𝑡+

𝑡1w

𝑡0

˙̄𝑥 𝛿𝜆 𝑑𝑡 = (3.12)

=

𝑡1w

𝑡0

𝜆
𝑑

𝑑𝑡
(𝛿𝑥) 𝑑𝑡+

𝑡1w

𝑡0

𝑥 𝛿𝜆 𝑑𝑡+ ... =

𝑡1w

𝑡0

(︀
−𝜆 𝛿𝑥+ 𝑥 𝛿𝜆

)︀
𝑑𝑡+ 𝜆 𝛿𝑥

⃒⃒𝑡1
𝑡0

+ ...,

где многоточием обозначены малые с порядком малости выше пер-
вого.

Воспользуемся тем, что для слабых вариаций управлений

𝛿𝐻(𝑥, 𝜆, 𝑢, 𝑡) =
𝜕𝐻

𝜕𝑥
𝛿𝑥+

𝜕𝐻

𝜕𝜆
𝛿𝜆+

𝜕𝐻

𝜕𝑢
𝛿𝑢. (3.13)

Учитывая равенства (3.12), (3.13) и соотношения (3.7), получим
для ∆1𝑆 (3.11):

∆1𝑆 = −
𝑡1w

𝑡0

[︂(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑥
+ 𝜆

)︂
𝛿𝑥+

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝜆
− 𝑥

)︂
𝛿𝜆+

𝜕𝐻

𝜕𝑢
𝛿𝑢

]︂
𝑑𝑡 +

+
(︀
𝜆∆𝑥−𝐻 ∆𝑡

)︀ ⃒⃒𝑡1
𝑡0
. (3.14)

С точностью до малых второго и выше порядков можем, поль-
зуясь формулами (3.8) – (3.10), написать равенство для ∆2𝑆:

∆2𝑆 =

𝑁∑︁

𝜎=1

𝑡(𝜎)+Δ𝑡(𝜎)w

𝑡(𝜎)

[︀
𝐻(𝑥, 𝜆, 𝑢, 𝑡) −𝐻(𝑥, 𝜆, 𝑣(𝜎), 𝑡)

]︀
𝑑𝑡. (3.15)

Пусть 𝑡* ∈ (𝑡0, 𝑡1) — произвольный момент времени, в том числе
и совпадающий с точкой разрыва управлений. Имеем для функци-
онала действия

𝑆 =

𝑡1w

𝑡0

𝐿𝑑𝑡 =

𝑡*w

𝑡0

𝐿𝑑𝑡+

𝑡1w

𝑡*

𝐿𝑑𝑡. (3.16)
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К каждому интегралу справа в равенстве (3.16) применим фор-
мулу вида (3.14):

∆1𝑆 = −
𝑡*w

𝑡0

[︂(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑥
+ 𝜆

)︂
𝛿𝑥+

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝜆
− 𝑥

)︂
𝛿𝜆+

𝜕𝐻

𝜕𝑢
𝛿𝑢

]︂
𝑑𝑡 +

+
(︀
𝜆∆𝑥−𝐻 ∆𝑡

)︀ ⃒⃒𝑡*−0

𝑡0
−

−
𝑡1w

𝑡*

[︂(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑥
+ 𝜆

)︂
𝛿𝑥+

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝜆
− 𝑥

)︂
𝛿𝜆+

𝜕𝐻

𝜕𝑢
𝛿𝑢

]︂
𝑑𝑡 +

+
(︀
𝜆∆𝑥−𝐻 ∆𝑡

)︀ ⃒⃒𝑡1
𝑡*+0

. (3.17)

Сравнивая выражения (3.14) и (3.17), найдем, что
(︀
𝜆∆𝑥−𝐻 ∆𝑡

)︀ ⃒⃒
𝑡*−0

−
(︀
𝜆∆𝑥−𝐻 ∆𝑡

)︀ ⃒⃒
𝑡*+0

= 0. (3.18)

Из непрерывности основной траектории и траектории сравнения
устанавливаем

∆𝑥
⃒⃒
𝑡*−0

= ∆𝑥
⃒⃒
𝑡*+0

= ∆𝑥, ∆𝑡
⃒⃒
𝑡*−0

= ∆𝑡
⃒⃒
𝑡*+0

= ∆𝑡*.

В силу независимости вариаций ∆𝑥𝑖 и ∆𝑡* из равенства (3.18)
следует, что

Λ𝑖
⃒⃒
𝑡*−0

= 𝜆𝑖
⃒⃒
𝑡*+0

, 𝐻
⃒⃒
𝑡*−0

= 𝐻
⃒⃒
𝑡*+0

, 𝑖 = 1, 𝑛. (3.19)

Написанные условия называются условиями Вейерштрасса–
Эрдмана. Условия (3.19) иначе называются условиями непрерыв-
ности, так как указывают на непрерывность лагранжевых множи-
телей и гамильтониана на основной траектории, в том числе и в
угловых точках, где скорости 𝑥 терпят разрыв.

Из этих условий также вытекает непрерывность подинтеграль-
ного выражения в формуле (3.15), которую можно после выделения
линейной части записать в виде

∆2𝑆 =
𝑁∑︁

𝜎=1

[︀
𝐻(𝑥, 𝜆, 𝑢, 𝑡) −𝐻(𝑥, 𝜆, 𝑣(𝜎), 𝑡

]︀
𝑡=𝑡(𝜎) ∆𝑡(𝜎), (3.20)
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где 𝑥 =
(︀
𝑥𝑖(𝑡

(𝜎))
)︀
, 𝜆 =

(︀
𝜆𝑖(𝑡

(𝜎))
)︀
, 𝑖 = 1, 𝑛 — значения фазовых пере-

менных и множителей Лагранжа на основной траектории.
Теперь можем привести окончательную формулу полной вари-

ации условного функционала 𝐽**, где ∆𝑆 = ∆1𝑆 + ∆2𝑆. Имеем

∆𝐽** = −
𝑡1w

𝑡0

[︂(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑥
+ 𝜆

)︂
𝛿𝑥+

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝜆
− 𝑥

)︂
𝛿𝜆+

𝜕𝐻

𝜕𝑢
𝛿𝑢

]︂
𝑑𝑡 +

+
𝑁∑︁

𝜎=1

[︀
𝐻(𝑥, 𝜆, 𝑢, 𝑡) −𝐻(𝑥, 𝜆, 𝑣(𝜎), 𝑡)

]︀
𝑡=𝑡(𝜎) ∆𝑡(𝜎) +

+ ∆𝐺+
(︀
𝜆∆𝑥−𝐻 ∆𝑡

)︀ ⃒⃒𝑡1
𝑡0
. (3.21)

3.1.3. Необходимые условия сильного экстремума. Гово-
рят, что на опорной траектории достигается сильный по 𝑥 относи-
тельный (локальный) минимум, если на этой траектории значение
функционала не превосходит значения функционала на любой до-
пустимой траектории при слабых и сильных изолированных вари-
ациях 𝑥𝑖 и при слабых вариациях 𝑥𝑖, 𝑢𝑗 , 𝑡, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 1, 𝑟.

В случае, если на опорной траектории достигается локальный
минимум, то имеем ∆𝐽** ≥ 0. Пусть на допустимых траекториях
сравнения управления выбраны оптимальными и 𝑢 = 𝑢, 𝛿𝑢 = 0. То-
гда для наличия экстремума необходимо выполнение условия ста-
ционарности ∆𝐽** = 0.

Исходя из формулы (3.21) при соответствующей независимости
вариаций получим с учетом равенств (3.10) необходимые условия
стационарности в виде:

уравнений Эйлера–Лагранжа:

𝜆𝑖 = − 𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑖
=
𝜕𝐹0

𝜕𝑥𝑖
−

𝑛∑︁

𝑠=1

𝜆𝑠
𝜕𝐹𝑠
𝜕𝑥𝑖

; (3.22)

уравнений движения (3.1), представленных как

𝑥𝑖 =
𝜕𝐻

𝜕𝜆𝑖
= 𝐹𝑖; (3.23)
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и общих условий трансверсальности:

∆𝐺+
(︀
𝜆∆𝑥−𝐻 ∆𝑡

)︀ ⃒⃒𝑡1
𝑡0

= 0. (3.24)

После подстановки в соотношение (3.24) выражения

∆𝐺 =
𝜕𝐺

𝜕𝑥0
∆𝑥0 +

𝜕𝐺

𝜕𝑥1
∆𝑥1 +

𝜕𝐺

𝜕𝑡0
∆𝑡0 +

𝜕𝐺

𝜕𝑡1
∆𝑡1

получим 2𝑛+ 2 условий трансверсальности в развернутом виде

𝜕𝐺

𝜕𝑥0𝑖
− 𝜆0𝑖 = 0,

𝜕𝐺

𝜕𝑥1𝑖
+ 𝜆1𝑖 = 0,

𝜕𝐺

𝜕𝑡0
+𝐻0 = 0,

𝜕𝐺

𝜕𝑡1
−𝐻1 = 0,

где 𝑥0𝑖 = 𝑥𝑖(𝑡0), 𝜆0𝑖 = 𝜆𝑖(𝑡0), 𝑥1𝑖 = 𝑥𝑖(𝑡1), 𝜆1𝑖 = 𝜆𝑖(𝑡1), 𝐻0 =
𝐻

⃒⃒
𝑡0
, 𝐻1 = = 𝐻

⃒⃒
𝑡1
, которые следует решать совместно с гранич-

ными условиями (3.3).

Полагая, что управления имеют слабые вариации, найдем из
формулы полной вариации условного функционала (3.21) необхо-
димое условие минимума

−
𝑡1w

𝑡0

𝜕𝐻

𝜕𝑢
𝛿𝑢 𝑑𝑡 ≥ 0.

Для внутренних значений 𝑢𝑗 ∈ (𝐶𝑗1, 𝐶𝑗2), 𝑗 = 1, 𝑟, при изолиро-
ванных разрывах, когда 𝛿𝑢𝑗 ̸= 0 и подинтегральное выражение не
меняет знак, должно выполняться условие стационарности по 𝑢𝑗 :

𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑗
= 0, 𝑢𝑗 ∈ (𝐶𝑗1, 𝐶𝑗2), 𝑗 = 1, 𝑟. (3.25)

Кроме того, считая, что 𝛿𝑢𝑗 ≥ 0 при 𝑢𝑗 = 𝐶𝑗1 и 𝛿𝑢𝑗 ≤ 0 при
𝑢𝑗 = 𝐶𝑗2, получим следующие неравенства:

𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑗

⃒⃒
⃒⃒
𝑢𝑗=𝐶𝑗1

≤ 0,
𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑗

⃒⃒
⃒⃒
𝑢𝑗=𝐶𝑗2

≥ 0. (3.26)
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3.1.4. Некоторые замечания. Выскажем ряд замечаний и со-
ображений (подробности см. в работе [102]) в связи с обсуждением
вопроса о необходимых условиях экстремума.

Из курса вариационного исчисления известно, что для случая
сильного по 𝑥 и слабого по 𝑥 и 𝑡 относительного минимума функ-
ционала действия, когда лагранжиан 𝐿(𝑥, 𝑥, 𝑡) нелинейно зависит
от 𝑥, необходимо наличие условия Вейерштрасса. С этой целью
вводят в рассмотрение функцию 𝐿(𝑥, 𝜉, 𝑡), полученную из функции
Лагранжа 𝐿(𝑥, 𝑥, 𝑡) при замене 𝑥 на 𝜉. Разлагая в ряд, найдем

𝐿(𝑥, 𝜉, 𝑡) = 𝐿(𝑥, 𝑥, 𝑡) +
𝜕𝐿

𝜕𝑥

(︀
𝜉 − 𝑥

)︀
+ 𝛼

(︀
| 𝜉 − 𝑥 |

)︀
,

где через 𝛼(·) обозначена совокупность бесконечно малых порядка
малости выше первого относительно | 𝜉 − 𝑥 |. Затем составляется
функция Вейерштрасса:

𝐸 = 𝐿(𝑥, 𝜉, 𝑡) − 𝐿(𝑥, 𝑥, 𝑡) − 𝜕𝐿

𝜕𝑥

(︀
𝜉 − 𝑥

)︀
,

и условие Вейерштрасса имеет вид: 𝐸 ≥ 0.

В исследуемой вариационной задаче механики управляемого
движения в согласии с формулами (3.9), (3.10), когда функция
Лагранжа 𝐿 линейно зависит от 𝑥, имеем

𝐿 = 𝐹0(𝑥, 𝑢, 𝑡) + 𝜆
[︀
𝑥− 𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑡)

]︀
,

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 𝜆,

и, следовательно,

𝐸 = 𝐹0 + 𝜆 (𝜉 − 𝐹 ) − 𝐹0 − 𝜆 (𝑥− 𝐹 ) − 𝜆 (𝜉 − 𝑥) ≡ 0,

т.е. условие Вейерштрасса выполняется.

Легко обнаружить, что система уравнений (3.22), (3.23) состав-
ляет каноническую систему с функцией Гамильтона 𝐻, координа-
тами 𝑥𝑖 и импульсами 𝜆𝑖. Отличие этой системы от обычной кано-
нической системы динамики заключается в линейной зависимости
𝐻 от 𝜆𝑖 и присутствии дополнительных переменных 𝑢𝑗 как неиз-
вестных функций 𝑡.
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На участках, которые не содержат угловых точек с разрывами
управлений, имеем

𝑑𝐻

𝑑𝑡
=
𝜕𝐻

𝜕𝑡
+
𝜕𝐻

𝜕𝑥
𝑥+

𝜕𝐻

𝜕𝜆
𝜆+

𝜕𝐻

𝜕𝑢
𝑢 =

𝜕𝐻

𝜕𝑡
, (3.27)

где 𝐻 = 𝐻(𝑥, 𝜆, 𝑢, 𝑡) и равенство (3.27) достигается на основании
соотношений (3.22), (3.23), (3.25).

Отсюда с учетом формулы (3.10) для любого участка экстрема-
ли, удовлетворяющей необходимым условиям экстремума, имеем

𝐻 = ℎ+

𝑡w

𝑡0

(︂
− 𝜕𝐹0

𝜕𝑡
+ 𝜆

𝜕𝐹

𝜕𝑡

)︂
𝑑𝑡, ℎ = const, (3.28)

где постоянная ℎ принимает одинаковое значение на всей экс-
тремали в силу непрерывности 𝐻 в угловых точках по условиям
Вейерштрасса–Эрдмана. Если 𝐹0, 𝐹 явно от 𝑡 не зависят, то из ра-
венства (3.28) следует 𝐻 = ℎ.

При 𝜕𝐹0/𝜕𝑥𝑖 = 0 уравнения (3.22) и (3.23) принимают вид

𝜆 = −
(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑥

)︂*
𝜆, 𝑥 = 𝐹,

т.е. в этом случае система уравнений (3.22) сопряжена с системой
(3.23) и вектор 𝜆(𝑡) является вектором сопряженных переменных.

Кроме того, функции 𝐿 и 𝐻 в силу преобразования Лежанд-
ра являются сопряженными характеристическими функциями, по-
скольку на основании соотношений (3.9), (3.10), (3.23) можем на-
писать

𝐿 =
𝜕𝐻

𝜕𝜆
𝜆−𝐻 = 𝐹0.

Если теперь ввести новую переменную 𝑥0, определяемую урав-
нением 𝑥0 = 𝐹0(𝑥𝑖, 𝑢𝑗 , 𝑡), 𝑥, 𝐹 ∈ 𝑅𝑛+1, и дополнительный лагран-
жев множитель 𝜆0 = −1, то тогда 𝐻 = 𝜆0𝐹0 +

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜆𝑖𝐹𝑖 = 𝜆𝐹, 𝜆 ∈

𝑅𝑛+1. Имеем также дополнительное уравнение Эйлера–Лагранжа
по 𝜆0 : 𝜆0 = −𝜕𝐻/𝜕𝑥0 = 0. При таком подходе вариационная за-
дача Больца с функционалом вида (3.4) заменяется вариационной
задачей Майера с неинтегральным функционалом 𝐽 = 𝑥10−𝑥00 +𝐺0.
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Иногда бывает предпочтительно в отдельных задачах миними-
зировать функционал 𝐽* (3.5) непосредственно, без введения мно-
жителей 𝜇𝑘, 𝑘 = 1, 𝑙. В этом случае общее условие трансверсально-
сти будет иметь вид (ср. с условием (3.24)):

∆𝐺0 +
(︀
𝜆∆𝑥−𝐻 ∆𝑡

)︀ ⃒⃒𝑡1
𝑡0

= 0. (3.29)

Для задачи оптимального быстродействия можно взять 𝐹0 =
0, 𝐺0 = = 𝑡1− 𝑡0 и решать вариационную задачу Майера. При этом
условие трансверсальности (3.29) запишется как

[︀
𝜆∆𝑥+ (1 −𝐻) ∆𝑡

]︀𝑡1
𝑡0

= 0, 𝐻 = 𝜆𝐹 =

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖𝐹𝑖. (3.30)

При заданных 𝑥0, 𝑥1, 𝑡0 имеем ∆𝑥0 = 0, ∆𝑥1 = 0, ∆𝑡0 = 0. Так
как ∆𝑡1 > 0, то из равенства (3.30) получим 𝐻1 = 𝜆𝐹

⃒⃒
𝑡1

= 1.

Если 𝜕𝐹/𝜕𝑡 = 0, то найдем первый интеграл системы уравнений
движения и уравнений Эйлера–Лагранжа, а именно

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜆𝑖𝐹𝑖 =

ℎ = const.

Если в указанной задаче оптимального быстродействия поло-
жить 𝐹0 = 1, 𝐺0 = 0, то придем к вариационной задаче с чисто
интегральным функционалом, называемой вариационной задачей
Лагранжа. В этом случае общее условие трансверсальности приоб-
ретает вид

(︀
𝜆∆𝑥−𝐻 ∆𝑡

)︀ ⃒⃒𝑡1
𝑡0

= 0, 𝐻 = − 1 + 𝜆𝐹.

Имеем также 𝐻1 = − 1 + 𝜆𝐹
⃒⃒
𝑡1

= − 1 + 1 = 0. Для стационар-
ной задачи, когда 𝜕𝐹/𝜕𝑡 = 0, получим тот же интеграл системы
уравнений движения и уравнений Эйлера–Лагранжа.

Заметим еще, что если функция Гамильтона 𝐻 линейна по
управлениям 𝑢𝑗 , то функция 𝜕𝐻/𝜕𝑢𝑗 будет непрерывной функцией
времени. Из формул (3.25), (3.26) следует, что в моменты времени,
когда 𝑢𝑗 изменяется (точки переключения управлений), выполня-
ются равенства: 𝜕𝐻/𝜕𝑢𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 𝑟.

3.1.5. Условие экстремальности при сильной вариации
управления. Обратимся к формуле полной вариации функцио-
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нала ∆𝐽** (3.21). Для ненулевой игольчатой вариации с верхним
индексом 𝜎 и нулевых значениях других вариаций из нее получим

𝐻
(︀
𝑥, 𝜆, 𝑢, 𝑡(𝜎)

)︀
−𝐻

(︀
𝑥, 𝜆, 𝑣(𝜎), 𝑡(𝜎)

)︀
≥ 0, (3.31)

где 𝑣(𝜎) ∈ 𝑈, 𝑥 = 𝑥
(︀
𝑡(𝜎)

)︀
, 𝜆 = 𝜆

(︀
𝑡(𝜎)

)︀
, 𝑢 = 𝑢

(︀
𝑡(𝜎)

)︀
— соответствую-

щие значения на оптимальной траектории.
Необходимое условие (3.31) вместе с уравнением (3.22) относи-

тельно 𝜆 назывется принципом максимума Понтрягина, поскольку
оно равносильно при выбранном ограниченном множестве допусти-
мых управлений 𝑈, удовлетворяющих неравенству (3.2), следующе-
му соотношению:

𝐻(𝑥, 𝜆, 𝑢, 𝑡) = max
𝑢∈𝑈

𝐻(𝑥, 𝜆, 𝑢, 𝑡). (3.32)

В формуле (3.32) максимум функции 𝐻 берется по управлени-
ям, а значения переменных 𝑥 и 𝜆 слева и справа, взятые в мо-
мент времени 𝑡 на оптимальной траектории, одинаковые. Из прин-
ципа максимума (3.32) следуют условия (3.25), (3.26). Итог: условия
(3.22) – (3.26), (3.29), (3.32) представляют собой необходимые усло-
вия сильного по 𝑢, 𝑥 относительного минимума функционала (3.4)
при наличии ограничений (3.1) – (3.3).

Пусть функция 𝐻 линейна по 𝑢𝑗 , где 𝑢𝑗 ∈ 𝑈 (3.2), т.е. имеем
уравнение прямой в плоскости (𝑢𝑗 , 𝐻): 𝐻 = 𝐻1𝑢𝑗 +𝐻2, где 𝐻1, 𝐻2

не зависят от 𝑢𝑗 . При 𝜕𝐻/𝜕𝑢𝑗 = 𝐻1 > 0 прямая имеет острый угол
наклона с осью 𝑢𝑗 ; на отрезке 𝑢𝑗 ∈ [𝐶𝑗1, 𝐶𝑗2 ] функция 𝐻 растет
и max 𝐻 достигается, когда 𝑢𝑗 = 𝐶𝑗2. И наоборот, при 𝜕𝐻/𝜕𝑢𝑗 =
𝐻1 << 0 угол наклона прямой с осью 𝑢𝑗 тупой, функция𝐻 убывает
и max 𝐻 достигается при 𝑢𝑗 = 𝐶𝑗1.

В точках переключения управлений и при 𝑢𝑗 ∈ (𝐶𝑗1, 𝐶𝑗2) имеем
𝜕𝐻/𝜕𝑢𝑗 = 0, поэтому, если это уравнение выполняется только в
изолированных точках, то участков с 𝑢𝑗 ∈ (𝐶𝑗1, 𝐶𝑗2) не будет. В
этом случае оптимальный режим осуществляется при чередовании
граничных управлений 𝑢𝑗 = 𝐶𝑗1 и 𝑢𝑗 = 𝐶𝑗2, 𝑗 = 1, 𝑟.

Вопросы для самоконтроля.

1. Сформулируйте постановку вариационной задачи управления
движением.
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2. Какие вариации называются слабыми, сильными, игольчаты-
ми?

3. Что такое траектория сравнения?

4. Что из себя представляет полная вариация функционала?

5. Как выглядят преобразования Лежандра?

6. Запишите условия Вейерштрасса-Эрдмана.

7. Запишите функцию Вейерштрасса.

3.2 Оптимальное гашение колебаний

Рассмотрим задачу оптимального демпфирования колебаний
спутника относительно центра масс, пользуясь результатами рабо-
ты [102] на основе материала предыдущего параграфа.

Пусть имеется две системы координат с началом в центре масс
𝐶 спутника, находящегося на круговой орбите. Первая: орбиталь-
ная (𝐶, 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) с ортами 𝑖0, 𝑗0, 𝑘0, где ось 𝐶𝑧0 направлена вдоль
радиуса-вектора центра масс 𝑟𝑐, ось 𝐶𝑥0 — в сторону движения
центра масс в плоскости орбиты ортогонально 𝐶𝑧0, ось 𝐶𝑦0 орто-
гональна плоскости орбиты; вторая: (𝐶, 𝑥, 𝑦, 𝑧) — жестко связанная
со спутником система координат главных центральных осей инер-
ции с ортами 𝑖, 𝑗, 𝑘 и моментами инерции 𝐼𝑥, 𝐼𝑦, 𝐼𝑧. Напоминаем,
что векторные величины нигде не выделяются, а определяются из
контекста задачи.

Обозначим через 𝜅2 произведение гравитационной постоянной
на массу планеты. Тогда выражение для момента 𝑀 гравитаци-
онных сил относительно точки 𝐶 запишется в виде интеграла по
массе 𝑚 спутника

𝑀 = −𝜅2
w

𝑚

(︀
(𝑟 − 𝑟𝑐) × 𝑟

)︀
/| 𝑟 |3 𝑑𝑚,

где | 𝑟 | — модуль вектора 𝑟, 𝑟 — радиус-вектор элемента массы 𝑑𝑚.
Имеем

𝑟 − 𝑟𝑐 = 𝑥𝑖+ 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘, 𝑟𝑐 = | 𝑟𝑐 | 𝑘0, 𝑘0 = 𝑎13𝑖+ 𝑎23𝑗 + 𝑎33𝑘.
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Отсюда получим

(𝑟 − 𝑟𝑐) × 𝑟 = (𝑟 − 𝑟𝑐) × 𝑟𝑐 = | 𝑟𝑐 |
[︀ (︀
𝑦𝑎33 − 𝑧𝑎23

)︀
𝑖+

(︀
𝑧𝑎13 − 𝑥𝑎33

)︀
𝑗 +

+
(︀
𝑥𝑎23 − 𝑦𝑎13

)︀
𝑘
]︀
,

| 𝑟 |2 = | 𝑟𝑐 |2 + 2 | 𝑟𝑐 |
(︀
𝑥𝑎13 + 𝑦𝑎23 + 𝑧𝑎33

)︀
+ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2,

1

| 𝑟 |3 =
1

| 𝑟𝑐 |3
[︂

1 + 2

(︂
𝑥

|𝑟𝑐 |
𝑎13 +

𝑦

| 𝑟𝑐 |
𝑎23 +

𝑧

| 𝑟𝑐 |
𝑎33

)︂
+

+

(︂
𝑥

| 𝑟𝑐 |

)︂2

+

(︂
𝑦

| 𝑟𝑐 |

)︂2

+

(︂
𝑧

| 𝑟𝑐 |

)︂2 ]︂−3/2

+

=
1

| 𝑟𝑐 |3
[︂

1 − 3

| 𝑟𝑐 |
(︀
𝑥𝑎13 + 𝑦𝑎23 + 𝑧𝑎33

)︀
+ 𝛼

(︂
𝑙

| 𝑟𝑐 |

)︂]︂
,

где 𝑙 — наибольший линейный размер спутника, 𝛼 (𝛽) — величины
бесконечно малые относительно 𝛽. Угловая скорость орбитального
движения центра масс 𝐶 для кругового спутника равна 𝜅/| 𝑟𝑐 |3/2 =
= 𝜔0 = const.

При совпадении центра подвижной системы координат
(𝐶, 𝑥, 𝑦, 𝑧) с центром масс спутника имеем нулевые статические
моменты:

r
𝑚
𝑥 𝑑𝑚 =

r
𝑚
𝑦 𝑑𝑚 =

r
𝑚
𝑧 𝑑𝑚 = 0. При равенстве нулю

центробежных моментов:
r
𝑚
𝑥𝑦 𝑑𝑚 =

r
𝑚
𝑥𝑧 𝑑𝑚 =

r
𝑚
𝑦𝑧 𝑑𝑚 = 0

с точностью до членов 𝛼
(︀
𝑥2𝑚𝑙2/| 𝑟𝑐 |3

)︀
получим следующее

выражение для 𝑀𝑥 = pr𝐶𝑥𝑀 :

𝑀𝑥 =
3𝜅2

| 𝑟𝑐 |2
w

𝑚

(︀
𝑦𝑎33 − 𝑧𝑎23

)︀(︂ 𝑥

| 𝑟𝑐 |
𝑎13 +

𝑦

| 𝑟𝑐 |
𝑎23 +

𝑧

| 𝑟𝑐 |
𝑎33

)︂
𝑑𝑚 =

=
3𝜅2

| 𝑟𝑐 |3
w

𝑚

(︀
𝑦2 − 𝑧2

)︀
𝑎23𝑎33 𝑑𝑚 = 3𝜔2

0

(︀
𝐼𝑧 − 𝐼𝑦

)︀
𝑎23𝑎33. (3.33)

Остальные проекции 𝑀𝑦,𝑀𝑧 получим из формулы (3.33), пере-
мещая индексы по правилу: 𝑥→ 𝑦 → 𝑧 → 𝑥, 𝑎13 → 𝑎23 → 𝑎33 → 𝑎13.

В дальнейшем ограничимся изучением колебаний спутника в
плоскости его орбиты; при этом полагаем для осей: 𝐶𝑦0 = 𝐶𝑦.
Движение спутника относительно точки 𝐶 имеет одну степень сво-
боды. За обобщенную координату возьмем угол 𝜃 = ( ̂𝐶𝑥0, 𝐶𝑥) =
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( ̂𝐶𝑧0, 𝐶𝑧). Спутник вращается относительно 𝐶𝑦0 — оси, которая
движется поступательно и проходит через центр масс 𝐶. Относи-
тельно этой оси имеем закон изменения момента количества дви-
жения: 𝐼𝑦𝜃 = 𝑀𝑦.

С другой стороны, пользуясь формулой (3.33) при перемещении
индексов, получим

𝑀𝑦 = 3𝜔2
0

(︀
𝐼𝑥 − 𝐼𝑧

)︀
𝑎33𝑎13. (3.34)

Для нашего случая 𝑎13 = cos(𝑧𝑜, 𝑥) = − sin 𝜃, 𝑎33 = cos(𝑧0, 𝑧) =
cos 𝜃. В результате получим уравнение вращательного движения
спутника относительно оси 𝑦 под действием момента 𝑀𝑦 (3.34):

𝐼𝑦𝜃 + 3𝜔2
0

(︀
𝐼𝑥 − 𝐼𝑧

)︀
sin 𝜃 cos 𝜃 = 0.

Считая 𝐼𝑥 > 𝐼𝑧, что равносильно вытянутости спутника вдоль
оси 𝐶𝑧, в обозначении 𝜔2 = 3𝜔2

0

(︀
𝐼𝑥 − 𝐼𝑧

)︀
/𝐼𝑦 > 0, последнее уравне-

ние можно представить в виде

𝜃 + 𝜔2 sin 𝜃 cos 𝜃 = 0. (3.35)

Если в уравнении (3.35) положить 2𝜃 = 𝜙, то получим уравне-
ние аналогичное уравнению колебаний математического маятника
𝜙 + 𝑘2 sin𝜙 = 0 относительно угла 𝜙 отклонения нити подвеса от
вертикали, где 𝑘2 = 𝑔/𝑙, 𝑔 — ускорение свободного падения, 𝑙 —
длина нити. Имеем здесь незатухающие колебания относительно
положения равновесия 𝜙 = 0.

Отметим, что при эксплуатации спутника часто требуется ори-
ентировать его в орбитальной системе координат с возможно мень-
шими значениями угла 𝜃. Отделяясь от носителя в процессе запус-
ка, спутник получает значительное вращение с угловой скоростью
порядка 100𝜔0. Система предварительного успокоения с реактив-
ными двигателями переводит спутник в режим малых колебаний
по 𝜃.

Затем гашение колебаний происходит за счет работы микродви-
гателей, у которых запас энергии, время функционирования и чис-
ло включений ограничены. Два микродвигателя создают силовой
момент в положительном направлении оси 𝑦, два других — в от-
рицательном. Пусть 𝑢1, 𝑢2 — отношения этих моментов к моменту
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инерции 𝐼𝑦 спутника. Можем в этом случае уравнение (3.35) для
малых управляемых колебаний спутника в плоскости орбиты запи-
сать как

𝑥+ 𝜔2𝑥 = 𝑢1 − 𝑢2, (3.36)

где 𝜔2 = const, поскольку расход массы для работы микродвигате-
лей по сравнению с массой спутника есть величина пренебрежимо
малая.

Для постановки задачи оптимального демпфирования колеба-
ний системы (3.36) введем ограничение по мощности для однотип-
ных микрореактивных двигателей вида

0 ≤ 𝑢1 ≤ 𝐶𝑢, 0 ≤ 𝑢2 ≤ 𝐶𝑢, 𝐶𝑢 = const > 0. (3.37)

Зададим еще граничные условия

𝑥0 = 𝑥(𝑡0), 𝑥0 = 𝑥(𝑡0), 𝑥1 = 𝑥(𝑡1) = 0, 𝑥1 = 𝑥(𝑡1) = 0, (3.38)

полагая, что величины 𝑥0, 𝑥0, 𝑡0 заданы.
Отметим, что система (3.36), (3.37) вполне управляема в смысле

существования кусочно-непрерывного управления 𝑢 ∈ 𝑈, перево-
дящего ее из заданного начального в нулевое конечное состояние,
поскольку для данной линейной системы выполняется условие Кал-
мана: rank

[︀
𝐵, 𝐴𝐵, ..., 𝐴𝑛−1𝐵

]︀
= 𝑛, где 𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈

𝑅𝑟. В самом деле, пусть

𝑥1 = 𝑥2, 𝑥2 = −𝜔2𝑥1 + 𝑢1 − 𝑢2, 𝑛 = 2. (3.39)

Тогда

𝐴 =

(︂
0 1

−𝜔2 0

)︂
, 𝐵 =

(︂
0 0
1 −1

)︂
, 𝐴𝐵 =

(︂
1 −1
0 0

)︂
,

rank
[︀
𝐵, 𝐴𝐵

]︀
= rank

(︂
0 0 1 −1
1 −1 0 0

)︂
= 2.

Организация закона оптимального управления производится в
соответствии с обеспечением некоторого критерия качества работы
управляемой системы. Например, возможно рассмотрение миними-
зируемых функционалов качества следующего вида:
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1) энергетического функционала

𝐽1 =

𝑡1w

𝑡0

(𝑢1 + 𝑢2) 𝑑𝑡; (3.40)

2) функционала быстродействия

𝐽2 =

𝑡1w

𝑡0

𝑑𝑡 = 𝑡1 − 𝑡0. (3.41)

Выясним, что характеризует критерий качества (3.40) в опти-
мальной задаче демпфирования колебаний системы (3.36) – (3.38)
с одной степенью свободы. Пусть реактивная тяга микродвигателя
равна 𝜅𝑢𝑟, где 𝜅 — расход массы топлива в единицу времени, 𝑢𝑟 —
постоянная относительная скорость истечения частиц топлива из
двигательной установки.

Обозначим через 𝜅1 — расход массы топлива в единицу времени
двух микродвигателей, создающих положительный момент. Имеем
𝑢1 = 𝑙𝜅1𝑢𝑟/(2𝐼𝑦), 𝑙 — расстояние между двигателями, образующее
плечо пары реактивных сил. Для двигателей, создающих обрат-
ный момент имеем соответственно 𝑢2 = 𝑙𝜅2𝑢𝑟/(2𝐼𝑦). Подставляя
эти значения в энергетический интеграл (3.40), получим

𝐽1 =
𝑙𝑢𝑟
2𝐼𝑦

𝑡1w

𝑡0

(𝜅1 + 𝜅2) 𝑑𝑡 =
𝑙𝑢𝑟 (𝑚0 −𝑚1)

2𝐼𝑦
,

где 𝑚0 −𝑚1 — общий расход массы топлива, 𝑚0,𝑚1 — начальная
и конечная массы. Итак, величина интеграла 𝐽1 ≥ 0 (3.40) пропор-
циональна расходу топлива.

Проведем исследование функции Гамильтона в схеме решения
энергетически оптимальной задачи. Образуем функцию 𝐻, пользу-
ясь соотношениями (3.10), (3.39), (3.40):

𝐻 = − (𝑢1 + 𝑢2) + 𝜆1𝑥2 + 𝜆2 (−𝜔2𝑥1 + 𝑢1 − 𝑢2). (3.42)
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Тогда уравнения Эйлера–Лагранжа (3.22) будут выглядеть так:

𝜆1 = − 𝜕𝐻

𝜕𝑥1
= 𝜔2𝜆2, 𝜆2 = − 𝜕𝐻

𝜕𝑥2
= −𝜆1. (3.43)

Эти уравнения являются сопряженными по отношению к одно-
родной системе, соответствующей уравнениям (3.39).

Запишем общее решение уравнений (3.43): 𝜆2 +𝜔2𝜆2 = 0. Будем
иметь

𝜆1 = − 𝑎𝜔 cos (𝜔𝑡+ 𝛼), 𝜆2 = 𝑎 sin (𝜔𝑡+ 𝛼), (3.44)

где 𝑎 = const > 0, 𝛼 = const. При 𝑎 = 0 получим 𝜆1 = 𝜆2 = 0 и по
формуле (3.42) 𝐻 = −(𝑢1+𝑢2). По формуле (3.32) max𝑢 𝐻 достига-
ется при 𝑢1 = 0, 𝑢2 = 0. Этот режим в данной задаче реализовать
нельзя, так как он отвечает выключенным двигателям, при кото-
рых происходит «переход» из начального положения в конечное в
свободном движении без расхода топлива.

Если функция 𝐻 стационарна по управлениям (𝜕𝐻/𝜕𝑢𝑗 = 0),
то режим, ей отвечающий, называется программируемым; в зада-
чах с линейным управлением он называется также вырожденным
режимом. Покажем невоможность такого режима в данной задаче,
означающего отсутствие промежутка времени, где выполнялись бы
равенства 𝜕𝐻/𝜕𝑢𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2.

Действительно, из формулы (3.42) получим

𝜕𝐻

𝜕𝑢1
= −1 + 𝜆2,

𝜕𝐻

𝜕𝑢2
= −1 − 𝜆2. (3.45)

Согласно формулам (3.44), (3.45) вырожденный режим соответ-
ствует выполнению равенств −1±𝜆2 ≡ 0, или −1±𝑎 sin (𝜔𝑡+𝛼) ≡ 0.
Этого быть не может, поскольку данное тригонометрическое урав-
нение имеет при 𝑎 ̸= 0 изолированные (отдельные) решения по 𝑡,
но никак не промежутки времени.
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Удобно эти точки представлять смещением фазы от нечетного
кратного 𝜋/2:

𝜕𝐻

𝜕𝑢1
= 0,

𝜕𝐻

𝜕𝑢2
= 0,

𝜔𝜏1 + 𝛼 = (4𝑛+ 1)
𝜋

2
− 𝜎, 𝜔𝜏3 + 𝛼 = (4𝑛+ 3)

𝜋

2
− 𝜎, (3.46)

𝜔𝜏2 + 𝛼 = (4𝑛+ 1)
𝜋

2
+ 𝜎, 𝜔𝜏4 + 𝛼 = (4𝑛+ 3)

𝜋

2
+ 𝜎,

где 𝑛 = 0, 1, 2, ..., 𝜎 = arccos (1/𝑎) > 0, 𝑎 > 1.
С учетом невыполнения условий стационарности 𝐻 по управ-

лениям max𝑢 𝐻 не достигается внутри области 𝑈 (3.37). Значит,
оптимальный режим состоит из участков с граничными управле-
ниями. Так как 𝐻 линейно зависит от 𝑢1, 𝑢2, то в силу сделанных
ранее замечаний моменты времени 𝜏𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, определяемые
формулами (3.46), являются точками переключения управлений 𝑢1
и 𝑢2.

Согласно формулам (3.44) функция 𝜆2(𝑡) кусочно-монотонная:

𝜆2(𝑡) =

{︃
строго возрастает, где (𝜔𝑡+ 𝛼) ∈ (−𝜋/2, 2, 𝜋/2)(mod 2𝜋),

строго убывает, где (𝜔𝑡+ 𝛼) ∈ (𝜋/2, 3𝜋/2)(mod 2𝜋).

Укажем на особенности режимов функционирования исследуе-
мой системы при решении задачи оптимального гашения колеба-
ний:

1) при 𝑡 < 𝜏1 имеем 𝜕𝐻/𝜕𝑢1 < 0, 𝜕𝐻/𝜕𝑢2 < 0 и свободное
движение с выключенными двигателями;

2) при 𝑡 = 𝜏1 имеем 𝜕𝐻/𝜕𝑢1 = 0. Включается до 𝑡 = 𝜏2 макси-
мальное значение управления 𝑢1 = 𝐶𝑢, поскольку при 𝑡 ∈ (𝜏1, 𝜏2)
имеем 𝜕𝐻/𝜕𝑢1 > 0, а при 𝑡 = 𝜏2 имеем 𝜕𝐻/𝜕𝑢1 = 0;

3) при 𝑡 ∈ (𝜏2, 𝜏3) имеем свободное движение;
4) при 𝑡 = 𝜏3 величина 𝜕𝐻/𝜕𝑢2 < 0 меняет знак, проходя через

ноль: 𝜕𝐻/𝜕𝑢2 > 0. Включается максимальное значение управления
𝑢2 = 𝐶𝑢;

5) при 𝑡 = 𝜏4 управление 𝑢2 выключается. Имеем очередной
режим свободного движения.

Через период свобных колебаний описанная картина включе-
ния–выключения управлений повторяется. Процесс управления
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имеет ярко выраженный периодический характер с периодом 𝑇 =
= 2𝜋/𝜔.

Осталось при решении задачи найти неизвестные 𝛼 и 𝜎 в фор-
мулах (3.46). В общем условии трансверсальности (3.29) 𝐺0 = 0.
В соотношениях (3.38) начальные и конечные значения фазовых
переменных, а также 𝑡0 — это заданные постоянные. Их вариации
равны нулю. Условие трансверсальности дает: −𝐻1 ∆𝑡1 = 0. В силу
произвольности ∆𝑡1 имеем 𝐻1 = 0. А так как функция 𝐻 (3.42) не
зависит явно от 𝑡, то 𝐻 = const = 0. Пусть 𝑡0 = 0 и тогда с учетом
формул (3.42), (3.44) получим

0 = 𝐻 = 𝜆1𝑥2 − 𝜔2𝜆2𝑥1 = −𝜔𝑎
(︀
𝜔𝑥01 sin𝛼+ 𝑥02 cos𝛼

)︀
,

откуда 𝛼 определяется по начальным данным: tg𝛼 = −𝑥02/(𝜔𝑥
0
1).

Исходя из того, что оптимальная траектория состоит из чередо-
вания участков трех видов: 1) 𝑢1 = 𝐶𝑢, 𝑢2 = 0, 2) 𝑢1 = 0, 𝑢2 = 0 и
3) 𝑢1 = 0, 𝑢2 = 𝐶𝑢, уравнения движения (3.39) равносильны урав-
нению (3.36): 𝑥+ 𝜔2𝑥 = 𝑢, где 𝑢 = 𝑢1 − 𝑢2 = const. Имеем отсюда

𝑥1 = 𝑥 = 𝑏 sin (𝜔𝑡+ 𝛽) + 𝑢/𝜔2, 𝑏 = const > 0,

𝑥2 = 𝑥 = 𝑏𝜔 cos (𝜔𝑡+ 𝛽), 𝛽 = const. (3.47)

Для участка начального движения, когда 𝑢 = 0, получим

𝑏 =

√︂
(𝑥01)2 +

(𝑥02)2

𝜔2
, tg 𝛽 =

𝜔𝑥01
𝑥02

.

Из формул для tg𝛼 и tg 𝛽 следует, что начальные фазы коор-
динаты 𝑥1 и множителя 𝜆2 сдвинуты по фазе синуса на 𝜋/2 : 𝛼 =
𝛽 ± 𝜋/2. Это начальное смещение фаз будет сохраняться при дви-
жении, так как угловая частота колебаний 𝑥1 и 𝜆2 одинакова и
равна 𝜔.

Из соотношений (3.47) вытекает, что 𝑥2 смещена с опережением
по фазе на 𝜋/2 относительно фазы 𝑥1. В задаче гашения колебаний
надо принять, что 𝜆2 находится в противофазе со скоростью 𝑥2 = 𝑥,
поскольку при совпадении фаз имеем раскачку. Наконец, из (3.47)
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можно получить уравнение фазовой траектории вида
(︂
𝜔𝑥1 −

𝑢

𝜔

)︂2

+ 𝑥22 = 𝜔2𝑏2,

где 𝜔2𝑏2 = const, т.е. имеем в осях 𝜔𝑥1 и 𝑥2 дуги окружностей, ко-
торые в процессе оптимального успокоения колебаний уменьшают
свой радиус.

Несколько слов о решениях задачи, оптимальных по быстро-
действию. Функционал (3.41) в отличие от функционала (3.40) не
зависит явно от управлений 𝑢1, 𝑢2. Для задачи оптимального быст-
родействия удобно взять одно скалярное управление 𝑢 = 𝑢1 − 𝑢2 с
ограничением: −𝐶𝑢 ≤ 𝑢 ≤ 𝐶𝑢.

Функция Гамильтона имеем вид

𝐻 = −1 + 𝜆1𝑥2 + 𝜆2
(︀
−𝜔2𝑥1 + 𝑢

)︀
,

где множители Лагранжа 𝜆1, 𝜆2 находятся из уравнений (3.43),
(3.44). Так как управление 𝑢 входит в функцию 𝐻 линейно, то при
𝜆2 ̸= 0 из условия max𝑢 𝐻 следует, что 𝑢 = 𝐶𝑢 sign𝜆2. Можно по-
казать, аналогично тому как это делалось ранее, невозможность
существования вырожденного режима для любого интервала вре-
мени. Условие 𝜕𝐻/𝜕𝑢 = 𝜆2 = 0 определяет точки переключения
граничных управлений 𝐶𝑢 и −𝐶𝑢.

Режим оптимального управления состоит в смене участков ак-
тивного движения длительностью 𝜋/𝜔. За это время фазовая тра-
ектория проходит половину окружности. Итак, фазовая траекто-
рия включает последовательное соединение полуокружностей; на
заключительном участке — часть одной из полуокружностей ради-
уса 𝐶𝑢/𝜔, поскольку только по этим дугам можно попасть в начало
координат.

Вопросы для самоконтроля.

1. Что означает полная управляемость системы?

2. Какой режим управления называется программируемым?
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3.3 Вариационная задача Майера–Больца опти-
мизации процессов управления

Ниже задача оптимизации процессов управления поставлена в
форме проблемы Майера–Больца вариационного исчисления [127,
128], признанная наиболее общей среди проблем в форме Лагранжа,
Больца и Майера. Основное внимание, как и прежде, уделяется
выводу соответствующих необходимых условий оптимальности.

3.3.1. Постановка задачи. Пусть задана система 𝑛 диффе-
ренциальных уравнений вида

𝑔𝑠 = 𝑥𝑠 − 𝑓𝑠(𝑥, 𝑢, 𝑡) = 0, 𝑠 = 1, 𝑛, (3.48)

𝑥 = 𝑥(𝑡) =
(︀
𝑥𝑠(𝑡)

)︀
∈ 𝑅𝑛, 𝑢 = 𝑢(𝑡) =

(︀
𝑢𝑗(𝑡)

)︀
∈ 𝑅𝑚,

а также 𝑟 конечных соотношений:

𝜓𝑘 = 𝜓𝑘(𝑢, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑟, 𝑟 < 𝑚, (3.49)

которые в совокупности описывают поведение некоторой управляе-
мой динамической системы. В соотношениях (3.48), (3.49) введены
обозначения для координат 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 системы и параметров управ-
ления (управлений) 𝑢1, ..., 𝑢𝑚.

Зададим начальное положение системы при 𝑡 = 𝑡0:

𝑥𝑠(𝑡0) = 𝑥0𝑠, 𝑠 = 1, 𝑛, (3.50)

и потребуем, чтобы конечные значения координат 𝑥𝑠(𝑡1), 𝑠 = 1, 𝑛,
в некоторый конечный момент времени (момент 𝑡1 здесь не обяза-
тельно фиксированный) были связаны зависимостями

𝜙𝑙 = 𝜙𝑙[𝑥(𝑡1), 𝑡1 ] = 0, 𝑙 = 1, 𝑝, 𝑝 ≤ 𝑛. (3.51)

Задача оптимизации ставится следующим образом. Надо найти
функции 𝑥𝑠(𝑡), 𝑠 = 1, 𝑛, удовлетворяющие уравнениям (3.48) и на-
чальным условиям (3.50), и управления 𝑢𝑗(𝑡), 𝑗 = 1,𝑚, связанные
равенствами (3.49), так, чтобы при выполнении в момент времени
𝑡 = 𝑡1 условий (3.51) функционал 𝐽 = 𝐽 [𝑥(𝑡1), 𝑡1 ] принимал стаци-
онарное значение.
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Данная постановка охватывает обширный класс задач оптими-
зации. К примеру, в задаче оптимального быстродействия функци-
онал 𝐽 надо взять в виде 𝐽 = 𝑡1 при условиях 𝑥𝑙 = 𝑥𝑙(𝑡1) − 𝑥1𝑙 =
0, 𝑙 = = 1, 𝑛, что соответствует задаче минимизации длительности
перехода системы изз заданного (3.50) начального положения в по-
ложение, соответствующее значениям координат 𝑥𝑠(𝑡1) = 𝑥1𝑠, 𝑠 =
1, 𝑛. Приходим, тем самым, к классической задаче Майера.

Использование функционалов вида 𝐽 =
r 𝑡1
𝑡0
𝐹 [𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡 ] 𝑑𝑡

позволяет свести задачу оптимизации к проблеме Лагранжа с помо-
щью введения новой координаты 𝑥𝑛+1(𝑡), удовлетворяющей урав-
нению: 𝑔𝑛+1 = 𝑥𝑛+1 −𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑡) = 0, с одновременной оптимизацией
значения 𝑥𝑛+1(𝑡).

3.3.2. Необходимые условия стационарности функцио-
нала. Составим вспомогательный функционал

𝐼 = 𝐽 +

𝑡1w

𝑡0

[︂ 𝑛∑︁

𝑠=1

𝜆𝑠(𝑡) 𝑔𝑠 −
𝑟∑︁

𝑘=1

𝜇𝑘(𝑡)𝜓𝑘

]︂
𝑑𝑡+

𝑝∑︁

𝑙=1

𝜌𝑙𝜙𝑙, (3.52)

где через 𝜆𝑠(𝑡), 𝜇𝑘(𝑡), 𝜌𝑙 обозначены неопределенные множители
Лагранжа. Если в соотношении (3.52) положить все слагаемые
справа равными нулю (в силу уравнений (3.48), (3.49), (3.51)), то
𝐼 = 𝐽 ; значит, условия стационарности 𝐼 и 𝐽 совпадают. Для про-
стоты будем считать, что имеется одна точка 𝑡* ∈ (𝑡0, 𝑡1) разрыва
непрерывности управлений 𝑢𝑗(𝑡).

При вычислении вариации функционала 𝐼 время 𝑡 не варьирует-
ся, но варьируются координаты конца 𝑡1. Поэтому будем различать
вариацию на конце 𝛿𝑥𝑠(𝑡1) и вариацию конца (полную вариацию)
∆𝑥𝑠(𝑡1), связанных между собой известными зависимостями

∆𝑥𝑠(𝑡1) = 𝛿𝑥𝑠(𝑡1) + 𝑥𝑠(𝑡1) 𝛿𝑡1. (3.53)

Аналогичные соотношения можно написать и для вариаций от-
носительно точки 𝑡* разрыва непрерывности 𝑢𝑗(𝑡):

∆𝑥𝑠(𝑡*) = 𝛿𝑥𝑠(𝑡*) + 𝑥𝑠(𝑡*) 𝛿𝑡*. (3.54)
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С учетом равенств (3.53) для полной вариации ∆𝐽 имеем выра-
жение

∆𝐽 =
𝑛∑︁

𝑠=1

𝜕𝐽

𝜕𝑥𝑠(𝑡1)
𝛿𝑥𝑠(𝑡1) +

[︂
𝜕𝐽

𝜕 𝑡1
+

𝑛∑︁

𝑠=1

𝜕𝐽

𝜕𝑥𝑠(𝑡1)
𝑥𝑠(𝑡1)

]︂
𝛿𝑡1.

Опуская промежуточные преобразования, запишем вариацию
∆𝐼 в окончательном виде

∆𝐼 = ∆𝐽 = 𝛿

𝑡*w

𝑡0

(︂ 𝑛∑︁

𝑠=1

𝜆−𝑠 𝑔
−
𝑠 −

𝑟∑︁

𝑘=1

𝜇−
𝑘 𝜓

−
𝑘

)︂
𝑑𝑡 +

+

𝑡1w

𝑡*

(︂ 𝑛∑︁

𝑠=1

𝜆+𝑠 𝑔
+
𝑠 −

𝑟∑︁

𝑘=1

𝜇+
𝑘 𝜓

+
𝑘

)︂
𝑑𝑡+ ∆

𝑝∑︁

𝑙=1

𝜌𝑙𝜙𝑙 =

=

𝑡1w

𝑡0

{︂ 𝑛∑︁

𝑠=1

𝛿𝜆𝑠
[︀
𝑥𝑠 − 𝑓𝑠(𝑥, 𝑢, 𝑡)

]︀
−

𝑟∑︁

𝑘=1

𝛿𝜇𝑘 𝜓𝑘(𝑢, 𝑡)

}︂
𝑑𝑡 −

−
𝑡1w

𝑡0

{︂ 𝑛∑︁

𝑠=1

𝛿𝑥𝑠

(︂
𝜆𝑠 +

𝑛∑︁

𝛼=1

𝜕𝑓𝛼
𝜕𝑥𝑠

𝜆𝛼

)︂
+

+
𝑚∑︁

𝑗=1

𝛿𝑢𝑗

(︂ 𝑛∑︁

𝑠=1

𝜆𝑠
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑢𝑗

+
𝑟∑︁

𝛽=1

𝜇𝛽
𝜕𝜓𝛽
𝜕𝑢𝑗

)︂}︂
𝑑𝑡 +

+

𝑛∑︁

𝑠=1

{︂
𝜆+𝑠 (𝑡1) +

𝜕

𝜕𝑥+𝑠 (𝑡1)

(︂
𝐽 +

𝑝∑︁

𝑙=1

𝜌𝑙𝜙𝑙

)︂}︂
𝛿𝑥+𝑠 (𝑡1) +

+ 𝛿𝑡1
𝑑

𝑑𝑡1

(︂
𝐽 +

𝑝∑︁

𝑙=1

𝜌𝑙𝜙𝑙

)︂
+

𝑛∑︁

𝑠=1

[︀
𝜆−𝑠 (𝑡*) − 𝜆+𝑠 (𝑡*)

]︀
∆𝑥𝑠(𝑡*) −

−
𝑛∑︁

𝑠=1

[︀
𝜆−𝑠 (𝑡*)𝑥−𝑠 (𝑡*) − 𝜆+𝑠 (𝑡*)𝑥+𝑠 (𝑡*)

]︀
𝛿𝑡*, (3.55)

где функции с верхним индексом «−» — это их значения при
𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡* ], а с верхним индексом «+» — это их значения при
𝑡 ∈ [ 𝑡*, 𝑡1 ]. Отметим, что в интегральных выражениях (3.55) следу-
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ет интегралы разбить на два промежутка по 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡* ] и 𝑡 ∈ [ 𝑡*, 𝑡1 ]
при соответствующих значениях функций.

Здесь пределы интегрирования можно не варьировать, так как
подинтегральные выражения и 𝛿𝑡0 равны нулю. Кроме того, по-
скольку 𝜙𝑙 = 0, то нет и слагаемых, содержащих 𝛿𝜌𝑙. Отметим так-
же, что вывод соотношения (3.55) осуществлен с помощью формул
интегрирования по частям

𝑡*w

𝑡0

𝜆−𝑠 𝛿𝑥
−
𝑠 𝑑𝑡 = 𝜆−𝑠 (𝑡*) 𝛿𝑥−𝑠 (𝑡*) −

𝑡*w

𝑡0

𝜆−𝑠 (𝑡) 𝛿𝑥−𝑠 (𝑡) 𝑑𝑡,

𝑡1w

𝑡*

𝜆+𝑠 𝛿𝑥
+
𝑠 𝑑𝑡 = 𝜆+𝑠 (𝑡1) 𝛿𝑥+𝑠 (𝑡1) − 𝜆+𝑠 (𝑡*) 𝛿𝑥+𝑠 (𝑡*) −

−
𝑡1w

𝑡*

𝜆+𝑠 (𝑡) 𝛿𝑥+𝑠 (𝑡) 𝑑𝑡,

зависимостей (3.54) и условий непрерывности функций 𝑥𝑠(𝑡):

𝑥−𝑠 (𝑡*) = 𝑥+𝑠 (𝑡*), ∆𝑥−𝑠 (𝑡*) = ∆𝑥+𝑠 (𝑡*) = ∆𝑥𝑠(𝑡*). (3.56)

Вариации 𝛿𝑥𝑠(𝑡), 𝛿𝜆𝑠(𝑡), ∆𝑥𝑠(𝑡*), 𝑠 = 1, 𝑛, 𝛿𝜇𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, 𝑟, 𝛿𝑡*,
𝛿𝑡1, 2 (𝑚− 𝑟) вариаций 𝛿𝑢𝑗(𝑡) и 𝑛− 𝑝 вариаций 𝛿𝑥𝑠(𝑡1) будут неза-
висимыми. В этой ситуации можно выбрать 2𝑟 множителей 𝜇𝑘(𝑡)
и 𝑝 постоянных 𝜌𝑙 так, чтобы обратились в нуль коэффициенты
при зависимых вариациях 𝛿𝑢𝑗(𝑡) и 𝑝 зависимых вариациях 𝛿𝑥𝑠(𝑡1).
Затем следует приравнять к нулю коэффициенты при оставшихся
независимых вариациях. В результате придем:

1) к системе уравнений

𝑥𝑠 − 𝑓𝑠(𝑥, 𝑢, 𝑡) = 0, 𝑠 = 1, 𝑛, (3.57)

𝜓𝑘(𝑢, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑟, (3.58)

совпадающей с системой (3.48), (3.49);
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2) к уравнениям

𝜆𝑠 +

𝑛∑︁

𝛼=1

𝜕𝑓𝛼
𝜕𝑥𝑠

𝜆𝛼 = 0, 𝑠 = 1, 𝑛, (3.59)

𝑛∑︁

𝑠=1

𝜆𝑠
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑢𝑗

+
𝑟∑︁

𝛽=1

𝜇𝛽
𝜕𝜓𝛽
𝜕𝑢𝑗

= 0, 𝑗 = 1,𝑚, (3.60)

с краевыми условиями относительно функций 𝜆𝑠(𝑡):

𝜆𝑠(𝑡1) +
𝜕

𝜕𝑥𝑠(𝑡1)

(︂
𝐽 +

𝑝∑︁

𝑙=1

𝜌𝑙𝜙𝑙

)︂
= 0, 𝑠 = 1, 𝑛; (3.61)

3) к равенству

𝑑

𝑑 𝑡1

(︂
𝐽 +

𝑝∑︁

𝑙=1

𝜌𝑙𝜙𝑙

)︂
= 0; (3.62)

4) и к условиям Вейерштрасса–Эрдмана

𝜆−𝑠 (𝑡*) = 𝜆+𝑠 (𝑡*),
𝑛∑︁

𝑠=1

(︀
𝜆−𝑠 𝑥

−
𝑠 − 𝜆+𝑠 𝑥

+
𝑠

)︀ ⃒⃒
𝑡=𝑡*

= 0. (3.63)

К этим соотношениям надо еще добавить начальные условия (3.50),
условия сопряжения (3.56), а такжже равенства (3.51).

Важно указать, что данная оптимальная задача об отыскании
экстремали может быть доведена до конечного решения, поскольку
является замкнутой. Действительно, для вычисления 4𝑛+ 2𝑚+ 2𝑟
функций 𝑥±𝑠 (𝑡), 𝜆±𝑠 (𝑡), 𝑢±𝑗 (𝑡), 𝜇±

𝑘 (𝑡) имеем 4𝑛 дифференциальных
уравнений первого порядка (3.57) и (3.59) с 4𝑛 постоянными инте-
грирования, 2𝑚 соотношений (3.60) и 2𝑟 зависимостей (3.58). Неиз-
вестными являются 4𝑛 произвольных постоянных, 𝑝 множителей
𝜌𝑙 и величины 𝑡* и 𝑡1 в количестве 4𝑛+ 𝑝+ 2. Для их определения
имеем 𝑛 начальных условий (3.50), 𝑛 условий сопряжения (3.56),
𝑛 краевых условий (3.61), 𝑛 + 1 условий Вейерштрасса–Эрдмана
(3.63), 𝑝 соотношений (3.51) и равенство (3.62); их число также рав-
но 4𝑛+ 𝑝+ 2.
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3.3.3. Каноническая система и принцип максимума. Из
полученных выше соотношений можно получить другие формы за-
писи, в частности, можно преобразовать их к каноническим урав-
нениям и обосновать принцип максимума Понтрягина.

Для функции Лагранжа вида

𝐿 =

𝑛∑︁

𝑠=1

𝜆𝑠𝑔𝑠 −
𝑟∑︁

𝑘=1

𝜇𝑘𝜓𝑘

уравнения (3.59), (3.60) можно записать в эйлеровой форме

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑠
− 𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑠
= 0,

𝜕𝐿

𝜕𝑢𝑗
= 0, 𝑠 = 1, 𝑛, 𝑗 = 1,𝑚.

Таким же путем получим равенства

𝜕𝐿

𝜕𝜆𝑠
= 0,

𝜕𝐿

𝜕𝜇𝑘
= 0, 𝑠 = 1, 𝑛, 𝑘 = 1, 𝑟,

для уравнений (3.56), (3.58).

В этом случае первые 𝑛 условий Вейерштрасса–Эрдмана (3.63)
приводят к условиям непрерывности производных лагранжиана 𝐿:

(︂
𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑠

)︂−⃒⃒
⃒⃒
𝑡=𝑡*

=

(︂
𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑠

)︂+⃒⃒
⃒⃒
𝑡=𝑡*

в точке разрыва непрерывности управлений 𝑢𝑗(𝑡), причем послед-
нее условие (3.63) приводит к условию непрерывности функции

𝐻−
𝜆

⃒⃒
𝑡=𝑡*

= 𝐻+
𝜆

⃒⃒
𝑡=𝑡*

, (3.64)

𝐻𝜆 =
𝑛∑︁

𝑠=1

𝜆𝑠𝑥𝑠 =
𝑛∑︁

𝑠=1

𝜆𝑠 𝑓𝑠(𝑥, 𝑢, 𝑡),

служащей для обоснования принципа максимума Понтрягина. Оп-
тимальные режимы при наличии ограничений (3.49) сообщают
усло-вный экстремум функции 𝐻𝜆; на это указзывают равенства
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(3.60), полученные при помощи функции 𝐻:

𝐻 = 𝐻𝜆 +𝐻𝜇 =

𝑛∑︁

𝑠=1

𝜆𝑠𝑓𝑠 +

𝑟∑︁

𝛽=1

𝜇𝛽𝜓𝛽 = 𝐻𝜆.

Кроме того, уравнения (3.57) и (3.59) могут быть записаны в
каноническом виде

𝑥𝑠 =
𝜕𝐻

𝜕𝜆𝑠
=
𝜕𝐻𝜆

𝜕𝜆𝑠
, 𝜆𝑠 = − 𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑠
= − 𝜕𝐻𝜆

𝜕𝑥𝑠
, 𝑠 = 1, 𝑛,

используемом для вывода принципа максимума. Таким же образом
можно представить и уравнения (3.58) и (3.60):

𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑗
= 0,

𝜕𝐻

𝜕𝜇𝑘
= 0, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑘 = 1, 𝑟.

Затем обратимся к условию (3.62). Запишем его так:

𝜕

𝜕 𝑡1

(︂
𝐽 +

𝑝∑︁

𝑙=1

𝜌𝑙𝜙𝑙

)︂
= 𝐻𝜆

⃒⃒
𝑡=𝑡1

= 𝐻
⃒⃒
𝑡=𝑡1

. (3.65)

Если функции 𝑓𝑠 и 𝜓𝑘 не зависят явно от времени 𝑡, то урав-
нения (3.57), (3.59) допускают первый интеграл: 𝐻 = ℎ = const. В
самом деле, рассматривая выражение

𝑑𝐻

𝑑𝑡
=

𝑛∑︁

𝑠=1

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑠

𝜕𝐻

𝜕𝜆𝑠
− 𝜕𝐻

𝜕𝜆𝑠

𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑠

)︂
≡ 0,

вместо (3.65) получим

𝜕

𝜕 𝑡1

(︂
𝐽 +

𝑝∑︁

𝑙=1

𝜌𝑙𝜙𝑙

)︂
= ℎ = const.

Представим также соотношения (3.57) – (3.63) в векторной фор-
ме. В обозначениях

𝑥 =
(︀
𝑥𝑠
)︀
𝑠=1,𝑛

, 𝑢 =
(︀
𝑢𝑗
)︀
𝑗=1,𝑚

, 𝜆 =
(︀
𝜆𝑠

)︀
𝑠=1,𝑛

, 𝜇 =
(︀
𝜇𝑘

)︀
𝑘=1,𝑟

,
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𝑓 =
(︀
𝑓𝑠
)︀
𝑠=1,𝑛

, 𝜓 =
(︀
𝜓𝑘

)︀
𝑘=1,𝑟

,
𝜕

𝜕𝑥
=

(︂
𝜕

𝜕𝑥𝑠

)︂

𝑠=1,𝑛

,
𝜕

𝜕𝑢
=

(︂
𝜕

𝜕𝑢𝑗

)︂

𝑗=1,𝑚

,

уравнения (3.57) – (3.60) запишутся в виде

𝑥− 𝑓 = 0, 𝜓 = 0, 𝜆+
𝜕

𝜕𝑥
𝑓*𝜆 = 0,

𝜕

𝜕𝑢

(︀
𝑓*𝜆+ 𝜓*𝜇

)︀
= 0,

где звездочкой сверху, как обычно, обозначена операция транспо-
нирования.

Аналогично для условий непрерывности (3.56), (3.63) получим

𝑥−(𝑡*) = 𝑥+(𝑡*), 𝜆−(𝑡*) = 𝜆+(𝑡*),

а для краевых условий (3.61) будем иметь

𝜆(𝑡1) +
𝜕

𝜕𝑥(𝑡1)

(︀
𝐽 + 𝜌*𝜙

)︀
= 0, 𝜌 =

(︀
𝜌𝑙
)︀
𝑙=1,𝑝

, 𝜙 =
(︀
𝜙𝑙
)︀
𝑙=1,𝑝

.

Кроме того, для соотношений (3.62) и (3.63) получим соответ-
ственно

𝑑

𝑑 𝑡1

(︀
𝐽 + 𝜌*𝜙

)︀
= 0,

(︀
𝜆*𝑥

)︀− ⃒⃒
𝑡=𝑡*

−
(︀
𝜆*𝑥

)︀+⃒⃒
𝑡=𝑡*

= 0, (3.66)

причем для функции Гамильтона 𝐻 = 𝐻𝜆 +𝐻𝜇 = 𝜆*𝑓 +𝜇*𝜓 сохра-
няется требование (3.64) условия (3.66).

Вопросы для самоконтроля.

1. Сформулируйте постановку задачи Майера-Больца.

2. Запишите необходимые условия стационарности функциона-
ла.

3. Запишите каноническую систему и принцип максимума.

3.4 Необходимые условия оптимизации в вариа-
ционных задачах управления

Материал этого параграфа во многом дополняет предыдущее
изучение вариационных задач оптимизации процессов управления;
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он основан главным образом на результатах исследовательской ра-
боты [128].

3.4.1. Постановка задачи. Пусть имеется управляемая систе-
ма (3.48) с ограничениями на управления вида (3.49) и концевыми
условиями

𝜙𝑙 = 𝜙𝑙
[︀
𝑥(𝑡0), 𝑥(𝑡1), 𝑡0, 𝑡1

]︀
= 0, 𝑙 = 1, 𝑝, 𝑝 ≤ 2𝑛+ 1, (3.67)

где моменты времени 𝑡0, 𝑡1 могут быть нефиксированными. Требу-
ется среди функций 𝑥𝑠(𝑡), 𝑠 = 1, 𝑛, и 𝑢𝑗(𝑡), 𝑗 = 1,𝑚, удовлетворяю-
щих этим соотношениям, найти такие, которые сообщают функци-
оналу

𝐽 = 𝑔
[︀
𝑥(𝑡0), 𝑥(𝑡1), 𝑡0, 𝑡1

]︀
+

𝑡1w

𝑡0

𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡) 𝑑𝑡 (3.68)

экстремальное значение.

Задача (3.48), (3.49), (3.67), (3.68) приводит к вариационной про-
блеме Майера–Больца, отличительной особенностью которой явля-
ется наличие равенств (3.49). Для определенности полагаем, что
все требования вариационного анализа для функций указанной за-
дачи выполнены; кроме того, будут рассматриваться лишь кривые
в 𝑛 + 𝑚–мерном пространстве координат и управлений, доставля-
ющие минимум функционалу 𝐽 (3.68).

Отметим, что в отличие от изученных в § 3.3 случаев примени-
тельно к необходимым условиям стационарности здесь исследуют-
ся траектории с концевыми условиями (3.67) для функционала 𝐽 с
неинтегральной и интегральной частями, а также устанавливаются
все необходимые условия минимума функционала 𝐽.

3.4.2. Условие стационарности функционала 𝐽. Чтобы вы-
писать условие стационарности функционала 𝐽, введем в рассмот-
рение вспомогательный функционал

𝐼 = 𝜃 +

𝑡1w

𝑡0

𝐿𝑑𝑡,
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где обозначено

𝐿 = 𝑓0 +

𝑛∑︁

𝑠=1

𝜆𝑠𝑔𝑠 −
𝑟∑︁

𝑘=1

𝜇𝑘𝜓𝑘 =

𝑛∑︁

𝑠=1

𝜆𝑠𝑥𝑠 −𝐻, (3.69)

𝜃 = 𝑔 +

𝑝∑︁

𝑙=1

𝜌𝑙𝜙𝑙, 𝐻 = 𝐻𝜆 +𝐻𝜇 =
𝑛∑︁

𝑠=0

𝜆𝑠𝑓𝑠 +
𝑟∑︁

𝑘=1

𝜇𝑘𝜓𝑘,

причем 𝜆0 = −1. Здесь 𝜆𝑠, 𝜇𝑘(𝑡), 𝜌𝑙 — неопределенные, подлежащие
вычислению множители Лагранжа. Надо далее приравнять полную
вариацию ∆𝐼 к нулю. Полученное условие стационарности функци-
онала 𝐼 будет совпадать с условием стационарности функционала 𝐽.

Опуская схему построения ∆𝐼 и решения уравнения ∆𝐼 = 0,
приведем окончательные результаты. Получим следующие соотно-
шения:

1) уравнения

𝜆±𝑠 = − 𝜕𝐻

𝜕𝑥±𝑠
,

𝜕𝐻

𝜕𝑢±𝑗
= 0, 𝑠 = 1, 𝑛, 𝑗 = 1,𝑚; (3.70)

2) краевые условия

𝜆−𝑠 (𝑡0) − 𝜕𝜃

𝜕𝑥𝑠(𝑡0)
= 0, 𝑓0

⃒⃒
𝑡=𝑡0

− 𝑑𝜃

𝑑 𝑡0
= 0, (3.71)

𝜆+𝑠 (𝑡1) +
𝜕𝜃

𝜕𝑥𝑠(𝑡1)
= 0, 𝑓0

⃒⃒
𝑡=𝑡1

+
𝑑𝜃

𝑑 𝑡1
= 0; (3.72)

3) условия Вейерштрасса–Эрдмана непрерывности 𝜆𝑠(𝑡) и 𝐻:

𝜆−𝑠 (𝑡*) = 𝜆+𝑠 (𝑡*), 𝐻− ⃒⃒
𝑡=𝑡*

= 𝐻+
⃒⃒
𝑡=𝑡*

, (3.73)

где по предположению 𝑡* ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ] — одна точка разрыва непре-
рывности управлений 𝑢𝑗(𝑡), а индексами «−» и «+» сверху обозна-
чены значения соответствующих функций в подинтервалах [ 𝑡0, 𝑡* ]
и [ 𝑡*, 𝑡1 ]. Укажем и на то, что в равенствах (3.71), (3.72) производ-
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ные 𝜃 по 𝑡0 и 𝑡1 равны

𝑑𝜃

𝑑 𝑡0
=

𝜕𝜃

𝜕 𝑡0
+

𝑛∑︁

𝑠=1

𝜕𝜃

𝜕𝑥𝑠(𝑡0)
𝑥𝑠(𝑡0),

𝑑𝜃

𝑑 𝑡1
=

𝜕𝜃

𝜕 𝑡1
+

𝑛∑︁

𝑠=1

𝜕𝜃

𝜕𝑥𝑠(𝑡1)
𝑥𝑠(𝑡1).

Условие стационарности функционала 𝐽 заключается в наличии
всей совокупности соотношений (3.70) – (3.73). С целью решения за-
дачи оптимизации надо добавить к ним исходные уравнения (3.48),
(3.49), записанные в виде

𝑥±𝑠 =
𝜕𝐻

𝜕𝜆±𝑠
,

𝜕𝐻

𝜕𝜇±
𝑘

= 0, 𝑠 = 1, 𝑛, 𝑘 = 1, 𝑟, (3.74)

а также условия (3.67) на концах и условия сопряжения координат

𝑥−𝑠 (𝑡*) = 𝑥+𝑠 (𝑡*), 𝑠 = 1, 𝑛. (3.75)

Таким образом, чтобы найти 2𝑛+2𝑚+2𝑟 функций 𝑥±𝑠 (𝑡), 𝜆±𝑠 (𝑡),
𝑢±𝑗 (𝑡), 𝜇±

𝑘 (𝑡), надо воспользоваться 2𝑛 + 2𝑚 уравнениями (3.70) и
2𝑛 + 2𝑟 уравнениями (3.74). Для определения 4𝑛 постоянных ин-
тегрирования вместе с множителями 𝜌𝑙, 𝑙 = 1, 𝑝, и величинами
𝑡0, 𝑡*, 𝑡1 надо взять 4𝑛+ 𝑝+ 3 условий (3.71) – (3.73) и (3.75).

Отметим также, что вторые равенства (3.70) совпадают с необ-
ходимыми условиями экстремума функции Гамильтона𝐻 по управ-
лениям 𝑢𝑗 . В случае, если функции 𝑓𝑠, 𝜓𝑘 не зависят явно от вре-
мени, то имеем первый интеграл: 𝐻 = 𝐻𝜆 +𝐻𝜇 = ℎ = const. Кроме
того, для этого случая справедливы соотношения

− 𝜕𝜃

𝜕 𝑡0
=

𝜕𝜃

𝜕 𝑡1
= ℎ,

равносильные вторым равенствам (3.71), (3.72).

3.4.3. Необходимое условие Вейерштрасса. Рассмотрим
функцию Вейерштрасса следующего вида:

𝐸 = 𝐿
(︀
𝑥, ˙̄𝑥, 𝑢, 𝜆, 𝜇, 𝑡

)︀
− 𝐿

(︀
𝑥, 𝑥, 𝑢, 𝜆, 𝜇, 𝑡

)︀
−

𝑛∑︁

𝑠=1

(︀
˙̄𝑥− 𝑥𝑠

)︀ 𝜕𝐿
𝜕𝑥𝑠

, (3.76)
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с помощью которой обосновывается необходимое и достаточное
условие Вейерштрасса сильного минимума функционала 𝐽. Здесь
𝑥𝑠, 𝑢𝑗 соответствуют кривой, доставляющей минимум 𝐽, а 𝑥𝑠, 𝑢𝑗
— это любые допустимые функции координат и управлений, удо-
влетворяющие уравнениям (3.48), (3.49) и условиям (3.67). Через
𝑥, 𝑥, 𝑢, 𝑢, 𝜆, 𝜇 обозначены компоненты вектор-функций соответству-
ющей размерности, состоящие из элементов 𝑥𝑠, 𝑥𝑠, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑗 , 𝜆𝑠, 𝜇𝑘.

Для задач оптимального управления характерно, что функция
𝐸 зависит от управлений 𝑢𝑗 и 𝑢𝑗 . Подставляя в выражение (3.76)
зависимость (3.69), получим

𝐸 = −𝐻(𝑥, 𝑢, 𝜆, 𝜇, 𝑡) +𝐻(𝑥, 𝑢, 𝜆, 𝜇, 𝑡).

Необходимое условие Вейерштрасса сильного минимума функ-
ционала 𝐽 :

𝐸 ≥ 0 (3.77)

эквивалентно неравенству

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝜆, 𝜇, 𝑡) ≤ 𝐻(𝑥, 𝑢, 𝜆, 𝜇, 𝑡). (3.78)

Заметим, что достаточное условие Вейерштрасса сильного ми-
нимума будет достигнуто, если взять строгое неравенство (3.78). В
этом случае оптимальный режим, при котором достигается мини-
мум 𝐽, доставляет max𝑢 𝐻.

Полагая, что 𝐻𝜇 ≡ 0, условие Вейерштрасса и условие стаци-
онарности для данной задачи можно представить в формулиров-
ке, аналогичной принципу максимума Понтрягина. Добавим так-
же, что управления 𝑢𝑗 , при которых достигается минимум 𝐽, со-
общают max𝑢 𝐻𝜆 для любых 𝑥𝑠(𝑡), 𝜆𝑠(𝑡), 𝜇𝑘(𝑡), удовлетворяющих
уравнениям (3.70), (3.74), условиям (3.67), (3.71), (3.72) и условиям
сопряжения (непрерывности) (3.73), (3.75).

3.4.4. Необходимое условие Клебша. Будем считать, что
функции ˙̄𝑥𝑠 и 𝑢𝑗 , удовлетворяющие уравнениям (3.48), (3.49), от-
личаются от 𝑥𝑠 и 𝑢𝑗 на малые величины так, что при этом

˙̄𝑥𝑠 = 𝑥𝑠 + 𝛿𝑥𝑠, 𝑢𝑗 = 𝑢𝑗 + 𝛿𝑢𝑗 , (3.79)
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где 𝛿𝑥𝑠, 𝛿𝑢𝑗 — допустимые малые вариации, для которых имеют
место уравнения вариаций вдоль кривой, доставляющей минимум
функционалу 𝐽 :

𝛿𝑥𝑠 −
𝑚∑︁

𝑗=1

𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑢𝑗

𝛿𝑢𝑗 = 0, 𝑠 = 1, 𝑛, (3.80)

𝑚∑︁

𝛽=1

𝜕𝜓𝑘
𝜕𝑢𝛽

𝛿𝑢𝛽 = 0, 𝑘 = 1, 𝑟. (3.81)

После подстановки выражения (3.79) в формулу (3.76) и раз-
ложения первого слагаемого его правой части в ряд по 𝛿𝑥𝑠 и 𝛿𝑢𝑗
получим с точностью до слагаемых второго порядка малости вклю-
чительно

𝐸 =

𝑛∑︁

𝑠=1

𝑛∑︁

𝛼=1

𝜕2𝐿

𝜕𝑥𝑠 𝜕𝑥𝛼
𝛿𝑥𝑠 𝛿𝑥𝛼 +

+ 2
𝑛∑︁

𝑠=1

𝑚∑︁

𝑗=1

𝜕2𝐿

𝜕𝑥𝑠 𝜕𝑢𝑗
𝛿𝑥𝑠 𝛿𝑢𝑗 +

𝑚∑︁

𝑗=1

𝑚∑︁

𝛽=1

𝜕2𝐿

𝜕𝑢𝑗 𝜕𝑢𝛽
𝛿𝑢𝑗 𝛿𝑢𝛽 . (3.82)

Подставим затем в соотношение (3.82) выражение для 𝐿 (3.69)
и применим условие (3.77). Будем иметь тогда

𝑚∑︁

𝑗=1

𝑚∑︁

𝛽=1

𝜕2𝐻

𝜕𝑢𝑗 𝜕𝑢𝛽
𝛿𝑢𝑗 𝛿𝑢𝛽 ≤ 0. (3.83)

Неравенство (3.83), взятое вместе с уравнениями (3.80), (3.81),
и составляет содержание необходимого условия Клебша слабого
минимума функционала 𝐽. Отметим, что условие (3.83) вместе
с условием стационарности совпадает с необходимыми условиями
max𝑢 𝐻𝜆 при обеспечении равенств (3.49) для малых допустимых
отклонений управлений. Укажем также, что в соотношениях (3.80)
– (3.83) производные взяты по кривой, доставляющей минимум
функционалу 𝐽.

3.4.5. Необходимое условие Якоби. Согласно необходимо-
му условию Якоби минимума функционала 𝐽 вторая вариация ∆2 𝐼
функционала 𝐼 должна быть неотрицательна на кривой, сообщаю-
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щей минимум функционалу 𝐽. Не проводя промежуточных вычис-
лений, запишем эту вариацию в следующем виде [14, 128]:

∆2 𝐼 = 2𝜙
[︀

∆𝑥(𝑡0), ∆𝑥(𝑡1), 𝛿𝑡0, 𝛿𝑡1
]︀

+ 2
𝑛∑︁

𝑠=1

(︂
𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑠
∆𝑥𝑠 𝛿𝑡

)︂ ⃒⃒
⃒⃒
𝑡1

𝑡0

+

+

[︂(︂
𝜕𝐿

𝜕𝑡
−

𝑛∑︁

𝑠=1

𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑠
𝑥𝑠

)︂(︀
𝛿𝑡
)︀2

]︂𝑡1

𝑡0

+

𝑡1w

𝑡0

2𝜔(𝛿𝑥, 𝛿𝑢) 𝑑𝑡. (3.84)

В формуле (3.84) через 2𝜙 и 2𝜔 обозначены квадратичные формы

2𝜙 =

(︂ 𝑛∑︁

𝑠=1

𝑛∑︁

𝛼=1

𝜕2𝜃

𝜕𝑥𝑠 𝜕𝑥𝛼
∆𝑥𝑠 ∆𝑥𝛼+2

𝑛∑︁

𝑠=1

𝜕2𝜃

𝜕𝑡 𝜕𝑥𝑠
∆𝑥𝑠 𝛿𝑡+

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
(𝛿𝑡)2

)︂ ⃒⃒
⃒⃒
𝑡1

𝑡0

,

(3.85)

2𝜔 =

𝑛∑︁

𝑠=1

𝑛∑︁

𝛼=1

𝜕2𝐿

𝜕𝑥𝑠 𝜕𝑥𝛼
𝛿𝑥𝑠 𝛿𝑥𝛼 +

+ 2
𝑛∑︁

𝑠=1

𝑚∑︁

𝑗=1

𝜕2𝐿

𝜕𝑥𝑠 𝜕𝑢𝑗
𝛿𝑥𝑠 𝛿𝑢𝑗 +

𝑚∑︁

𝑗=1

𝑚∑︁

𝛽=1

𝜕2𝐿

𝜕𝑢𝑗 𝜕𝑢𝛽
𝛿𝑢𝑗 𝛿𝑢𝛽 . (3.86)

В соотношениях (3.84), (3.85) указанные пределы у некоторых
слагаемых введены для сокращения записи. К примеру, в выраже-
нии (3.84) второе слагаемое в развернутом виде можно записать
так:

2

𝑛∑︁

𝑠=1

(︂
𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑠
∆𝑥𝑠 𝛿𝑡

)︂ ⃒⃒
⃒⃒
𝑡1

𝑡0

= 2

𝑛∑︁

𝑠=1

(︂
𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑠

)︂ ⃒⃒
⃒⃒
𝑡=𝑡1

∆𝑥𝑠(𝑡1) 𝛿𝑡1 −

− 2
𝑛∑︁

𝑠=1

(︂
𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑠

)︂ ⃒⃒
⃒⃒
𝑡=𝑡0

∆𝑥𝑠(𝑡0) 𝛿𝑡0.

Здесь ∆𝑥𝑠(𝑡0), ∆𝑥𝑠(𝑡1) — это вариации концов кривых сравнения

∆𝑥𝑠(𝑡0) = 𝛿𝑥𝑠(𝑡0) + 𝑥𝑠(𝑡0) 𝛿𝑡0, ∆𝑥𝑠(𝑡1) = 𝛿𝑥𝑠(𝑡1) + 𝑥𝑠(𝑡1) 𝛿𝑡1. (3.87)

Отметим еще, что коэффициенты при произведениях вариаций
в формулах (3.84) – (3.86) вычисляются в точках кривой минимума
функционала 𝐽.
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С помощью формулы (3.69) коэффициенты квадратичной фор-
мы (3.86) выражаются через вторые производные функции 𝐻. В
результате будем иметь

− 2𝜔 =

𝑛∑︁

𝑠=1

𝑛∑︁

𝛼=1

𝜕2𝐻

𝜕𝑥𝑠 𝜕𝑥𝛼
𝛿𝑥𝑠 𝛿𝑥𝛼 +

+ 2
𝑛∑︁

𝑠=1

𝑚∑︁

𝑗=1

𝜕2𝐻

𝜕𝑥𝑠 𝜕𝑢𝑗
𝛿𝑥𝑠 𝛿𝑢𝑗 +

𝑚∑︁

𝑗=1

𝑚∑︁

𝛽=1

𝜕2𝐻

𝜕𝑢𝑗 𝜕𝑢𝛽
𝛿𝑢𝑗 𝛿𝑢𝛽 .

Перейдем к условию неотрицательности второй вариации ∆2𝐼
(3.84). Это условие часто получают путем перехода к решению при-
соединенной задачи о минимуме второй вариации [14, 128], связан-
ной с задачей определения вариаций 𝛿𝑥𝑠, 𝛿𝑢𝑗 , 𝛿𝑡0, 𝛿𝑡1, удовлетворя-
ющих уравнениям вариаций вдоль кривой минимума функциона-
ла 𝐽 :

𝛿𝑔𝑠 = 𝛿𝑥𝑠 −
𝑛∑︁

𝛼=1

𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝛼

𝛿𝑥𝛼 −
𝑚∑︁

𝑗=1

𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑢𝑗

𝛿𝑢𝑗 = 0, 𝑠 = 1, 𝑛, (3.88)

𝛿𝜓𝑘 =
𝑛∑︁

𝛼=1

𝜕𝜓𝑘
𝜕𝑥𝛼

𝛿𝑥𝛼 +
𝑚∑︁

𝛽=1

𝜕𝜓𝑘
𝜕𝑢𝛽

𝛿𝑢𝛽 = 0, 𝑘 = 1, 𝑟, (3.89)

и условиям

𝑑𝜙𝑙
𝑑 𝑡0

𝛿𝑡0 +
𝑛∑︁

𝑠=1

𝜕𝜙𝑙
𝜕𝑥𝑠(𝑡0)

𝛿𝑥𝑠(𝑡0) +
𝑑𝜙𝑙
𝑑 𝑡1

𝛿𝑡1 +
𝑛∑︁

𝑠=1

𝜕𝜙𝑙
𝜕𝑥𝑠(𝑡1)

𝛿𝑥𝑠(𝑡1) = 0,

(3.90)
где 𝑙 = 1, 𝑝. Для данного случая после подстановки вариаций (3.87)
в формулу (3.84) найдем выражение ∆2𝐼, подлежащее минимиза-
ции:

∆2𝐼 = 𝜁
[︀
𝛿𝑥(𝑡0), 𝛿𝑥(𝑡1), 𝛿𝑡0, 𝛿𝑡1

]︀
+

𝑡1w

𝑡0

2𝜔(𝛿𝑥, 𝛿𝑢) 𝑑𝑡. (3.91)

Присоединенная задача о минимуме второй вариации, опреде-
ляемой равенством (3.91) с учетом ограничений (3.88) – (3.90), бу-
дет вариационной задачей Майера–Больца (см. раздел 3.4.1). Отме-
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тим также, что присоединенная задача имеет тривиальное решение:
𝛿𝑥𝑠 = 0, 𝑠 = 1, 𝑛, 𝛿𝑢𝑗 = 0, 𝑗 = 1,𝑚, 𝛿𝑡0 = 𝛿𝑡1 = 0. Если это реше-
ние единственно и удовлетворяет условию стационарности ∆2𝐼, то
условие Якоби будет выполнено.

Вопросы для самоконтроля.

1. Запишите необходимое условие Вейерштрасса сильного мини-
мума функционала.

2. Запишите необходимое условие Клебша слабого минимума
функционала.

3. Запишите необходимое условие Якоби минимума функциона-
ла.

Глава 4
Задачи оптимального управления с
интегральными и
интегродифференциальными
уравнениями

Начнем с упоминания В. Гейзенберга, одного из создателей
квантовой механики, который, размышляя над вопросами всеобъ-
емлющего математического описания материи, сделал предположе-
ние [45], что основное уравнение материи должно описываться си-
стемой интегральных или интегродифференциальных уравнений.

Переходя к оптимизационным задачам с интегральными и инте-
гродифференциальными уравнениями (ИУ и ИДУ), укажем на то,
что с помощью интегральных и интегродифференциальных урав-
нений описываются различные достаточно сложные явления и про-
цессы в механике, физике, математической физике, биологии [35,
64, 84, 95, 98, 99].

Более того, к интегральным и интегродифференциальным урав-
нениям приводят многочисленные задачи теории упругости и гид-
родинамики, задачи распределения зарядов, потенциалов и проч.,
задачи распространения волн, теории переноса и рассеяния, задачи
математической теории развития биологических видов и т.д. При
этом решение упомянутых задач требует по существу привлечения
достаточно сложного математического аппарата ИУ и ИДУ.

ИУ и ИДУ Вольтерра возникают в тех задачах, в которых суще-
ствует некоторое доминирующее или предпочтительное направле-
ние изменения искомой функции. Сам же интегральный оператор
Вольтерра

𝐴𝑥(𝑡) =

𝑡w

𝑡0

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) 𝑑𝑠
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характерен тем, что значение функции 𝐴𝑥(𝑡) в любой момент вре-
мени 𝑡 определяется значениями функции 𝑥(𝑡) при значениях вре-
мени 𝑠 ≤ 𝑡, т.е. этот оператор учитывает «предысторию» процесса.

Однако тема этой главы находится несколько в стороне от
вопросов непосредственного исследования данных типов уравне-
ний. Основной вопрос, который будет изучаться — это обоснование
необходимых (и, возможно, достаточных) условий оптимальности
управляемых динамических систем, описываемых интегральными
и интегродифференциальными уравнениями Вольтерра.

Здесь надо заметить, что имеется сравнительно небольшой спи-
сок литературы, где рассматриваются соответствующие вопросы [1,
23, 26, 30, 36, 88, 90, 148] применительно к управляемым интеграль-
ным уравнениям. При этом важные для приложений задачи оп-
тимального управления системами, описываемыми сингулярными
интегральными и интегродифференциальными уравнениями, оста-
вались вне рамок изучения.

Материал Главы 4 призван в определенной мере восполнить ука-
занный пробел. Общие и специальные вопросы теории ИУ и ИДУ
подробно изложены во многих изданиях. Отметим лишь некоторые
из этих публикаций [24, 27, 29, 35, 48, 64, 65, 95–97, 99, 105, 126,
147, 150, 152, 154, 155, 157–161, 164, 170–172, 177, Д1, Д2].

В § 4.1 для управляемых систем, динамика которых описывает-
ся интегральным уравнением Вольтерра с дополнительными огра-
ничениями в виде равенств, получены необходимые условия опти-
мальности. Вывод этих условий осуществлен на базе абстрактной
теории Якубовича–Матвеева оптимального управления и, в част-
ности, абстрактного принципа максимума [90]. В линейном случае
эти условия становятся также достаточными. Аналитическое изу-
чение интегральной задачи сопровождается рассмотрением модель-
ного примера, в котором удается найти выражение для оптималь-
ного управления по быстродействию.

В § 4.2 рассматриваются два вида управляемых сингулярных
интегральных уравнений с неограниченными множителями под
знаком интеграла: со степенным ядром типа ядра Коши и с ло-
гарифмическим ядром. В обоих случаях проведены интегральные
преобразования, позволяющие свести исходные сингулярные урав-
нения к соответствующим равносильным регулярным уравнениям
без особенностей. Приведены также теоремы о необходимых усло-
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виях оптимальности для названных управляемых сингулярных ин-
тегральных уравнений.

В § 4.3 в качестве объектов управления выступают нелинейные
управляемые динамические системы, описываемые интегродиффе-
ренциальными уравнениями Вольтерра первого порядка. Решена
основная задача оптимального управления для систем подобно-
го класса с дополнительными ограничениями в виде интеграль-
ных удерживающих связей. Определены необходимые условия оп-
тимальности путем обоснования соответствующего сопряженного
уравнения, условия трансверсальности и принципа максимума.

4.1 Оптимальное управление регулярными инте-
гральными системами

Пусть динамическая управляемая система задана общим инте-
гральным векторным уравнением Вольтерра следующего вида:

𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡) +

𝑡w

𝑡0

𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠, (4.1)

где 𝑥(𝑡), 𝑓(𝑡), 𝐹 (·) ∈ 𝑅𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚; здесь 𝑥(𝑡) — состояние систе-
мы, 𝑢(𝑡) — управление из класса кусочно-непрерывных функций,
𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑚, 𝑈 — ограниченное замкнутое множество допустимых
управлений. Решение 𝑥(𝑡) уравнения (4.1) при данном 𝑢(𝑡) назовем
также траекторией, соответствующей управлению 𝑢(𝑡); 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ],
где начальный момент времени 𝑡0 фиксирован, а конечный 𝑡1 — не
фиксирован. Если уравнение (4.1) не содержит особенностей в по-
динтегральном выражении, то оно называется также регулярным
интегральным уравнением Вольтерра.

Отметим, что согласно уравнению (4.1) состояние 𝑥(𝑡) в момент
времени 𝑡 зависит от значений управления 𝑢(𝑠) в предыдущие мо-
менты времени на промежутке 𝑠 ∈ (𝑡0, 𝑡1).

Зададим функционал

𝐽(𝑥, 𝑢) =

𝑡1w

𝑡0

𝜙0

[︀
𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠, (4.2)
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и будем считать, что в соотношениях (4.1), (4.2) скалярные и век-
торные функции 𝑓(𝑡), 𝐹 (·), 𝜙0(·) непрерывны вместе со своими про-
изводными по всем аргументам, причем 𝐹 (·), 𝜙0(·) обладают вто-
рой степенью гладкости, включая непрерывность смешанных про-
изводных по 𝜕𝑡 𝜕𝑥𝛼 и 𝜕𝑡 𝜕𝑢𝛽 , 𝛼 = 1, 𝑛, 𝛽 = 1,𝑚, второго порядка;
𝑡0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1, 𝑢 ∈ 𝑈, момент времени 𝑡1 не фиксируется.

Зададим также 𝑘 дополнительных условий в виде интегральных
равенств

𝑡1w

𝑡0

𝜙𝑖
[︀
𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠 = 0, 𝑖 = 1, 𝑘, (4.3)

где функции 𝜙𝑖(·) считаются непрерывными по всем своим пере-
менным и гладкими по 𝑥. На самом деле, при задании равенств
(4.3) можно исходить из равенств 𝜙𝑖(·) = 0, 𝑖 = 1, 𝑘, которые за-
тем подлежат интегрированию по 𝑠, 𝑠 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ] и домножению на
некоторые множители 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘.

Требуется среди допустимых управлений найти такое управле-
ние 𝑢0(𝑡) и соответствующую ему траекторию 𝑥0(𝑡), которая явля-
ется решением уравнения (4.1), 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1], чтобы функционал (4.2)
принимал минимальное значение: 𝐽 → min𝑢∈𝑈 , и были выполнены
также равенства (4.3).

Иначе говоря, требуется систему (4.1) перевести из заданного
начального положения 𝑥0 = 𝑥(𝑡0) = 𝑓(𝑡0) в некоторое незаданное
конечное 𝑥1 = 𝑥(𝑡1) по фазовой траектории 𝑥(𝑡), являющейся ре-
шением уравнения (4.1), 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], где 𝑡1 — нефиксированный
момент времени окончания процесса оптимизации. При этом надо
среди допустимых управлений найти такое управление 𝑢0(𝑡) и со-
ответствующую ему траекторию 𝑥(𝑡) = 𝑥0(𝑡), чтобы функционал
(4.2) принимал минимальное значение и были выполнены равен-
ства (4.3).

Решение
(︀
𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡)

)︀
задачи (4.1)–(4.3) будем называть соот-

ветственно оптимальной траекторией и оптимальным управлени-
ем. Пару

(︀
𝑥(·), 𝑢(·)

)︀
будем называть процессом, пару

(︀
𝑥0(·), 𝑢0(·)

)︀

— оптимальным процессом, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ].
Задачи, подобные (4.1)–(4.3), но в более общих, абстрактных

формах рассматривались в работах [23, 30, 90]. Решение задачи
(4.1)–(4.3) позволяет, тем не менее, достичь более пригодных для
практических целей результатов.
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4.1.1. Необходимые условия оптимальности. Следуя ра-
боте [298], в задаче (4.1)–(4.3) обозначим через

(︀
𝑥0(·), 𝑢0(·), 𝑡01

)︀
,

𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡
0
1 ] оптимальный процесс, а через 𝜆𝑖, 𝑖 = 0, 𝑘 — множи-

тели Лагранжа, соответствующие ограничениям (4.2), (4.3); здесь
𝑡01 — конечный нефиксированный момент времени, отвечающий оп-
тимальному процессу

(︀
𝑥0(·), 𝑢0(·)

)︀
.

Введем в рассмотрение систему вспомогательных кусочно-не-
прерывных функций 𝜓(𝑡) =

(︀
𝜓𝑗(𝑡)

)︀
𝑗=1,𝑛

, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡
0
1 ], и построим

функцию Гамильтона

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑠) =

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑠) 𝑑𝑡−
𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖 𝜙𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑠). (4.4)

Сформулируем и докажем утверждение, обобщающее принцип
максимума [90, 108] на интегральные системы вольтерровского ти-
па.

Теорема 4.1. Пусть в задаче (4.1)–(4.3) процесс
(︀
𝑥0(·), 𝑢0(·),

𝑡01
)︀

оптимален. Тогда найдутся множители Лагранжа 𝜆0, ..., 𝜆𝑘
и вектор-функция 𝜓(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡

0
1 ], обеспечивающие выпол-

нение следующих соотношений:

𝜓*(𝑠) =
𝜕 𝐻

[︀
𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠

]︀

𝜕𝑥
, (4.5)

𝐻
[︀
𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠

]︀
= max

𝑢∈𝑈
𝐻
[︀
𝑥0(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
, (4.6)

𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖 𝜙𝑖
[︀
𝑥10, 𝑢0(𝑡01 − 0), 𝑡01

]︀
= 0, (4.7)

𝜆𝑖 ≥ 0,

𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖 > 0, (4.8)

где 𝐻(·) — функция Гамильтона, определяемая выражением (4.4),
𝑥10 = 𝑥0(𝑡01).

Доказательство. Вначале сделаем ряд общих замечаний, спо-
собствующих уяснению дальнейшего хода рассуждений. По усло-
вию в исходном уравнении (4.1) вектор-функция 𝐹 (·) считается
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непрерывной по совокупности аргументов и гладкой по 𝑥. Непре-
рывность по 𝑡 функции 𝐹 (·) и верхнего предела интегрирования
влечет за собой непрерывность интеграла в уравнении (4.1), а тем
самым и непрерывность решения 𝑥(𝑡) уравнения (4.1).

Отметим, что при фиксированном 𝑠 функция Гамильтона (4.4)
зависит от сопряженной переменной 𝜓(𝑡), ∀ 𝑡 ∈ [ 𝑠, 𝑡01 ]. Прин-
цип максимума (4.6) в этом отличается от стандартного принципа
максимума для обыкновенных дифференциальных уравнений, где
значение функции 𝜓(𝑡) рассматривается только в момент време-
ни 𝑡 = 𝑠.

Далее, сопряженное уравнение (4.5) представляет собой инте-
гральное уравнение Вольтерра второго рода относительно функ-
ции 𝜓. Действительно, после подстановки выражения 𝐻(·) (4.4) в
уравнение (4.5) получим

𝜓(𝑠) =

𝑡01w

𝑠

𝐾(𝑡, 𝑠)𝜓(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝜃(𝑠),

где введены обозначения

𝐾*(𝑡, 𝑠) =
𝜕 𝐹

[︀
𝑡, 𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠

]︀

𝜕𝑥
,

𝜃*(𝑠) = −
𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖
𝜕 𝜙𝑖

[︀
𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠

]︀

𝜕𝑥
.

Укажем также, что условие теоремы (4.8) означает условие
невырожденности системы множителей 𝜆0, ..., 𝜆𝑘. Если 𝜆0 = ... =
𝜆𝑘 = 0, то в силу определения функции Гамильтона (4.4) сопря-
женное уравнение (4.5) является однородным. Уравнение (4.5), как
только что было установлено, это уравнение Вольтерра второго ро-
да. Если это уравнение однородно, то известно (см., например, [90,
91]), что оно имеет единственное и лишь нулевое решение 𝜓(𝑡) = 0.

Помимо этого, обратим внимание на то, что здесь на множители
Лагранжа 𝜆𝑖, 𝑖 = 0, 𝑘, можно смотреть и как на непрерывно диф-
ференцируемые функции времени: 𝜆𝑖 = 𝜆𝑖(𝑡); от этого дальнейший
анализ никоим образом не изменится.

4.1. Оптим. упр. регуляр. интегральными системами 139

Перейдем теперь к непосредственному доказательству теоремы.
Для этого воспользуемся абстрактной теорией оптимального управ-
ления, описанной в работе [90]. Сведем нашу задачу (4.1)–(4.3) к
абстрактной задаче по известной схеме (подробности см. в рабо-
те [90]). Продолжим оптимальный процесс

(︀
𝑥0(·), 𝑢0(·)

)︀
на неко-

торый больший интервал ∆ = [ 𝑡0, ̂︀𝑡1 ], где ̂︀𝑡1 > 𝑡01, считая, что
𝑢0(𝑡) = 𝑢0(𝑡01 − 0) при 𝑡 > 𝑡01. Запишем уравнение (4.1) с ограни-
чениями (4.3) в общем виде

𝐺(𝑤) = 𝑧, 𝑧 = (𝑦, 𝑣)*, 𝑤 = (𝑥, 𝑢)*, 𝑣 =

𝑡1w

𝑡0

𝜙𝑑𝑠,

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑓(𝑡) −
𝑡w

𝑡0

𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠, 𝑡 ∈ ∆,

где 𝜙 = 𝜙
[︀
𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
=

(︀
𝜙𝑖
)︀
𝑖=1,𝑘

, 𝑥 = (𝑥, 𝑡1).

Очевидно, что уравнение 𝐺(𝑤) = 0 совпадает с интегральным
уравнением (4.1) и равенствами (4.3). В абстрактной задаче мини-
мизируемый функционал: 𝑉 (𝑤) = 𝐽(𝑥, 𝑢). Решением этой абстракт-
ной задачи является оптимальный процесс 𝑤0(·) =

(︀
𝑥0(·), 𝑢0(·)

)︀*
=

=
(︀
𝑥0(·), 𝑡01, 𝑢0(·)

)︀*
.

Перейдем к построению лагранжиана в задаче с ограничения-
ми в виде равенств. Равенствам (4.3) сопоставим набор множите-
лей 𝜆1, ..., 𝜆𝑘, а уравнению (4.1) сопоставим линейный функционал
𝑚*𝑦. Уравнению 𝐺(𝑤) = 0 сопоставим линейный функционал 𝑙*𝑧,
действующий на пространстве 𝑍 = { 𝑧 }, 𝑙* ∈ 𝑍*. Функционал 𝑙*𝑧
имеет вид

𝑙*𝑧 = 𝑚*𝑦 +

𝑡1w

𝑡0

𝑘∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖 𝜙𝑖
[︀
𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠,

где 𝑧 = (𝑦, 𝑣)*. Вещественная функция 𝐿(𝑤) переменной 𝑤 ∈ 𝑊,

зависящая от множителей 𝑚* ∈ 𝑌 *, 𝜆 ∈ 𝑅𝑘, 𝜆 =
(︀
𝜆𝑖
)︀
𝑖=1,𝑘

, и 𝜆0
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образует функцию Лагранжа

𝐿(𝑤) = 𝑚*𝑦 +

𝑡1w

𝑡0

𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖 𝜙𝑖[𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠 ] 𝑑𝑠, (4.9)

или лагранжиан задачи:

𝑉 (𝑤) → min
𝑢∈𝑈

, 𝐺(𝑤) = 0, 𝑤 = (𝑥, 𝑢)*.

Для определения структуры функционала 𝑚* рассмотрим аб-
страктное сопряженное уравнение

(︀
𝛿𝑥 𝐿

)︀
0

= 0 или 𝐿′
𝑥 (𝑤0) = 0

на траекториях оптимального процесса 𝑤0 = (𝑥0, 𝑢0)*, называе-
мое также уравнением Лагранжа, где 𝑥 = (𝑥, 𝑡1). Это уравнение
распадается на условия стационарности по 𝑥 и по 𝑡1 [90]:

(︀
𝛿𝑥 𝐿

)︀
0

= 0,
(︀
𝛿𝑡1 𝐿

)︀
0

= 0. (4.10)

Запишем первое уравнение (4.10):

𝑚* 𝛿𝑥 = 𝑁* 𝛿𝑥−
𝑡01w

𝑡0

𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖

(︂
𝜕𝜙𝑖
𝜕𝑥

)︂

0

𝛿 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠, (4.11)

где

𝑁* 𝛿𝑥 = 𝑚*
𝑡

𝑡w

𝑡0

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑥

)︂

0

𝛿 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠. (4.12)

Здесь 𝑚*
𝑡 означает действие функционала 𝑚* по переменной 𝑡. По-

скольку интеграл (4.12) берется по переменной 𝑠 и функция 𝛿 𝑥(𝑠)
зависит от переменной 𝑠, то функционал 𝑁* в целом должен запи-
сываться в виде интеграла

𝑁* 𝛿𝑥 =

̂︀𝑡1w

𝑡0

𝜓*
0(𝑠) 𝛿 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠. (4.13)
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В соответствии с выражением (4.11) аналогичный (4.13) вид
имеет функционал 𝑚*:

𝑚* 𝛿𝑥 =

̂︀𝑡1w

𝑡0

𝜓*(𝑠) 𝛿 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠. (4.14)

Подставляя интеграл (4.14) в формулу, определяющую лагран-
жиан 𝐿(𝑤), получим

𝐿(𝑤) =

̂︀𝑡1w

𝑡0

𝜓*(𝑡)
[︀
𝑥(𝑡) − 𝑓(𝑡)

]︀
𝑑𝑡 −

−
̂︀𝑡1w

𝑡0

𝜓*(𝑡) 𝑑𝑡

𝑡w

𝑡0

𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠+

𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖

𝑡1w

𝑡0

𝜙𝑖
[︀
𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠,

или, после изменения порядка интегрирования в двойном интеграле
будем иметь

𝐿(𝑤) =

̂︀𝑡1w

𝑡0

𝜓*(𝑡)
[︀
𝑥(𝑡) − 𝑓(𝑡)

]︀
𝑑𝑡− (4.15)

−
̂︀𝑡1w

𝑡0

𝑑𝑠

̂︀𝑡1w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑡+

𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖

𝑡1w

𝑡0

𝜙𝑖
[︀
𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠.

Обратимся вновь к первому равенству (4.10). Его можно, при-
нимая во внимание соотношение (4.15), выразить так:

̂︀𝑡1w

𝑡0

𝜓*(𝑠) 𝛿 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠−
̂︀𝑡1w

𝑡0

𝑑𝑠

̂︀𝑡1w

𝑠

𝜓*(𝑡)

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑥

)︂

0

𝛿 𝑥(𝑠) 𝑑𝑡 +

+

𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖

𝑡01w

𝑡0

(︂
𝜕𝜙𝑖
𝜕𝑥

)︂

0

𝛿 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠 = 0. (4.16)

Из соотношения (4.16) вытекают согласно основной лемме вари-
ационного исчисления равенства (в силу соответствующего выбора
𝑘 + 1 множителей Лагранжа 𝜆𝑖, 𝑖 = 0, 𝑘, и произвольности остав-
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шихся 𝑛− 𝑘 − 1 вариаций 𝛿 𝑥(𝑠)):

𝜓*(𝑠) −
̂︀𝑡1w

𝑠

𝜓*(𝑡)

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑥

)︂

0

𝑑𝑡+
𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖

(︂
𝜕𝜙𝑖
𝜕𝑥

)︂

0

= 0, ∀ 𝑠 ∈ [ 𝑡0, 𝑡
0
1 ],

𝜓*(𝑠) −
̂︀𝑡1w

𝑠

𝜓*(𝑡)

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑥

)︂

0

𝑑𝑡 = 0, ∀ 𝑠 ∈ (𝑡01, ̂︀𝑡1 ].

Второе из этих равенств означает, что на промежутке 𝑠 ∈ (𝑡01, ̂︀𝑡1 ]
функция 𝜓(𝑠) является решением однородного интегрального урав-
нения Вольтерра второго рода. Ранее уже оговаривалось, что та-
кое уравнение имеет единственное и при том нулевое решение, т.е.
𝜓(𝑠) = 0, 𝑠 ∈ (𝑡01, ̂︀𝑡1 ].

Следовательно, первое из написанных двух равенств, учиты-
вая определение функции Гамильтона 𝐻 (4.4), преобразуется в ра-
венство (4.5) из формулировки теоремы 4.1. Одновременно с этим
лагранжиан (4.15) приобретает вид

𝐿(𝑤) =

𝑡01w

𝑡0

𝜓*(𝑡)
[︀
𝑥(𝑡) − 𝑓(𝑡)

]︀
𝑑𝑡 −

−
𝑡01w

𝑡0

𝑑𝑠

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑡+

𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖

𝑡1w

𝑡0

𝜙𝑖
[︀
𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠.

Заключаем отсюда (после взятия производной от 𝐿(𝑤) по 𝑡1), что
второе равенство стационарности (4.10) переходит в равенство (4.7).

Подставим в выражение 𝐿(𝑤) (4.15) значения 𝑥(𝑡) = 𝑥0(𝑡), 𝑡1 =
𝑡01 и учтем определение функции Гамильтона 𝐻 (4.4). Тогда, легко
обнаружить, функционал 𝐿(𝑥0, 𝑢) = 𝐿(𝑥0, 𝑢, 𝑡

0
1) принимает вид

𝐿(𝑥0, 𝑢) = const −
̂︀𝑡1w

𝑡0

𝐻0

[︀
𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠, (4.17)
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где

𝐻0(𝑢, 𝑠) =

{︃
𝐻
[︀
𝑥0(𝑠), 𝑢, 𝑠

]︀
при 𝑠 ∈ [ 𝑡0, 𝑡

0
1 ],

0 при 𝑠 ∈ (𝑡01, ̂︀𝑡1 ].

Согласно результатам работы [90] представление лагранжиана и
гамильтониана в форме (4.17) является важным условием выполне-
ния абстрактного принципа максимума и абстрактного сопряжен-
ного уравнения при наличии некоторого допустимого набора мно-
жителей Лагранжа 𝑙* = (𝑚*, 𝜆0, ..., 𝜆𝑘). В этом случае функционал
𝑚* записывается в виде интеграла (4.14), а сопряженное уравнение
— в виде равенств (4.5) и (4.7).

Кроме того, исходя из сделанных предположений, гамильтони-
ан 𝐻 (4.4) непрерывен. Значит, функция 𝐻0(𝑢, 𝑠) в соотношении
(4.17) непрерывна по 𝑢 и кусочно-непрерывна по 𝑠. Следователь-
но, абстрактный принцип максимума в соответствии с работой [90]
выражается при 𝑠 ∈ [ 𝑡0, 𝑡

0
1 ] соотношением (4.6). Таким образом,

данную теорему можно считать доказанной.
Заметим, что при некоторой модернизации теорема 4.1 остается

в силе и для более общих нелинейных интегральных управляемых
систем вольтерровского типа

𝐸
[︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

]︀
= 𝑓(𝑡) +

𝑡w

𝑡0

𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠,

где 𝐸(·) — некоторая заданная непрерывно дифференцируемая век-
тор-функция своих аргументов. По этому поводу см. далее § 4.2.
Теорема 4.1 является здесь базовой и на ее основе удобно проводить
изучение оптимизационных свойств различных объектов управле-
ния, описываемых интегральными уравнениями Вольтерра.

4.1.2. Достаточное условие оптимальности. Рассматрива-
ется задача оптимального управления (4.1)–(4.3). Предполагается,
что все условия теоремы 4.1 выполнены.

Обратимся вновь к абстрактной теории [90]. Абстрактная задача
оптимизации имеет известный вид

𝐺(𝑤) = 0, 𝑤 = (𝑥, 𝑢)*, 𝑉 (𝑤) → min
𝑢∈𝑈

,
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где 𝐺 : 𝑋×𝑈 → 𝑍, 𝑉 : 𝑋×𝑈 → 𝑅; здесь 𝑋,𝑍 — линейные норми-
рованные пространства, 𝑈 — линейное метрическое пространство
(в нашем случае это линейное пространство кусочно-непрерывных
функций с метрикой: 𝑑(𝑢1, 𝑢2) = mes { 𝑡 : 𝑢1(𝑡) ̸= 𝑢2(𝑡) }, где 𝑑(·) —
расстояние между значениями векторов 𝑢1 и 𝑢2 в момент времени
𝑡). Уравнение 𝐺(𝑤) = 0 описывает совокупность уравнений (4.1)
и (4.3).

Представим лагранжиан 𝐿(𝑤) формулой (см. соотношения
(4.15), (4.16)):

𝐿(𝑤) =

̂︀𝑡1w

𝑡0

𝜓*(𝑡)𝑥(𝑡) 𝑑𝑡−
̂︀𝑡1w

𝑡0

𝐻
[︀
𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠, (4.18)

где гамильтониан 𝐻 — функция (4.4). После подстановки сюда
𝑥(𝑡) = 𝑥0(𝑡) будем иметь выражение (4.17):

𝐿(𝑥0, 𝑢) = const −
𝑡1w

𝑡0

𝐻
[︀
𝑥0(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠.

Далее, абстрактное сопряженное уравнение
(︀
𝐿′
𝑥

)︀
0

= 0, как
это было показано в разделе 4.1.1, равносильно уравнениям (4.5)
и (4.7). Кроме того, абстрактный принцип максимума

𝐻0

[︀
𝑢0(𝑡), 𝑡

]︀
= max

𝑣∈𝑈
𝐻0

[︀
𝑣(𝑡), 𝑡

]︀
,

где 𝐻0(𝑢, 𝑡) = 𝐻(𝑥0, 𝑢, 𝑡), 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], эквивалентен выражению
(4.6) в формулировке теоремы 4.1. Значит, должны быть выполне-
ны соотношения (4.5)–(4.7), совпадающие с необходимыми услови-
ями оптимальности.

Помимо этого, лагранжиан должен быть представим в виде сум-
мы: 𝐿 = 𝐿1(𝑥) + 𝐿2(𝑢), где 𝐿1(𝑥) — выпуклая по 𝑥 функция. Из
выражения (4.18) следует, что только второе слагаемое зависит от
𝑢. Данное представление лагранжиана 𝐿 в виде указанной суммы
имеет место, если подобное представление имеет место для гамиль-
тониана 𝐻:

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑠) = 𝐻1(𝑥, 𝑠) +𝐻2(𝑢, 𝑠),

где 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑚.
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Для обеспечения этого представления𝐻 достаточно, в свою оче-
редь, как это вытекает из выражения (4.4) для 𝐻, чтобы таким же
образом представлялись функции 𝐹 (·) и 𝜙𝑖(·):

𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑠) = 𝑀(𝑡, 𝑥, 𝑠) + 𝑃 (𝑡, 𝑢, 𝑠),

𝜙𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑠) = 𝜂𝑖(𝑥, 𝑠) + 𝜁𝑖(𝑢, 𝑠), (4.19)

где 𝑖 = 0, 𝑘, причем

𝐻1(𝑥, 𝑠) =

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝑀(𝑡, 𝑥, 𝑠) 𝑑𝑡−
𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖 𝜂𝑖(𝑥, 𝑠). (4.20)

Понятно, что функционал 𝐿1(𝑥) можно получить из 𝐿, если в
правую часть (4.18) вместо 𝐻 подставить 𝐻1(𝑥, 𝑠). Для выпуклости
𝐿1(𝑥) достаточно, чтобы функция 𝐻1(𝑥, 𝑠) была выпукла по 𝑥.

Отметим, что вполне эффективные условия выпуклости по 𝑥
функции 𝐻1(𝑥, 𝑠) (4.20) можно получить, если потребовать линей-
ности функций 𝑀 и 𝜂𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘, и выпуклости 𝜂0(𝑥, 𝑠) по 𝑥:

𝑀(𝑡, 𝑥, 𝑠) = 𝐴(𝑡, 𝑠)𝑥+𝑚0(𝑡, 𝑠), 𝜂𝑖(𝑥, 𝑠) = 𝛼*(𝑠)𝑥+ 𝜂𝑖0 (𝑠),

где 𝐴(𝑡, 𝑠) ∈ 𝑅𝑛 × 𝑅𝑛, 𝑚0(𝑡, 𝑠), 𝛼(𝑠) ∈ 𝑅𝑛, 𝜂𝑖0(𝑠) ∈ 𝑅. В силу выра-
жений (4.19) можно без ущерба для общности положить 𝑚0(𝑡, 𝑠) ≡
≡ 0, 𝜂𝑖0(𝑠) ≡ 0, 𝑖 = 1, 𝑘.

При выполнении всех указанных соотношений по теореме о до-
статочных условиях оптимальности в абстрактной задаче оптими-
зации [298] процесс

(︀
𝑥0(·), 𝑢0(·)

)︀
, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡

0
1 ] оптимален. Таким об-

разом, приходим к следующему утверждению.

Теорема 4.2. Будем считать, что в задаче оптимизации (4.1)
– (4.3) функции 𝐹,𝜙𝑖, 𝑖 = 0, 𝑘, имеют вид (4.19). Предположим
также, что для некоторых 𝜓(·), 𝜆0, ..., 𝜆𝑘

(︀
𝜆𝑖 ≥ 0,

∑︀𝑘
𝑖=0 𝜆𝑖 >

0
)︀

процесс
(︀
𝑥0(·), 𝑢0(·)

)︀
, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡

0
1 ], удовлетворяет необходимым

условиям оптимальности (4.5)–(4.7). Тогда процесс
(︀
𝑥0(·), 𝑢0(·)

)︀

оптимален в задаче (4.1)–(4.3).

4.1.3. Линейное уравнение Вольтерра. В предыдущем раз-
деле были наложены ограничения на функции 𝐹 (·), 𝜙𝑖(·), 𝑖 = 1, 𝑘,
в уравнениях (4.1), (4.3) в виде требований линейности по 𝑥 и вы-
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пуклости функции 𝜙0(·) по 𝑥, которые обеспечивают выпуклость
гамильтониана задачи (4.1)–(4.3) по 𝑥, а тем самым согласно тео-
реме 4.2 и оптимальность процесса

(︀
𝑥0(·), 𝑢0(·)

)︀
, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡

0
1 ].

Упомянутый эпизодический характер наличия линейности по 𝑥
ввиду важности этого случая распространим на более общую си-
туацию. Пусть имеется управляемая система, описываемая инте-
гральным линейным уравнением Вольтерра:

𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡) +

𝑡w

𝑡0

[︀
𝐴(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) +𝐵(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑠)

]︀
𝑑𝑠, (4.21)

где, как и раньше, 𝑥(𝑡), 𝑓(𝑡) — 𝑛–мерные столбцевые векторы, 𝑢(𝑡) ∈
∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑚, 𝐴(𝑡, 𝑠), 𝐵(𝑡, 𝑠) — матрицы соответственно порядков 𝑛×𝑛
и 𝑛×𝑚, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], 𝑡1 — нефиксированный момент времени.

Зададим также функционал, подлежащий минимизации 𝐽 (4.2):

𝐽(𝑥, 𝑢) =

𝑡1w

𝑡0

𝜙0

[︀
𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠

и интегральное векторное равенство

𝑡1w

𝑡0

[︀
𝑎(𝑠)𝑥(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝑢(𝑠)

]︀
𝑑𝑠 = 0, (4.22)

где 𝑎(𝑠) ∈ 𝑅𝑘 × 𝑅𝑛, 𝑏(𝑠) ∈ 𝑅𝑘 × 𝑅𝑚, причем предполагается, что
вектор-функции

𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
= 𝐴(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) +𝐵(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑠) ∈ 𝑅𝑛,

𝜙
[︀
𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
= 𝑎(𝑠)𝑥(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝑢(𝑠) ∈ 𝑅𝑘

и скалярная функция 𝜙0(·) удовлетворяют всем оговоренным ранее
для задачи (4.1)–(4.3) условиям.

Для задачи (4.21), (4.2), (4.22) также требуется сформулировать
необходимые и достаточные условия оптимальности. Заранее ясно,
что их можно объединить в одном утверждении.

Обозначим, как и прежде, через
(︀
𝑥0(·), 𝑢0(·), 𝑡01

)︀
, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡

0
1 ] —

оптимальный процесс, 𝜆𝑖, 𝑖 = 0, 𝑘, — множители Лагранжа, а че-
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рез 𝜓(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 — систему вспомогательных кусочно-непрерывных
функций. Применительно к рассматриваемой задаче введем функ-
цию Гамильтона

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑠) =

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝐴(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) 𝑑𝑡−𝜆* 𝑎(𝑠)𝑥(𝑠)−𝜆0 𝜙0[𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠 ] +

+

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝐵(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑡− 𝜆* 𝑏(𝑠)𝑢(𝑠), (4.23)

где 𝜆 =
(︀
𝜆𝑖
)︀
𝑖=1,𝑘

∈ 𝑅𝑘.

Теорема 4.3. Для того, чтобы процесс
(︀
𝑥0(·), 𝑢0(·), 𝑡01

)︀
в за-

даче (4.21), (4.2), (4.22) был оптимальным, необходимо и доста-
точно существование таких множителей Лагранжа 𝜆0, ..., 𝜆𝑘 и
вектор-функции 𝜓(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡

0
1 ], при которых имеют ме-

сто следующие соотношения:

𝜓*(𝑠) =
𝜕 𝐻

[︀
𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠

]︀

𝜕𝑥
=

=

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝐴(𝑡, 𝑠) 𝑑𝑡− 𝜆* 𝑎(𝑠) − 𝜆0
𝜕𝜙0[𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠]

𝜕𝑥
, (4.24)

𝐻
[︀
𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠

]︀
= max

𝑢∈𝑈
𝐻
[︀
𝑥0(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
, (4.25)

𝜆* 𝜙
[︀
𝑥10, 𝑢0(𝑡01 − 0), 𝑡01

]︀
= 0, 𝜆 =

(︀
𝜆𝑖
)︀
𝑖=0,𝑘

, 𝜙 =
(︀
𝜙𝑖
)︀
𝑖=0,𝑘

, (4.26)

𝜆𝑖 ≥ 0,
𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖 > 0, (4.27)

где 𝐻(·) — функция Гамильтона, задаваемая формулой (4.23).
Здесь 𝑥10 = 𝑥0(𝑡01), 𝑡01 — конечный нефиксированный момент вре-
мени окончания оптимального процесса

(︀
𝑥0(·), 𝑢0(·)

)︀
.

Разумеется, доказательство теоремы 4.3 полностью укладывает-
ся в рамки доказательства двух предыдущих теорем 4.1 и 4.2. Отме-
тим только, что необходимые условия оптимальности (4.24)–(4.27)
соответствуют аналогичным условиям (4.5)–(4.8) теоремы 4.1. Ли-
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нейность задачи (4.21), (4.22) и выпуклость в (4.2) гарантируют
наличие выпуклости по 𝑥 гамильтониана 𝐻 (4.23) и лагранжиана
𝐿 этой задачи, а значит, и обеспечение достаточных условий опти-
мальности процесса

(︀
𝑥0(·), 𝑢0(·), 𝑡01

)︀
.

В качестве замечания укажем еще на то, что сопряженное урав-
нение в формулировке теоремы 4.3 может быть представлено в фор-
ме линейного интегрального уравнения Вольтерра (4.24) второго
рода относительно неизвестной вектор-функции 𝜓:

𝜓(𝑠) =

𝑡01w

𝑠

𝐾(𝑡, 𝑠)𝜓(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝜃(𝑠),

где

𝐾*(𝑡, 𝑠) =
𝜕 𝐹

[︀
𝑡, 𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠

]︀

𝜕𝑥
,

𝜃*(𝑠) = −
𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖
𝜕 𝜙𝑖

[︀
𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠

]︀

𝜕𝑥
,

откуда будет следовать, что 𝐾*(𝑡, 𝑠) = 𝐴*(𝑡, 𝑠), 𝜃*(𝑠) = −𝜆* 𝑎(𝑠) −
−𝜆0 𝜕𝜙0[𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠 ]/𝜕𝑥.

Модельный пример 1. Пользуясь результатами теоремы 4.3,
найдем оптимальное управление в системе (4.21) для задачи быст-
родействия с функционалом

𝐽(𝑥, 𝑢) =

𝑡1w

𝑡0

𝑑𝑠 = 𝑡1 − 𝑡0

и дополнительными связями в виде интегральных равенств (4.22).
На допустимые управления 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚 наложим ограничение:

‖𝑢(𝑡) ‖ ≤ 1, ∀ 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], где 𝑡1 —нефиксированный конечный мо-
мент времени. Систему (4.21) требуется перевести с помощью до-
пустимого оптимального управления 𝑢0(𝑡) из заданной начальной
точки 𝑥0 = 𝑥(𝑡0) = 𝑓(𝑡0) в некоторую конечную точку 𝑥1 = 𝑥(𝑡1)
за наименьшее возможное время по траектории 𝑥0(𝑡), удовлетво-
ряющей уравнению (4.21), где 𝑡1 = 𝑡01 — нефиксированное время
окончания оптимального процесса

(︀
𝑥0(·), 𝑢0(·)

)︀
, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡

0
1 ].
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Из постановки задачи следует, что любая конечная точка 𝑥1

на оптимальной траектории 𝑥0(𝑡), когда на вход интегральной си-
стемы (4.21) подается оптимальное по быстродействию управление
𝑢0(𝑡), будет достигаться за минимальное время.

Согласно выражению (4.23) введем функцию Гамильтона при
дополнительном условии, что 𝑏(𝑡01) — нулевая матрица соответству-
ющей размерности:

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑠) =

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝐴(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) 𝑑𝑡− 𝜆* 𝑎(𝑠)𝑥(𝑠) − 𝜆0 +

+

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝐵(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑡− 𝜆* 𝑏(𝑠)𝑢(𝑠) =

=

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝐴(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) 𝑑𝑡− 𝜆* 𝑎(𝑠)𝑥(𝑠) − 𝜆0 +

+

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝐵(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑡+ 𝜆*
(︂ 𝑡01w

𝑠

𝑑 𝑏(𝑡)

𝑑𝑡
𝑑𝑡

)︂
𝑢(𝑠) =

=

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝐴(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) 𝑑𝑡− 𝜆* 𝑎(𝑠)𝑥(𝑠) − 𝜆0 +

+

𝑡01w

𝑠

[︀
𝜓*(𝑡)𝐵(𝑡, 𝑠) + 𝜆* 𝑏(𝑡)

]︀
𝑢(𝑠) 𝑑𝑡, 𝜆 =

(︀
𝜆𝑖
)︀
𝑖=1,𝑘

, (4.28)

где вектор-функция 𝜓(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 и вектор множителей 𝜆 ∈ 𝑅𝑘 удовле-
творяют по теореме 4.3 уравнению (4.24) и уравнению связей (4.22).

В соответствии с принципом максимума (4.25) теоремы 4.3 оп-
тимальное управление 𝑢0 в выражении (4.28) следует взять в виде

𝑢0(𝑠) = sign
[︀
𝐵*(𝑡, 𝑠)𝜓(𝑡) + 𝑏*(𝑡)𝜆

]︀
, (4.29)

который обеспечивает при наложенном ограничении на управление
‖𝑢 ‖ ≤ 1 максимум по 𝑢 гамильтониану 𝐻 (4.28).
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Обратим внимание на то, что при выводе формулы (4.29) ли-
нейность по 𝑥 нигде не использовалась. Это означает, что формула
(4.29) остается в силе и для интегральных управляемых систем,
куда лишь управление 𝑢 входит линейно:

𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡) +

𝑡w

𝑡0

[︀
𝐴
(︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑠

)︀
+𝐵(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑠)

]︀
𝑑𝑠,

𝑡1w

𝑡0

[︀
𝑎
(︀
𝑥(𝑠), 𝑠

)︀
+ 𝑏(𝑠)𝑢(𝑠)

]︀
𝑑𝑠 = 0,

где 𝑥(𝑡), 𝑓(𝑡), 𝐴(·) ∈ 𝑅𝑛, 𝐵(𝑡, 𝑠) ∈ 𝑅𝑛×𝑅𝑚, 𝑎(·) ∈ 𝑅𝑘, 𝑏(𝑠) ∈ 𝑅𝑘×𝑅𝑚.
Правда, при этом, условия (4.24)–(4.27) теоремы 4.3 остаются лишь
необходимыми и теряют характер достаточных.

Подводя предварительные итоги, можно с уверенностью ска-
зать, что используемая здесь абстрактная схема вывода необходи-
мых (и достаточных) условий оптимальности управляемых дина-
мических систем обладает большой степенью общности. Благода-
ря этому удается их обосновать для широкого класса регулярных
интегральных и, как это будет показано дальше, сингулярных ин-
тегральных и интегродифференциальных уравнений. Кроме того,
полученные условия оптимальности в виде сопряженного уравне-
ния и принципа максимума являются алгоритмической основой для
формирования закона оптимального управления.

Вопросы для самоконтроля.

1. Запишите интегральное уравнение Вольтерра.

2. Сформулируйте необходимые условия оптимальности.

3. Запишите уравнения Лагранжа.

4. Запишите достаточные условия оптимальности в абстрактной
задаче оптимизации.

5. Запишите линейное уравнение Вольтерра.
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4.2 Оптимальное управление сингулярными ин-
тегральными системами

Этот параграф посвящен обоснованию принципа максимума
для интегральных управляемых систем с сингулярным множите-
лем в подинтегральной части. Здесь могут возникать разные вари-
анты сингулярных особенностей в интегралах типа Вольтерра, но
из большого разнообразия ситуаций выберем наиболее типичные.

4.2.1. Интегральные уравнения со степенными ядрами.
Вначале рассмотрим управляемые системы, описываемые вектор-
ным уравнением Вольтерра первого рода следующего вида:

𝑡w

𝑡0

1

(𝑡− 𝑠)𝛼
𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡), (4.30)

в случае, когда подинтегральная вектор-функция обращается в бес-
конечность при 𝑡 = 𝑠, 0 < 𝛼 < 1 (в анализе для неограниченных
подинтегральных функций, напомним, вводят понятие несобствен-
ного интеграла, главного значения интеграла или сингулярного ин-
теграла). При 𝛼 = 1/2 уравнение (4.30) в упрощенной форме из-
вестно под названием интегрального уравнения Абеля.

Предполагается, что вектор-функция 𝐹 (·) непрерывно диффе-
ренцируема по своим аргументам, ограничена по норме и все пере-
менные, входящие в уравнение (4.30) имеют тот же смысл и удо-
влетворяют тем же условиям, что и в уравнении (4.1).

Как и в предыдущем параграфе, будем считать, что требуется
выбором управления 𝑢 минимизировать функционал качества (4.2)
при условии, что на систему (4.30) наложены дополнительные связи
в виде 𝑘 интегральных равенств (4.3).

Прежде чем переходить к формальному и достаточно абстракт-
ному алгоритму получения необходимых условий оптимальности
в задаче (4.30), (4.2), (4.3), преобразуем интеграл в левой части
уравнения (4.30), пользуясь методом преобразования сингулярного
ядра, описанным в работе [35].

Умножим обе части уравнения (4.30) на множитель (𝜉 − 𝑡)𝛼−1

и проинтегрируем по 𝑡 в пределах от 𝑡0 до 𝜉. Тогда будем иметь
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интегральное уравнение

𝜉w

𝑡0

𝑑𝑡

(𝜉 − 𝑡)1−𝛼

𝑡w

𝑡0

𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑠) 𝑑𝑠

(𝑡− 𝑠)𝛼
=

𝜉w

𝑡0

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝜉 − 𝑡)1−𝛼
.

Если положить

𝜉w

𝑡0

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝜉 − 𝑡)1−𝛼
= 𝑔(𝜉), 𝑔(𝑡0) = 0,

𝜉w

𝑠

𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑠) 𝑑𝑡

(𝜉 − 𝑡)1−𝛼 (𝑡− 𝑠)𝛼
= 𝐷(𝜉, 𝑥, 𝑢, 𝑠), 0 < 𝛼 < 1,

то придем по правилу Дирихле [35] к векторному интегральному
уравнению первого рода с неизвестной функцией 𝑥(𝑠):

𝜉w

𝑡0

𝐷(𝜉, 𝑥, 𝑢, 𝑠) 𝑑𝑠 = 𝑔(𝜉), (4.31)

в котором подинтегральная векторная функция 𝐷(𝜉, 𝑥, 𝑢, 𝑠) уже не
имеет особенностей.

Действительно, пусть 𝑡 = 𝑠+(𝜉−𝑠)𝑚. Тогда (полагая (𝜉−𝑠) 𝑑𝑚 =
= 𝑑𝑡 при фиксированных 𝜉 и 𝑠):

1w

0

𝐹
[︀
𝑠+ (𝜉 − 𝑠)𝑚,𝑥, 𝑢, 𝑠

]︀
𝑑𝑚

(1 −𝑚)1−𝛼𝑚𝛼
= 𝐷(𝜉, 𝑥, 𝑢, 𝑠),

и в предположении, что 𝐹 (·) по норме ограничена: ‖𝐹 (·) ‖ ≤ 𝐶𝐹 =
= const, получим оценку

‖𝐷(·) ‖ ≤ 𝐶𝐹

1w

0

𝑑𝑚

(1 −𝑚)1−𝛼𝑚𝛼
= 𝐶𝐹

𝜋

sin𝛼𝜋
.

Итак, начальное сингулярное уравнение (4.30) описанным ме-
тодом приводится к регулярному интегральному уравнению (4.31).
Можно показать [35], что любое решение уравнения (4.31) является
также решением уравнения (4.30).
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Будем теперь исходить из уравнения (4.31). Возникает есте-
ственный вопрос, как к оптимальной задаче (4.31), (4.2), (4.3) при-
менить методику абстрактного принципа максимума (§ 4.1). Для
этого сведем нелинейное интегральное уравнение Вольтерра перво-
го рода к нелинейному интегральному уравнению Вольтерра второ-
го рода. После дифференцирования по параметру 𝑡 = 𝜉 уравнения
(4.31) получим

𝑡w

𝑡0

𝜕 𝐷
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠

𝜕𝑡
+𝐷

[︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

]︀
= 𝑔(𝑡), (4.32)

где справа точкой сверху обозначена производная функции 𝑔(𝑡) по
времени 𝑡.

В обозначениях

𝜕 𝐷
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀

𝜕𝑡
= 𝑆

[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
, 𝑔(𝑡) = −ℎ(𝑡),

𝐷
[︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

]︀
= −𝑇

[︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

]︀
,

можем уравнение (4.32) представить в обобщенном по сравнению с
уравнением (4.1) виде

𝑇
[︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

]︀
= ℎ(𝑡) +

𝑡w

𝑡0

𝑆
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠. (4.33)

Предполагается, что все функциональные коэффициенты урав-
нений в задаче (4.33), (4.2), (4.3) удовлетворяют требованиям непре-
рывной дифференцируемости по своим аргументам , предъявляе-
мым ранее к коэффициентам уравнений задачи (4.1)–(4.3).

Тем не менее, и к задаче (4.33), (4.2), (4.3) можно применить
абстрактную схему. Более того, формулировка теоремы о необхо-
димых условиях оптимальности в задаче (4.33), (4.2), (4.3) в точно-
сти совпадает с формулировкой теоремы 4.1. Надо только вместо
функции Гамильтона 𝐻 (4.4) взять функцию

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑠) =

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝑆(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑠) 𝑑𝑡−
𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖 𝜙𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑠). (4.34)
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В результате придем к утверждению.

Теорема 4.4. Пусть в задаче (4.30) ((4.33)), (4.2), (4.3) процесс(︀
𝑥0(·), 𝑢0(·), 𝑡01

)︀
оптимален. Тогда найдутся множители Лагран-

жа 𝜆0, ..., 𝜆𝑘 и вектор-функция 𝜓(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡
0
1 ], обеспечи-

вающие выполнение соотношений (4.5)–(4.8), где 𝐻(·) — функция
Гамильтона, определенная выражением (4.34).

Произойдут некоторые изменения в доказательстве этой теоре-
мы с гамильтонианом (4.34). Опуская все уже известные детали и
повторы, приведем лишь отличия в схеме доказательства (см. до-
казательство теоремы 4.1).

После подстановки𝐻 (4.34) в сопряженное уравнение (4.5) полу-
чим интегральное уравнение Вольтерра второго рода относительно
функции 𝜓:

𝜓(𝑠) =

𝑡01w

𝑠

𝐾(𝑡, 𝑠)𝜓(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝜃(𝑠),

𝐾*(𝑡, 𝑠) =
𝜕 𝑆

[︀
𝑡, 𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠

]︀

𝜕𝑥
,

𝜃*(𝑠) = −
𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖
𝜕 𝜙𝑖

[︀
𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠

]︀

𝜕𝑥
.

Итак, рассматривается следующая абстрактная задача:

𝐺(𝑤) = 0, 𝑤 = (𝑥, 𝑢)*, 𝑉 (𝑤) → min
𝑢∈𝑈

,

где

𝐺(𝑤) = 𝑧, 𝑧 = (𝑦, 𝑣)*, 𝑣 =

𝑡1w

𝑡0

𝜙𝑑𝑠, 𝜙 =
(︀
𝜙
)︀
𝑖=1,𝑘

,

𝑦(𝑡) = 𝑇
[︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

]︀
− ℎ(𝑡) −

𝑡w

𝑡0

𝑆
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠.

Далее, уравнения (4.9)–(4.14) сохраняют свой вид; в уравнении
(4.1) надо поменять 𝐹 (·) на 𝑆(·). Выражение для лагранжиана 𝐿(𝑤)
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(4.15) в новой задаче станет выглядеть так:

𝐿(𝑤) =

̂︀𝑡1w

𝑡0

𝜓*(𝑡)
{︀
𝑇
[︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

]︀
− ℎ(𝑡)

}︀
𝑑𝑡 − (4.35)

−
̂︀𝑡1w

𝑡0

𝑑𝑠

̂︀𝑡1w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝑆
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑡+

𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖

𝑡1w

𝑡0

𝜙𝑖
[︀
𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠.

С учетом соотношения (4.35) первое равенство (4.10) запишется
в виде (ср. с равенством (4.16)):

̂︀𝑡1w

𝑡0

𝜓*(𝑠)

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑥

)︂

0

𝛿 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠−
̂︀𝑡1w

𝑡0

𝑑𝑠

̂︀𝑡1w

𝑠

𝜓*(𝑡)

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑥

)︂

0

𝛿 𝑥(𝑠) 𝑑𝑡 +

+
𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖

𝑡01w

𝑡0

(︂
𝜕𝜙𝑖
𝜕𝑥

)︂

0

𝛿 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠 = 0. (4.36)

В силу произвольности функций 𝛿 𝑥(𝑠) из соотношения (4.36)
получим равенства

𝜓*(𝑠)

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑥

)︂

0

−
̂︀𝑡1w

𝑠

𝜓*(𝑡)

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑥

)︂

0

𝑑𝑡+

𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖

(︂
𝜕𝜙𝑖
𝜕𝑥

)︂

0

= 0, ∀ 𝑠 ∈ [ 𝑡0, 𝑡
0
1 ],

𝜓*(𝑠)

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑥

)︂

0

−
̂︀𝑡1w

𝑠

𝜓*(𝑡)

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑥

)︂

0

𝑑𝑡 = 0, ∀ 𝑠 ∈ (𝑡01, ̂︀𝑡1 ].

Подставим далее в выражение 𝐿(𝑤) (4.35) значения 𝑥(𝑡) = 𝑥0(𝑡),
𝑡1 = 𝑡01. С учетом определения функции Гамильтона 𝐻 (4.34) полу-
чим и для исследуемого функционала 𝐿(𝑥0, 𝑢) = 𝐿(𝑥0, 𝑢, 𝑡

0
1) пред-

ставление в форме (4.17). В остальном доказательства двух теорем
4.1 и 4.4 будут практически полностью совпадать.

Модельный пример 2. Видоизменим предыдущий пример
для задачи быстродействия с функционалом 𝐽 =

r 𝑡1
𝑡0
𝑑𝑠 = 𝑡1 − 𝑡0
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применительно к линейному сингулярному уравнению вида

𝑡w

𝑡0

1

(𝑡− 𝑠)𝛼
[︀
𝐴(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) +𝐵(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑠)

]︀
𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡), 0 < 𝛼 < 1,

(4.37)
с интегральными равенствами (4.22).

Предполагается ограниченность нормы вектора управлений:
‖𝑢(𝑡) ‖ ≤ 1, ∀ 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], где 𝑡1 — нефиксированный момент време-
ни. Выбором управления 𝑢(𝑡) = 𝑢0(𝑡) надо систему (4.37) перевести
из заданной начальной точки 𝑥0 в конечную точку 𝑥1 за минималь-
ное время по траектории 𝑥0(𝑡), удовлетворяющей уравнению (4.37).

Для начала преобразуем сингулярное уравнение (4.37) к регу-
лярному по известному правилу:

𝜉w

𝑡0

[︀
𝐷1(𝜉, 𝑠)𝑥(𝑠) +𝐷2(𝜉, 𝑠)𝑢(𝑠)

]︀
𝑑𝑠 = 𝑔(𝜉), (4.38)

где введены обозначения

𝜉w

𝑡0

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝜉 − 𝑡)1−𝛼
= 𝑔(𝜉), 𝑔(𝑡0) = 0,

𝜉w

𝑠

𝐴(𝑡, 𝑠) 𝑑𝑡

(𝜉 − 𝑡)1−𝛼 (𝑡− 𝑠)𝛼
= 𝐷1(𝜉, 𝑠),

𝜉w

𝑠

𝐵(𝑡, 𝑠) 𝑑𝑡

(𝜉 − 𝑡)1−𝛼 (𝑡− 𝑠)𝛼
= 𝐷2(𝜉, 𝑠).

Следующий этап — сведение уравнения (4.38), где для единооб-
разия положено 𝜉 = 𝑡, к уравнению (4.33), а именно к интегрально-
му уравнению Вольтерра второго рода. Дифференцируя по 𝑡 урав-
нение (4.38), получим

𝑡w

𝑡0

[︂
𝜕 𝐷1(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡
𝑥(𝑠) +

𝜕 𝐷2(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡
𝑢(𝑠)

]︂
𝑑𝑠 +

+ 𝐷1(𝑡, 𝑡)𝑥(𝑡) +𝐷2(𝑡, 𝑡)𝑢(𝑡) = 𝑔(𝑡). (4.39)
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В обозначениях

𝜕 𝐷1(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡
= 𝑆1(𝑡, 𝑠),

𝜕 𝐷2(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡
= 𝑆2(𝑡, 𝑠),

𝑔(𝑡) = −ℎ(𝑡), 𝐷1(𝑡, 𝑡) = −𝐷1(𝑡), 𝐷2(𝑡, 𝑡) = −𝐷2(𝑡)

уравнение (4.39) запишется так:

𝐷1(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐷2(𝑡)𝑢(𝑡) = ℎ(𝑡)+

+

𝑡w

𝑡0

[︀
𝑆1(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) + 𝑆2(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑠)

]︀
𝑑𝑠. (4.40)

Дальше начинает «работать» теорема 4.4 для задачи (4.40),
функционала 𝐽, (4.22). Составим гамильтониан

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑠) =

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝑆1(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) 𝑑𝑡− 𝜆* 𝑎(𝑠)𝑥(𝑠) − 𝜆0 +

+

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝑆2(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑡− 𝜆* 𝑏(𝑠)𝑢(𝑠), 𝜆 =
(︀
𝜆𝑖
)︀
𝑖=1,𝑘

, (4.41)

и пользуясь приемом возведения под знак интеграла (4.28), запи-
шем при условии, что 𝑏(𝑡01) = 0, функцию Гамильтона 𝐻 (4.41) в
виде

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑠) =

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝑆1(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) 𝑑𝑡− 𝜆* 𝑎(𝑠)𝑥(𝑠) − 𝜆0 +

+

𝑡01w

𝑠

[︀
𝜓*(𝑡)𝑆2(𝑡, 𝑠) + 𝜆* 𝑏(𝑡)

]︀
𝑢(𝑠) 𝑑𝑡, (4.42)

где функции 𝜓(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 и множители 𝜆 ∈ 𝑅𝑘 удовлетворяют в силу
теоремы 4.4 замкнутой системе 𝑛 сопряженных уравнений

𝜓*(𝑠) =
𝜕 𝐻

[︀
𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠

]︀

𝜕𝑥
=
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=

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝑆1(𝑡, 𝑠) 𝑑𝑡− 𝜆* 𝑎(𝑠)

и 𝑘 уравнениям связей (4.22); здесь множитель 𝜆0 — заданное чис-
ло.

Согласно принципу максимума теоремы 4.4 оптимальное управ-
ление 𝑢0 в выражении (4.42) надо взять в виде

𝑢0(𝑠) = sign
[︀
𝑆*
2 (𝑡, 𝑠)𝜓(𝑡) + 𝑏*(𝑡)𝜆

]︀
,

обеспечивая тем самым выполнение условия ‖𝑢 ‖ ≤ 1 и максималь-
ное значение по 𝑢 функции 𝐻 (4.42).

4.2.2. Интегральные уравнения с логарифмическими яд-
рами. К теме сингулярных интегральных уравнений примыкают и
интегральные уравнения с логарифмическими ядрами специально-
го вида, которые также представляют большой интерес для прило-
жений [35].

Рассмотрим следующее нелинейное векторное интегральное ур-
авнение Вольтерра первого рода с логарифмическим множителем,
доставляющим при 𝑡 = 𝑠 сингулярную (неограниченную) особен-
ность (здесь для удобства взято 𝑡0 = 0):

𝑡w

0

𝜇(𝑡, 𝑠, 𝐶)𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡), (4.43)

𝜇(𝑡, 𝑠, 𝐶) = ln (𝑡− 𝑠) + 𝐶,

где 𝐶 = 0, 5772157 — постоянная Эйлера.

Воспользуемся для регуляризации уравнения (4.43) методом
Вольтерра [35] интегрального преобразования логарифмического
ядра. Прежде всего покажем, что уравнение (4.43) равносильно
уравнению

𝑡w

0

𝜕

𝜕𝛼

(𝑡− 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼)

⃒⃒
⃒⃒
𝛼=1

𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡), (4.44)
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где Γ(𝛼) — гамма-функция, определяемая формулой

Γ(𝛼) =

∞w

0

𝑡𝛼−1 𝑒−𝑡 𝑑𝑡, Γ(1) = 1.

Имеем в интеграле (4.44):

𝜕

𝜕𝛼

(𝑡− 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼)

⃒⃒
⃒⃒
𝛼=1

=
(𝑡− 𝑠)𝛼−1

[︀
ln (𝑡− 𝑠) Γ(𝛼) − Γ′(𝛼)

]︀

Γ2(𝛼)

⃒⃒
⃒⃒
𝛼=1

,

где производная по 𝛼 гамма-функции: Γ′(𝛼) =
r ∞
0
𝑡𝛼−1 ln 𝑡 𝑒−𝑡 𝑑𝑡.

Подставляя сюда 𝛼 = 1, получим

𝜕

𝜕𝛼

(𝑡− 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼)

⃒⃒
⃒⃒
𝛼=1

= ln (𝑡− 𝑠) −
∞w

0

ln 𝑡 𝑒−𝑡 𝑑𝑡 = ln (𝑡− 𝑠) + 𝐶,

так как число Эйлера 𝐶 задается значением интеграла [51]:

∞w

0

ln 𝑡 𝑒−1 𝑑𝑡 = −𝐶.

Наряду с уравнением (4.44) рассмотрим с помощью однопара-
метрических семейств функций 𝑓(𝑡, 𝛼), 𝜈(𝑡, 𝛼) ∈ 𝑅𝑛, непрерывно
дифференцируемых по своим аргументам, уравнение

𝑡w

0

(𝑡− 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼)
𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠 = 𝜈(𝑡, 𝛼), (4.45)

где обозначено

𝜕 𝜈(𝑡, 𝛼)

𝜕𝛼
= 𝑓(𝑡, 𝛼), 𝑓(𝑡, 1) = 𝑓(𝑡).

Очевидно, что дифференцирование уравнения (4.45) по 𝛼 при 𝛼 = 1
приводит к уравнению (4.44).
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Затем введем в рассмотрение конечную, непрерывную скаляр-
ную функцию

𝜎(𝑡, 𝜉) =

∞w

0

(𝑡− 𝜉)𝜌 𝑑𝜌

Γ(1 + 𝜌)
.

Умножим уравнение (4.45) на функцию 𝜎(𝑡, 𝜉) и проинтегрируем
по 𝜉 ∈ [ 0, 𝑡 ]:

𝑡w

0

𝜎(𝑡, 𝜉) 𝑑𝜉

𝜉w

0

(𝜉 − 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼)
𝐹
[︀
𝜉, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠 =

=

𝑡w

0

𝜈(𝜉, 𝛼)𝜎(𝑡, 𝜉) 𝑑𝜉. (4.46)

Меняя порядок интегрирования в двойном интеграле уравнения
(4.46), получим в левой части

𝑡w

0

𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠

𝑡w

𝑠

𝜎(𝑡, 𝜉)
(𝜉 − 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼)
𝑑𝜉 =

=

𝑡w

0

𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠

∞w

0

𝑑𝜌

𝑡w

𝑠

(𝑡− 𝜉)𝜌

Γ(1 + 𝜌)

(𝜉 − 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼)
𝑑𝜉 =

=

𝑡w

0

𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠

∞w

0

(𝑡− 𝑠)𝜌+𝛼 𝑑𝜌

Γ(1 + 𝜌+ 𝛼)
.

Следовательно, уравнение (4.46) можно записать в виде

𝑡w

0

𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠

∞w

0

(𝑡− 𝑠)𝜌+𝛼 𝑑𝜌

Γ(1 + 𝜌+ 𝛼)
=

𝑡w

0

𝜈(𝜉, 𝛼)𝜎(𝑡, 𝜉) 𝑑𝜉. (4.47)

И дальше после дифференцирования уравнения (4.47) по 𝛼 полу-
чим

𝑡w

0

𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠

𝜕

𝜕𝛼

(︂∞w

0

(𝑡− 𝑠)𝜌+𝛼 𝑑𝜌

Γ(1 + 𝜌+ 𝛼)

)︂
=
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=

𝑡w

0

𝑓(𝜉, 𝛼)𝜎(𝑡, 𝜉) 𝑑𝜉. (4.48)

В соотношении (4.48):

𝜕

𝜕𝛼

(︂∞w

0

(𝑡− 𝑠)𝜌+𝛼 𝑑𝜌

Γ(1 + 𝜌+ 𝛼)

)︂
=

𝜕

𝜕𝛼

(︂∞w

𝛼

(𝑡− 𝑠)𝜌 𝑑𝜌

Γ(1 + 𝜌)

)︂
= − (𝑡− 𝑠)𝛼

Γ(1 + 𝛼)
. (4.49)

Подставим выражение (4.49) в левую часть уравнения (4.48).
Будем иметь

𝑡w

0

(𝑡− 𝑠)𝛼

Γ(1 + 𝛼)
𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠 = −

𝑡w

0

𝑓(𝜉, 𝛼)𝜎(𝑡, 𝜉) 𝑑𝜉,

откуда при 𝛼 = 1, Γ(2) = 1 вытекает следующее соотношение:

𝑡w

0

(𝑡− 𝑠)𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠 = 𝑔(𝑡), (4.50)

где обозначено

𝑔(𝑡) = −
𝑡w

0

𝑓(𝜉)𝜎(𝑡, 𝜉) 𝑑𝜉 = −
𝑡w

0

𝑓(𝜉) 𝑑𝜉

∞w

0

(𝑡− 𝜉)𝜌 𝑑𝜌

Γ(1 + 𝜌)
.

Таким образом, проведенное интегральное преобразование поз-
воляет исходное сингулярное интегральное уравнение (4.43) пред-
ставить в виде равносильного, но уже регулярного интегрального
уравнения (4.50) с решением, которое является также решением
уравнения (4.43).

Вместе с тем, сложности на этом не заканчиваются. Дело в том,
что однократное дифференцирование по 𝑡 уравнения (4.50) за счет
множителя (𝑡− 𝑠) под знаком интеграла приводит не к интеграль-
ному уравнению второго рода (ср. с уравнением (4.32)), а вновь к
интегральному уравнению первого рода:

𝑡w

0

{︂
𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
+ (𝑡− 𝑠)

𝜕𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀

𝜕𝑡

}︂
𝑑𝑠 = 𝑔(𝑡). (4.51)
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Чтобы уравнение (4.50) имело решение, необходимо, очевидно,
выполнение условий 𝑔(0) = 0, 𝑔(0) = 0.

Дифференцируя уравнение (4.51) еще раз по 𝑡, получим в
итоге интегральное уравнение второго рода, аналогичное уравне-
нию (4.33):

𝑇
[︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

]︀
= ℎ(𝑡) +

𝑡w

0

𝑆
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠 (4.52)

с обозначениями

𝑇
[︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

]︀
= − 𝐹

[︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

]︀
, ℎ(𝑡) = − 𝑔(𝑡),

𝑆
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
= 2

𝜕 𝐹
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀

𝜕𝑡
+

+ (𝑡− 𝑠)
𝜕2 𝐹

[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀

𝜕𝑡2
. (4.53)

Теперь, находясь в рамках известной схемы, можем привести,
также как это делалось ранее, теорему о необходимых условиях
оптимальности для интегрального уравнения с логарифмическим
множителем. Доказательство этой теоремы лежит в русле доказа-
тельств теорем 4.1 и 4.4.

Теорема 4.5. Пусть в задаче (4.43) (4.52), (4.2), (4.3) с обо-
значениями (4.50), (4.53) процесс

(︀
𝑥0(·), 𝑢0(·), 𝑡01

)︀
оптимален. То-

гда найдутся множители Лагранжа 𝜆0, ..., 𝜆𝑘 и вектор-функция
𝜓(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 𝑡 ∈ [ 0, 𝑡01 ], обеспечивающие выполнение соотношений
(4.5)–(4.8) с функцией Гамильтона 𝐻 (4.34), где вектор-функция
𝑆
[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
задается выражением (4.53).

Вопросы для самоконтроля.

1. Как выглядит уравнение Абеля?

2. В чем состоит смысл метода регуляризации Вольтерра инте-
грального преобразования?
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4.3 Оптимальное управление интегродифферен-
циальными системами

Интегродифференциальные уравнения (ИДУ) — это интеграль-
ные уравнения, связывающие неизвестную функцию и ее производ-
ные. Производные могут быть и частными, но этот более сложный
случай ИДУ мы оставим вне рамок нашего изучения.

Первые работы по интегродифференциальным уравнениям воз-
никли в связи с исследованиями В.Вольтерра [35] по теории упруго-
сти и электродинамике, призванных математическими средствами
показать функциональную зависимость состояния изучаемого ве-
щества от каких-либо физических (силовых) характеристик в дан-
ный момент времени, но также и от «истории» этих характеристик
во все предыдущие моменты. Мы видим явное присутствие так на-
зываемого явления гистерезиса или, по другой терминологии, нали-
чие эффекта запаздывания, эредитарности, наследственности, со-
хранения памяти и т.д.

Итак, учет «предыстории» в том или ином виде приводит к опи-
санию данного явления с помощью ИДУ. Более подробно с различ-
ными интегродифференциальными уравнениями, возникающими в
задачах физики, математической физики, теории упругости, тео-
рии колебаний, биологии и методами их решения можно познако-
миться, например, по работам [31, 32, 34, 115, 124].

Классификация интегродифференциальных уравнений достато-
чно сложная. Будем рассматривать лишь обыкновенные управляе-
мые ИДУ, т.е. интегродифференциальные уравнения, где производ-
ная берется всегда по одной переменной. Кроме того, будем рас-
сматривать лишь ИДУ первого порядка, где порядок уравнения
определяется порядком производной.

Пусть задано нелинейное интегродифференциальное уравнение
Вольтерра первого порядка следующего вида:

𝐹1

[︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

]︀
= 𝑓(𝑡) +

𝑡w

𝑡0

𝐹2

[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠, (4.54)

где 𝑥(𝑡) = 𝑑 𝑥(𝑡)/𝑑𝑡 и векторные неизвестные функции 𝑥(𝑡) ∈
𝑅𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑚 имеют тот же смысл и ограниче-
ния, что и прежде; считается, что заданные вектор-функции
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𝐹1(·), 𝐹2(·), 𝑓(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 непрерывно дифференцируемы по своим пе-
ременным и 𝐹1(·), 𝐹2(·) обладают требуемой степенью гладкости по
𝑥 и по 𝑥.

Зададим также подлежащий минимизации по 𝑢 ∈ 𝑈 функцио-
нал качества

𝐽(𝑥, 𝑢) =

𝑡1w

𝑡0

𝜙0

[︀
𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠 (4.55)

и 𝑘 дополнительных интегральных равенств, полученных путем ин-
тегрирования по 𝑡, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], уравнений дифференциальных свя-
зей 𝜙𝑖(·) = 0:

𝑡1w

𝑡0

𝜙𝑖
[︀
𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠 = 0, 𝑖 = 1, 𝑘, (4.56)

где функции 𝜙𝑖(·), 𝑖 = 0, 𝑘, считаются непрерывными по своим ар-
гументам и гладкими по 𝑥, 𝑥. Здесь, как и раньше, 𝑡1 — нефикси-
рованный конечный момент времени.

По большому счету, можно, конечно, вместо равенств (4.56)
взять соответствующие интегродифференциальные равенства. Од-
нако ради простоты используемой алгоритмической схемы ограни-
чимся интегральными равенствами (4.56).

Задача оптимального управления (4.54)–(4.56) ставится в уже
стандартной форме: надо среди допустимых управлений 𝑢 ∈ 𝑈 най-
ти такое управление 𝑢0(𝑡) и соответствующие этому управлению
оптимальную траекторию 𝑥0(𝑡) со скоростью 𝑥0(𝑡), которые удо-
влетворяют уравнению системы (4.54), чтобы функционал 𝐽 (4.55)
принимал минимальное по 𝑢 ∈ 𝑈 значение вместе с обеспечением
равенства (4.56).

Унифицируем данную задачу, пользуясь абстрактным алгорит-
мом. Решение этой задачи дадим в виде обоснования необходимых
условий оптимальности. Из-за вхождения производной 𝑥(𝑡) во все
соотношения поставленной задачи это обоснование будет носить чи-
сто технически более сложный характер, чем аналогичная проце-
дура в § 4.1. Опуская некоторые, малозначительные детали, будем
придерживаться изученной ранее схемы.
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Пусть
(︀
𝑥0(·), 𝑥0(·), 𝑢0(·), 𝑡01

)︀
, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡

0
1 ] — оптимальный про-

цесс, 𝜆(𝑡) =
(︀
𝜆𝑖(𝑡)

)︀
𝑖=0,𝑘

— вектор множителей Лагранжа, 𝜓(𝑡) =(︀
𝜓𝑗(𝑡)

)︀
𝑗=1,𝑛

— вектор вспомогательных кусочно-непрерывных
функций.

Для дальнейшего нам понадобится конструкция дифференци-
ального оператора Эйлера–Лагранжа, часто используемого в вари-
ационном исчислении:

𝐷 =
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑑

𝑑𝑡

𝜕

𝜕𝑥
, 𝑥 = 𝑥(𝑡).

Кроме того, введем в рассмотрение следующий гамильтониан
задачи

𝐻(𝑥, 𝑥, 𝑢, 𝑠) =

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝐹2(𝑡, 𝑥, 𝑥, 𝑢, 𝑠)𝑑𝑡−
𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖(𝑠)𝜙𝑖(𝑥, 𝑥, 𝑢, 𝑠), (4.57)

где сумму можно представить как слагаемое 𝜆*(𝑠)𝜙(·), и обобщим
принцип максимума на интегродифференциальные системы Воль-
терра первого порядка вида (4.54).

Теорема 4.6.Пусть в задаче (4.54)–(4.56) процесс
(︀
𝑥0(·), 𝑥0(·),

𝑢0(·), 𝑡01
)︀

— оптимален. Тогда найдутся множители Лагранжа
𝜆0(𝑡), ..., 𝜆𝑘(𝑡) и вектор-функция 𝜓(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡

0
1 ], при ко-

торых выполняются следующие соотношения:

𝜓*(𝑠)

(︂
𝜕𝐹1

𝜕𝑥

)︂

0

− 𝑑

𝑑𝑠

[︂
𝜓*(𝑠)

(︂
𝜕𝐹1

𝜕𝑥

)︂

0

]︂
=

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑥

)︂

0

− 𝑑

𝑑𝑠

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑥

)︂

0

,

либо
𝐷
[︀
𝜓*(𝑠)

(︀
𝐹1

)︀
0

]︀
= 𝐷𝐻0, (4.58)

𝐻
[︀
𝑥0(𝑠), 𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠

]︀
= max

𝑢∈𝑈
𝐻
[︀
𝑥0(𝑠), 𝑥0(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
, (4.59)

𝑘∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖(𝑡
0
1)𝜙𝑖

[︀
𝑥10, 𝑥

1
0, 𝑢0(𝑡01 − 0), 𝑡01

]︀
= 0 (4.60)

для функции Гамильтона 𝐻(𝑥, 𝑥, 𝑢, 𝑠), определенной выражением
(4.57); 𝑥10 = 𝑥0(𝑡10), 𝑥10 = 𝑥0(𝑡01), причем в граничной точке 𝑡01 вы-
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полнено также условие трансверсальности

[︂
𝜓*(𝑠)

(︂
𝜕𝐹1

𝜕𝑥

)︂

0

+𝜆*(𝑠)

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂

0

]︂

𝑠=𝑡01

=

𝑡01w

𝑡0

𝜓*(𝑡)

(︂
𝜕𝐹2

𝜕𝑥

)︂

0

⃒⃒
⃒⃒
𝑠=𝑡01

𝑑𝑡. (4.61)

Замечания.
1. Нулевой индекс в соотношениях (4.58), (4.61) указывает на то,

что берется соответствующее выражение на значениях оптимально-
го процесса.

2. Если исходное уравнение системы (4.54) является интегро-
дифференциальным уравнением (по 𝑥), то и сопряженное уравне-
ние (4.58) также является интегродифференциальным уравнением
(по 𝜓).

Доказательство. Сопряженное уравнение (4.58) представля-
ет собой интегродифференциальное уравнение Вольтерра первого
порядка относительно функции 𝜓. В самом деле, подставляя выра-
жение (4.57) для функции Гамильтона 𝐻 в уравнение (4.58), будем
иметь

𝜓*(𝑠)

(︂
𝜕𝐹1

𝜕𝑥

)︂

0

− 𝑑

𝑑𝑠

[︂
𝜓*(𝑠)

(︂
𝜕𝐹1

𝜕𝑥

)︂

0

]︂
=

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝐾(𝑡, 𝑠) 𝑑𝑡+ 𝜃(𝑠),

где обозначено

𝐾(𝑡, 𝑠) =
𝜕 𝐹2

[︀
𝑡, 𝑥0(𝑠), 𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠

]︀

𝜕𝑥
−

− 𝑑

𝑑𝑠

𝜕 𝐹2

[︀
𝑡, 𝑥0(𝑠), 𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠

]︀

𝜕𝑥
,

𝜃(𝑠) = −𝜆*(𝑠)
𝜕 𝜙

[︀
𝑥0(𝑠), 𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠

]︀

𝜕𝑥
+

+
𝑑

𝑑𝑠

[︂
𝜆*(𝑠)

𝜕 𝜙
[︀
𝑥0(𝑠), 𝑥0(𝑠), 𝑢0(𝑠), 𝑠

]︀

𝜕𝑥

]︂
.

Для доказательства теоремы вновь обратимся к абстрактной
схеме оптимизации. Продолжим оптимальный процесс

(︀
𝑥0(·), 𝑥0(·),
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𝑢0(·)
)︀

на интервал ∆ = [ 𝑡0, ̂︀𝑡1 ], где ̂︀𝑡1 > 𝑡01. Запишем уравнение
системы (4.54) с равенством (4.56) в общей форме

𝐺(𝑤) = 𝑧, 𝑧 = (𝑦, 𝑣)*, 𝑤 = (𝑥, 𝑢)*, 𝑣 =

𝑡1w

𝑡0

𝜙(·) 𝑑𝑠, 𝜙 =
(︀
𝜙𝑖
)︀
𝑖=1,𝑘

,

𝑦(𝑡) = 𝐹1

[︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

]︀
− 𝑓(𝑡) −

𝑡w

𝑡0

𝐹2

[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠,

где 𝑥 = (𝑥, 𝑡1), а через 𝑥 обозначен вектор 𝑥 = (𝑥, 𝑥)*. При
𝑧 = 0 уравнение 𝐺(𝑤) = 0 совпадает с интегродифференциаль-
ным уравнением (4.54) и равенством (4.56). В данной абстрактной
задаче минимизируемый функционал (4.55) запишем так: 𝑉 (𝑤) =
𝐽(𝑥, 𝑢), а ее решение — в виде оптимального процесса 𝑤0(·) =(︀
𝑥0(·), 𝑥0(·), 𝑡01, 𝑢0(·)

)︀*
.

Займемся теперь записью лагранжиана 𝐿(𝑤) данной абстракт-
ной задачи

𝐺(𝑤) = 0, 𝑉 (𝑤) → min
𝑢∈𝑈

, 𝑤 = (𝑥, 𝑢)*

с ограничением в виде векторного равенства (4.56). Равенству (4.56)
сопоставим набор функций 𝜆1(𝑡), ..., 𝜆𝑘(𝑡), уравнению (4.54) сопо-
ставим линейный функционал 𝑚*𝑦, а уравнению 𝐺(𝑤) = 0 сопоста-
вим линейный функционал 𝑙*𝑧, заданный на пространстве 𝑍, 𝑍 =
= { 𝑧 }, 𝑙* ∈ 𝑍*, образующий лагранжиан данной задачи:

𝐿(𝑤) = 𝑙*𝑧 +

𝑡1w

𝑡0

𝜆0 𝜙0[𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠 ] 𝑑𝑠 =

= 𝑚*𝑦 +

𝑡1w

𝑡0

𝑘∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖(𝑠)𝜙𝑖
[︀
𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠, (4.62)

где 𝑧 = (𝑦, 𝑣)*, 𝑤 = (𝑥, 𝑢)* ∈𝑊, 𝑚* ∈ 𝑌 *, 𝑌 = { 𝑦 }, 𝜆(𝑠) ∈ 𝑅𝑘+1.

Чтобы определить структуру функционала 𝑚*, рассмотрим аб-
страктное сопряженное уравнение

(︀
𝛿𝑥 𝐿

)︀
0

= 0, взятое на траекто-
риях оптимального процесса 𝑤0 = (𝑥0, 𝑥0, 𝑡

0
1, 𝑢0)*, где 𝑥 = (𝑥, 𝑡1).

Это уравнение распадается на два условия стационарности по 𝑥 и
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по 𝑡1: (︀
𝛿𝑥 𝐿

)︀
0

= 0,
(︀
𝛿𝑡1 𝐿

)︀
0

= 0, (4.63)

где вариация по 𝑥 любой вектор-функции 𝑄 = 𝑄(𝑡, 𝑥, 𝑥, 𝑢) ∈ 𝑅𝑛

понимается в смысле одновременного варьирования 𝑄 по 𝑥 и по 𝑥:

𝛿𝑥𝑄 = 𝛿𝑥𝑄+ 𝛿𝑥𝑄 =
𝜕𝑄

𝜕𝑥
𝛿𝑥+

𝜕𝑄

𝜕𝑥
𝛿𝑥 =

𝜕𝑄

𝜕𝑥
𝛿𝑥, 𝛿𝑥𝑄 ∈ 𝑅𝑛; (4.64)

здесь матрицы частного дифференцирования имеют следующие
размерности:

𝜕𝑄

𝜕𝑥
,
𝜕𝑄

𝜕𝑥
∈ 𝑅𝑛 ×𝑅𝑛,

𝜕𝑄

𝜕𝑥
∈ 𝑅𝑛 ×𝑅2𝑛.

С учетом задания вариации 𝛿𝑥 (·) по правилу (4.64) введем ли-
нейный функционал 𝑚*:

𝑚* 𝛿𝑥𝑄 =

̂︀𝑡1w

𝑡0

𝜓*(𝑠) 𝛿𝑥𝑄𝑑𝑠, ∀𝑄 = 𝑄(𝑡, 𝑥, 𝑥, 𝑢). (4.65)

Подставим далее интеграл (4.65) в выражение (4.62) для лагран-
жиана 𝐿(𝑤):

𝐿(𝑤) =

̂︀𝑡1w

𝑡0

𝜓*(𝑡)
{︀
𝐹1

[︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

]︀
− 𝑓(𝑡)

}︀
𝑑𝑡 −

−
̂︀𝑡1w

𝑡0

𝜓*(𝑡) 𝑑𝑡

𝑡w

𝑡0

𝐹2

[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠 +

+

𝑡1w

𝑡0

𝜆*(𝑠)𝜙
[︀
𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠, 𝜆 =

(︀
𝜆𝑖
)︀
𝑖=0,𝑘

, 𝜙 =
(︀
𝜙𝑖
)︀
𝑖=0,𝑘

.

После изменения порядка интегрирования в двойном интеграле
получим

𝐿(𝑤) =

̂︀𝑡1w

𝑡0

𝜓*(𝑡)
{︀
𝐹1

[︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

]︀
− 𝑓(𝑡)

}︀
𝑑𝑡 −

4.3. Оптим. упр. интегродифф. системами 169

−
̂︀𝑡1w

𝑡0

𝑑𝑠

̂︀𝑡1w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝐹2

[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑡 +

+

𝑡1w

𝑡0

𝜆*(𝑠)𝜙
[︀
𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠. (4.66)

Первое равенство стационарности (4.63) при использовании со-
отношений (4.64)–(4.66) примет вид

̂︀𝑡1w

𝑡0

𝜓*(𝑠)

[︂(︂
𝜕𝐹1

𝜕𝑥

)︂

0

𝛿 𝑥(𝑠) +

(︂
𝜕𝐹1

𝜕𝑥

)︂

0

𝛿 𝑥(𝑠)

]︂
𝑑𝑠 −

−
̂︀𝑡1w

𝑡0

𝑑𝑠

̂︀𝑡1w

𝑠

𝜓*(𝑡)

[︂(︂
𝜕𝐹2

𝜕𝑥

)︂

0

𝛿 𝑥(𝑠) +

(︂
𝜕𝐹2

𝜕𝑥

)︂

0

𝛿 𝑥(𝑠)

]︂
𝑑𝑡 +

+

𝑡01w

𝑡0

𝜆*(𝑠)

[︂(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂

0

𝛿 𝑥(𝑠) +

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂

0

𝛿 𝑥(𝑠)

]︂
𝑑𝑠 = 0. (4.67)

Предположим, что выполнено условие перестановочности для
вариаций: 𝛿 (𝑑𝑥/𝑑𝑡) = 𝑑 (𝛿𝑥/𝑑𝑡). Тогда производя интегрирование
по частям во вторых слагаемых всех интегралов равенства (4.67),
найдем, что

̂︀𝑡1w

𝑡0

{︂
𝜓*(𝑠)

(︂
𝜕𝐹1

𝜕𝑥

)︂

0

− 𝑑

𝑑𝑠

[︂
𝜓*(𝑠)

(︂
𝜕𝐹1

𝜕𝑥

)︂

0

]︂}︂
𝛿 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠 −

−
[︂
𝜓*(𝑠)

(︂
𝜕𝐹1

𝜕𝑥

)︂

0

𝛿 𝑥(𝑠)

]︂

𝑠=̂︀𝑡1
−

−
̂︀𝑡1w

𝑡0

(︂ ̂︀𝑡1w

𝑠

𝜓*(𝑡)

[︂(︂
𝜕𝐹2

𝜕𝑥

)︂

0

− 𝑑

𝑑𝑠

(︂
𝜕𝐹2

𝜕𝑥

)︂

0

]︂
𝛿 𝑥(𝑠) 𝑑𝑡 −

−
̂︀𝑡1w

𝑡0

𝜓*(𝑡)

[︂(︂
𝜕𝐹2

𝜕𝑥

)︂

0

𝛿 𝑥(𝑠)

]︂

𝑠=̂︀𝑡1

)︂
𝑑𝑠 +
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+

𝑡01w

𝑡0

{︂
𝜆*(𝑠)

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂

0

− 𝑑

𝑑𝑠

[︂
𝜆*(𝑠)

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂

0

]︂}︂
𝛿 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠 −

−
[︂
𝜆*(𝑠)

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂

0

𝛿 𝑥(𝑠)

]︂

𝑠=𝑡01

= 0, (4.68)

где полная вариация 𝛿 𝑥(𝑠)
⃒⃒
𝑠=𝑡01

равна по определению

𝛿 𝑥(𝑠)
⃒⃒
𝑠=𝑡01

= 𝛿 𝑥(𝑡01) − 𝑥(𝑡01) 𝛿 𝑡01,

если величина 𝑡01 не фиксирована.
Итак, стационарность лагранжиана 𝐿(𝑤) по 𝑥 (4.63) приводит

к равенству (4.68). Если бы моменты времени 𝑡01, ̂︀𝑡1 были фиксиро-
ваны, то из (4.68) следовала бы в силу выбора 𝑘 + 1 множителей
𝜆𝑖(𝑡), 𝑖 = 0, 𝑘, и прозвольности оставшихся 𝑛−𝑘− 1 функций 𝛿 𝑥(𝑠)
из основной леммы вариационного исчисления справедливость сле-
дующих равенств:

𝜓*(𝑠)

(︂
𝜕𝐹1

𝜕𝑥

)︂

0

− 𝑑

𝑑𝑠

[︂
𝜓*(𝑠)

(︂
𝜕𝐹1

𝜕𝑥

)︂

0

]︂
−

−
̂︀𝑡1w

𝑠

𝜓*(𝑡)

[︂(︂
𝜕𝐹2

𝜕𝑥

)︂

0

− 𝑑

𝑑𝑠

(︂
𝜕𝐹2

𝜕𝑥

)︂

0

]︂
𝑑𝑡 +

+ 𝜆*(𝑠)

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂

0

− 𝑑

𝑑𝑠

[︂
𝜆*(𝑠)

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂

0

]︂
= 0, ∀ 𝑠 ∈ [ 𝑡0, 𝑡

0
1 ], (4.69)

а также
𝜓*(𝑠)

(︂
𝜕𝐹1

𝜕𝑥

)︂

0

− 𝑑

𝑑𝑠

[︂
𝜓*(𝑠)

(︂
𝜕𝐹1

𝜕𝑥

)︂

0

]︂
−

−
̂︀𝑡1w

𝑠

𝜓*(𝑡)

[︂(︂
𝜕𝐹2

𝜕𝑥

)︂

0

− 𝑑

𝑑𝑠

(︂
𝜕𝐹2

𝜕𝑥

)︂

0

]︂
𝑑𝑡 = 0, ∀ 𝑠 ∈ (𝑡01, ̂︀𝑡1 ]. (4.70)

Понятно, что если в задаче с подвижными концами на неко-
торых кривых (экстремалях) достигается экстремум (стационар-
ность) некоторого функционала, то на тех же кривых будет дости-
гаться экстремум функционала в соответствующей задаче с непо-
движными концами.
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Берем значение функционала 𝐿(𝑤) лишь на экстремалях. Зна-
чит, имеют место равенства (4.69) и (4.70). И тогда из соотношения
(4.68) получим для граничной точки 𝑡01 еще одно векторное равен-
ство:

[︂
𝜓*(𝑠)

(︂
𝜕𝐹1

𝜕𝑥

)︂

0

+ 𝜆*(𝑠)

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂

0

]︂
𝛿 𝑥(𝑠)

⃒⃒
⃒⃒
𝑠=𝑡01

−

−
𝑡01w

𝑡0

𝜓*(𝑡)

(︂
𝜕𝐹2

𝜕𝑥

)︂

0

𝛿 𝑥(𝑠)

⃒⃒
⃒⃒
𝑠=𝑡01

𝑑𝑡 = 0,

откуда следует условие трансверсальности (4.61).
При нахождении решения 𝜓(𝑠) линейное однородное интегро-

дифференциальное уравнение (4.70) на промежутке 𝑠 ∈ (𝑡01, ̂︀𝑡1 ]
может быть путем однократного интегрирования сведено к одно-
родному линейному интегральному уравнению Вольтерра второ-
го рода, которое, как известно, имеет единственное нулевое реше-
ние 𝜓(𝑠) = 0.

Таким образом, заключаем отсюда, что равенство (4.69) с уче-
том определения функции Гамильтона 𝐻 (4.57) преобразуется в ра-
венство (4.58) в формулировке теоремы 4.6.

При этом лагранжиан (4.66) принимает следующий вид:

𝐿(𝑤) =

𝑡01w

𝑡0

𝜓*(𝑡)
{︀
𝐹1

[︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)

]︀
− 𝑓(𝑡)

}︀
𝑑𝑡 −

−
𝑡01w

𝑡0

𝑑𝑠

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝐹2

[︀
𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑡 +

+

𝑡1w

𝑡0

𝜆*(𝑠)𝜙
[︀
𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠.

Если в этом выражении взять в последнем интеграле производную
по 𝑡1, то второе равенство стационарности (4.63) преобразуется в
равенство (4.60).

Осталось в выражение 𝐿(𝑤) (4.66) подставить значения 𝑥(𝑡) =
= 𝑥0(𝑡), 𝑥(𝑡) = 𝑥0(𝑡), 𝑡1 = 𝑡01 и учесть определение гамильтониана
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𝐻 (4.57). В этом случае лагранжиан 𝐿(𝑥0, 𝑥0, 𝑢) = 𝐿(𝑥0, 𝑥0, 𝑢, 𝑡
0
1)

имеет структуру аналогичную (4.17):

𝐿(𝑥0, 𝑥0, 𝑢) = const −
̂︀𝑡1w

𝑡0

𝐻0

[︀
𝑢(𝑠), 𝑠

]︀
𝑑𝑠,

где 𝐻0(𝑢, 𝑠) = 𝐻
[︀
𝑥0(𝑠), 𝑥0(𝑠), 𝑢, 𝑠

]︀
при 𝑠 ∈ [ 𝑡0, 𝑡

0
1 ], и 𝐻0(𝑢, 𝑠) = 0

при 𝑠 ∈ (𝑡01, ̂︀𝑡1 ].
Известно [90], что при наличии такой зависимости между

лагранжианом и гамильтонианом задачи вытекает справедливость
абстрактного принципа максимума и абстрактного сопряженно-
го уравнения при некотором наборе множителей Лагранжа 𝑙* =
(𝑚*, 𝜆0, ..., 𝜆𝑘). В этом случае функционал 𝑚* имеет форму (4.65),
а сопряженное уравнение записывается в виде равенства (4.58).

Помимо этого, в силу непрерывности функции Гамильтона 𝐻
(4.57), непрерывности функции 𝐻0(𝑢, 𝑠) по 𝑢 и кусочной непрерыв-
ности по 𝑠 абстрактный принцип максимума согласно результатам
работы [90] выражается соотношением (4.59) при 𝑠 ∈ [ 𝑡0, 𝑡

0
1 ]. Тео-

рема доказана.
Модельный пример 3. Возьмем управляемую систему, опи-

сываемую интегродифференциальным векторным уравнением вида

𝑇
[︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡)

]︀
= 𝑓(𝑡) +

𝑡w

𝑡0

[︀
𝐴1(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠)+

+𝐴2(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) +𝐵(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑠)
]︀
𝑑𝑠, (4.71)

где 𝑥(𝑡), 𝑓(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑚, для задачи быстродействия с
функционалом 𝐽 =

r 𝑡1
𝑡0
𝑑𝑠 = 𝑡1 − 𝑡0 и дополнительным интеграль-

ным 𝑘–векторным равенством

𝑡1w

𝑡0

[︀
𝑎1(𝑠)𝑥(𝑠) + 𝑎2(𝑠)𝑥(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝑢(𝑠)

]︀
𝑑𝑠 = 0, (4.72)

где все участвующие в соотношениях (4.71), (4.72) функциональные
коэффициенты удовлетворяют условиям теоремы 4.6.
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Пусть ∀𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚 : ‖𝑢(𝑡) ‖ ≤ 1, ∀ 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], где 𝑡1 — нефикси-
рованный конечный момент времени. Задача заключается в нахож-
дении закона оптимального управления 𝑢0(𝑡), переводящего систе-
му (4.71) из начального положения 𝑇

[︀
𝑡0, 𝑥

0, 𝑥0
]︀

= 𝑓(𝑡0) в конечное
𝑇
[︀
𝑡1, 𝑥

1, 𝑥1
]︀

за наименьшее время по кривой
(︀
𝑥0(𝑡), 𝑥0(𝑡)

)︀
, удовле-

творяющей уравнению системы (4.71). Здесь 𝑡1 = 𝑡01 — нефиксиро-
ванное время окончания оптимального процесса

(︀
𝑥0(·), 𝑥0(·), 𝑢0(·)

)︀
,

𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡
0
1 ].

Для рассматриваемой задачи функция Гамильтона имеет вид

𝐻(𝑥, 𝑥, 𝑢, 𝑠) =

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)
[︀
𝐴1(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) +𝐴2(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠)

]︀
𝑑𝑡 −

−𝜆*(𝑠)
[︀
𝑎1(𝑠)𝑥(𝑠) + 𝑎2(𝑠)𝑥(𝑠)

]︀
− 𝜆0 +

+

𝑡01w

𝑠

𝜓*(𝑡)𝐵(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑡− 𝜆*(𝑠) 𝑏(𝑠)𝑢(𝑠), 𝑏(𝑡01) = 0, 𝜆 =
(︀
𝜆𝑖
)︀
𝑖=1,𝑘

.

Хорошо видно, что из принципа максимума (4.59) следует вывод
о выборе оптимального управления 𝑢0 в уже стандартной форме
(4.29), где 𝜆 = 𝜆(𝑠).

Вопросы для самоконтроля.

1. Запишите интегродифференциальные уравнения (системы)
Вольтерра 1-го порядка.

2. Как получить однородное линейное интегральное уравнение
Вольтерра 2-го рода?



Задачи и упражнения
В эту часть книги вошли задачи по оптимальному синтезу

управляемых динамических систем. Это сделано, конечно же, не
случайно. Методы оптимального управления в механических и ди-
намических системах самого разного типа получили в настоящее
время весьма широкое распространение. Ввиду важности данной
тематики для целей практического использования были взяты в
основном задачи, имеющие ярко выраженную прикладную направ-
ленность.

Представляется целесообразным, тем не менее, с методической
точки зрения при освещении той или иной задачи сохранить в тек-
сте основные этапы ее решения в виде определенной алгоритмиче-
ской схемы. Такой подход, во-первых, поможет лучше понять спе-
цифику самой задачи и, во-вторых, предоставит творческие воз-
можности воспользоваться имеющимся математическим аппаратом
для окончательного решения.

Укажем на некоторые представленные здесь задачи, преследу-
ющие цель выявить тесную связь уравнения Беллмана в методе
динамического программирования, а также принципа максимума
Понтрягина с уравнением Гамильтона–Якоби в задачах аналитиче-
ской механики.

Развивая этот тезис, скажем, что если рассматривать эту меха-
ническую аналогию, то данная связь берет свое начало в вариаци-
онном принципе стационарного действия Гамильтона и с этой точки
зрения задача экстремизации интегрального функционала качества
(функционала действия) обеспечивает глубокую связь различных
методов и равносильность получаемых решений исследуемой опти-
мальной задачи.

1. Задача о предельном быстродействии. В системе диф-
ференциальных уравнений [78, 108, 117]:

𝑥1 = 𝑥2, 𝑥2 = 𝑢, 𝑡 ∈ [ 0, 𝑡1 ], (1)
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описывающей движение точки в плоскости с фазовыми переменны-
ми 𝑥1, 𝑥2, требуется определить управляющую функцию 𝑢(𝑡) так,
чтобы точка 𝐴0(𝑥01, 𝑥

0
2) переместилась в точку 𝐴1(𝑥11, 𝑥

1
2) = 𝐴1(0, 0)

за наименьший промежуток времени с учетом ограничения |𝑢 | ≤ 1.
Отметим, что в данной задаче 𝑥1 = 𝑢 и управление 𝑢 можно рас-
сматривать как силу, действующую на точку единичной массы.

Предполагается, что управляющая функция 𝑢(𝑡) кусочно-непре-
рывна. Из эвристических соображений несложно обнаружить, что
на оптимальных траекториях 𝑢 = ±1, поскольку при этих значени-
ях |𝑥1 | и |𝑥2 | достигают наибольших значений и, следовательно,
точка движется с наибольшей скоростью. При 𝑢 = 1 имеем из си-
стемы (1):

𝑥2 = 𝑡+ 𝐶1, 𝑥1 = 𝑡2/2 + 𝐶1𝑡+ 𝐶2,

или 𝑥22 = 2 (𝑥1 − 𝐶). Аналогично при 𝑢 = − 1 :

𝑥2 = − 𝑡+ 𝐶1, 𝑥1 = − 𝑡2/2 + 𝐶1𝑡+ 𝐶2,

или 𝑥22 = − 2 (𝑥1 −𝐶), где 𝐶1, 𝐶2, 𝐶 — постоянные интегрирования.
Применение к этой задаче классических вариационных методов

решения было бы затруднительным, так как оптимальное управ-
ление здесь находится на границе области допустимых управлений
𝑈 =

{︀
𝑢 : |𝑢 | ≤ 1

}︀
и двусторонние вариации в этой замкнутой об-

ласти невозможны; кроме того, оптимальное решение задачи ищет-
ся в классе кусочно-непрерывных управлений.

От этих наводящих рассуждений перейдем к более точным фор-
мулировкам. Согласно принципу максимума в задаче о быстродей-
ствии функция 𝐻 принимает вид (см. Главу 1, формулу (1.12)):

𝐻 = 𝜓1 𝑓1(𝑥, 𝑢) + 𝜓2 𝑓2(𝑥, 𝑢) = 𝜓1𝑥2 + 𝜓2𝑢, (2)

где переменные 𝜓1 и 𝜓2 в соответствии с уравнениями (П3.14) удо-
влетворяют системе уравнений

𝜓1 = 0, 𝜓2 = −𝜓1. (3)

Из выражения (2) вытекает, что ∀ 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ], где 𝑡0, 𝑡1 —
соответственно начальный и конечный моменты времени, при
ограничении |𝑢 | ≤ 1 наибольшее возможное значение функции
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𝐻
(︀
𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢

)︀
переменного 𝑢 доставит управление

𝑢(𝑡) = sign𝜓2(𝑡), (4)

где 𝜓(𝑡) =
(︀
𝜓1(𝑡), 𝜓2(𝑡)

)︀
, 𝑥(𝑡) =

(︀
𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)

)︀
.

Следовательно, исходя из выражения (4), можем написать оп-
тимальное управление:

𝑢(𝑡) = 1 при 𝜓2(𝑡) > 0, 𝑢(𝑡) = − 1 при 𝜓2(𝑡) < 0.

Решения системы (3) имеют следующий вид:

𝜓1(𝑡) = 𝜓1(𝑡0), 𝜓2(𝑡) = −𝜓1(𝑡0) (𝑡− 𝑡0) + 𝜓2(𝑡0). (5)

Поскольку начальные значения 𝜓1(𝑡0) и 𝜓2(𝑡0) в решениях (5) неиз-
вестны, то в соответствии с формулами (4), (5) задача синтеза опти-
мального управления не может считаться разрешенной. Надо отме-
тить, что вопрос о нахождении начального значения 𝜓(𝑡0) является
одним из наиболее сложных при использовании принципа максиму-
ма.

Однако в данном примере этот вопрос может быть снят из-
за возможности определения на фазовой плоскости 𝑂𝑥1𝑥2 кривой
𝑥2 = 𝜙(𝑥1), на которой управление 𝑢 меняет знак. Согласно фор-
муле (4) для этого управления |𝑢 | = 1. Эта кривая 𝑥2 = 𝜙(𝑥1)
называется линией переключения управления.

В соответствии с формулой (4) имеем

𝑢(𝑡) = sign
[︀
−𝜓1(𝑡0) (𝑡− 𝑡0) + 𝜓2(𝑡0)

]︀
,

где функция 𝜓2(𝑡) = −𝜓1(𝑡0)(𝑡 − 𝑡0) + 𝜓2(𝑡0) меняет знак только
один раз в момент времени

𝑡* = 𝑡0 +
𝜓2(𝑡0)

𝜓1(𝑡0)
, 𝑡* ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ].

Поэтому оптимальное управление 𝑢(𝑡) меняет свой знак не более од-
ного раза на интервале времени [ 𝑡0, 𝑡1 ], где 𝑡1 — момент попадания
изображающей точки в начало координат 𝐴1(0, 0) = 𝑂. Оптималь-
ное управление 𝑢 = 𝑢(𝑡) является кусочно-постоянной функцией с
|𝑢(𝑡) | = 1 и имеет не более двух промежутков постоянства.
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Найдем семейство оптимальных траекторий на фазовой плоско-
сти 𝑂𝑥1𝑥2. На интервале времени, где 𝑢 = 1, уравнения (1) имеют
вид

𝑥1 = 𝑥2, 𝑥2 = 1,

откуда получим, что 𝑑𝑥1/𝑑𝑥2 = 𝑥2. После интегрирования этого
уравнения найдем семейство парабол

𝑥1 = 𝑥22/2 + 𝐶1.

При 𝐶1 = 0 получим параболу 𝑥1 = 𝑥22/2, проходящую через начало
координат.

Аналогично при 𝑢 = − 1 уравнения (1) имеют вид

𝑥1 = 𝑥2, 𝑥2 = − 1,

откуда следует, что 𝑑𝑥1/𝑑𝑥2 = −𝑥2. Интегрируя это уравнение,
найдем семейство парабол

𝑥1 = −𝑥22/2 + 𝐶2.

При 𝐶2 = 0 получим параболу 𝑥1 = −𝑥22/2, проходящую через
начало координат.

Задача о предельном быстродействии для системы (1) может
быть решена с помощью метода динамического программирования
[78, 117]. Для этого обратимся к величине 𝑆(𝑥, 𝑡) (П3.29), где подин-
тегральная функция 𝑓0 ≡ 1. Функции 𝑆(𝑥, 𝑡) соответствует уравне-
ние Беллмана вида (П3.37):

− 𝜕𝑆

𝜕𝑡
= min

𝑢∈𝑈

[︀
1 + (grad𝑆, 𝑓)

]︀
, 𝑓 =

(︂
𝑥2
𝑢

)︂
. (6)

Уравнение с частными производными (6) обосновано в той ме-
ре, в которой имеет место предположение о существовании частных
производных функции 𝑆(𝑥, 𝑡). С помощью уравнения Беллмана (6)
могут быть найдены оптимальные управления и траектории. Стоит,
однако, обратить внимание на сложность поиска процедуры анали-
тического решения уравнения с частными производными (6).

Будем считать, что |𝑢 | ≤ 𝑢* = 1. Поскольку система (1) авто-
номна, то наименьшее время перехода зависит только от координат
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начальной 𝑥0 и конечной 𝑥1 точек и не зависит от времени 𝑡. Значит
𝑆(𝑥, 𝑡) = 𝑆(𝑥), 𝜕𝑆/𝜕𝑡 = 0 и уравнение (6) приобретает вид

min
𝑢∈𝑈

(︂
1 +

𝜕𝑆

𝜕𝑥1
𝑥2 +

𝜕𝑆

𝜕𝑥2
𝑢

)︂
= 0. (7)

Важно отметить, что уравнение (7) справедливо во всей фазо-
вой плоскости, за исключением точек, находящихся на линии пе-
реключения управления, так как в уравнение (7) входят величины
𝜕𝑆/𝜕𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, не существующие в этих точках.

Из уравнения (7) найдем оптимальное управление, при котором
достигает минимума соответствующая величина:

𝑢 = −𝑢* sign
𝜕𝑆

𝜕𝑥2
.

Итак, оптимальное управление 𝑢 = ±𝑢*. После подстановки двух
этих возможных значений в уравнение (7) получим

1 +
𝜕𝑆

𝜕𝑥1
𝑥2 ±

𝜕𝑆

𝜕𝑥2
𝑢* = 0. (8)

Уравнение (8) — это неоднородное уравнение с частными про-
изводными, где 𝑆 = 𝑆(𝑥1, 𝑥2). Введем вспомогательную функцию
𝑉 = 𝑉 (𝑆, 𝑥1, 𝑥2) = 0, с помощью которой сведем уравнение (8) к
однородному. Имеем

𝑑𝑉 =
𝜕𝑉

𝜕𝑆
𝑑𝑆 +

𝜕𝑉

𝜕𝑥1
𝑑𝑥1 +

𝜕𝑉

𝜕𝑥2
𝑑𝑥2 =

=
𝜕𝑉

𝜕𝑆

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑥1
𝑑𝑥1 +

𝜕𝑆

𝜕𝑥2
𝑑𝑥2

)︂
+
𝜕𝑉

𝜕𝑥1
𝑑𝑥1 +

𝜕𝑉

𝜕𝑥2
𝑑𝑥2 = 0,

откуда после приравнивания величин при 𝑑𝑥1 и 𝑑𝑥2 к нулю найдем

𝜕𝑆

𝜕𝑥1
= − 𝜕𝑉/𝜕𝑥1

𝜕𝑉/𝜕𝑆
,

𝜕𝑆

𝜕𝑥2
= − 𝜕𝑉/𝜕𝑥2

𝜕𝑉/𝜕𝑆
. (9)

Подставляя затем значения (9) в уравнение (8), получим урав-
нение

𝜕𝑉

𝜕𝑆
− 𝜕𝑉

𝜕𝑥1
𝑥2 ±

𝜕𝑉

𝜕𝑥2
𝑢* = 0
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с соответствующей системой обыкновенных дифференциальных
уравнений

𝑑𝑆

1
= − 𝑑𝑥1

𝑥2
=

𝑑𝑥2
±𝑢*

.

Отсюда найдем уравнение оптимальной фазовой траектории

𝑥2 𝑑𝑥2 = ±𝑢* 𝑑𝑥1, 𝑥22 = ±𝑢*𝑥1 + 𝐶,

где 𝐶 — постоянная интегрирования.
Предлагается далее самостоятельно найти оптимальную траек-

торию движения системы (1) по быстродействию с заданными гра-
ничными условиями и доказать ее единственность, пользуясь ре-
зультатами работы [78].

2. Задача Понтрягина. Рассматривается система уравне-
ний (1), 𝑡 ∈ ∈ [ 0, 𝑡1 ], где ограничение на управление |𝑢(𝑡) | ≤ 1
можно представить в виде системы двух неравенств

𝜙1(𝑢) = − 1 − 𝑢 ≤ 0, 𝜙2(𝑢) = 𝑢− 1 ≤ 0. (10)

Задаются следующие начальные и конечные условия:

𝑥1(0) = 𝑥01, 𝑥2(0) = 𝑥02, 𝑥2(𝑡1) = 𝑥12. (11)

Требуется максимизировать отклонение системы (1) в конеч-
ный момент времени 𝑡1, т.е. ставится оптимальная задача: 𝑥1(𝑡1) →
max𝑢∈𝑈 при наличии условий (10), (11) для системы (1). С подроб-
ностями общей формулировки задачи Понтрягина вместе с различ-
ными вариантами, а также с деталями ее решения можно познако-
миться по работе [7].

Задачу (1), (10), (11) можно составить в эквивалентной форме в
терминах задачи Лагранжа об определении необходимых условий
экстремума функционала

𝐽 =

𝑡1w

0

𝐿𝑑𝑡 = (12)

=

𝑡1w

0

[︀
𝜆1(𝑡)(𝑥1 − 𝑥2) + 𝜆2(𝑡)(𝑥2 − 𝑢) + 𝜇1(𝑡)𝜙1 + 𝜇2(𝑡)𝜙2

]︀
𝑑𝑡,



180 Задачи и упражнения

где 𝐿 — функция Лагранжа с множителями Лагранжа 𝜆1(𝑡), 𝜆2(𝑡),
𝜇1(𝑡), 𝜇2(𝑡).

Запишем необходимое условие экстремума относительно управ-
ляющей фун-кции 𝑢(𝑡) :

𝜕𝐿

𝜕𝑢
= −𝜆2(𝑡) − 𝜇1(𝑡) + 𝜇2(𝑡) = 0,

где полагают, что 𝜇1(𝑡), 𝜇2(𝑡) ≥ 0 и для функций 𝜇1(𝑡), 𝜇2(𝑡) вы-
полнены так называемые условия дополняющей нежесткости:

𝜇1(𝑡)𝜙1(𝑢) = 0, 𝜇2(𝑡)𝜙2(𝑢) = 0. (13)

Из условий (13) заключаем, что максимум достигается на границе
области, когда 𝑢 = ± 1. В самом деле, полагая 𝜆2(𝑡) ≥ 0, имеем
𝜇2(𝑡) = 𝜆2(𝑡), откуда 𝑢 = 1; если же 𝜆2(𝑡) < 0, то 𝜇1(𝑡) = −𝜆2(𝑡) и
𝑢 = − 1.

Если для определения оптимального управления исходить из
принципа максимума, то надо вместо функции Лагранжа 𝐿 взять
функцию 𝐻 (функцию Понтрягина):

𝐻 = 𝜓1𝑥1 + 𝜓2𝑥2 = 𝜓1𝑥2 + 𝜓2𝑢, (14)

где вспомогательные функции 𝜓1(𝑡), 𝜓2(𝑡) выполняют роль, анало-
гичную той, которую играют множители Лагранжа 𝜆1(𝑡) и 𝜆2(𝑡) в
задании функции 𝐿 (10).

Функции 𝜓1(𝑡), 𝜓2(𝑡) задаются системой уравнений

𝜓1 = − 𝜕𝐻

𝜕𝑥1
= 0, 𝜓2 = − 𝜕𝐻

𝜕𝑥2
= −𝜓1,

откуда получим, что 𝜓1 = 𝐶1, 𝜓2 = −𝐶1𝑡+𝐶2, где 𝐶1, 𝐶2 — посто-
янные интегрирования.

Чтобы управление 𝑢(𝑡) было оптимальным, оно должно удовле-
творять необходимому условию: а именно, если 𝑢(𝑡) — оптималь-
ное управление, то оно доставляет максимум функции 𝐻 (14), т.е.
𝑢 = 1, если 𝜓2 ≥ 0, и 𝑢 = − 1, если 𝜓2 < 0.

В качестве переменной 𝜓1(𝑡), соответствующей функционалу
𝑥1(𝑡1) → max, обычно берут переменную, для которой 𝜓1(𝑡1) = 1.
Отсюда получим, что 𝜓1(𝑡) ≡ 1. Следовательно, приходим к од-
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нопараметрической краевой задаче относительно определения кон-
станты 𝐶2 с краевым условием 𝑥2(𝑡1) = 𝑥12.

Таким образом, принцип максимума позволяет свести исходную
оптимальную задачу к решению краевой задачи для системы обык-
новенных дифференциальных уравнений.

Поставленная задача (1), (10), (11) о максимуме 𝑥1(𝑡1) может
рассматриваться при смешанном ограничении на фазовую коорди-
нату 𝑥1(𝑡) и управление 𝑢(𝑡) в виде совместного неравенства

𝜙(𝑥1, 𝑢) = 𝑥21(𝑡) + 𝑢2(𝑡) − 𝑎 ≤ 0, 𝑎 > 1. (15)

Если при оптимальном движении ∀ 𝑡 ∈ [ 0, 𝑡1 ] имеет место усло-
вие 𝜙(𝑥1, 𝑢) < < 0, то данная задача сводится к задаче Понтрягина,
в противном случае получаем задачу Дубовицкого–Милютина [7].
Предположим, что при оптимальном движении в некоторый мо-
мент времени 𝑡* ∈ [ 0, 𝑡1 ] выполнено равенство 𝜙(𝑥1, 𝑢) = 0. Из
соотношения (15) тогда получим

𝑢(𝑡*) = ±
√︁
𝑎− 𝑥21(𝑡*),

где знак перед корнем определяется из условия максимума функ-
ции 𝐻 (14):

𝑢(𝑡*) =
√︁
𝑎− 𝑥21(𝑡*), если 𝜓2(𝑡*) ≥ 0,

𝑢(𝑡*) = −
√︁
𝑎− 𝑥21(𝑡*), если 𝜓2(𝑡*) < 0.

Переменные 𝜓1(𝑡), 𝜓2(𝑡) в этом случае будут удовлетворять си-
стеме уравнений

𝜓1 = − 𝜕𝐿

𝜕𝑥1
, 𝜓2 = − 𝜕𝐿

𝜕𝑥2
,

где 𝐿 = 𝐻 − 𝜆(𝑡)𝜙(𝑥1, 𝑢) — функция Лагранжа с множителем
Лагранжа 𝜆(𝑡), который находится из условия

𝜕𝐿

𝜕𝑢
= 𝜓2 − 2𝜆𝑢 = 0,
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откуда следует, что

𝜆(𝑡*) =
𝜓2(𝑡*)

2𝑢(𝑡*)
≥ 0.

Кривая движения называется регулярной, если выполнено сле-
дующее ограничение: 𝜕𝜙/𝜕𝑢 = 2𝑢 ̸= 0. Требуется для исследуемой
задачи в регулярном и нерегулярном случаях построить соответ-
ствующие траектории движения, установить системы дифферен-
циальных уравнений для определения переменных 𝜓1(𝑡), 𝜓2(𝑡), а
также условия для нахождения оптимального управления и мно-
жителя Лагранжа 𝜆(𝑡).

3. Задача о минимизации рассеиваемой энергии. Эту за-
дачу [78] рассмотрим в разных постановках, что позволит составить
довольно общее представление о возможностях того или иного ме-
тода оптимизации.

3.1. Вариационный подход; функционалы, зависящие от высших
производных, уравнение Эйлера–Пуассона. Пусть задана управляе-
мая система (1), которую можно записать в виде уравнения второго
порядка: 𝑥1(𝑡) = 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [ 0, 𝑡1 ] с заданными граничными услови-
ями

𝑥1(0) = 𝑥01, 𝑥1(𝑡1) = 𝑥11, 𝑥1(0) = 𝑥01, 𝑥1(𝑡1) = 𝑥11.

Требуется найти оптимальный закон движения
(︀
𝑥1(𝑡), 𝑥1(𝑡) =

𝑥2(𝑡), 𝑢(𝑡)
)︀
, при котором минимизируется функционал

𝐽 =

𝑡1w

0

𝐹 𝑑𝑡 =

𝑡1w

0

𝑢2(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑡1w

0

𝑥21(𝑡) 𝑑𝑡, (16)

т.е. интеграл по времени от квадрата управляющего воздействия,
характеризующий общее количество «рассеиваемой энергии».

Напомним, что необходимое условие экстремума функционала,
зависящего от высших производных

𝐽 =

𝑡1w

𝑡0

𝐹
[︀
𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡), ..., 𝑥(𝑛)(𝑡), 𝑡

]︀
𝑑𝑡,
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где 𝐹 — непрерывно дифференцируемая порядка 𝑛 + 2 по своим
аргументам функция, определяется уравнением Эйлера–Пуассона

𝐹𝑥 −
𝑑

𝑑𝑡
𝐹𝑥 +

𝑑2

𝑑𝑡2
𝐹𝑥 + ... + (− 1)𝑛

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝐹𝑥(𝑛) = 0, (17)

интегрирование которого дает уравнение экстремали.
Применим уравнение вида (17) к задаче нахождения оптималь-

ного процесса, минимизирующего функционал качества (16). Име-
ем

𝐹 = 𝑥21, 𝐹𝑥1 =
𝜕𝐹

𝜕𝑥1
= 0, 𝐹𝑥1 =

𝜕𝐹

𝜕𝑥1
= 0, 𝐹𝑥1 =

𝜕𝐹

𝜕𝑥1
= 2𝑥1.

При подстановке этих выражений в уравнение (17) получим

2
𝑑2𝑥1
𝑑𝑡2

= 0,

откуда после двойного интегрирования найдем оптимальное управ-
ление в виде закона изменения по времени:

𝑢(𝑡) = 𝑥1(𝑡) = 𝐶1𝑡+ 𝐶2.

Дальнейшее интегрирование приводит к оптимальным фазовым
траекториям:

𝑥1(𝑡) = 𝑥2(𝑡) = 𝐶1𝑡
2/2 + 𝐶2𝑡+ 𝐶3,

𝑥1(𝑡) = 𝐶1𝑡
3/6 + 𝐶2𝑡

2/2 + 𝐶3𝑡+ 𝐶4

с постоянными интегрирования 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, определяемыми
из граничных условий. Отметим также, что условие Лежандра:
𝜕𝐹𝑥1

/𝜕𝑥1 = 2 > 0 указывает на то, что на найденной экстрема-
ли реализуется минимум функционала (16).

В данной задаче необходимо найти постоянные 𝐶1, ..., 𝐶4 и вы-
числить минимальное значение интеграла (16).

3.2. Вариационный подход; задача Лагранжа на условный экс-
тремум. Задается система уравнений (1) с известными фиксиро-
ванными граничными условиями. Надо минимизировать функцио-
нал (16).
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Управляющую функцию 𝑢(𝑡) нельзя варьировать независимо от
функций 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡), поскольку они связаны уравнениями:

𝜙1 ≡ 𝑥2 − 𝑢 = 0, 𝜙2 ≡ 𝑥1 − 𝑥2 = 0.

Поэтому составим вспомогательный функционал

𝐽* =

𝑡1w

0

𝐹*(𝑢, 𝑥1, 𝑥2) 𝑑𝑡 =

𝑡1w

0

[︀
𝑢2(𝑡) + 𝜆1(𝑡) (𝑥2 − 𝑢) + 𝜆2(𝑡) (𝑥1 − 𝑥2)

]︀
𝑑𝑡

с множителями Лагранжа 𝜆1(𝑡), 𝜆2(𝑡).

Имеем следующие компоненты для системы уравнений Эйлера:

𝜕𝐹*
𝜕𝑢

= 2𝑢− 𝜆1(𝑡),
𝜕𝐹*
𝜕𝑢

= 0,
𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝐹*
𝜕𝑢

)︂
= 0,

𝜕𝐹*
𝜕𝑥1

= 0,
𝜕𝐹*
𝜕𝑥1

= 𝜆2(𝑡),
𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝐹*
𝜕𝑥1

)︂
= 𝜆2(𝑡),

𝜕𝐹*
𝜕𝑥2

= −𝜆2(𝑡),
𝜕𝐹*
𝜕𝑥2

= 𝜆1(𝑡),
𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝐹*
𝜕𝑥2

)︂
= 𝜆1(𝑡).

Следовательно, экстремаль должна определяться системой ура-
внений Эйлера

2𝑢− 𝜆1(𝑡) = 0, −𝜆2(𝑡) = 0, −𝜆2(𝑡) − 𝜆1(𝑡) = 0,

откуда найдем

𝜆2(𝑡) = 𝐶1, 𝜆1(𝑡) = −𝐶1𝑡+ 𝐶2, 𝑢(𝑡) = 𝐷1𝑡+𝐷2,

где 𝐶1, 𝐶2, 𝐷1, 𝐷2 — постоянные интегрирования.

В этой задаче требуется найти оптимальные фазовые траекто-
рии 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) и постоянные интегрирования, зная оптимальный
закон управления 𝑢(𝑡) и граничные условия.

3.3. Вариационный подход; изопериметрическая задача. Пред-
ставим исследуемую задачу как изопериметрическую, исходя из
граничных условий 𝑥01, 𝑥

1
1, 𝑥

0
2, 𝑥

1
2. Запишем их в виде интегралов,
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пользуясь системой уравнений (1):

𝑥12 − 𝑥02 =

𝑡1w

0

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡, (18)

𝑥11 − 𝑥01 = 𝑡1𝑥
0
2 +

𝑡1w

0

(𝑡1 − 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡. (19)

Покажем, что уравнение (19) действительно имеет место. Из
системы (1) получим

𝑥11 − 𝑥01 =

𝑡1w

0

𝑥2(𝑣) 𝑑𝑣, 𝑥2(𝑣) = 𝑥02 +

𝑣w

0

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡,

откуда после подстановки и изменения порядка интегрирования в
двойном интеграле найдем

𝑥11 − 𝑥01 =

𝑡1w

0

(︂
𝑥02 +

𝑣w

0

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

)︂
𝑑𝑣 = 𝑡1𝑥

0
2 +

𝑡1w

0

(︂ 𝑣w

0

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

)︂
𝑑𝑣 =

= 𝑡1𝑥
0
2 +

𝑡1w

0

𝑢(𝑡)

(︂ 𝑡1w

𝑡

𝑑𝑡

)︂
𝑑𝑣 = 𝑡1𝑥

0
2 +

𝑡1w

0

(𝑡1 − 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡.

Таким образом, приходим к задаче об экстремуме функционала
(16) при наличии интегральных связей (18), (19). Составим для ее
решения вспомогательный функционал

𝐽** =

𝑡1w

0

𝐹** 𝑑𝑡 =

𝑡1w

0

[︀
𝑢2(𝑡) + 𝜆1 𝑢(𝑡) + 𝜆2 (𝑡1 − 𝑡)𝑢(𝑡)

]︀
𝑑𝑡,

где 𝜆1, 𝜆2 — постоянные числа. Этот функционал зависит только
от одной переменной 𝑢(𝑡). Поэтому уравнение Эйлера записывается
так:

𝜕𝐹**
𝜕𝑢

= 0,

откуда получим

2𝑢(𝑡) + 𝜆1 + 𝜆2 (𝑡1 − 𝑡) = 0, 𝑢(𝑡) = 𝐷1𝑡+𝐷2,
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где 𝐷1, 𝐷2 — постоянные, подлежащие дальнейшему определению.

3.4. Принцип максимума. Ставится задача о минимизации
функционала рассеиваемой энергии (16) для системы (1) с задан-
ными краевыми условиями при фиксированном времени 𝑡1. На фа-
зовые координаты и управление ограничения не накладываются.

Будем решать оптимальную задачу с помощью принципа мак-
симума. Составим функцию Понтрягина 𝐻 :

𝐻 = 𝜓0𝑢
2 + 𝜓1𝑥2 + 𝜓2𝑢,

где функции 𝜓0(𝑡), 𝜓1(𝑡), 𝜓2(𝑡) определим из системы уравнений

𝜓0(𝑡) = 0, 𝜓1(𝑡) = 0, 𝜓2(𝑡) = −𝜓1(𝑡),

откуда найдем

𝜓0(𝑡) = 𝐶0, 𝜓1(𝑡) = 𝐶1, 𝜓2(𝑡) = −𝐶1𝑡+ 𝐶2,

где 𝐶0, 𝐶1, 𝐶2 — постоянные интегрирования.
Таким образом, имеем

𝐻 = 𝐶0𝑢
2 + 𝐶1𝑥2 + (𝐶2 − 𝐶1𝑡)𝑢.

Из условия max𝑢 𝐻 получим

𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 2𝐶0𝑢+ 𝐶2 − 𝐶1𝑡 = 0

и далее найдем линейный закон изменения 𝑢(𝑡) по времени

𝑢(𝑡) =
𝐶1

2𝐶0
𝑡− 𝐶2

2𝐶0
,

дающий выражение для оптимального управления. И в этой зада-
че, как и раньше, требуется, пользуясь краевыми условиями, найти
значения постоянных 𝐶0, 𝐶1, 𝐶2 и оптимальную траекторию движе-
ния.

4. Задача об оптимальном управлении расходом топли-
ва. В задачах управления летательными аппаратами управление
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𝑢(𝑡) — сила тяги, которая пропорциональна скорости расхода топ-
лива. Понятно, что в силу ограниченности запаса топлива движе-
ние системы должно осуществляться с минимальным расходом топ-
лива.

Рассмотрим задачу [138], в которой для управляемой системы

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵 𝑢(𝑡), 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟, 𝑡 ∈ [ 0, 𝑡1 ], (20)

с ограничением 𝑢 ∈ 𝑈 =
{︀
𝑢𝑗 : |𝑢𝑗 | ≤ 1, 𝑗 = 1, 𝑟

}︀
требуется

определить оптимальное управление 𝑢(𝑡), переводящее систему из
начального положения 𝑥0 = 𝑥(0) в конечное 𝑥1 = 𝑥(𝑡1) таким обра-
зом, чтобы функционал, характеризующий расход топлива

𝐽 =

𝑡1w

0

𝑟∑︁

𝑗=1

|𝑢𝑗(𝑡) | 𝑑𝑡 =

𝑡1w

0

𝑢*(𝑡) sign𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

принимал наименьшее возможное значение. В системе (20) 𝐴 и 𝐵
— постоянные матрицы соответствующей размерности.

Здесь целевая подинтегральная функция имеет вид

𝑓0(𝑢) =

𝑟∑︁

𝑗=1

|𝑢𝑗(𝑡) | = 𝑢*(𝑡) sign𝑢(𝑡)

и представляет сумму скоростей расхода топлива в единицу време-
ни; интеграл от нее дает выражение для общего потребления топ-
лива.

Запишем гамильтониан задачи относительно вектора вспомога-
тельных переменных 𝑝(𝑡) = −𝜓(𝑡); 𝐻𝑝 = −𝐻𝜓 :

𝐻𝑝 = 𝑢* sign𝑢+ 𝑝*𝐴𝑥+ 𝑝*𝐵𝑢 = 𝑢* sign𝑢+ 𝑥*𝐴*𝑝+ 𝑢*𝐵*𝑝. (21)

Далее найдем дифференциальное уравнение по 𝑝 с решением

𝑝(𝑡) = −𝐴* 𝑝(𝑡), 𝑝(𝑡) = 𝑝(0) exp
(︀
−𝐴*𝑡

)︀
.

Полагая по определению

𝑞(𝑡) = 𝐵* 𝑝(𝑡) = 𝐵* 𝑒−𝐴
*𝑡 𝑝(0),



188 Задачи и упражнения

получим, что гамильтонин 𝐻𝑝 (функция состояния (21)) достига-
ет минимума (имеет место принцип минимума), если минимально
выражение

𝑢*(𝑡) sign𝑢(𝑡) + 𝑢*(𝑡) 𝑞(𝑡) = 𝑢*(𝑡)
[︀

sign𝑢(𝑡) + 𝑞(𝑡)
]︀
.

Отсюда заключаем, что гамильтониан достигнет минимума, если
оптимальное управление удовлетворяет необходимым условиям:

1) 𝑢𝑗(𝑡) = − sign 𝑞𝑗(𝑡), если | 𝑞𝑗(𝑡) | ≥ 1;

2) 𝑢𝑗(𝑡) = 0, если | 𝑞𝑗(𝑡) | ≤ 1,

где 𝑞𝑗(𝑡) — 𝑗–я компонента вектора 𝑞(𝑡), 𝑗 = 1, 𝑟.

Итак, управление, минимизирующее расход топлива, задает-
ся кусочно-непрерывной функцией, принимающей значения 𝑢𝑗 =
− 1, 𝑢𝑗 = 0, 𝑢𝑗 = 1 в зависимости от выхода сопряженной системы.

В этой задаче требуется провести исследование функции 𝑞𝑗(𝑡) в
зависимости от времени и установить время перехода по управле-
нию 𝑢𝑗 = 0 между периодами с управлениями 𝑢𝑗 = − 1, 𝑢𝑗 = 1.

Усложним несколько задачу. Пусть имеется нелинейная система
уравнений

𝑥(𝑡) = 𝑓
(︀
𝑥(𝑡), 𝑡

)︀
+𝐵

(︀
𝑥(𝑡), 𝑡

)︀
𝑢(𝑡).

Допустим, что скорость потока топлива задается функцией 𝑓0(𝑡) ≥
0, 𝑡 ∈ [ 0, 𝑡1 ], такой, что 𝑓0(𝑡) = 𝑓0

(︀
|𝑢(𝑡) |Δ

)︀
, где по определению

|𝑢(𝑡) |Δ ≡
(︀
|𝑢1 |, |𝑢2 |, ..., |𝑢𝑟 |

)︀
.

Будем считать, что

𝑓0(𝑡) = 𝑐* |𝑢(𝑡) |Δ, 𝑐𝑗 = constj > 0, 𝑗 = 1, 𝑟. (22)

Суммарный расход топлива при этом зададим с помощью функ-
ционала

𝐽 =

𝑡1w

0

𝑓0(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑡1w

0

𝑐* |𝑢(𝑡) |Δ 𝑑𝑡,
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а уравнение изменения массы топлива запишем в виде

𝑑𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
= − 𝑐* |𝑢(𝑡) |Δ.

Тогда, очевидно, общее изменение массы выразится величиной 𝐽 =
𝑚(0) −𝑚(𝑡1).

Для целевой функции 𝑓0(𝑡) (22) закон оптимального управления
определяется из условия минимума выражения

⃒⃒
𝑢𝑗(𝑡)

⃒⃒
+ 𝑢𝑗(𝑡)

𝑞𝑗(𝑡)

𝑐𝑗
,

откуда найдем оптимальное управление 𝑢𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 𝑟 :

𝑢𝑗(𝑡) =

{︃
0, если

⃒⃒
𝑞𝑗(𝑡)/𝑐𝑗

⃒⃒
< 1,

− sign
(︀
𝑞𝑗(𝑡)/𝑐𝑗

)︀
, если

⃒⃒
𝑞𝑗(𝑡)/𝑐𝑗

⃒⃒
> 1.

Задача об оптимальном расходе топлива называется нормаль-
ной, если имеется счетное множество моментов времени в интерва-
ле [ 0, 𝑡1 ] таких, что

⃒⃒
⃒⃒ 𝑞𝑗(𝑡)
𝑐𝑗

⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒
⃒⃒ 1

𝑐𝑗

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖(𝑡) 𝑏𝑖𝑗
(︀
𝑥(𝑡), 𝑡

)︀ ⃒⃒⃒⃒ = 1, (23)

где
(︀
𝑏𝑖𝑗

)︀
= 𝐵, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 1, 𝑟. Если условие (23) выполняет-

ся также для конечного числа промежутков времени, то эта зада-
ча называется вырожденной. Для нормальной задачи оптимальное
управление может принимать только три значения: − 1, 0, 1.

Как и в предыдущем случае надо исследовать функцию
𝑞𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 𝑟, в зависимости от времени и установить моменты
изменения оптимального управления с одного значения на другое.

5. Принцип Гамильтона и уравнение Гамильтона–
Якоби–Беллмана. Пусть система описывается векторным диф-
ференциальным уравнением [117]:

𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑥, 𝑢, 𝑓 ∈ 𝑅𝑟, 𝑡 ∈ [ 𝑡0, 𝑡1 ].
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Начальное состояние системы 𝑥0 = 𝑥(𝑡0) и состояние 𝑥 = 𝑥(𝑡) в
момент времени 𝑡 считаются заданными. Требуется найти управле-
ние 𝑢(𝑡), переводящее систему из 𝑥0 в 𝑥 и доставляющее минимум
интегралу

𝐽𝑡 =

𝑡w

𝑡0

𝑓0
(︀
𝑥(𝑣), 𝑢(𝑣), 𝑣

)︀
𝑑𝑣. (24)

Обозначим

𝑆
(︀
𝑥(𝑡), 𝑡

)︀
= min

𝑢(𝑣)

𝑡w

𝑡0

𝑓0
(︀
𝑥(𝑣), 𝑢(𝑣), 𝑣

)︀
𝑑𝑣.

Если 𝑢*(𝑣), 𝑣 ∈ [ 𝑡0, 𝑡 ] — управление, доставляющее минимум ин-
тегралу (24), а 𝑥(𝑣) — соответствующая фазовая траектория, то
тогда

𝑆
(︀
𝑥(𝑡), 𝑡

)︀
=

𝑡w

𝑡0

𝑓0
(︀
𝑥(𝑣), 𝑢*(𝑣), 𝑣

)︀
𝑑𝑣

и, следовательно, имеет место уравнение Беллмана вида

𝑓0(𝑥, 𝑢*, 𝑡) −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕 𝑆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

− 𝜕 𝑆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 0, (25)

где 𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑢*, 𝑡).

Получим аналог уравнения (25) для механической системы с
каноническими уравнениями и функцией Гамильтона 𝐻 :

𝑑𝑞𝑖
𝑑𝑡

=
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖
,

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑡

= − 𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑖
, 𝑖 = 1, 𝑛, (26)

в виде уравнения Гамильтона–Якоби, пользуясь принципом стаци-
онарного действия Гамильтона.

Согласно принципу Гамильтона для действительного движения
системы между двумя заданными в моменты времени 𝑡0 и 𝑡 конфи-
гурациями системы в пространстве с обобщенными координатами
𝑞1, 𝑞2, ..., 𝑞𝑛 интеграл действия

r 𝑡
𝑡0
𝐿𝑑𝑡 с функцией Лагранжа 𝐿 име-

ет стационарное значение 𝑆. При наличии уравнений движения (26)
будет выполнено равенство:

r 𝑡
𝑡0
𝐿𝑑𝑡 = 𝑆.
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В пространстве конфигураций 𝑞1, 𝑞2, ..., 𝑞𝑛 системы (26) рас-
смотрим систему, движение которой описывается уравнениями

𝑑𝑞𝑖
𝑑𝑡

= 𝑓𝑖(𝑞1, ..., 𝑞𝑛, 𝑝1, ..., 𝑝𝑛, 𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, (27)

с известной функцией 𝑓𝑖 (см. уравнения (26)):

𝑓𝑖(𝑞1, ..., 𝑞𝑛, 𝑝1, ..., 𝑝𝑛, 𝑡) =
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖
.

Отождествим переменные 𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑛 с оптимальными управле-
ниями 𝑢1*, 𝑢2*, ..., 𝑢𝑛* в системе (27), при которых интеграл дей-
ствия

r 𝑡
𝑡0
𝐿𝑑𝑡 принимает экстремальное (стационарное) значение,

т.е. можно считать, что система (27) — это управляемая система
вида

𝑑𝑞𝑖
𝑑𝑡

= 𝑓𝑖(𝑞1, ..., 𝑞𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑛, 𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛. (28)

Соотношение (25) для системы (28), где 𝑢(𝑡) = 𝑢*(𝑡), отсюда
запишем так:

𝐿(𝑞1, ..., 𝑞𝑛, 𝑞1, ..., 𝑞𝑛, 𝑡) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕 𝑆(𝑞, 𝑡)

𝜕𝑞𝑖

𝑑𝑞𝑖
𝑑𝑡

+
𝜕 𝑆(𝑞, 𝑡)

𝜕𝑡
,

либо
𝜕𝑆

𝜕𝑡
− 𝐿+

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑆

𝜕𝑞𝑖
𝑞𝑖 = 0. (29)

Функция Гамильтона 𝐻 для системы (26) имеет вид

𝐻(𝑞1, ..., 𝑞𝑛, 𝑞1, ..., 𝑞𝑛, 𝑡) = −𝐿(𝑞1, ..., 𝑞𝑛, 𝑞1, ..., 𝑞𝑛, 𝑡) +

+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
𝑞𝑖,

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
= 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛. (30)

Продифференцируем по 𝑞𝑖 уравнение (29). Тогда получим

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
=
𝜕 𝑆(𝑞, 𝑡)

𝜕𝑞𝑖
= 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, (31)
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а значит

𝑞𝑖 = 𝑞𝑖(𝑞1, ..., 𝑞𝑛, 𝑝1, ..., 𝑝𝑛, 𝑡) = 𝑞𝑖

(︂
𝑞1, ..., 𝑞𝑛,

𝜕𝑆

𝜕𝑞1
, ...,

𝜕𝑆

𝜕𝑞𝑛
, 𝑡

)︂
. (32)

Требуется, воспользовавшись соотношениями (30)–(32), приве-
сти в результате уравнение (29) к уравнению Гамильтона–Якоби

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+𝐻

(︂
𝑞1, ..., 𝑞𝑛,

𝜕𝑆

𝜕𝑞1
, ...,

𝜕𝑆

𝜕𝑞𝑛
, 𝑡

)︂
= 0

для механической системы с каноническими уравнениями (26).

6. Осциллятор с линейной пружиной. Пусть имеется меха-
ническая система с одной степенью свободы [22, 117]: тело массой
𝑚, связанное с неподвижной опорой при помощи линейной пружи-
ны, может перемещаться в горизонтальном гладком прямолиней-
ном направлении.

6.1. Применение формализма Гамильтона. Обобщенная коор-
дината 𝑞 — отклонение тела от начала координат. Кинетическая
энергия 𝑇 тела, обобщенная сила 𝑄 и потенциальная энергия Π
системы выражаются формулами

𝑇 =
1

2
𝑚𝑞2, 𝑄 = − 𝑐𝑞, Π = −

𝑞w

0

𝑄𝑑𝑞 =

𝑞w

0

𝑐𝑞 𝑑𝑞 =
1

2
𝑐𝑞2,

где 𝑐 — жесткость пружины.
Запишем теперь функцию Лагранжа

𝐿 = 𝑇 − Π =
1

2
𝑚𝑞2 − 1

2
𝑐𝑞2. (33)

Пользуясь соотношением (33), найдем

𝑝 =
𝜕𝐿

𝜕𝑞
= 𝑚𝑞 =⇒ 𝑞 =

𝑝

𝑚
. (34)

В соответствии с выражением (30) запишем функцию Гамильтона

𝐻 = −𝐿+
𝜕𝐿

𝜕𝑞
𝑞 =

𝑚𝑞2

2
+
𝑐𝑞2

2
. (35)
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С помощью выражения (34) представим функцию Гамильтона (35)
в канонических переменных

𝐻 =
𝑝2

2𝑚
+
𝑐𝑞2

2
. (36)

Канонические уравнения движения системы (26) по 𝑞 и 𝑝 :

𝑑𝑞

𝑑𝑡
=
𝜕𝐻

𝜕𝑝
,

𝑑𝑝

𝑑𝑡
= − 𝜕𝐻

𝜕𝑞

с учетом выражения (36) принимают вид

𝑑𝑞

𝑑𝑡
=

1

𝑚
𝑝,

𝑑𝑝

𝑑𝑡
= − 𝑐𝑞. (37)

Далее запишем действие по Гамильтону в рассматриваемой за-
даче о движении осциллятора с линейной пружиной

𝑆 =

𝑡w

𝑡0

𝐿𝑑𝑡 =

𝑡w

𝑡0

(︂
1

2
𝑚𝑞2(𝑡) − 1

2
𝑐 𝑞2(𝑡)

)︂
𝑑𝑡,

где величина 𝑞(𝑡) определяется уравнением (28). В данной задаче
согласно соотношениям (34) и (37) имеем

𝑑𝑞

𝑑𝑡
=

1

𝑚
𝑢. (38)

Поэтому функционал 𝐽𝑡 (24), подлежащий минимизации, где 𝑓0 = 𝐿
(33), принимает вид

𝐽𝑡 =

𝑡w

𝑡0

(︂
𝑢2(𝑡)

2𝑚
− 𝑐 𝑞2(𝑡)

2

)︂
𝑑𝑡. (39)

Оптимальное управление 𝑢 = 𝑢*(𝑡), исходя из принципа Гамиль-
тона, задается в виде 𝑢*(𝑡) = 𝑝. При таком выборе 𝑢*(𝑡) достига-
ется экстремальное значение 𝑆 функционала 𝐽𝑡, поскольку только
в этом случае 𝛿𝑆 = 0. При этом уравнение Беллмана (25) можно
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записать так:
𝑝2

2𝑚
− 1

2
𝑐𝑞2 − 𝜕𝑆

𝜕𝑞
𝑞 − 𝜕𝑆

𝜕𝑡
= 0. (40)

В соответствии с выражением (31) имеем: 𝑝 = 𝜕𝑆/𝜕𝑞. Пользуясь
этой заменой, представим формулу (34) в виде

𝑞 =
1

𝑚

𝜕𝑆

𝜕𝑞
. (41)

Если теперь подставить выражение (41) вместо 𝑞 в уравнение (40),
то получим

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+

1

2𝑚

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑞

)︂2

+
1

2
𝑐𝑞2 = 0. (42)

Уравнение (42) — это уравнение Гамильтона–Якоби для нашей за-
дачи.

Требуется уравнение (42) представить в стандартной форме

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+𝐻

(︂
𝑞,
𝜕𝑆

𝜕𝑞
, 𝑡

)︂
= 0,

воспользовавшись зависимостью функции Гамильтона 𝐻 от кано-
нических переменных.

6.2. Применение принципа максимума. К задаче о движении
осциллятора с линейной пружиной применим принцип максиму-
ма Понтрягина [117] в предположении, что на управляющее воз-
действие 𝑢 отсутствуют какие-либо ограничения. Интересно будет
сравнить эти два подхода в решениях задач 6.1 и 6.2 между со-
бой с учетом того, что они, в сущности, приводят к эквивалентным
результатам.

Итак, будем исходить из уравнения (38):

𝑑𝑞

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑞, 𝑢), 𝑓(𝑞, 𝑢) =

1

𝑚
𝑢, 𝑡 ∈ [ 0, 𝑡1 ],

с заданным начальным условием 𝑞0 = 𝑞(0).

Требуется систему (38) привести в положение 𝑞1 = 𝑞(𝑡1) = 0 с
помощью такого управления 𝑢 = 𝑢(𝑡), которое бы минимизирова-
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ло функционал 𝐽𝑡 (39), где 𝑡0 = 0, с подинтегральной функцией
𝑓0(𝑞, 𝑢) = (1/2𝑚)𝑢2 − (𝑐/2) 𝑞2.

Обратимся к формуле (1.6) из Главы 1. Составим функцию
Понтрягина (гамильтониан) 𝐻 вида (1.6):

𝐻(𝜓0, 𝜓, 𝑞, 𝑢) = 𝜓0 𝑓0(𝑞, 𝑢) + 𝜓 𝑓(𝑞, 𝑢) =

= 𝜓0

(︂
1

2𝑚
𝑢2 − 𝑐

2
𝑞2
)︂

+
1

𝑚
𝜓𝑢, (43)

а затем выпишем уравнения (1.7) и (1.8):

𝑑𝑞0
𝑑𝑡

=
𝜕𝐻

𝜕𝜓0
,

𝑑𝑞

𝑑𝑡
=
𝜕𝐻

𝜕𝜓
,

𝑑𝜓0

𝑑𝑡
= − 𝜕𝐻

𝜕𝑞0
,

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= − 𝜕𝐻

𝜕𝑞
.

(44)
С учетом выражения (43) уравнения (44) приведем к виду

𝑑𝑞0
𝑑𝑡

=
1

2𝑚
𝑢2 − 𝑐

2
𝑞2,

𝑑𝑞

𝑑𝑡
=

1

𝑚
𝑢, (45)

𝑑𝜓0

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝑐𝑞𝜓0. (46)

Из условия max𝑢 𝐻 найдем оптимальное управление. Посколь-
ку

𝜕𝐻

𝜕𝑢
=

1

𝑚

(︀
𝜓0𝑢+ 𝜓

)︀
,

𝜕2𝐻

𝜕𝑢2
=

1

𝑚
𝜓0,

то при 𝜓0 < 0 функция 𝐻 будет иметь максимум по 𝑢, если

𝑢 = − 𝜓

𝜓0
. (47)

Первое уравнение (46) дает: 𝜓0 = const. При подстановке во вто-
рое уравнение (45) = (38) оптимального управления 𝑢 (47) получим

𝑑𝑞

𝑑𝑡
= − 1

𝑚

𝜓

𝜓0
. (48)

Продифференцируем по 𝑡 уравнение (48), где 𝜓0 = const :

𝑑2𝑞

𝑑𝑡2
= − 1

𝑚𝜓0

𝑑𝜓

𝑑𝑡
. (49)
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Уравнение (49) может быть записано с помощью второго уравнения
(46) в виде

𝑑2𝑞

𝑑𝑡2
= − 𝑘2𝑞, 𝑘2 =

𝑐

𝑚
. (50)

Таким образом, принцип максимума приводит к необходимости
решения краевой задачи для дифференциального уравнения (50) с
заданными условиями 𝑞0 и 𝑞1 = 0. Запишем это решение

𝑞(𝑡) = − 𝑞0 cos 𝑘𝑡1
sin 𝑘𝑡1

sin 𝑘𝑡+ 𝑞0 cos 𝑘𝑡, (51)

считая, что для существования 𝑞(𝑡) выполнено требование 𝑡1 ̸=
𝜋𝑛/𝑘, 𝑛 = 1, 2, ... .

Из второго уравнения (45) вытекает, что 𝑢 = 𝑚𝑑𝑞/𝑑𝑡. Следова-
тельно, подставляя сюда решение 𝑞(𝑡) (51), получим

𝑢 = −√
𝑚𝑐 𝑞0

(︂
cos 𝑘𝑡1
sin 𝑘𝑡1

cos 𝑘𝑡+ sin 𝑘𝑡

)︂
.

Сравним 𝑢 (47) и 𝑢 = 𝑚𝑑𝑞/𝑑𝑡. Имеем отсюда

− 𝜓

𝜓0
= 𝑚

𝑑𝑞

𝑑𝑡

и далее приходим к выражению

𝜓(𝑡) =
√
𝑚𝑐 𝑞0 𝜓0

(︂
cos 𝑘𝑡1
sin 𝑘𝑡1

cos 𝑘𝑡+ sin 𝑘𝑡

)︂
.

Обратим внимание на то, что у рассматриваемой механической
системы функция Лагранжа 𝐿 имеет вид (33) и канонический им-
пульс 𝑝 вычисляется по формуле (34). Значит, для управляемой
системы с уравнением (38) имеем

𝑢 = 𝑝, 𝜓 = −𝜓0𝑝. (52)

Требуется в этой задаче, пользуясь соотношениями (52), опре-
делить связь между функцией Понтрягина 𝐻 (43) и функцией Га-
мильтона 𝐻 (36).
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7. Задача оптимального слежения. Рассматривается вариа-
ционная задача с подвижными границами в виде задачи оптималь-
ного слежения (сопровождения) летящего самолета [78]. Предпола-
гается, что самолет совершает горизонтальный полет с постоянной
скоростью 𝑣 и в момент времени 𝑡 = 0 находится на расстоянии 𝑎
по горизонтали от станции слежения.

Угол визирования на объект равен

𝜙*(𝑡) = arctg

(︂
𝑎+ 𝑣𝑡

ℎ

)︂
,

где ℎ — высота полета. Обозначим через 𝜙(𝑡) — текущую угловую
координату станции слежения. Пусть 𝜙(0) ̸= 𝜙*(0). Задача состоит
в том, чтобы начальное рассогласование 𝜀 = 𝜙(0)−𝜙*(0) устранить
с минимальными энергетическими затратами.

Важно отметить, что время окончания процесса регулирования
𝑡1 и соответствующие ему координаты правой точки заранее неиз-
вестны и находятся в процессе решения поставленной вариационной
задачи с фиксированной левой и подвижной правой точками.

Будем считать далее, что электропривод станции слежения схе-
матично представляет собой последовательное соединение двух ин-
тегрирующих звеньев и описывается системой уравнений

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝜔,

𝑑𝜔

𝑑𝑡
= 𝜇,

где 𝜇(𝑡) — входная (управляющая) величина углового ускорения, а
𝜙(𝑡) — выходная величина угла поворота.

Оптимальный процесс 𝜙(𝑡) и время 𝑡1 необходимо выбрать так,
чтобы энергия системы, описываемая функционалом

𝐽 =

𝑡1w

0

𝜇2(𝑡) 𝑑𝑡,

принимала для заданных граничных условий минимальное значе-
ние.
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Найдем экстремаль 𝜙(𝑡) исходного функционала 𝐽 :

𝐽 =

𝑡1w

0

𝐹 (𝜙,𝜙, 𝜙, 𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑡1w

0

𝜙2(𝑡) 𝑑𝑡

с помощью уравнения Эйлера–Пуассона (17) (см. задачу 3 о мини-
мизации рассеиваемой энергии):

𝐹𝜙 − 𝑑

𝑑𝑡
𝐹𝜙 +

𝑑2

𝑑𝑡2
𝐹𝜙 = 0, (53)

где

𝐹𝜙 =
𝜕𝐹

𝜕𝜙
= 0, 𝐹𝜙 =

𝜕𝐹

𝜕𝜙
= 0, 𝐹𝜙 =

𝜕𝐹

𝜕𝜙
= 2𝜙.

Подставляя эти значения в уравнение (53), будем иметь: 2 𝑑4𝜙/
𝑑𝑡4 = 0. После двойного интегрирования получим оптимальный
закон изменения управляющего воздействия

𝜇(𝑡) = 𝜙(𝑡) = 𝐷1𝑡+𝐷2

с постоянными интегрирования 𝐷1, 𝐷2. Затем, интегрируя еще два
раза, получим оптимальный закон изменения угла поворота

𝜙(𝑡) = 𝐶1𝑡
3 + 𝐶2𝑡

2 + 𝐶3𝑡+ 𝐶4,

где 𝐶1 = 𝐷1/6, 𝐶2 = 𝐷2/2.

Чтобы определить постоянные интегрирования 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 и
время 𝑡1, следует воспользоваться пятью уравнениями:

1) двумя граничными условиями в фиксированной левой точке:

𝜙(0) = 𝜙0, 𝜙(0) = 𝜙0;

2) двумя граничными условиями на правом конце траектории,
когда выполняется требование 𝜀(𝑡1) = 0 :

𝜙(𝑡1) = 𝜙*(𝑡1), 𝜙(𝑡1) = 𝜙*(𝑡1);

3) одним условием трансверсальности при наличии связей меж-
ду вариациями, когда правая граничная точка должна принимать
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заданные значения. Условие трансверсальности для случая

𝜙(𝑡1) = 𝜙*(𝑡1), 𝜙(𝑡1) = 𝜙*(𝑡1), 𝜙(𝑡1) = 𝜙*(𝑡1)

записывается в виде
[︂
𝐹 − 𝜙𝐹𝜙 − 𝜙𝐹𝜙 +

(︂
𝐹𝜙 − 𝑑

𝑑𝑡
𝐹𝜙

)︂
𝜙* + 𝐹𝜙 𝜙*

]︂

𝑡=𝑡1

= 0, (54)

или после подстановки соответствующих значений:

−𝜙2(𝑡1) − 2
𝑑𝜙(𝑡)

𝑑𝑡

⃒⃒
⃒⃒
𝑡=𝑡1

· 𝜙*(𝑡1) + 2𝜙(𝑡1)𝜙*(𝑡1) = 0.

Решая совместно эти уравнения, найдем искомое экстремальное
решение задачи. Требуется представленное выше условие трансвер-
сальности (54) получить самостоятельно.
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