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ВВЕДЕНИЕ

Теория автоматического управления имеет длительную историю
развития, в которой можно выделить ряд важнейших этапов и направлений.
Эта теория связана с инженерной деятельностью, и ее прогресс обусловлен
практическими проблемами и задачами, которые решало человечество на
протяжении своего развития. Среди основных периодов в истории
человечества, в рамках которых произошли качественные скачки развития
теории управления, можно выделить следующие:

¾ индустриальная революция в Европе (третья четверть XVIII века);
¾ начало массовой коммуникации (конец XIX века),
¾ Первая и Вторая мировые войны (от 1910 г. до 1945 г.);
¾ эра космонавтики, электроники и компьютеров (от 1957 г. по

настоящее время).
Сначала человек стремился  понять свое место в пространстве и времени.

Затем – приручить окружающую среду и сделать свое существование более
комфортным. На следующем этапе – объединиться в глобальном обществе и
найти свое место в космосе. Между индустриальной революцией в Европе и
Мировыми войнами произошли важные события. А именно, теория
управления начала приобретать язык записи. Этот язык – язык математики. В
1868 г Дж. Максвелл провел первый строгий математический анализ
динамики систем управления. Поэтому период до 1868 г. можно назвать
предысторией теории управления. Период с 1868 г. до начала 1900-х гг. можно
считать начальным периодом теории управления. Период с начала 1900-х гг.
до 1960 г. называют классическим. С начала 1960 г. по настоящее время
длится современный период развития теории управления.

Изобретение водяных часов является важной вехой в развитии
человечества. Для точного определения времени грек Ктесибиус изобрел
водяной регулятор, который поддерживал постоянный уровень воды в баке.
Вода из этого бака с постоянной скоростью поступала во второй бак. Уровень
воды во втором баке соответствовал текущему времени. Впоследствии
арабские инженеры Муса Аль-Джзири и Ибн аль-Саати усовершенствовали
водяной регулятор и использовали его для других целей.

Во время индустриальной революции появились простые механизмы,
которые помогали увеличить производительность труда рабочих на заводах,
фабриках, мельницах. Тем самым развитие промышленности стимулировало
изобретение и создание новых видов технических регуляторов. В этот период
были изобретены паровые машины, содержащие регуляторы температуры,
регуляторы давления пара, регуляторы уровня воды в котлах. Развитие систем
управления с обратной связью привело к рождению математической теории
управления. В этот период был разработан математический аппарат
дифференциальных уравнений. Основоположниками этой теории являются И.
Ньютон, Дж. Лейбниц, братья Бернулли, Дж. Риккати. Дж. Лагранж и В.
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Гамильтон продолжили применение дифференциальных уравнений для
анализа динамики механических систем. Появилась теория устойчивости
динамических систем. Так, Дж. Максвелл анализировал устойчивость
положения равновесия системы стабилизации скорости вращения вала
паровой машины с регулятором Ватта. Его техника заключалась в
линеаризации дифференциальных уравнений движения и нахождении
характеристического уравнения системы. И. Раус разработал численный
алгоритм для определения устойчивости положения равновесия динамической
системы по корням характеристического уравнения. И. Вышнеградский в 1877
г. также анализировал устойчивость динамических систем, используя
дифференциальные уравнения. В 1893 г. А. Стодола решил задачу управления
работой водяной турбины, используя способ Вышнеградского.  А. Гурвиц
предложил свой способ определения устойчивости положения равновесия
динамических объектов, опираясь на работы Дж. Максвелла и И. Рауса. В
1892 г. А. Ляпунов ввел понятие устойчивости движения динамической
системы. Он предложил также методы исследования свойств решений
нелинейных дифференциальных уравнений. В 1892 г. британский инженер О.
Хевисайд изобрел способ операторных вычислений для исследования свойств
решений линейных дифференциальных уравнений. В этот же период
сформировались базовые основы теории систем. Основная концепция этой
теории – сложная система, имеющая вход и выход, состоит из соединения
элементов (подсистем), также имеющих вход и выход.

Третий этап развития обусловлен двумя важными событиями:
изобретением телефона и развитием массовых коммуникаций, а также
началом мировой войны. В этот период математический анализ динамики
систем управления базируется на анализе решений дифференциальных
уравнений в частотной области. Этот математический аппарат был разработан
рядом ученых – П.-С. де Лапласом (1749-1827), Дж. Фурье (1768-1830), А.
Коши (1789-1857) и др.

Мировые войны способствовали развитию классической теории
управления. В этот период совершенствовались методы управления
движением механизмов, появилась теория сервомеханизмов, стохастический
анализ. Были изобретены гироскоп, ПИД-регулятор, системы наведения
оружия, системы управления движением реактивных снарядов. Большой вклад
в развитие теории был сделан Х. Найквистом, который разработал частотный
критерий устойчивости. В 1938 г. Х. Боде предложил использовать
амплитудную и фазовую частотные характеристики, которые в дальнейшем
получили название диаграмм Боде. Он также ввел понятие запаса
устойчивости замкнутой системы, выделив запасы устойчивости по амплитуде
и по фазе.

На четвертом этапе развития теории управления особое внимание
уделялось исследованиям динамики нелинейных систем. В этот период были
разработаны новые способы управления: релейное управление (Иваченко,
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1948 г.), импульсное (прерывистое) управление (Джури, Цыпкин, 1948 г.) В
1961 г  румынский ученый В. М. Попов предложил круговой критерий для
анализа устойчивости нелинейных динамических систем.

В 1960 г. в Москве была проведена первая конференция международной
федерации по автоматическому управлению  (ИФАК). В это время началось
интенсивное развитие методов модального и оптимального управления,
теорий наблюдения и оценивания, теорий фильтрации и адаптивного
управления. Появление в ведущих научных центрах мощных вычислительных
систем и компьютеров способствовало возникновению и развитию теории
цифрового управления и цифровой обработки сигналов. В настоящее время
можно выделить следующие направления в развитии теории управления [10,
11, 12, 14, 15, 16, 17]:

¾ теория адаптивного и робастного управления;
¾ синтез управления методами дифференциальной геометрии;
¾ игровые подходы в управлении;
¾ теория катастроф, управления хаосом и теория фракталов;
¾ теория нечетких регуляторов;
¾ теория нейронных систем и нейронных вычислений;
¾ теория генетических алгоритмов;
¾ теория машинного обучения.

Настоящее учебное пособие посвящено основным положениям синтеза
регуляторов методами модального управления и альтернативным
(немодальным) подходам. Рассмотрены базовые концепции метода, способы
формирования эталонных моделей с использованием стандартных
характеристических полиномов Ньютона и Баттерворта. Приведены
следующие способы синтеза регуляторов:

¾ на основе приведения к каноническому виду уравнений объекта
управления и эталонной модели;

¾ на основе использования матричного уравнения Сильвестра;
¾ на основе использования формул Аккермана и Басса-Гура;
¾ на основе использования матричного уравнения типа Риккати.

Первые три способа рассмотрены в рамках концепции модального
управления. Последний способ позволяет обеспечить в системе желаемую
степень сходимости и выполнение условий качественной экспоненциальной
устойчивости. Отдельно рассмотрены точностные показатели качества и
методы нахождения установившейся ошибки.

Отдельно рассмотрены методы построения алгоритмов слежения за
задающим воздействием и управляющих воздействий в условиях внешних
возмущений. Приведены способы построения регуляторов с интегральной
составляющей, регуляторов со встроенной моделью внешнего воздействия
(метод внутренней модели) и регуляторов с прямыми связями
(комбинированное управление).
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Настоящее пособие является переработанным и дополненным изданием
учебного пособия [7] (2007 г.). Уделено особое внимание проблеме
обеспечения заданных показателей качества работы замкнутой системы,
введены в рассмотрение алгоритмы стабилизирующего управления на основе
формул Аккермана и Басса-Гура, рассмотрено использование уравнения типа
Риккати для обеспечения желаемой степени сходимости динамических
процессов и качественной экспоненциальной устойчивости системы
управления. Добавлены сведения, касающиеся точности работы систем
автоматического управления и расчета установившихся ошибок в
многоканальных системах с использованием метода матричных
коэффициентов ошибок.

Данное учебное пособие предполагает знание основ теории управления,
линейной алгебры, интегральных и дифференциальных исчислений в пределах
типовых курсов технических университетов. Пособие направлено на развитие
таких компетенций студентов, как способность анализировать динамические и
точностные свойства систем автоматического управления, синтезировать
регуляторы для обеспечения желаемыми показателями качества работы
замкнутых систем с использованием различных подходов, поддерживать
заданные технические свойства систем в условиях недоступности компонент
вектора состояния прямому измерению и при наличии внешних возмущений.
Пособие предназначено для студентов направлений подготовки 15.03.04,
27.03.04 при изучении курсов «Теория автоматического управления»,
«Основы теории автоматического управления» и будет полезным при
выполнении выпускной квалификационной работы. Пособие может быть
использовано студентами других технических специальностей для
самостоятельного изучения современных методов проектирования
автоматических систем управления.
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1 ОБОБЩЕННАЯ ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ СХЕМА СИСТЕМЫ
С ЛИНЕЙНЫМ НЕПРЕРЫВНЫМ УПРАВЛЕНИЕМ

В окружающем нас мире функционирует и используется огромное
количество самых разнообразных технических систем. Каждая техническая
система организуется в соответствии с целью ее функционирования.
Управление в системе осуществляется таким образом, чтобы была достигнута
цель функционирования на основе проведенного анализа и обработки
информации о текущих значениях измеряемых сигналов и известных
параметров, которые характеризуют динамику процессов внутри системы и
отклонения от заданных значений. Управление должно обеспечивать в
системе устойчивое развитие процессов во времени и робастность (грубость)
по отношению к изменяющимся условиям внешней среды, параметрам
системы и возможной эволюции цели управления [13].

Современное развитие компьютерных вычислительных средств,
измерительных и исполнительных устройств позволяет реализовывать
сложные иерархические алгоритмы управления, включающие алгоритмы
идентификации параметров объектов управления, робастные алгоритмы
адаптации к изменению параметров объекта, внешних возмущающих
воздействий и позволяющие эффективно достигать цели функционирования.

На рисунке 1.1 изображена обобщенная функциональная схема
технической системы автоматического управления (САУ), состоящая из
технического объекта (ТО) или объекта управления, которым следует
управлять в соответствии с назначением его функционирования;
исполнительного механизма (ИМ), изменяющего состояние x ТО для
достижения цели функционирования; преобразователя информации (ПрИ),
генерирующего информацию о текущем состоянии ТО; задающего
устройства, определяющего в сигнальном виде g желаемое поведение ТО, а
именно, значения его выходных или регулируемых переменных y; внешней
среды (ВС), отражающей происхождение аддитивных и мультипликативных
внешних возмущений f на систему и отдельные ее элементы. Важным
функциональным элементом системы управления является регулятор,
позволяющий по текущей информации о состоянии объекта и
информационным сигналам о желаемом поведении в соответствии с целью
функционирования ТО формировать управляющие воздействия, поступающие
на исполнительный механизм и приводящие состояния объекта к желаемым
значениям. В технических системах управляющие воздействия формируются
на основе обработки информации об измерениях и желаемого поведения
регулируемых переменных, образующих собственно регулятор.
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Рисунок 1.1 –  Обобщенная функциональная схема системы управления

По способу реализации можно выделить аналоговые и цифровые
регуляторы САУ.

Аналоговые регуляторы реализуются, как правило, на основе
операционных усилителей и проектируются на базе частотных методов
синтеза.

Цифровые регуляторы строятся на основе микроконтроллерной техники.
Наиболее распространенные методы синтеза таких регуляторов основаны на
модальном управлении, хотя в некоторых случаях могут использоваться и
частотные методы.

Большинство современных систем конструируются с использованием
цифровой техники, так как эта техника позволяет реализовывать алгоритм
управления любой сложности, обеспечивать компактность и простоту
реализации регуляторов. В то же время применение цифровых регуляторов
ставит перед разработчиком ряд проблем, обусловленных динамикой и
точностью работы САУ. Поэтому достаточно часто предварительно
синтезируется аналоговый регулятор, который в дальнейшем реализуется
цифровыми средствами. Одним из доступных средств проверки
работоспособности спроектированной системы является компьютерное
моделирование (например, в программной среде MATLAB [12]). На основе
полученных результатов моделирования можно сделать предварительный
вывод о соответствии показателей качества САУ, полученной в результате
синтеза, требованиям технического задания.

В настоящем учебном пособии рассматриваются способы построения
регуляторов методом модального управления для обеспечения в замкнутой
системе заданных показателей качества, а также способы формирования
эталонных моделей, описывающих требуемое поведение САУ.
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2 СИНТЕЗ РЕГУЛЯТОРОВ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ

Под синтезом регуляторов линейных САУ подразумевается нахождение
алгоритма и численных значений параметров формирования сигнала
управления, обеспечивающего заданное качество функционирования системы.
При этом предполагается, что численные показатели качества системы либо
заданы прямо в техническом задании, либо вычислены на основе данных
требований [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 13, 14, 15, 17].

Развитие аналитических методов построения регуляторов для
технических САУ потребовало установления связи этих методов с
показателями качества синтезируемой системы. Первоначально эти методы
гарантировали асимптотическую устойчивость САУ. Последующее развитие
теории позволило обеспечивать экспоненциальную устойчивость [8, 9],
которая связана с оценками быстродействия и запаса устойчивости (степень
устойчивости) [3, 13]. Однако выполнение условий экспоненциальной
устойчивости не всегда приводит к требуемым показателям качества
переходных процессов. В результате возникла необходимость введения новых
локальных условий и понятий устойчивости, связанных с ужесточением
ограничений на свойства системы.

Для линейных систем локальные условия вводились на области
желаемого распределения корней характеристического уравнения (полюсов
передаточной функции) замкнутой системы, что позволило установить связь
методов аналитического проектирования регуляторов с корневыми
показателями качества. Так, подход, основанный на локализации полюсов
передаточной функции линейной системы на основе прямого метода
Ляпунова, позволяет расширить данный подход также на задачи анализа
некоторых нестационарных и нелинейных систем с гладкими нелинейностями.
Для этого вводится понятие качественной экспоненциальной устойчивости,
которое является более сильным понятием, чем экспоненциальная
устойчивость, благодаря введению дополнительных условий,
ограничивающих скорости изменения компонент вектора состояния системы.
С помощью этих дополнительных условий появляется возможность
локализовать показатели качества переходных процессов. Качественно
экспоненциально устойчивые системы отличаются меньшей степенью
колебательности и улучшенной «плавностью» процессов, при этом
сохраняется возможность оценок быстродействия и запаса устойчивости,
присущих экспоненциально устойчивым системам.

При синтезе регуляторов разработчикам, как правило, необходимо
решить две задачи. Первая заключается в обеспечении необходимых
динамических [3] или прямых [13] показателей качества желаемой системы. К
ним относятся величина перерегулирования и оценка времени переходного
процесса [2, 3, 6, 7, 13, 15].
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Задача может оказаться достаточно сложной с инженерной точки зрения,
так как увеличение быстродействия системы обычно приводит к повышению
степени колебательности переходных процессов. Использование
сглаживающих фильтров, устраняющих всплески сигналов, приводит к
снижению быстродействия и, соответственно, к повышению длительности
переходного процесса. Поэтому разработчики САУ пытаются найти
приемлемое соотношение между быстродействием (временем переходного
процесса) и степенью колебательности протекающих процессов. Кроме того,
при синтезе желаемых динамических показателей качества в соответствии с
желаемым распределением полюсов передаточной функции не учитывается
влияние нулей передаточной функции и ненулевых начальных условий на
общую динамику замкнутой системы.

Вторая задача состоит в достижении требуемой точности
функционирования системы [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 13, 14, 16]. Эта задача является
менее сложной, поскольку обеспечение требуемых точностных показателей
можно достичь с помощью различных технических приемов. Задача
достижения требуемой точности функционирования системы рассмотрена в
подразделе 2.6.

2.1 Базовые концепции метода модального управления

Рассматривается объект управления в виде модели вход-состояние-выход
(система дифференциальных уравнений в пространстве состояний):

൜
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ + (ݐ)݂ܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ , � (2.1)

где – (ݐ)ݔ ݊-мерный вектор состояния; – (ݐ)ݕ ݈-мерный вектор выходных
(регулируемых) переменных; – (ݐ)ݑ ݉-мерный вектор сигнала управления;
– (ݐ)݂ ;мерный вектор возмущений-ݎ матрица состояний размера – ܣ ݊	 × 	݊; ܤ
– матрица входов управляющих воздействий размера ݊	 × 	݉;  – матрицаܤ
входов возмущений размера ݊	 × ;ݎ	 матрица выходов размера – ܥ ݈	 × 	݊; ݊ –
порядок объекта управления; .время – ݐ

Представленный объект управления может быть с измеряемым или
неизмеряемым вектором состояния. Иными словами, с полной или с неполной
информацией.

Определение 2.1. Объект управления с полной информацией о состоянии –
это объект управления, у которого все компоненты вектора состояния
доступны для прямого измерения.

В соответствии определением объект управления с полной информацией
о состоянии оснащен измерительными преобразователями (датчиками),
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которые позволяют непосредственно получать информацию о текущих
значениях всех компонент вектора состояния .модели объекта (ݐ)ݔ

Определение 2.2. Объект управления с неполной информацией о состоянии –
это объект управления, у которого недоступна для измерения хотя бы одна
компонента вектора состояния.

Сделаем допущение, что рассматриваемый объект управления является
полностью управляемым и полностью наблюдаемым [1, 2, 3, 4, 6, 7, 15, 16, 17].
Это означает, что матрицы управляемости и наблюдаемости, вычисляемые по
соответствующим формулам [1, 2, 3, 6]:

ܲ = ܤ| ܤܣ ܤଶܣ … ,|ܤିଵܣ (2.2)

ொܲ = ተተ

ܥ
ܣܥ
ଶܣܥ
⋮

ିଵܣܥ

ተተ, (2.3)

где ܲ – матрица управляемости; ொܲ – матрица наблюдаемости, имеют ранги,
равные порядку объекта управления, то есть 	݇݊ܽݎ ܲ 	= 	݊, 	݇݊ܽݎ ொܲ 	= 	݊.

Также сделаем допущение, что исходя из цели функционирования
системы и технического задания, определен набор показателей качества (ݐп –
время переходного процесса, ,перерегулирование – ߪ ߳௬ – установившаяся
ошибка), выполнение которого обеспечивает достижение заданной цели
функционирования системы.

На основании набора динамических показателей качества (время
переходного процесса и перерегулирование [3, 6]) может быть сформирована
эталонная модель, которая определяет желаемое протекание процессов в
САУ.

Определение 2.3 Эталонная модель – это математическая модель,
описывающая желаемое поведения САУ в соответствии с требуемыми
динамическими показателями качества.

Эталонную модель можно представить в виде системы уравнений:

൜ ߦ
(ݐ)̇ = Г(ݐ)ߦ
(ݐ)ݒ = (ݐ)ߦܪ

, � (2.4)
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где (ݐ)ߦ ∈ ℝ – вектор состояния эталонной модели, размерность которого
совпадает с размерностью вектора состояния объекта управления; (ݐ)ݒ ∈ ℝ –
вектор выходных переменных эталонной модели, размерность которого
совпадает с размерностью вектора управления САУ; Г – матрица размера
݊ × ݊, определяющая требуемые динамические свойства системы; – ܪ
матрица выхода эталонной модели размера ݉ × ݊.

Параметры (или собственные числа) матрицы Г назначают на основе
желаемых динамических показателей качества замкнутой системы. Вид
переходного процесса в линейных динамических системах зависит от
расположения корней характеристического полинома ,ߣ ݅ = 1, ݊ на
комплексной плоскости корней, которые определяют собственные числа
матрицы Г. Параметры матрицы выбирают произвольно при сохранении ܪ
условия полной наблюдаемости эталонной модели.

Замечание 2.1. Для нахождения управляющих воздействий, обеспечивающих
требуемые динамические показатели качества САУ, не всегда имеет смысл
формировать матрицу Г и эталонную модель вида (2.4). В некоторых случаях
достаточно вычислить требуемые корни характеристического полинома или
коэффициенты характеристического полинома замкнутой системы.

В соответствии с целями работы САУ можно выделить два режима ее
функционирования: режим стабилизации и режим слежения.

Определение 2.4 Режим стабилизации – это режим функционирования САУ,
при котором осуществляется поддержание заданного постоянного значения
выходной переменной САУ.

Частным случаем режима стабилизации является режим
функционирования САУ, при котором осуществляется поддержание нулевого
постоянного значения выходной переменной САУ. И далее под режимом
стабилизации будем подразумевать поддержание именно нулевого значения
выходной переменной системы.

Если поддержание нулевого постоянного значения выходной переменной
САУ требуется осуществить в условиях внешних возмущений (т.е. когда
(ݐ)݂ ≠ 0), то в этом случае мы говорим о режиме стабилизации в условиях
внешних возмущений или о режиме компенсации внешних возмущений [1, 3, 5,
11].

Определение 2.5 Режим слежения – это режим функционирования САУ, при
котором осуществляется изменение выходной переменной САУ в
соответствии с желаемыми наблюдаемыми переменными внешней системы.

Если в частном случае задающее воздействие представляет собой
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постоянный во времени сигнал (константу), то в этом случае требуется
осуществить поддержание постоянного значения выходной переменной САУ.
Далее под поддержанием заданного постоянного ненулевого значения
выходной переменной САУ будем подразумевать слежение за постоянным
сигналом [3].

Теперь перейдем к описанию моделей внешних воздействий – модели
задающего воздействия и модели возмущающего воздействия.

Модель задающего воздействия может быть представлена в пространстве
состояний в виде системы дифференциальных уравнений:

ቊ
(ݐ)̇ߦ = Гߦ(ݐ)
(ݐ)݃ = (ݐ)ߦܪ

� , (0)ߦ = బߦ (2.5)

где – (ݐ)݃ ݇-мерный вектор задающих воздействий (эталонный сигнал); (ݐ)ߦ
– ;мерный вектор состояния модели задающего воздействия-ݍ (0) – векторߦ
начального состояния модели задающего воздействия; Г – матрица,
определяющая вид задающего воздействия размера ݍ × ;ݍ  – матрицаܪ
выхода модели задающего воздействия размера ݇ × .ݍ

Как видно из уравнения (2.5), модель задающего воздействия
представляет собой автономную динамическую систему с ненулевыми
начальными условиями, заданными вектором .(0)ߦ

Модель возмущений строится в форме, аналогичной форме модели
задающего воздействия:

ቊ
(ݐ)̇ߦ = Гߦ(ݐ)
(ݐ)݂ = (ݐ)ߦܪ

� , (0)ߦ = బߦ (2.6)

где – (ݐ)ߦ ;мерный вектор состояния модели возмущений-ߟ – (0)ߦ  вектор
начального состояния модели возмущений; Г – матрица, определяющая вид
возмущений размера ߟ × ;ߟ  – матрица выхода модели возмущений размераܪ
ݎ × .ߟ

Представленные модели (2.5) и (2.6) представляют собой линейные
автономные системы или генераторы внешних воздействий [3]. В
зависимости от расположения собственных чисел матриц Г и Г на
комплексной плоскости внешние воздействия могут представлять собой
следующие сигналы [3,6]:

1) экспоненциальные сигналы
ܥexp(ߣݐ),

где ; – вещественные не кратные собственные числаߣ
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2) гармонические сигналы
݁ఈ௧ܥ sin(ݐߚ + ߮),

где ,ାଵߣ = ߙ ± ;комплексно-сопряженные не кратные собственные числа – ߚ݆
3) экспоненциальные сигналы с полиномиальной составляющей

ܥݐିଵexp(ݐߣ)
ఊ

ୀଵ

,

где вещественный корень кратности – ߣ ;ߛ
4) гармонические сигналы с полиномиальной составляющей

ܥ݁ఈ௧ݐିଵ sin(ݐߚ + ߮)
ఊ

ୀଵ

,

где ,ାଵߣ = ߙ ± комплексно-сопряженные собственные числа кратности – ߚ݆
.ߛ

Величины  иܥ ߮ определяются ненулевыми начальными условиями
моделей внешних воздействий. На практике рассмотрение сигналов внешних
воздействий ограничивается классами мультигармонических сигналов со
сдвигом [3, 11],

ܥ + ܥ sin(ݐߚ + ߮)
ఊ

ୀଵ

,

и полиномиальных сигналов не выше второго порядка [3],

ܥݐିଵ.
ଷ

ୀଵ

В общем случае отклонение поведения САУ от желаемого по
техническому заданию значения обозначается как вектор ошибок .(ݐ)݁  В
режиме стабилизации данная ошибка совпадает с вектором состояния объекта
управления:

൜ ݁
(ݐ) = (ݐ)ݔ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ
�, (2.7)

а в режиме слежения –

൜
(ݐ)݁ = (ݐ)ߦܯ − (ݐ)ݔ

(ݐ)߳ = (ݐ)݁ܥ
�, (2.8)
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где – (ݐ)݁ ݊-мерный вектор ошибок; – (ݐ)߳ ݈-мерный вектор выходной
переменной модели ошибок; ܯ ∈ ℝ× – матрица для согласования
размерностей вектора состояния объекта управления и вектора задающего
воздействия.

Пусть в соответствии с целями функционирования определен класс
задающих и возмущающих воздействий, который может быть представлен в
виде моделей (2.5) и (2.6) соответственно. На выходе САУ необходимо
поддерживать нулевое значение или заданный закон изменения выходной
переменной. Иными словами, для разных режимов необходимо обеспечить
выполнение соответствующих целевых условий: для режима стабилизации
необходимо обеспечить сходимость к нулю нормы вектора регулируемых
переменных1,

lim
௧→ஶ

‖(ݐ)ݕ‖ = 0,

для режима слежения необходимо обеспечить сходимость к нулю нормы
вектора выходной переменной модели ошибок,

lim
௧→ஶ

‖(ݐ)߳‖ = 0.

Замечание 2.2 В частном случае, когда регулируемая переменная и выход (ݐ)ݕ
модели ошибок представляют собой скалярные переменные, целевые (ݐ)߳
условия для режима стабилизации и режима слежения могут быть
сформулированы как

lim
௧→ஶ

(ݐ)ݕ = 0

и
lim
௧→ஶ

(ݐ)߳ = 0

соответственно.

Если продифференцировать по времени выражение (2.7) для режима
стабилизации или выражение (2.8) для режима слежения, принимая во
внимание соотношения (2.1), (2.5), то модель ошибок выводится в следующем
виде:

– для режима стабилизации:

(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ + ,(ݐ)݂ܤ (2.9)

1 Здесь и далее символ ‖∙‖ обозначает евклидову норму вектора или спектральную норму матрицы.



18

– для режима слежения:

(ݐ)̇݁ = ൫ܯГ − ܯܣ − (ݐ)ߦ൯ܪܤ + (ݐ)݁ܣ − (ݐ)ݑܤ − (ݐ)݂ܤ (2.10)

Уравнения (2.9), (2.10) отличаются друг от друга только слагаемым

Гܯ) − ܯܣ − ,(ݐ)ߦ(ܪܤ

поэтому решение задачи слежения можно свести к решению задачи
стабилизации и сформулировать как решение задачи обеспечения нулевой
установившейся ошибки для обоих режимов функционирования.

Будем полагать, что для выражений (2.9), (2.10) необходимо найти такие
сигналы управления которые позволят обеспечить требуемый режим ,(ݐ)ݑ
функционирования и нейтрализовать влияние внешних возмущений.

Метод модального управления позволяет решить поставленную задачу
управления. Данный метод основан на обеспечении в замкнутой системе
требуемого набора мод.

Определение 2.6 Мода – это часть решения линейного однородного
дифференциального уравнения, выражающаяся через экспоненту, корень
характеристического полинома и время.

Для метода модального управления характерно использование
статического регулятора для формирования сигналов управления.

Определение 2.7 Статический регулятор – это регулятор, который
формирует управляющий сигнал как линейную функцию всех компонент
вектора состояния в виде

(ݐ)ݑ = ,(ݐ)ݔܭ− (2.11)

где – ܭ матрица регулятора размерности ݉	 × 	݊, элементы которой
определяют коэффициенты обратных связей по соответствующим
переменным вектора ошибок:

ܭ = ተ

݇ଵଵ ݇ଵଶ … ݇ଵ
݇ଶଵ ݇ଶଶ … ݇ଶ
… … … …
݇ଵ ݇ଶ … ݇

ተ.
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В скалярном виде статический регулятор описывается системой уравнений:

൞

(ݐ)ଵݑ = −݇ଵଵݔଵ(ݐ) − ݇ଵଶݔଶ(ݐ) − ⋯− ݇ଵݔ(ݐ)
(ݐ)ଶݑ = −݇ଶଵݔଵ(ݐ) − ݇ଶଶݔଶ(ݐ) − ⋯− ݇ଶݔ(ݐ)

⋮
(ݐ)ݑ = −݇ଵݔଵ(ݐ) − ݇ଶݔଶ(ݐ) − ⋯− ݇ݔ(ݐ)

�.

Если регулятор, формирующий сигнал управления, содержит
динамические компоненты (например, устройства оценки неизмеряемых
сигналов), то в этом случае он является динамическим.

Структурные схемы САУ с режимами стабилизации и слежения показаны
на рисунках 2.1 и 2.2 соответственно.

Рисунок 2.1 – Структурная схема САУ в режиме стабилизации

Рисунок 2.2 – Структурная схема САУ в режиме слежения

Пусть САУ функционирует в режиме стабилизации, и на объект
управления не действуют внешние возмущения, то есть в уравнении (2.9) при
(ݐ)	݂ ≡ 0. В этом случае модель ошибок можно переписать в форме

(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + .(ݐ)ݑܤ (2.12)

С помощью подстановки уравнения (2.11) в выражение (2.12) получим
описание САУ или замкнутой системы в следующем виде:

࢞
Bࢋ ∫ С

A

K ࢛ ̇࢞ ∫࢟

Гࢍ

ࢍࡹ
ࢍ̇ࢍ

−

∫ С

A

B-K ࢛ ̇࢞ ࢞ ࢟
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(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ − (ݐ)ݔܭܤ = ܣ) − (ݐ)ݔ(ܭܤ = ,(ݐ)ݔܨ

где ܨ = ܣ − матрица описания замкнутой системы размера – ܭܤ ݊	 × 	݊.
Тогда уравнение замкнутой системы определяется как

൜
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܨ
(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ

�. (2.13)

Система уравнений (2.4) имеет схожий вид с системой уравнений (2.13). В
результате динамика вектора состояния замкнутой системы будет совпадать с
динамикой вектора состояния эталонной модели, если коэффициенты или
корни характеристических полиномов матриц (или собственных чисел
матриц) Γ и .будут совпадать ܨ

Замечание 2.3 Динамика вектора состояния замкнутой системы будет
повторять динамику вектора состояния эталонной модели, если
выполняется следующие соотношение:

(0)ݔ = ,(0)ߦܯ

где невырожденная матрица преобразования (подобия) размерности – ܯ
݊	 × 	݊, которая может быть определена из соотношения подобия ܨ	 =
,ଵିܯΓܯ .начальные условия эталонной модели – (0)ߦ

Таким образом, задача синтеза регулятора методом модального
управления формулируется следующим образом: для заданного объекта
управления, обладающего свойством полной управляемости, требуется найти
такую матрицу линейных стационарных обратных связей которая ,ܭ
обеспечивает замкнутой системе заданный набор мод (или набор собственных
чисел матрицы замкнутой системы ܨ = ܣ − .(ܭܤ

Замечание 2.4 Чтобы обеспечить в замкнутой системе управления
необходимый набор мод, достаточно найти такую матрицу линейных
стационарных обратных связей, которая обеспечивает в замкнутой системе
управления (2.13) требуемые корни или коэффициенты характеристического
полинома.

Пусть собственные числа матриц Г и связаны следующим ܨ
соотношением:
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∗ߣ = ,ߣ∘߱ (2.14)

где ߱∘ – положительное число; ∗ – собственное число матрицыߣ Г; – ߣ
собственное число матрицы ;ܨ ݅	 = 	1,݊.

Если собственные числа матрицы Г не кратные, то решение уравнения
(2.4) будет иметь вид

(ݐ)ߦ = exp(Гݐ)(0)ߦ = ܥexp(ߣ∗ݐ)


ୀଵ

. (2.15)

Аналогично, решение уравнения (2.13) будет иметь вид

(ݐ)ݔ = exp(ݐܨ)(0)ݔ = ܥ̅exp(ߣݐ)


ୀଵ

, (2.16)

где .̅ – коэффициенты, определяемые из начальных условийܥ,ܥ
Для случая, когда все собственные числа матрицы Г кратные, решение

уравнения (2.4) будет иметь вид

(ݐ)ߦ = ܥݐିଵexp(ݐ∗ߣ)


ୀଵ

.

Подставляя уравнение (2.14) в формулу (2.15) и учитывая соотношение
(2.16), выражение для решения уравнения движения эталонной модели, при
допущении выполнения соотношения ܥ = 	 ̅, принимает видܥ

(ݐ)ߦ = ܥexp(ߣ∗ݐ) = .(ݐ∘߱)ݔ


ୀଵ

Замечание 2.5 Принцип подобия заключается в том, что увеличение
параметра ߱∘ приводит к увеличению скорости протекания процессов в
системе (или уменьшению времени переходного процесса), но при этом не
влияет на характер протекания этих процессов.

Тогда быстродействие процессов, протекающих в эталонной модели, или
время переходного процесса находится как
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∗пݐ =
пݐ
߱∘

.

Последнее соотношение дает возможность формировать матрицы
эталонной модели на основе типовых переходных характеристик, получаемых
методом стандартных переходных функций. Таким образом, задачу синтеза
регулятора методом модального управления можно переформулировать
следующим образом: для заданного объекта управления, обладающего
свойством полной управляемости, требуется найти такую матрицу линейных
стационарных обратных связей, которая обеспечит замкнутую систему
заданным набором динамических показателей качества (перерегулирование и
время переходного процесса).

Замечание 2.6 Следует отметить, что метод модального управления
позволяет задать алгебраический спектр (набор собственных чисел)
матрицы замкнутой системы, который определяет динамику вектора
состояния. Также непосредственно на характер протекание процессов в
системе влияют ненулевые начальные условия объекта. Поэтому в общем
случае (если ܥ ≠ ̅) не всегда удается гарантировать обеспечениеܥ	
необходимых динамических показателей качества в замкнутой системе
средствами модального управления.

Вопросы для самоконтроля.
1. По какому принципу осуществляется выбор параметров эталонной
модели?
2. Какие сигналы могут быть описаны в качестве выходных
переменных линейных автономных генераторов?
3. Позволяет ли модальное управление в общем случае
гарантировать достижение желаемых динамических показателей
качества?
4. В чем состоит отличие режима слежения от режима стабилизации?

2.2 Матрицы эталонной модели

Матрицы эталонной модели могут быть определены с помощью метода
стандартных характеристических полиномов [1, 3]. Стандартные полиномы
обеспечивают определенное расположение корней характеристического
полинома на комплексной плоскости. В качестве примеров стандартных
полиномов рассматриваются полиномы Ньютона (биномиальные полиномы) и
Баттерворта.
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2.2.1 Стандартные полиномы Ньютона

Стандартные полиномы Ньютона имеют следующий вид [3]:

(ߣ)∗ܦ = ߣ) + ߱∘), (2.17)

где n – порядок полинома.
Полиномы Ньютоны до шестого порядка представлены в таблице 2.1. В

соответствии с выражением (2.17) характеристический полином имеет
отрицательные вещественные кратные корни (кратности n), которые равны

ߣ = −߱∘, ݅ = 1, ݊.

Такие корни обеспечивают в системе апериодический характер
переходных процессов, поскольку мнимая часть данных корней равна нулю.

Таблица 2.1 – Полиномы Ньютона
Порядок Стандартный полином Ньютона (биномиальный полином)
1 ߣ + ߱∘
2 ଶߣ + ߣ∘2߱ + ߱∘ଶ

3 ଷߣ + ଶߣ∘3߱ + 3߱∘ଶߣ + ߱∘ଷ

4 ସߣ + ଷߣ∘4߱ + 6߱∘ଶߣଶ + 4߱∘ଷߣ + ߱∘ସ

5 ହߣ + ସߣ∘5߱ + 10߱∘ଶߣଷ + 10߱∘ଷߣଶ + 5߱∘ସߣ + ߱∘ହ

6 ߣ + ହߣ∘6߱ + 15߱∘ଶߣସ + 20߱∘ଷߣଷ + 15߱∘ସߣଶ + 6߱∘ହߣ + ߱∘

Рисунок 2.3 – Нормированные переходные характеристики полиномов
Ньютона
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Замечание 2.7 В реальных технических системах управления обеспечение
нулевого перерегулирования не всегда целесообразно. В некоторых случаях за
счет наличия небольшого перерегулирования можно достичь повышения
быстродействия системы с меньшими энергетическими затратами на
управление.

Для того чтобы сформировать полином Ньютона, необходимо определить
значение параметра ߱∘. Это можно сделать с помощью метода стандартных
переходных характеристик. Метод основан на применении нормирования
переходных характеристик, которое выполняется по времени относительно
параметра ߱∘. Нормированные переходные характеристики получаются путем
замены значения параметра ߱∘ на единицу в формулах, определяющих
полином Ньютона при выбранном порядке. Графики нормированных
переходных функций полиномов Ньютона показаны на рисунке 2.3.

2.2.2 Стандартные полиномы Баттерворта

В стандартном полиноме Баттерворта корни распределены равномерно в
левой полуплоскости на полуокружности с радиусом ߱∘. Угол между
соседними радиус-векторами корней составляет ଵ଼


,  а угол между

ближайшими радиус-векторами и мнимой осью равен ଵ଼
ଶ

. Поэтому корни
полинома рассчитываются по формуле

∗ߣ = ߱∘ ቆcosቆ
2݅)ߨ − 1)

݊
ቇ + ݆ sin ቆ

2݅)ߨ − 1)
݊

ቇቇ , ݅ = 1,݊.

Полином Баттерворта определяется следующим образом:

(ߣ)∗ܦ = ෑቆߣ − ߱∘ exp ݆ ቆ
ߨ
2

+
2݅)ߨ − 1)

݊
ቇቇ



ୀଵ

.

Полиномы Баттерворта до шестого порядка представлены в таблице 2.2.
Нормированные переходные характеристики (т.е. при ߱∘ = 1) для полиномов
Баттерворта представлены на рисунке 2.4. Как видно из этого рисунка,
перерегулирование нормированных стандартных переходных характеристик
составляет менее 20%.
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Таблица 2.2 – Полиномы Баттерворта
Порядок Стандартный полином Баттерворта
1 ߣ + ߱∘
2 ଶߣ + ߣ∘1.4߱ + ߱∘ଶ

3 ଷߣ + ଶߣ∘2߱ + 2߱∘ଶߣ + ߱∘ଷ

4 ସߣ + ଷߣ∘2.6߱ + 3.4߱∘ଶߣଶ + 2.6߱∘ଷߣ + ߱∘ସ

5 ହߣ + ସߣ∘3.24߱ + 15.24߱∘ଶߣଷ + 5.24߱∘ଷߣଶ + 3.24߱∘ସߣ + ߱∘ହ
6 ߣ + ହߣ∘3.86߱ + 7.46߱∘ଶߣସ + 9.13߱∘ଷߣଷ + 7.46߱∘ସߣଶ + 3.86߱∘ହߣ + ߱∘

Рисунок 2.4 – Нормированные переходные характеристики полиномов
Баттерворта

2.2.3 Построение желаемых характеристических полиномов

Алгоритм формирования желаемого характеристического полинома
состоит из следующих шагов:

¾  определение порядка желаемого характеристического полинома,
который должен совпадать с порядком объекта управления;

¾  выбор характеристического полинома на основе заданных в
техническом задании показателей качества. Если заданное значение
перерегулирования менее 5%, то выбирается полином Ньютона, если заданное
перерегулирование более 5%, то выбирается полином Баттерворта;

¾  построение нормированной переходной характеристики с помощью
моделирования, то есть подача единичного ступенчатого воздействия на вход
системы, которая определяется передаточной функцией
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(ݏ)ܹ = � 1
		ฬఒୀ௦,ఠ∘ୀଵ(ߣ)∗ܦ

где .полином Ньютона или Баттерворта соответствующего порядка – (ߣ)∗ܦ
¾  определение времени переходного процесса п∗ по полученнойݐ

нормированной переходной характеристики, то есть определение момента
времени, когда переходный процесс попадает в ∆-область и больше ее не
покидает, где ∆-область находится в заданных техническим заданием пределах
от установившегося значения выходной переменной;

¾  расчет параметра ߱∘ на основе желаемого времени переходного
процесса по формуле	пݐ

¾

߱∘ =
∗пݐ

пݐ
,

¾  расчет коэффициентов желаемого характеристического полинома.
В результате выполнения приведенных выше пунктов рассчитывается

требуемый характеристический полином замкнутой системы.
Как уже упоминалось ранее в Замечании 2.6, на динамические показатели

качества системы (время переходного процесса и перерегулирование) влияют
не только коэффициентами характеристического полинома, но и ненулевые
начальные условия объекта управления. Также динамические показатели
качества системы определяются нулями системы (коэффициентами полинома
числителя передаточной функции). Следовательно, в общем случае модальное
управление не всегда позволяет гарантировать обеспечение в замкнутой
системе необходимое время переходного процесса и перерегулирование.
Аналитический расчет времени переходного процесса и перерегулирование
для систем высокого порядка и при наличии нулей и ненулевых начальных
условий может оказаться трудоемким процессом. Поэтому при расчете
соответствующих показателей качества в прикладных задачах используют
средства моделирования динамики, например программную среду MATLAB
[1, 12, 15, 16]. В то же время корни характеристического полинома
определяют непосредственно такие корневые (или косвенные) показатели
качества [3, 13], как степень устойчивости и степень колебательности.

Степень устойчивости замкнутой системы определяется по корням
характеристического полинома следующим образом:

ߙ = min


|∗ߣ	ܴ݁| = −max

ܴ݁ 	݅				,∗ߣ = 	1,݊	,

что соответствующее расстоянию от мнимой оси до ближайшего к ней корня
характеристического полинома (см. рисунок 2.5).
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Рисунок 2.5 – Определение степени устойчивости по расположению
корней  на комплексной плоскости

Степень колебательности замкнутой системы может быть определена по
расположению корней на комплексной плоскости следующим образом (см.
рисунок 2.6):

ߤ = max

ቤ
∗ߣ	݉ܫ

∗ߣ	ܴ݁
ቤ = tg(߮௫), ݅	 = 	1, ݊	.

Рисунок 2.6 – Определение степени колебательности по расположению
корней на комплексной плоскости

Степень устойчивости косвенно характеризует время переходного
процесса, а степень колебательности – перерегулирование в системе. Поэтому,
если при использовании модальных методов управления замкнутая система
демонстрирует динамические показатели, которые не удовлетворяют
техническому заданию, то можно выполнить следующие действия:

¾ для уменьшения времени переходного процесса следует увеличить
степень устойчивости замкнутой системы;

¾ для уменьшения перерегулирования следует уменьшить степень
колебательности замкнутой системы.

∗ࣅ	ࢋࡾ

ࡵ

ࢋࡾ
∗ࣅ	ࡵ ࢞ࢇ࣐



ࢻ

ࡵ

ࢋࡾ
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2.2.4 Способы формирования матриц эталонной модели

Рассмотрим объект управления в виде модели вход-состояние выход:

൜
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ
�, (2.18)

где (ݐ)ݔ ∈ ℝ –	вектор состояния объекта управления; (ݐ)ݕ ∈ ℝଵ – выходная
переменная; (ݐ)ݑ ∈ ℝଵ	 – сигнал управления; ܣ ∈ ℝ× – матрица состояния
объекта управления; ܤ ∈ ℝ×ଵ – матрица входа; ܥ ∈ ℝଵ× – матрица выхода.

Пусть для системы на основе заданных динамических показателей
качества сформирован желаемый характеристический полином или (ߣ)∗ܦ
желаемые корни характеристического полинома ∗, гдеߣ ݅ = 1,݊.

На основе рассчитанных желаемых корней характеристического
полинома можно построить эталонную модель вида (2.4), которая должна
обладать свойством полной наблюдаемости.

Рассмотрим способы формирования матрицы эталонной модели в виде
жордановой (в частном случае диагональной) и наблюдаемой канонических
формах.

При задании матриц эталонной модели на основе жордановой (или
диагональной) канонической формы для желаемых корней
характеристического полинома возможны следующим варианты:

¾  желаемые корни ∗ଵߣ , ∗ଶߣ , … , ∗ߣ  вещественные и различные; в этом случае
матрицы эталонной модели формируются в виде

Г = ተ
ተ

∗ଵߣ 0 0 … 0
0 ∗ଶߣ 0 … 0
0 0 ∗ଷߣ … 0
… … … … …
0 0 0 … ∗ߣ

ተ
ተ ܪ, = |1 1 1 … 1|.

¾  желаемые корни вещественные и одинаковые (кратные), то есть
∗ଵߣ = ∗ଶߣ = ⋯ = ∗ߣ = где ,∗ߣ корень – ∗ߣ ݊ -кратности; в этом случае матрицы
эталонной модели формируются в виде

Г = ተ
ተ

∗ߣ 1 0 … 0
0 ∗ߣ 1 … 0
0 0 ∗ߣ … 0
… … … … …
0 0 0 … ∗ߣ

ተ
ተ ܪ, = |1 0 0 … 0|.
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–два желаемых корня комплексно-сопряженные корня, остальные –
вещественные и различные, то есть ∗ଵߣ = ∗ߙ + ,∗ߚ݆ ∗ଶߣ = ∗ߙ − где ,∗ߚ݆ – ∗ߙ
вещественная часть желаемого корня, ,мнимая часть желаемого корня – ∗ߚ
∗ଷߣ , ∗ସߣ , … , ∗ߣ  – остальные желаемые вещественные и различные корни; в этом
случае матрицы эталонной модели строятся в блочно-диагональном виде:

Г = ተ
ተ

∗ߙ ∗ߚ 0 … 0
∗ߚ− ∗ߙ 1 … 0

0 0 ∗ଷߣ … 0
… … … … …
0 0 0 … ∗ߣ

ተ
ተ ܪ, = |1 0 1 … 1|.

Матрицы эталонной модели в канонической наблюдаемой форме
формируются на основе желаемого характеристического полинома

(ߣ)∗ܦ = ߣ + ܽିଵ∗ ିଵߣ + ܽିଶ∗ ିଶߣ +⋯+ ܽଶ∗ߣଶ + ܽଵ∗ߣ + ܽ∗

следующим образом:

Г =
ተ

ተ

0 0 0 … −ܽ∗
1 0 0 … −ܽଵ∗
0 1 0 … −ܽଶ∗
… … … … …
0 0 0 … −ܽିଶ∗

0 0 0 … −ܽିଵ∗

ተ

ተ
, ܪ = |0 0 0 … 0 1|.

Вопросы для самоконтроля.
1. Что понимается под термином «стандартный характеристический

полином»?
2. Каким образом можно изменить косвенные показатели качества с

целью уменьшения времени переходного процесса?
3. В каком случае эталонную модель целесообразно формировать на

основе полинома Ньютона?
4. В каком случае эталонную модель целесообразно формировать на

основе полинома Баттерворта?
5. Какие ограничения накладываются на выбор параметров матрицы

?эталонной модели ܪ
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2.3 Синтез стабилизирующего регулятора методом модального
управления

2.3.1 Постановка задачи

Пусть объект управления задан в виде (2.18) и является полностью
управляемым.

В режиме стабилизации вектор ошибок совпадает с вектором состояния
объекта управления:

(ݐ)݁ 	= .(ݐ)ݔ	 (2.19)

Дифференцируя по времени уравнение (2.19) и принимая во внимание
выражение объекта управления (2.18), модель ошибок можно переписать как

൜̇ݔ
(ݐ) = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ
�. (2.20)

Сигнал управления сформирован в виде

(ݐ)	ݑ = ,(ݐ)ݔܭ− (2.21)

где .матрица линейных стационарных обратных связей – ܭ
Путем подстановки (2.21) в (2.20), замкнутая система принимает вид

(ݐ)ݔ 	= ,(ݐ)ݔܨ	

где ܨ = ܣ − матрица размера – ܭܤ ݊	 × 	݊, характеризующая динамические
свойства замкнутой системы.

Характеристический полином замкнутой системы будет равен

∗ܦ = ܫߣ]ݐ݁݀ − [ܨ = ߣ + ܽିଵ∗ ିଵߣ +⋯+ ܽଵ∗ߣ + ܽ∗ .

Пусть по заданному набору показателей качества определены желаемые
корни характеристического полинома ,∗ߣ ݅ = 1, ݊ или желаемые коэффициенты
характеристического полинома замкнутой системы ܽ∗, ݅ = 1, ݊ − 1.

Задача модального управления состоит в расчете матрицы которая ,ܭ
обеспечит в замкнутой системе желаемые корни или коэффициенты
характеристического полинома.
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2.3.2 Синтез стабилизирующего регулятора

Для относительно простого расчета искомой матрицы без ܭ	
использования эталонной модели (2.4) преобразуем объект управления (2.18) к
каноническому управляемому виду и введем новый вектор (ݐ)ݖ ∈ ℝ:

(ݐ)ݖ 	= ,(ݐ)ݔܲ	

где ܲ – невырожденная матрица преобразований размера ݊ × ݊.
Обратное преобразование определяется как

(ݐ)	ݔ = 	ܲିଵ(ݐ)ݖ. (2.22)

Подставляя выражение (2.22) в исходное уравнение объекта управления (2.18)
и домножая слева левую и правую части первого уравнения системы на
матрицу ܲ, получаем модель объекта управления в преобразованном базисе:

൜
(ݐ)ݖ̇ = (ݐ)ݖଵିܲܣܲ + (ݐ)ݑܤܲ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݖଵିܲܥ
�. (2.23)

Пусть матрица преобразований ܲ такова, что пара матриц будет ܤ,ܣ
переведена в каноническую управляемую форму, тогда модель объекта
управления в новом базисе принимает вид

൜
(ݐ)ݖ̇ = (ݐ)ݖܣ + (ݐ)ݑܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݖܥ , � (2.24)

где ܣ = ;ଵ – матрица состояний в канонической управляемой формеିܲܣܲ
ܤ = ;матрица входов в канонической управляемой форме – ܤܲ ܥ = – ଵିܲܥ
матрица выхода в канонической управляемой форме.

Матрицы описания объекта управления в канонической управляемой
форме имеют следующий вид:

ܣ = ተ
ተ

0 1 0 … 0 0
0 0 1 … 0 0
… … … … … …
0 0 0 … 0 1
−ܽ −ܽଵ −ܽଶ … −ܽିଶ −ܽିଵ

ተ
ተ ܤ; = ተ

0
0
⋮
1

ተ, (2.25)

ܥ = |ܾ ܾଵ … ܾ 0 … 0|,
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где ܽ – коэффициенты характеристического полинома (знаменателя
передаточной функции) исходного объекта управления, (݅ = 0,݊	– 	1); ܾ –
коэффициенты числителя передаточной функции объекта управления (݆ =
0,݉). Коэффициенты ܽ, ܾ могут быть определены путем перехода от модели
вход-состояние-выход к модели вход-выход [3, 15, 16, 17]:

(ݏ)ܹ = ܫݏ)ܥ − ܤଵି(ܣ =
ܾݏ +⋯+ ܾଵݏ + ܾ

ݏ + ܽିଵݏିଵ +⋯+ ܽଵݏ + ܽ
.

Учитывая каноническую форму модели объекта (2.24), модель ошибок
(2.20) и уравнение (2.21), описание замкнутой системы приобретает вид

ቐ
(ݐ)ݔ̇ = ܲିଵܣܲ(ݐ)ݔ + ܲିଵܤ(ݐ)ݑ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܲܥ
(ݐ)ݑ = (ݐ)ݔܲܭ−

�, (2.26)

где ܭ = |݇ଵ ݇ଶ … ݇| – матрица линейных обратных связей в
канонической управляемой форме.

Путем подстановки третьего уравнение в первое уравнение выражения
(2.26) и упрощая его, получаем выражения

൜̇(ݐ)ݔ = ܲିଵܨܲ(ݐ)ݔ
(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܲܥ

�,

где

ܨ = ܣ − .ܭܤ (2.27)

Далее, подставляя (2.25) в (2.27), получаем матрицу описания замкнутой
системы в каноническом управляемом базисе [15]:

ܨ = ተ
ተ

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
… … … … …
0 0 0 … 1

−ܽ − ݇ଵ −ܽଵ − ݇ଶ −ܽଶ − ݇ଶ … −ܽିଵ − ݇

ተ
ተ

Ее характеристический полином имеет вид

(ߣ)ܦ = ߣ + (ܽିଵ + ݇)ߣିଵ +⋯+ (ܽଵ + ݇ଶ)ߣ + (ܽ + ݇ଵ).
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Чтобы коэффициенты характеристического полинома замкнутой системы
совпадали с желаемыми, коэффициенты обратных связей выбираются из
условия равенства коэффициентов характеристического полинома при
соответствующих степенях то есть ,ߣ ܽ∗ = ܽ + ݇(ାଵ) при ݅	 = 	0,݊	– 	1. Тогда
коэффициенты матрицы  находятся какܭ

݇(ାଵ) = ܽ∗ − ܽ. (2.28)

Осуществляя обратное преобразование к исходному базису, описание
замкнутой системы приобретает вид

൜
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܨ
(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ

�,

где

ܨ = ܲିଵܨܲ; ܥ		 = .ܲܥ

Матрицу линейных стационарных связей можно пересчитать в базисе
исходного описания системы:

ܭ = .ܲܭ

Замечание 2.8 В соответствии с условием эквивалентности, когда матрица
преобразования ܲ невырождена, характеристический полином исходной
системы и системы в канонической управляемой форме остается прежним:

ܫߣ]ݐ݁݀ − [ܨ = ܫߣ]ݐ݁݀ − .[ܨ

В результате, если элементы матрицы  выбираются исходя изܭ
уравнения (2.28), то коэффициенты характеристического полинома САУ будут
иметь заданные значения.

Вопросы для самоконтроля.
1. Почему можно считать, что в линейной системе в режиме

стабилизации вектор ошибок совпадает с вектором состояния объекта
управления?

2. Как вычислить характеристический полином линейной
динамической системы?

3. Из чего следует, что с помощью линейной стационарной обратной
связи можно обеспечить любой желаемый набор корней характеристического
полинома замкнутой системы?
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4. Как осуществляется переход от канонического управляемого к
исходному базису динамической системы?

2.4 Синтез модального управления на базе матричного уравнения
Сильвестра

2.4.1 Постановка задачи

Теперь рассмотрим способ построения регулятора с использованием
эталонной модели вида (2.4). Пусть объект управления описывается в виде
модели вход-состояние-выход:

൜
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ 	, � (2.29)

где (ݐ)ݔ ∈ ℝ – вектор состояния объекта управления; (ݐ)ݕ ∈ ℝ –	вектор
выходных переменных; (ݐ)ݑ ∈ ℝ –	 вектор сигналов управления; матрица – ܣ
размера ݊	 × 	݊, определяющая состояние объекта управления; матрица – ܤ
размера ݊	 × 	݉, определяющая входы управляющих воздействий; матрица – ܥ
размера ݈	 × 	݊ , определяющая выходы системы.

Объект управления –	 полностью управляемый.
Сигнал управления формируется следующим образом:

(ݐ)ݑ = ,(ݐ)ݔܭ− (2.30)

где .матрица линейных обратных связей – ܭ
В соответствии с требуемыми показателями качества определяются

желаемые коэффициенты характеристического полинома замкнутой системы:

ܽ∗ , ܽଵ∗, … ,ܽିଵ∗ ,

или желаемые корни:

∗ଵߣ , ∗ଶߣ , … , ∗ߣ .

Задача синтеза модального управления состоит в нахождении матрицы ,ܭ
обеспечивающей в замкнутой системе желаемые корни характеристического
полинома.
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2.4.2 Синтез модального регулятора на базе уравнения типа
Сильвестра

Как было продемонстрировано ранее, модель ошибок системы имеет вид

൜̇ݔ
(ݐ) = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ 	. � (2.31)

Подставляя в выражении (2.31) сигнал управления (2.30), получаем:

൜
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܨ
(ݐ)ݕ = ,(ݐ)ݔܥ � (2.32)

где ܨ = ܣ − .ܭܤ
Сформируем эталонную модель по типу системы (2.4), которая будет

соответствовать требуемой модели замкнутой системы и описываться
следующей системой:

൜ ߦ
(ݐ)̇ = Г(ݐ)ߦ

(ݐ)ݒ	 = (ݐ)ߦܪ
	.		� (2.33)

Характеристический полином матрицы Г соответствует желаемому
характеристическому полиному замкнутой системы:

(ߣ)∗ܦ = ߣ + ܽିଵ∗ ିଵߣ +⋯+ ܽଵ∗ߣ + ܽ∗ .

Матрица выхода эталонной модели выбирается из условия полной ܪ
наблюдаемости эталонной модели (2.33). Динамика вектора определяет (ݐ)ߦ
желаемую динамику вектора состояния объекта управления .(ݐ)ݔ

Пусть поведение вектора состояния замкнутой системы совпадает с
поведением вектора состояния эталонной модели с точностью до линейного
преобразования и выполняется условие подобия: (ݐ)ݔ = где ,(ݐ)ߦܯ – ܯ
невырожденная матрица преобразования размера ݊ × ݊.

Тогда искомые управляющие воздействия равны выходным переменным
эталонной модели и, приравнивая соотношение (2.30) и второе уравнение
системы (2.33), получаем выражение

(ݐ)ߦܪ = .(ݐ)ߦܯܭ− (2.34)

Теперь перепишем уравнение (2.32) с учетом условия подобия
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(ݐ)̇ߦܯ− = (ݐ)ߦܯܨ− (2.35)

и, домножая слева выражение (2.35) на ଵ, получимିܯ

(ݐ)̇ߦ = .(ݐ)ߦܯܨଵିܯ (2.36)

Уравнение (2.36) представляет собой описание замкнутой системы
управления в новом базисе. Поскольку поведение замкнутой системы должно
соответствовать эталонной модели, подставим в выражение (2.36) первое
уравнение соотношения (2.33) и, учитывая выражение (2.34), выведем
следующую систему матричных уравнений:

൜Г(ݐ)ߦ = (ݐ)ߦܯܨଵିܯ
(ݐ)ߦܪ = (ݐ)ߦܯܭ−

�	. (2.37)

Система уравнений (2.37) справедливо независимо от значений вектора
если выполняются условия ,(ݐ)ߦ

ቄГ = ܯܨଵିܯ
ܪ = ܯܭ−

�	. (2.38)

После домножения слева обеих частей первого уравнения системы (2.38)
на матрицу преобразования перепишем систему (2.38) в виде ܯ

ቄܯГ = ܯܨ
ܪ = ܯܭ−

�	. (2.39)

Заменяя в уравнении (2.39) матрицу выражением ܨ ܣ − получаем ,ܭܤ
соотношения

ቄܯГ = ܯܣ − ܯܭܤ
ܪ = ܯܭ− . �	 (2.40)

Теперь, подставляя второе уравнение в первое системы (2.40) и определяя
соотношение для матрицы линейных стационарных связей, получаем
следующую систему матричных уравнений:

ቄܪܤ = Гܯ − ܯܣ
ܭ = ଵିܯܪ−

�	. (2.41)
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Синтез модального регулятора заключается в решении первого
алгебраического матричного уравнения Сильвестра (2.41) относительно
матрицы и вычислении матрицы ܯ .второе уравнение выражения (2.41)) ܭ

Замечание 2.9 Для одноканальной системы уравнение Сильвестра имеет
единственное решение относительно матрицы если выполняются ,ܯ
следующие условия:

¾ объект управления полностью управляемый;
¾ эталонная модель полностью наблюдаема;
¾ характеристические полиномы матриц и ܣ Г не имеют одинаковых

корней.

Вопросы для самоконтроля.
1. Какие ограничения накладываются на матрицу Г при синтезе
модального регулятора на базе уравнения Сильвестра?
2. Каким образом следует пересчитать матрицу линейных обратных
связей если ,ܭ ܨ = ܣ + ?ܭܤ

2.5 Альтернативные способы построения алгоритмов управления

2.5.1 Алгоритмы управления на базе формул Аккермана и Басса-Гура

Одной из наиболее известных явных формул расчета матрицы линейной
обратной связи применяемых для синтеза модальных регуляторов в ,ܭ
динамических системах с одним входом и одним выходом, является формула
Аккермана. Вывод формулы базируется на тождестве Гамильтона-Кэли [10,
14, 16, 17].

Пусть задан объект управления вида (2.18). При этом объект управления
удовлетворяет условию полной управляемости. Сигнал управления
формируется в виде (2.21).

Пусть выбран желаемый характеристический полином замкнутой
системы

(ߣ)∗ܦ	 = ߣ + ܽିଵ∗ ିଵߣ + ܽିଶ∗ ିଶߣ +⋯+ ܽଶ∗ߣଶ + ܽଵ∗ߣ + ܽ∗ .             (2.42)

Тогда по формуле Аккермана матрица коэффициентов регулятора
определяется выражением

ܭ = |0 ⋯ 0 1| ܲ
ିଵ(ܣ)∗ܦ, (2.43)

где (ܣ)∗ܦ = ܣ + ܽିଵ∗ ିଵܣ + ܽିଶ∗ ିଶܣ +⋯+ ܽଶ∗ܣଶ + ܽଵ∗ܣ + ܽ∗  – матричный
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полином, построенный по заданному характеристическому полиному (2.42);
ܲ – матрица управляемости, определяемая выражением (2.2).

Другой явной формулой расчета матрицы является формула Басса-Гура ܭ
[14]. В этом случае матрица коэффициентов регулятора ищется в ܭ
соответствии с выражением

ܭ = തܽܣ ܲ
ିଵ, (2.44)

где തܽ = |ܽିଵ∗ − ܽିଵ ⋯ ܽ∗ − ܽ| – вектор-строка разности коэффициентов
желаемого и исходного характеристических полиномов, ܲ – матрица
управляемости, определяемая выражением (2.2). Коэффициенты исходного
характеристического полинома определяются по формуле

ܫݏ)ݐ݁݀ − (ܣ = ݏ + ܽିଵݏିଵ +⋯+ ܽଵݏ + ܽ ,

ܣ = ተ
ተ

ܽଵ ܽଶ … ܽିଵ 1
ܽଶ ܽଷ … 1 0
… … ⋱ … …

ܽିଵ 1 … 0 0
1 0 … 0 0

ተ
ተ.

Замечание 2.10 Основным достоинствами формул Аккермана (2.43) и Басса-
Гура (2.44) является их явный вид, что позволяет по известным матрицам
объекта управления и ܣ и требуемому характеристическому полиному ܤ
рассчитать матрицу (ߣ)∗ܦ обеспечивающую в замкнутой системе ,ܭ
заданные показатели качества.

2.5.2 Алгоритм управления, обеспечивающий желаемую степень
сходимости

Рассмотрим задачу синтеза управления с обеспечением желаемой степени
сходимости (или желаемой степени устойчивости) замкнутой системы. В этом
случае построение регулятора в виде линейной функции состояний объекта
можно осуществить с помощью модифицированного уравнения типа Риккати.

Рассмотрим линейный непрерывный стационарный объект управления
вида (2.29). Решение данной задачи заключается в построении закона
управления вида

(ݐ)ݑ = ,(ݐ)ݔܭ− (2.45)

где K – матрица линейных стационарных связей.



39

Синтез регулятора можно осуществить с помощью матричного
уравнения типа Риккати вида

்ܲܣ + ܣܲ − ܭ்ܴܭߥ = −ܳ, (2.46)

при

ܭ = ܴିଵ்ܲܤ, (2.47)

где P – симметрическая квадратная матрица; Q – симметрическая, по крайней
мере, положительно полуопределенная матрица, которая определяет штрафы
на вектор состояния объекта; R – квадратная строго положительно-
определенная матрица, которая определяет штраф на управления; v – параметр
модификации уравнения, принимающий целые значения в пределах от 0 до 2.
Если подставить (2.47) в (2.46), то будет получено квадратичное уравнение
Риккати, которое относительно матрицы P имеет два решения. Выбор
осуществляется в пользу того решения, в соответствии с которым матрица P
будет положительно определенной.

При замыкании системы регулятором (2.45) получим следующее
равенство:

(ݐ)ݔ̇ = ,(ݐ)ݔܨ

где ܨ = ܣ − – ܭܤ матрица замкнутой системы. Следует отметить, что в этом
случае система асимптотически устойчива. Чтобы это проверить, выпишем
уравнение Ляпунова для замкнутой системы:

்ܲܣ + ܣܲ − ܭ்ܴܭߥ = −ܳ − ߥ) − ,ܭ்ܴܭ(2

или

்ܲܨ + ܨܲ = −ܳ − ߥ) − .ܭ்ܴܭ(2

Матрица P, относительно которой решается последнее уравнение, будет
положительно определенной.

Если параметр ߥ) выбрать равным единице ߥ = 1), то будет получено
классическое уравнение типа Риккати, используемое в решении задачи
оптимального управления [1, 5, 14, 16, 17].

Если параметр ߥ) выбрать нулевым ߥ = 0), то выражение (2.46) примет
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вид уравнения типа Ляпунова. В этом случае его решение относительно
матрицы P будет положительно определенным тогда и только тогда, когда
матрица A является гурвицевой. Иными словами, объект управления должен
быть устойчивым, что является сильным ограничением в использовании
данного метода.

Если значение параметра ߥ) выбрать равным двум ߥ = 2), то уравнение
Риккати позволяет решать задачу нахождения оптимального управления,
соответствующего принципу оптимальности по принуждению [8]. В этом
случае уравнение Риккати соответствует уравнению Ляпунова для замкнутой
системы с синтезированным регулятором. Поэтому можно сделать вывод, что
если решение уравнения Риккати будет положительно определенным, то
замкнутая система будет асимптотически устойчивой.

Синтез регуляторов с нахождением матрицы линейных обратных связей
:с помощью уравнения типа Риккати заключается в следующем ܭ

· выбирается целое значение параметра модификации v от 0 до 2.
· назначаются матрицы штрафов Q и R исходя из точностных требований

и ограничений на управляющие воздействия;
· рассчитывается положительно определенная матрица P, которая

представляет собой решение уравнения типа Риккати;
· находится матрица линейных обратных связей K по соотношению (2.47),

которая определяет искомый закон управления.
Использование данной процедуры синтеза линейного закона управления

ограничивается трудностью в назначении элементов матриц штрафов Q и R по
состояниям и управлениям. Также существуют сложности в установлении
связи значений матриц Q и R с показателями качества переходных процессов в
замкнутой системе (колебательность, перерегулирование, время переходного
процесса). Для преодоления указанных проблем удобно использовать понятие
экспоненциально устойчивой системы.

Положение равновесия ݔ = 0 называется экспоненциально устойчивым,
если при любых начальных условиях x∘ ∈ R୬ на любых траекториях движения
системы выполняется условие

‖(ݐ)ݔ‖ ≤ ‖	∘ݔ‖ఈ௧ି݁ߩ

или

‖	(ݐ)ݔ‖ < (ݐ)ݔ = ,∘∆ఈ௧ି݁ߩ
где ρ > 1 и α > 0.

Функция ограничивающая сверху текущее значение нормы ,(ݐ)ݔ
вектора, называется мажорантой. Параметр α называется степенью
сходимости, поскольку он характеризует скорость сходимости процессов к
положению равновесия.

Ставится задача отыскания таких законов управления, которые в
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замкнутой системе обеспечивают экспоненциальную устойчивость.
Экспоненциальная устойчивость характеризуется параметром ߙ

(степенью сходимости процессов или степень устойчивости системы), которая
связанна с показателем качества процессов, характеризующим
быстродействие системы через соотношение

пݐ =
3
ߙ

где – пݐ время переходного процесса, данное равенство имеет приемлемую
точность, когда абсолютное значение вещественной части ближайшего к
мнимой оси корня не менее чем на порядок меньше абсолютных значений
вещественных частей остальных корней.

Чтобы регулятор (2.45) обеспечивал  экспоненциальную устойчивость с
желаемой степенью сходимости α, осуществим следующую модификацию
уравнения (2.46):

்ܲܣ + ܣܲ − ܭ்ܴܭߥ + ܲߙ2 = −ܳ, (2.48)

где .рассчитывается в соответствии с (2.47) ܭ
Уделим основное внимание случаю, когда значение параметра ߥ = 2, то

есть когда уравнение (2.48) представляет собой модифицированное уравнение
Ляпунова.

Теперь покажем, что если найдена матрица на основании (2.47) ܭ
решения уравнения Риккати (2.48), то регулятор (2.45) обеспечивает в
замкнутой системе экспоненциальную устойчивость со степенью сходимости
равной Для этого рассчитаем производную по времени от квадратичной .ߙ
функции Ляпунова на всех траекториях движения системы и проверим
выполнение условия экспоненциальной устойчивости:

((ݐ)ݔ)ܸ݀
ݐ݀

≤ ,((ݐ)ݔ)ܸߙ2−

где квадратичная функция Ляпунова вида – ((ݐ)ݔ)ܸ	

ܸ൫(ݐ)ݔ൯ = .(ݐ)ݔܲ(ݐ)்ݔ (2.49)

Если матрица ܲ рассчитана как положительно определенное решение
уравнения (2.48) при значении параметра ߥ = 2 и с заданной степенью
сходимости то будет выполняться условие ,ߙ
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்ܲܣ)(ݐ)்ݔ + ܣܲ − ܭ்ܴܭ2 + (ݐ)ݔ(ܲߙ2 = ,(ݐ)ݔܳ(ݐ)்ݔ−

а поскольку матрица Q  является, по крайней мере, положительно-
полуопределенной, то будет справедливым следующее неравенство:

்ܲܣ)(ݐ)்ݔ + ܣܲ − (ݐ)ݔ(ܭ்ܴܭ2 ≤ .(ݐ)ݔܲ(ݐ)்ݔߙ2−

Таким образом, выполнение условия экспоненциальной устойчивости со
степенью сходимости .подтверждено ߙ
Замечание 2.11 Рассмотренная процедура расчета матриц линейных
обратных связей позволяет синтезировать регулятор, который ܭ
обеспечивает в замкнутой системе экспоненциальную устойчивость с
желаемой степенью сходимости процессов выбираемой исходя из ,ߙ
требования к быстродействию системы. При этом не осуществляется
строгий расчет желаемых мод в соответствии с эталонной моделью или
желаемым характеристическим полиномом. Поэтому данный алгоритм
синтеза не относится к классу классических модальных методов.

2.5.3 Алгоритм управления, обеспечивающий качественную
экспоненциальную устойчивость

Пусть поведение динамической системы описывается уравнением
движения вида

(ݐ)ݔ̇ = ,((ݐ)ݔ)ܨ (2.50)

где ݔ ∈ ܴ – вектор состояния динамической системы, (ݔ)ܨ ∈ ܴ –
нелинейная вектор-функция векторного аргумента, такая, что при любых
(0)ݔ ∈ ܴ решение уравнения (2.50) существует и единственно.

Введем понятие качественной экспоненциальной устойчивости для
системы, описываемой уравнением (2.50) [6].

Положение равновесия ݔ = 0 непрерывной динамической системы
называется качественно экспоненциально устойчивым (КЭУ) в «большом»,
если для любых траекторий движения системы ,системы (2.50) (ݐ)ݔ
исходящих из произвольных начальных условий (0)ݔ ∈ ܴ, существуют такие
параметры ݎ > 0, ߩ ≥ 1 и ߚ	:ߚ + 	ݎ < 0, что для любого момента времени
ݐ ≥ 	0 будет справедливым следующее неравенство:

ฮ(ݐ)ݔ − ݁ఉ௧(0)ݔฮజ ≤ ௧(ఉି)݁)ߩ	 − ݁ఉ௧)‖(0)ݔ‖జ
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В неравенстве ‖∗‖జ – норма вектора (߭ – целое положительное число),
определяемая выражением

జ‖ݔ‖ = |ݔ|జ


ୀଵ

൩

ଵ
జ

.

Геометрическая интерпретация качественной экспоненциальной
устойчивости представлена на рисунке 2.7 для параметра 	ߩ = 	1. Параметр ߚ
характеризует среднее поведение траекторий и их затухание, а параметр – ݎ
разброс траекторий относительно среднего значения.

Определение качественной экспоненциальной устойчивости в «малом»
может быть введено для ограниченной области, включающей начало
координат с использованием аналогичного подхода.

Рисунок 2.7 – Геометрическая интерпретация качественной
экспоненциальной устойчивости

Для получения достаточного условия качественной экспоненциальной
устойчивости введем функцию Ляпунова как корень степени ߭ от
положительно однородной функции степени (ݔ)ܸ ߭:

(ݔ)ܸ = ൧(ݔ)ܸൣ
ଵ
జ.

Положение равновесия 	ݔ = 	0 качественно экспоненциально устойчиво,
если существует такая функция Ляпунова и такие параметры (ݔ)	ܸ ݎ > 	0 и
ߚ		:ߚ + 	ݎ < 0, что на всех траекториях движения системы (2.50) для любого
момента времени ݐ ≥ 	0 выполняется следующее неравенство:
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ܸ ቂ ௗ
ௗ௧
(ݐ)ݔ − ቃ(ݐ)ݔߚ ≤ .[(ݐ)ݔ]ܸݎ (2.51)

Геометрическая интерпретация неравенства показана на рисунке 2.8 для
системы второго порядка ݊ = 2.

Введем функцию Ляпунова вида

(ݔ)ܸ = 	 [ݔ்ܲݔ]
ଵ
ଶ,

где ܲ – симметрическая положительно определенная матрица размерности
݊ × ݊.

Модифицированное уравнение Ляпунова может быть записано в
следующем виде:

ܨ) − ܨ)்ܲ(ܫߚ	 − (ܫߚ − ଶܲݎ = −ܳ, (2.52)

где ܳ – положительно-полуопределенная ݊	 × 	݊ матрица.

Рисунок 2.8 – Геометрическая интерпретация условий качественной
экспоненциальной устойчивости

Уравнение Ляпунова (2.52) является критерием расположения
собственных значений матрицы внутри круга радиуса ܨ с центром в точке с ݎ
координатами ;ߚ) 	݆0) на комплексной плоскости. Для того, чтобы
собственные значения матрицы располагались в круге радиуса ܨ с центром в ݎ
точке с координатами ;ߚ) 	݆0) комплексной плоскости, необходимо, чтобы для
любой, и достаточно, чтобы для какой-либо положительно полуопределенной
матрицы ܳ решение уравнения (2.52) относительно матрицы ܲ было бы
положительно определенным.

Пусть динамическая система описывается уравнением типа (2.50), где
((ݐ)ݔ)ܨ = ,(ݐ)ݔܨ квадратная матрица размера – ܨ ݊	 × 	݊.
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Рисунок 2.9 – Область распределения корней, определенная параметрами
и ݎ ߚ

Если решение уравнения (2.52) есть положительно определенная матрица
ܲ и параметры удовлетворяют условиям ߚ,ݎ ݎ > ߚ,0 + 	ݎ < 0, матрица ܳ ≥ 	0,
тогда исходная непрерывная система устойчива, и корни характеристического
полинома располагаются в круге радиуса с центром в точке ݎ ;ߚ) 	݆0)
комплексной плоскости (см. рисунок 2.9).

Использование достаточных условий КЭУ с формированием локального
критерия позволяет для линейной непрерывной системы (2.29) построить
закон управления вида

ݑ = ,ݔܭ−

где матрица линейных обратных связей, и обеспечить в замкнутой системе – ܭ
качественную экспоненциальную устойчивость. Решение матричного
алгебраического уравнения типа Риккати

൜
ܣ) − ܭܤ − ܣ)்ܲ(ܫߚ − ܭܤ − (ܫߚ − ଶܲݎ = −ܳ

ܭ = (ܴ + ܣ)்ܲܤଵି(ܤ்ܲܤ − (ܫߚ
� (2.53)

относительно положительно определенной матрицы ܲ с последующим
вычислением матрицы .позволяет достигнуть желаемого результата ܭ

Замечание 2.12 При синтезе системы с помощью уравнения типа Риккати
(2.53) гарантируется расположение собственных чисел матрицы замкнутой
системы внутри круга радиуса с центром в точке с координатами ݎ ;ߚ) 	݆0)
на комплексной плоскости, но не осуществляется строгий расчет желаемых
мод в соответствии с эталонной моделью или желаемым
характеристическим полиномом. Поэтому данный алгоритм синтеза не
относится к классу классических модальных методов.

ࢼ

࢘
ࡵ

ࢋࡾ
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Вопросы для самоконтроля.
1. Как задать матричный полином, используемый в формуле
Аккермана?
2. Почему регулятор, синтезированный по формуле Басса-Гура,
можно отнести к классу модальных?
3. Записать уравнения расчета матрицы линейных стационарных
обратных связей с обеспечением желаемой степени сходимости.
4. Какое положение равновесия называется качественно
экспоненциально устойчивым?
5. Какую степень колебательности гарантирует регулятор,
синтезированный с обеспечением качественной экспоненциальной
устойчивостью?

2.6 Установившаяся ошибка и точность систем управления

В настоящем разделе рассмотрим точностные показатели качества
системы, которые характеризуют установившуюся ошибку или ее граничные
значения [3].

Для устойчивых систем в режиме стабилизации установившуюся ошибку
можно определить как установившееся значение вектора состояния

ቊ
݁у(ݐ) = (ݐ)уݔ
߳у(ݐ) = (ݐ)уݔܥ

� ,

а в режиме слежения – как разность задающего воздействия и вектора
состояния объекта:

ቊ
݁у(ݐ) = (ݐ)ߦܯ − (ݐ)уݔ

߳у(ݐ) = (ݐ)у݁ܥ
�.

Рассмотрим точностные показатели качества для систем слежения с
постоянным задающим воздействием (т.е. при ߦ = .(ݐݏ݊ܿ

Абсолютная погрешность (абсолютная ошибка) системы управления
определяется следующим образом:

∆= ฮ߳уฮ = ฮܯܥߦ − .уฮݔܥ

Относительная погрешность (относительная ошибка) системы
управления определяется выражением
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ߜ =
∆

ฮܯܥߦฮ
=
ฮܯܥߦ − уฮݔܥ

ฮܯܥߦฮ
.

В линейных системах относительная ошибка не зависит от величины
входного воздействия.

При слежении за сигналом, который представляет собой функцию
времени (т.е. при ߦ ≠ абсолютная и относительная погрешности ,(ݐݏ݊ܿ
определяются как

∆= ߳у	୫ୟ୶,

ߜ =
∆

∗୫ୟ୶ݕ ,

где соответственно
߳у	୫ୟ୶ = max

௧∈[,௧]
ห߳у(ݐ)ห ∗୫ୟ୶ݕ														, = max

௧∈[,௧]
หܯܥߦ(ݐ)ห,	

– максимальные абсолютные значения ошибки и задающего воздействия на
интервале времени работы системы [0, .[	ݐ

Замечание 2.13 В устойчивых технических системах переменная ∗௫ݕ  и
функция ߳у	௫ ограничены и определены в предположении, что время работы
системы  не ограничено. Если по техническому заданию требуетсяݐ
исследовать поведение системы для неограниченных по величине входных
воздействий, то необходимо рассматривать ограниченный интервал времени
[0, .[ݐ

Замечание 2.14 Для оценки показателя динамических свойств системы
может использоваться интегральная квадратичная ошибка [3,7]

ఢܬ = න ߳ଶ(ߤ)݀ߤ
ஶ



и обобщенные интегральные показатели качества вида

ܬ = න‖݁(ߤ)‖݀ߤ
ஶ



.

Таким образом, точностные показатели качества системы могут быть
определены по установившимся значениям переходных процессов и (ݐ)∗уݕ
߳у(ݐ). Поведение конкретной системы в установившемся режиме зависит от
значений ее параметров, от типов входных и возмущающих воздействий, а
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также от структурных особенностей системы. Последние определяются
наличием или отсутствием обратных связей и порядком астатизма системы.

Определение 2.8 Установившаяся ошибка при постоянном внешнем
воздействии называется статической ошибкой.
Определение 2.9 Система называется статической, если статическая
ошибка отлична от нуля, и астатической, если статическая ошибка равна
нулю.

Можно говорить о статической и астатической системах относительно
того или иного воздействия.

Определение 2.10 Система называется статической относительно
задающего воздействия (возмущения), если статическая ошибка от
задающего воздействия (возмущения) отлична от нуля, и астатической
относительно задающего воздействия (возмущения), если статическая
ошибка от задающего воздействия (возмущения) равна нулю.

Рассмотрим динамическую систему в виде модели вход-выход:

(ݏ)ܻ	 = (ݏ)ܷ(ݏ)ܹ

где передаточная функция системы имеет вид

(ݏ)ܹ =
ܾݏ +⋯+ ܾଵݏ + ܾ

ݏ + ܽିଵݏିଵ +⋯+ ܽଵݏ + ܽ
,

ܾ , ݆ = 1,݉തതതതതത и ܽ , ݅ = 1, ݊തതതതത – постоянные коэффициенты, (ݏ)ܷ,(ݏ)ܻ − образы
Лапласа выходного и входного сигналов соответственно.

Будем полагать, что в данном случае в качестве входа может (ݐ)ݑ
выступать как задающее, так и возмущающее воздействие, а система является
асимптотически устойчивой. Для статической системы (при ܽ ≠ 0, т.е.
характеристический полином не имеет нулевых корней) значение
передаточной функции в точке ݏ = 0 определяется как

ܹ(0) =
ܾ
ܽ

= ,ܭ

где  – статический коэффициент передачи системы, и при постоянномܭ
входном воздействии (ݐ)ݑ = установившееся значение выходной ݐݏ݊ܿ
переменной определяется как уݕ = .ݑܭ

Рассмотрим астатическую систему, полагая, что характеристический
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полином разомкнутой системы имеет нулевых корней ߢ

(ݏ)ܹ =
ܾݏ +⋯+ ܾଵݏ + ܾ

ିݏ)ݏ + ܽିିଵݏିିଵ +⋯+ ܽାଵݏ + ܽ)
=

1
ݏ ܹ(ݏ).

Число ,совпадает с порядком астатизма системы. Таким образом ߢ
характерным признаком астатизма является наличие нулевых корней у
характеристического полинома.

 Поскольку для астатической системы значение статического
коэффициента передачи не определено, то вводится в рассмотрение
показатель, называемый добротностью системы по соответствующей
производной выходной переменной. Добротность системы определяется
следующим образом:

	ܭ = ܹ(0) =
ܾ
ܽ

.

2.6.1 Постановка задачи

Рассматривается асимптотически устойчивая система в виде модели типа
вход-состояние-выход:

൜̇ݔ
(ݐ) = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)݃ܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ
�, (2.54)

где – (ݐ)ݔ ݊-мерный вектор состояния; – (ݐ)ݕ ݈-мерный вектор выходных
(регулируемых) переменных; – (ݐ)݃ ݉-мерный вектор входных воздействий;
матрица состояния размера – ܣ ݊	 × 	݊; матрица входа размера – ܤ ݊	 × 	݉; – ܥ
матрица выхода размера ݈	 × 	݊.

Сигнал является выходом модели входного воздействия вида (ݐ)݃

ቊ
(ݐ)̇ߦ = Гߦ(ݐ)
(ݐ)݃ = (ݐ)ߦܪ

� , (0)ߦ = బߦ . (2.55)

где – (ݐ)ߦ ;мерный вектор состояния модели-ݍ – (0)ߦ мерный вектор-ݍ
начального состояния модели; Г – матрица, определяющая входное
воздействие, размера ݍ × ;ݍ  – матрица выхода модели воздействия размераܪ
݉ × .ݍ

Ставится задача нахождения установившегося значения вектора
состояния ,(ݐ)уݔ выхода объекта (ݐ)уݕ = ,и динамической ошибки (ݐ)уݔܥ
определяемой при 	݈ = ݉ как разность векторов входа и выхода системы
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߳у(ݐ) = (ݐ)݃ − .(ݐ)уݕ

2.6.2 Нахождение установившейся ошибки системы

Вектор установившихся значений состояния при воздействии (ݐ)уݔ (ݐ)݃
будем определять как вектор размерности ݊, к которому сходятся все решения
системы (2.54) при любых начальных условиях .(0)ݔ

Поскольку установившееся значение вектора состояния должно (ݐ)уݔ
удовлетворять системе (2.54), то путем подстановки в (2.54) и (ݐ)уݔ
вычитанием полученного уравнения из исходного можно вывести:

(ݐ)ݔ̇ − (ݐ)уݔ̇ = ܣ ቀ(ݐ)ݔ − .ቁ(ݐ)уݔ

Вектор будем искать в виде выражения (ݐ)уݔ

(ݐ)уݔ = (ݐ)ߦ(ݐ)ܯ (2.56)

где матрица имеет размер (ݐ)ܯ ݊ × После подстановки (2.55) в (2.54) и .ݍ
принимая во внимание (2.56), получаем выражение

(ݐ)ܯ̇) + (ݐ)ߦ(Г(ݐ)ܯ = ൫ܯܣ(ݐ) + ,(ݐ)ߦ൯ܪܤ

которое справедливо для произвольного вектора Таким образом, будет .(ݐ)ߦ
выполняться следующее уравнение

(ݐ)ܯ̇ = (ݐ)ܯܣ + ܪܤ .Г(ݐ)ܯ− (2.57)

Решение уравнения (2.57) определяется выражением

(ݐ)ܯ = exp(ݐܣ)ܯ(0) exp൫−Гݐ൯ + න exp(߬ܣ)ܪܤ exp൫−Г߬൯ ݀߬
௧



,

где (0) – матрица начальных значенийܯ На бесконечном интервале .(ݐ)ܯ
времени [0,∞) (ݐ)ܯ стремится к стационарному значению
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ܯ = න exp(߬ܣ)ܪܤ exp൫−Г߬൯ ݀߬
ஶ



, (2.58)

если интеграл в правой части равенства существует. В результате на
бесконечном интервале удовлетворяет матричному алгебраическому (ݐ)ܯ
уравнению

ܯܣ + ܪܤ Гܯ− = 0. (2.59)

Для установления связи вектора с вектором входных воздействий (ݐ)уݔ
и его производными подставим разложение экспоненты в степенной ряд (ݐ)݃

exp൫−Г߬൯ = 
Г (−߬)

݅!

ஶ

ୀ

в выражение (2.58), получим

ܯ = න exp(߬ܣ)ܪܤ
Г (−߬)

݅!

ஶ

ୀ

݀߬
ஶ



= න exp(߬ܣ)
(−߬)

݅!
Гܪܤ߬݀

ஶ



ஶ

ୀ

. (2.60)

Введем обозначение

ܦ =
1
݅!
න exp(߬ܣ) (−߬)݀߬
ஶ



и перепишем (2.60) в виде

ܯ = ܦ

ஶ

ୀ

Гܪܤ . (2.61)

где матрицы  могут быть вычислены с помощью рекуррентной процедурыܦ
ାଵܦ = . Начальное значение матрицы определяется какܦଵିܣ

ܦ = න exp(߬ܣ)݀߬
ஶ



= ,ଵିܣ−
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которое существует в силу отрицательности вещественных частей
собственных чисел матрицы Подставляя (2.61) в (2.56) и принимая во .ܣ
внимание, что из (2.55) следует

݃()(ݐ) = Гܪ ,(ݐ)ߦ

где – ݅-я производная воздействия, получим

(ݐ)уݔ = ܦ

ஶ

ୀ

(ݐ)()݃ܤ (2.62)

Если ݃()(ݐ)	(݅ = 0,1,2, … ) – линейно-независимые функции и вектор
бесконечномерный, то уравнение (2.62) позволяет задать разложение (ݐ)ߦ
вектора (ݐ)уݔ по производным воздействия и вывести соотношения для (ݐ)݃
установившихся значений векторов состояния и выхода соответственно:

(ݐ)уݔ = −ିܣ(ାଵ)
ஶ

ୀ

,(ݐ)()݃ܤ (ݐ)уݕ = −ିܣܥ(ାଵ)݃ܤ()(ݐ)
ஶ

ୀ

.

Установившиеся значения вектора ошибки для систем с равным числом
входов и выходов определяются выражением

߳у(ݐ) = (ݐ)݃ − (ݐ)уݕ = ܫ) + (ݐ)݃(ܤଵିܣܥ + ିܣܥ(ାଵ)݃ܤ()(ݐ)
ஶ

ୀଵ

. (2.63)

Из (2.63) следует разложение по матричным коэффициентам ошибок,
которые определяются выражениями

ܧ = ܫ + ,ܤଵିܣܥ
1
݅!
ܧ = ,ܤ(ାଵ)ିܣܥ (݅ = 0,1,2, … ).

Если матрица ܧ = 0, а ܧ ≠ 0 при ݅ ≥ 1, то система обладает астатизмом
первого порядка по всем входам. Если ܧ = ଵܧ = 0,  а ܧ ≠ 0 при ݅ ≥ 2,
порядок астатизма системы по всем входам равен двум. Более высокие
порядки астатизма системы по входам вводятся аналогичным образом.

Установившаяся ошибка по j-му выходу (݆ = 1, ݈തതതത) от го-  входа ) = 1, ݈തതതത)
может быть выражена через соответствующие коэффициенты ошибок
соотношением
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,݆)ܧ ( = 1 + ,ܤଵିܣܥ
1
݅!
,݆)ܧ ݈) = ,ܤ(ାଵ)ିܣܥ (݅ = 0,1,2, … ).

где ܥ – 	݆-я строка матрицы а ,ܥ ܤ – й- столбец матрицы .ܤ
Астатизм порядка ߥ 	j-го выхода системы по отношению к i-му входу

определяется выполнением условия

൜
,݆)ܧ ( = 0	при	݅ < ,ߥ
,݆)ܧ ( ≠ 0	при	݅ ≥ .ߥ

�

Если (ݐ)݃ является возмущением (݈ = ݉), то вектор установившихся
значений ошибки определяется как

߳у(ݐ) = (ݐ)уݕ− = ିܣܥ(ାଵ)݃ܤ()(ݐ)
ஶ

ୀ

.

Понятия астатизма и коэффициенты ошибок для выходной величины
относительно возмущающего воздействия (ݐ)уݕ вводятся аналогичным (ݐ)݃
образом.

Представленная общая методика расчета установившихся значений ,(ݐ)уݔ
и (ݐ)уݕ ߳у(ݐ) многоканальной системы основана на решении матричных
уравнений (2.57) или (2.59) и информации о расчетах бесконечного числа
производных вектора входа Если размерность вектора .(ݐ)݃ конечна и (ݐ)ߦ
равна то производные высших порядков сигнала ,ݍ по крайней мере ,(ݐ)݃
начиная с ݍ) + 1)-го порядка, являются линейно-независимыми функциями.
Тогда установившиеся значения векторов ,(ݐ)уݔ и (ݐ)уݕ ߳у(ݐ) могут быть
представлены в виде конечных рядов.

Пусть входные сигналы (ݐ)݃ генерируются системой (2.55), где

Г = ተተ

Гଵ 0 … 0
0 Гଶ … 0
… … … …
0 0 … Гே

ተተ,

Г(݅ = 1,ܰതതതതത) – блочные матрицы вида
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Г = ተ
ተ

0 ܫ 0 … 0
0 0 ܫ … 0
… … … … …
0 0 0 … ܫ

ܫߛ− ܫଵߛ− ܫଶߛ− … ܫିଵߛ−

ተ
ተ,

 – единичная матрица размераܫ ݈ × ݈, ݅)ߛ = 0, పݍ − 1തതതതതതതതതതത) – постоянные
коэффициенты. Размер матрицы Г определяется размерностью вектора .(ݐ)ߦ
Матрица ܪ = |ℎ ℎଵ …| составлена из блоков размера 	݈ × ݈ видаݍ
ℎ = ܫ| 0 0 … 0|, число столбцов которой также соответствует
размерности вектора .(ݐ)ߦ

Представим вектор :в следующем виде (ݐ)ߦ

(ݐ)்ߦ = หߦ(ݐ) (ݐ)ଵߦ … (ݐ)ߦ …ห,

где вектор размерности – (ݐ)ߦ , который состоит из сигналаݍ ݃(ݐ)
размерности ݈ и его линейно-независимых производных, формируемых i-й
системой уравнений:

்ߦ (ݐ) = ห ݃(ݐ) ݃̇(ݐ) … ݃
(ିଵ)(ݐ)ห.

Выбор структуры матриц Г и  обусловлен тем, чтобы сигналܪ (ݐ)݃ можно
представить в виде ряда

(ݐ)݃ =  ݃(ݐ)
ே

ୀ

.

Установившееся значение вектора состояния системы (2.54) рассчитаем
в виде (2.56), где матрица преобразования  имеет видܯ

ܯ = หܯ ଵܯ ଶܯ …ห,

 – матрицы размераܯ ݊ × ݈. Используя уравнение (2.59) и принимая воݍ
внимание структуру матриц Г, ,ܯ , запишемܪ

Гܯ − ܯܣ = ℎܤ . (2.64)
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Для нахождения алгоритма решения уравнения выделим в каждой
матрице ܯ блоки: ܯ = |݉ ݉ଵ … ݉ିଵ|. Теперь перепишем (2.64)
в виде рекуррентных соотношений для вычисления элементов ݉(݆ =
0, పݍ − 1തതതതതതതതതതത) матрицы преобразования :ܯ

݉ିଶ = ൫ܣ + ,൯݉ିଵܫିଵߛ
݉ିଷ = ൫ܣଶ + ܫିଵߛ + ,൯݉ିଵܫିଶߛ
⋯
݉ = ൫ܣିଵ + ܣିଵߛ

ିଶ ൯݉ିଵܫଵߛ+⋯+
݉ିଵ = ܦ−

ିଵܤ,

где ܦ = ܣ + ܣିଵߛ
ିଵ В результате установившиеся .ܫߛ+ܣଵߛ+⋯+

значения вектора состояния системы (2.54), возбуждаемой лишь (ݐ)уݔ i-й
компонентой генератора входа (2.55), можно выразить следующим образом:

(ݐ)уݔ = ܦ−
ିଵ(൫ܣିଵ + ܣିଵߛ

ିଶ + (ݐ)݃ܤ൯ܫଵߛ+⋯ +
ିଶܣ)+ + ⋯+ (ݐ)̇݃ܤ(ܫଶߛ + ⋯+ ൫ܣ + ݃ܤ൯ܫିଵߛ

(ିଶ)(ݐ) + .((ݐ)(ିଵ)݃ܤ

Приведенные рекуррентные соотношения позволяют вычислить матрицу
 в выражении (2.56) для бесконечного интервала установления иܯ
определить (ݐ)уݕ = и (ݐ)уݔܥ ߳у(ݐ) = (ݐ)݃ − Тогда можно рассчитать .(ݐ)уݕ
установившиеся значения ошибки системы (2.54), возбуждаемой сигналом,
который представляет собой линейную комбинацию конечного или
бесконечного числа гармонических составляющих. Модели системы и
воздействий остаются прежними, а матрицы Г и ℎ в (2.55) имеют вид

Г = ฬ
0 ܫ

−߱
ଶܫ 0ฬ , ℎ = ܫ| 0×|, (2.65)

где ߱ – частоты гармоник компонент ݃(ݐ) сигнала

(ݐ)݃ =  ݃(ݐ)
ஶ

ୀ

.

Используя (2.56) с учетом (2.65) и принимая во внимание вычисление
матрицы преобразования , получаем установившиеся значения вектораܯ
состояния системы (2.54)
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(ݐ)уݔ = −൫ܣଶ + ߱
ଶܫ൯

ିଵ

ୀଵ

൫ܤܣ ݃(ݐ) + ൯(ݐ)̇݃ܤ

и соответствующие установившиеся значения векторов ошибки и выходов:

߳у(ݐ) = ൬ቀܫ + ଶܣ൫ܥ + ߱
ଶܫ൯

ିଵ
ቁܤܣ ݃(ݐ) + ଶܣ൫ܥ + ߱

ଶܫ൯
ିଵ
൰(ݐ)̇݃ܤ

ஶ

ୀଵ

, (2.66)

(ݐ)уݕ = −ܥ൫ܣଶ + ߱
ଶܫ൯

ିଵ
൫ܤܣ ݃(ݐ) + ൯(ݐ)̇݃ܤ

ஶ

ୀଵ

. (2.67)

Теперь найдем установившиеся значения j-го выхода относительно ro входа-
предполагая, что каждая i-я составляющая входа содержит компоненты

݃(ݐ) = ൜ 0,			݇ ≠ ,
sin߱ݐ ,			݇ = ,

�

Это может быть обеспечено за счет выбора соответствующих значений
начальных условий (0) для системы (2.55). В соответствии с (2.67) можноߦ
вывести

(ݐ)уݕ = −ቀܥ൫ܣଶ + ߱
ଶܫ൯

ିଵ
ܤܣ sin߱ݐ + ߱ܥ൫ܣଶ + ߱

ଶܫ൯
ିଵ
ܤ cos߱ݐቁ

ஶ

ୀ

.

где ܥ – 	݆-я строка матрицы а ,ܥ ܤ – й- столбец матрицы .ܤ
Приведенный метод определения установившихся ошибок в

многоканальных линейных системах автоматического управления позволяет
аналитически выразить исследуемые сигналы системы через компоненты
входного воздействия, что особенно важно при синтезе САУ при заданной
точности слежения.

Вопросы для самоконтроля.
1. Какие показатели качества относятся к точностным?
2. Каким образом определяется порядок астатизма системы?
3. Каким образом определяется добротность системы?
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3 СИНТЕЗ НАБЛЮДАТЕЛЕЙ ДЛЯ ОБЪЕКТОВ УПРАВЛЕНИЯ
С НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ О СОСТОЯНИИ

В ряде случаев при построении систем управления техническими
системами не всегда доступны прямому измерению все составляющие вектора
состояния объекта управления. Это может быть обусловлено
конструктивными особенностями технической системы [3].

В основе классической теории управления лежат методы синтеза систем
управления по измерениям выходной переменной, когда сам объект описан в
виде модели вход-выход [2]. Современная теория управления изначально
базировалась на методах управления по состоянию. Чтобы синтезировать
регулятор, позволяющий сформировать сигнал управления, используя в
качестве измеряемых сигналов только выходную переменную, в САУ
вводится дополнительный компонент, которой генерирует оценку
неизмеряемых составляющих вектора состояния объекта управления.
Динамическая система, оценивающая недоступный прямому измерению
вектор состояния объекта, называют наблюдателем. Соответственно,
регулятор, формирующий сигнал управления с использованием наблюдателя,
является динамическим [1, 3, 5, 16, 17].

В настоящем разделе будут представлены методы построения
наблюдателей вектора состояния объекта полной и пониженной размерности.

3.1 Постановка задачи наблюдения

Рассмотрим объект управления с неполной информацией, который
описывается в пространстве состояния системой дифференциальных
уравнений

൜
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ 	, � (3.1)

где (ݐ)ݔ ∈ ℝ – неизмеряемый вектор состояния объекта управления; (ݐ)ݕ ∈
	ℝ – вектор измеряемых выходных переменных,; (ݐ)	ݑ ∈ 	ℝ – вектор
сигналов управления; матрица состояния размера – ܣ ݊	 × 	݊; матрица – ܤ
входа размера ݊	 × 	݉; матрица выхода размера – ܥ ݈	 × 	݊. Число состояний
больше числа выходных переменных, т.е. ݈	 < 	݊.

Пусть вектор состояния не доступен прямым измерениям. В этом (ݐ)ݔ
случае использовать статический регулятор (2.11) не представляется
возможным. Возникает необходимость в синтезе наблюдателя вектора
состояния объекта.

Сделаем допущение, что объект управления (3.1) является полностью
наблюдаемым, то есть ранг матрицы наблюдаемости (2.3) будет равен порядку
объекта управления.
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Определение 3.1 Наблюдатель – это динамическая система, которая по
текущей информации об измеряемых выходных переменных и сигналах
управления формирует оценки компонент вектора состояния объекта
управления.

В результате оценивания формируется вектор оценки состояния ,(ݐ)ݔ
который обозначается как .(ݐ)ොݔ

Определение 3.2 Вектор оценки – это вектор-функция, которая с течением
времени стремится к оцениваемому вектору состояния объекта управления,
то есть

lim
௧→ஶ

(ݐ)ݔ‖ − ‖(ݐ)ොݔ = 0.

Регулятор формирует сигнал управления в виде

(ݐ)ݑ = ,(ݐ)ොݔܭ−

где ,матрица линейных обратных связей – ܭ – (ݐ)	ොݔ ݊-мерный вектор оценки
состояния объекта управления.

Синтез наблюдателя будем осуществлять на базе идеологии модального
управления. Для определения требуемых динамических свойств наблюдателя
определим эталонную модель в виде системы

൜ߦн̇(ݐ) = Гнߦн(ݐ)
(ݐ)нݒ = (ݐ)нߦнܪ

�.

В результате будет синтезирован наблюдатель полной или пониженной
размерности. Наблюдатель полной размерности формирует оценки всех
компонент вектора состояния независимо от наличия измеряемых компонент
вектора состояния объекта управления. Наблюдатель пониженной
размерности формирует оценки только тех компонент вектора состояния,
которые не измеряются при помощи имеющихся измерительных средств.

Вопросы для самоконтроля.
1. Каково назначение наблюдателя состояния?
2. Каким условиям должен удовлетворять объект управления, чтобы
построения наблюдателя было осуществимо?

3.2 Наблюдатель состояния полной размерности

Наблюдатель состояния полной размерности описывается в пространстве
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состояний следующей системой уравнений [1, 3, 5, 16, 17]:

൜ݔො̇(ݐ) = (ݐ)ොݔܣ + (ݐ)ݕ)ܮ − ((ݐ)ොݕ + (ݐ)ݑܤ
(ݐ)ොݕ = (ݐ)ොݔܥ

	, � (3.2)

где (ݐ)ොݔ ∈ ℝ – вектор состояния наблюдателя, размерность которого
совпадает с размерностью вектора состояния объекта управления; матрица – ܮ
обратных связей наблюдателя размера ݊	 × 	݈.

Пусть объект управления функционирует в режиме стабилизации. Как
было показано ранее, при таком режиме функционирования модель ошибок
может быть описана системой уравнений (2.31).

Чтобы исследовать свойства наблюдателя полной размерности и
определить условия его существования, введем в рассмотрение вектор невязки
который характеризует отклонение вектора состояния наблюдателя ,(ݐ)ݔ (ݐ)ොݔ
от вектора состояния модели ошибок (ошибка наблюдения) в следующем
виде:

(ݐ)ݔ = (ݐ)ݔ − .(ݐ)ොݔ (3.3)

При дифференцировании (3.3) по времени получим следующее
выражение:

(ݐ)̇ݔ = (ݐ)ݔ̇ − .(ݐ)ො̇ݔ (3.4)

После подстановки первых уравнений систем (3.1), (3.2) в (3.4),
производная по времени вектора невязки имеет вид

(ݐ)̇ݔ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ − (ݐ)ොݔܣ − (ݐ)ݕ൫ܮ − ൯(ݐ)ොݕ − ,(ݐ)ݑܤ (3.5)

или

(ݐ)̇ݔ = (ݐ)ݔ)ܣ − ((ݐ)	ොݔ − (ݐ)ݕ)ܮ − .((ݐ)	ොݕ (3.6)

Подставляя вторые уравнения систем (3.1), (3.2) в (3.6), получаем

(ݐ)̇ݔ = (ݐ)ݔ)ܣ − ((ݐ)ොݔ − (ݐ)ݔܥ)ܮ − .((ݐ)ොݔܥ (3.7)

После подстановки (3.3) в (3.7), получим выражение
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(ݐ)̇ݔ = (ݐ)ݔнܨ (3.8)

где

нܨ = ܣ − .ܥܮ

Вектор невязки ,будет стремиться к нулю, и, следовательно (ݐ)ݔ
динамическая система будет являться наблюдателем состояния, если матрица
 гурвицева, то есть все собственные числа этой матрицы имеют	нܨ
отрицательные вещественные части.

Принимая во внимание принцип дуальности для свойств управляемости и
наблюдаемости [3], задача синтеза наблюдателя полной размерности ܮ
сводится к решению матричного уравнения типа Сильвестра относительно
матрицы н видаܯ

нГнܯ − нܯ்ܣ = С்ܪн

с последующим расчетом матрицы ܮ

ܮ = нܯ−
.н்ܪ்ି

Таким образом, синтез наблюдателя полной размерности заключается в
расчете матрицы входов которая обеспечивает требуемые собственные ,ܮ
числа для матрицы н. Структурная схема САУ в режиме стабилизации сܨ
наблюдателем полной размерности представлена на рисунке 3.1.

Рисунок 3.1 – Структурная схема САУ в режиме стабилизации с
наблюдателем полной размерности

Замечание 3.1 Задача синтеза наблюдателя полной размерности разрешима

∫ С

A

B-K ࢛ ̇࢞ ࢞ ࢟

ෝB࢞ ∫

A-LC

L
ෝ̇࢞
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при условии, что объект управления обладает свойством полной
наблюдаемости.

Вопросы для самоконтроля.
1. Записать выражения, описывающие наблюдатель состояния
полной размерности.
2. Как вычислить порядок системы в режиме стабилизации с
наблюдателем полной размерности.
3. Каким образом следует рассчитать матрицу если ,ܮ нܨ = ܣ − ?ܥܮ

3.3 Наблюдатель состояния пониженной размерности

В том случае, если ݈ составляющих вектора состояния (݈ < ݊)
непосредственно измеряются, есть возможность построить наблюдатель
состояния пониженной размерности [1, 3, 5, 16, 17].

Наблюдатель состояния пониженной размерности (или пониженного
порядка) описывается в пространстве состояния следующим уравнением:

(ݐ)ݖ̇̂ = (ݐ)ݖн̂ܨ + (ݐ)ݕܩ + ,(ݐ)ݑܤнܯ (3.9)

где (ݐ)ݖ̂ ∈ 	ℝି – вектор состояния наблюдателя; н – матрица состоянияܨ
наблюдателя размера (݊ − ݈) × (݊ − ݈); матрица входов наблюдателя – ܩ
размера (݊ − ݈) × ݈; матрица преобразования размера – ܯ (݊ − ݈) × ݊. Пара
.полностью управляема ܩ,нܨ

Чтобы исследовать свойства наблюдателя, представим вектор состояния
объекта управления в виде двух составляющих. Первая составляющая вектора
состояния состоит из измеряемых переменных Вторая составляющая .(ݐ)ݕ
содержит неизмеряемые компоненты вектора состояния объекта (ݐ)ݖ
управления, то есть

(ݐ)ݔ = ฬ
(ݐ)ݕ
ฬ(ݐ)ݖ , (ݐ)ݕ ∈ ℝ , (ݐ)ݖ ∈ 	ℝି .

Линейное преобразование, позволяющее выделить из вектора состояния
исходного объекта вектор неизмеряемых переменных осуществляется ,(ݐ)ݖ
следующим образом:

(ݐ)ݖ = .(ݐ)ݔнܯ (3.10)

Синтезируемый наблюдатель должен генерировать оценку неизмеряемых
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переменных, то есть должно выполняться следующее условие:
lim
௧→ஶ

((ݐ)ݖ) − ((ݐ)ݖ̂ = 0. (3.11)

Введем в рассмотрение вектор невязки:

(ݐ)ݖ̃ = (ݐ)ݖ − (ݐ)ݖ̂ = (ݐ)ݔнܯ − .(ݐ)ݖ̂ (3.12)

Теперь продифференцируем по времени выражение (3.12)

(ݐ)ݖ̇̃ = (ݐ)ݔн̇ܯ − ̇(ݐ)ݖ̂ (3.13)

и перепишем формулу (3.13) с учетом первого уравнения системы (3.1) и
формулы (3.9):

(ݐ)ݖ̇̃ = (ݐ)ݔܣнܯ + (ݐ)ݑܤнܯ − (ݐ)ݖн̂ܨ − (ݐ)ݕܩ .(ݐ)ݑܤнܯ− (3.14)

Путем подстановки второго уравнения системы (3.1) в (3.14) выведем
выражение

(ݐ)ݖ̇̃ = (ݐ)ݔܣнܯ − (ݐ)ݖн̂ܨ − 	,(ݐ)ݔܥܩ (3.15)

или

(ݐ)ݖ̇̃ = ܣнܯ) − (ݐ)ݔ(ܥܩ − .(ݐ)ݖн̂ܨ (3.16)

Пусть матрицы описания объекта управления и матрицы описания ܥ,ܣ
наблюдателя :удовлетворяют следующему соотношению ܩ,нܨ

ܣнܯ − ܥܩ = .нܯнܨ (3.17)

Выражение (3.17) позволяет сформировать уравнение типа Сильвестра вида

ܣнܯ − нܯнܨ = ,ܥܩ (3.18)

которое необходимо решить относительно матрицы .нܯ
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Принимая во внимание (3.17), перепишем выражение (3.16) следующим
образом:

(ݐ)ݖ̇̃ = (ݐ)ݔнܯнܨ − ,(ݐ)	ݖн̂ܨ (3.19)

или

(ݐ)ݖ̇̃ = (ݐ)ݔнܯ)нܨ − .((ݐ)ݖ̂ (3.20)

Учитывая выражение (3.12), модель невязки (3.20) можно представить
как

(ݐ)ݖ̇̃ = .(ݐ)ݖн̃ܨ (3.21)

Так как получившееся уравнение автономно, то при ненулевых
начальных условиях вектор невязки будет сходиться к нулю, если матрица нܨ
– гурвицева. В этом случае будет выполниться следующее условие:

lim
௧→ஶ

(ݐ)ݖ̃ = lim
௧→ஶ

(ݐ)ݖ − (ݐ)ݖ̂ = lim
௧→ஶ

൫ܯн(ݐ)ݔ − ൯(ݐ)ݖ̂ = 0. (3.22)

Принимая во внимание приведенные выше обозначения, выражение
(3.22) можем переписать в виде

lim
௧→ஶ

൬ฬ
(ݐ)ݕ
ฬ(ݐ)ݔнܯ − ฬ

(ݐ)ݕ
ฬ൰(ݐ)ݖ̂ = 0. (3.23)

С учетом второго уравнения системы (3.1), соотношение (3.23) запишем в
следующей форме:

lim
௧→ஶ

൬ฬ нܯܥ
ฬ (ݐ)ݔ − ฬ

(ݐ)ݕ
ฬ൰(ݐ)ݖ̂ = 0. (3.24)

Теперь введем обозначение составной матрицы

ܰ = ฬ нܯܥ
ฬ

и перепишем выражение (3.24) в следующем виде:
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lim
௧→ஶ

൬(ݐ)ݔ − ܰିଵ ฬ
(ݐ)ݕ
ฬ൰(ݐ)ݖ̂ = 0 (3.25)

Таким образом, оценка вектора состояния объекта управления определяется
по формуле

(ݐ)ොݔ = ܰିଵ ฬ
(ݐ)ݕ
.ฬ(ݐ)ݖ̂ (3.26)

Формирование оценки вектора состояния в виде (3.26) позволяет
реализовать сигнал управления с использованием динамического регулятора.

Тогда динамическая система с уравнением (3.9) будет выполнять
функции наблюдателя, если выполняются следующие условия:

¾ матрица ;н является гурвицевойܨ
¾ матрицы описания наблюдателя и объекта управления удовлетворяют

векторно-матричному уравнению (3.18), которое имеет единственное
решение относительно матрицы ;нܯ

¾ составная матрица ܰ является невырожденной, т.е. имеет обратную
матрицу.

Замечание 3.2 Составная матрица ܰ имеет обратную матрицу при
выполнении следующих условий:

а) объект управления является полностью наблюдаемым;
б) наблюдатель (т.е. пара матриц ,нܨ является полностью (ܩ

управляемым;
в) собственные числа матриц ,ܣ .н не совпадаютܨ	

В результате синтез наблюдателя пониженной размерности заключается в
расчете устойчивой матрицы н на основе желаемых показателей качества иܨ
нахождении матриц н,ܰ. Структурная схема САУ в режиме стабилизацииܯ,ܩ
с наблюдателем пониженной размерности представлена на рисунке 3.2.
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Рисунок 3.2 – Структурная схема САУ в режиме стабилизации с
наблюдателем пониженной размерности

Вопросы для самоконтроля.
1. Как рассчитать порядок системы в режиме стабилизации с
наблюдателем пониженной размерности.
2. В каких случаях невозможно синтезировать наблюдатель
пониженной размерности?

∫ С

A

B-K ࢛ ̇࢞ ࢞ ࢟

ොMнBࢠ ∫

Fн

G
ො̇ࢠ

ෝ࢞ ቚ
࢟
ෝቚN-1ࢠ
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4 СПОСОБЫ СИНТЕЗА СИСТЕМ СЛЕЖЕНИЯ

Для решения задачи слежения с обеспечением желаемых показателей
качества рассмотрим три способа.

Первый способ заключается во введении в алгоритм управления
дополнительной интегрирующей связи, которая повышает порядок астатизма
и точность работы САУ. [3]. Такой способ управления называется
управлением с интегральной составляющей.

Второй способ заключается в применении модели внешнего воздействия
при синтезе закона управления, что позволяет обеспечить нулевую ошибку
слежения. Такой способ управления называют методом встроенной
(внутренней) модели [11, 17].

Третий способ заключается во введении дополнительных прямых связей
по задающему воздействию при построении закона управления, которые
также позволяют свести ошибку слежения к нулю. Такой способ управления
называют методом комбинированного управления или управлением с
прямыми связями [3].

4.1 Синтез регулятора с интегральной составляющей

Пусть объект управления описывается следующей системой уравнений:

൜
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ
�, (4.1)

где (ݐ)ݔ ∈ ℝ	– вектор состояния объекта управления; (ݐ)ݕ ∈ ℝ	– вектор
выходных переменных; (ݐ)ݑ ∈ ℝ	–	 вектор сигналов управления; матрица –	ܣ
состояния объекта управления размера ݊	 × 	݊; матрица входа размера	–	ܤ
݊	 × 	݉; С	– матрица выхода размера ݇	 × 	݊.

Пусть математическая модель задающего воздействия ݃(t) имеет вид

ቊ
(ݐ)̇ߦ = Гߦ(ݐ)
(ݐ)݃ = (ݐ)ߦܪ

� , (0)ߦ = .ߦ (4.2)

где –	(ݐ)	ߦ ;мерный вектор состояния модели-ݍ	 –	(0)ߦ мерный вектор-ݍ	
начального состояния модели; ,вектор задающих воздействий –	(ݐ)	݃
размерность ݇ которого совпадает с размерностью выходной переменной
объекта управления; Г	– матрица, определяющая вид задающих воздействий,
размера 	ݍ × ;ݍ	 Н – матрица выхода модели размера ݇	 × .ݍ	

Пусть замкнутая система работает в режиме слежения по выходу и
стабилизации по состоянию. В этом случае модель ошибки формируется как
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൜
(ݐ)݁ = (ݐ)ݔ

(ݐ)߳ = (ݐ)݃ − (ݐ)ݕ
�. (4.3)

Если порядок астатизма объекта управления меньше, чем порядок
астатизма модели задающего воздействия, то использование статического
регулятора в замкнутой системе приводит в лучшем случае к появлению
постоянной установившейся ошибки. В худшем случае ошибка слежения в
замкнутой системе стремится к бесконечности. Поэтому для устранения
ошибки слежения можно использовать динамический регулятор с
дополнительной интегральной составляющей.

Определение 4.1 Обобщенный пропорционально-интегральный (ОПИ)
регулятор  – это регулятор с интегральной составляющей, который в общем
случае имеет вид

(ݐ)ݑ = (ݐ)ݔܭ− + ூනܭ ߤ݀(ߤ)߳
௧


,

где ;матрица линейных обратных связей – ܭ ூ – коэффициентыܭ
интегральной составляющей регулятора [15, 16, 17].

Замечание 4.1 Пропорционально-интегральный  регулятор (ПИ-регулятор)  –
это регулятор, который в общем случае имеет вид

(ݐ)ݑ = (ݐ)ݔܭ− + ூනܭ ߤ݀(ߤ)݁
௧


,

где ;матрица линейных обратных связей – ܭ ூ – матрица коэффициентовܭ
интегральной составляющей регулятора [3, 15, 16, 17]. В отличие от ОПИ-
регулятора, представленного Определением 4.1, в ПИ-регуляторе сигнал
ошибки в пропорциональной и интегральной составляющих один и тот (ݐ)݁
же.

На рисунке 4.1 показана структурная схема системы управления с
обобщенным ПИ-регулятором. На основе этой структурной схемы введем в
рассмотрение дополнительный вектор состояния ݁௨ размерности ݇	 × 	1,
динамика которого описывается уравнением

	݁̇௨(ݐ) = ;(ݐ)߳	 	݁௨(0) 	= 	0.
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Рисунок 4.1 – Структура САУ в режиме слежения с ОПИ-регулятором

Принимая во внимание выражение (4.3), построим расширенную модель
ошибок следующего вида:

൜
݁௨̇(ݐ) = (ݐ)݃ − (ݐ)ݔܥ
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ

�. (4.4)

Вводя обозначения

(ݐ)݁ = ฬ݁௨
(ݐ)

(ݐ)ݔ ฬ ∈ ℝ
ା, ܣ = ቚ0 ܥ−

0 ܣ ቚ ܤ, = ቚ0ܤቚ , ܩ̅ = ቚ10ቚ,

уравнение (4.4) можно переписать как

(ݐ)̇݁ = (ݐ)݁ܣ + (ݐ)ݑܤ + .(ݐ)݃ܩ̅ (4.5)

На основе желаемых показателей качества построим эталонную модель
для расширенной модели ошибок в виде

൝ (ݐ)ߦ̇ = Г	(ݐ)ߦ
(ݐ)ݒ = (ݐ)ߦ	ܪ

�, (4.6)

где –	(ݐ)	ߦ 	(݊ + ݇)-мерный вектор состояния эталонной модели; –	(ݐ)	߭ 	(݉ +
݇)-мерный вектор эталонного управляющего воздействия; Г	– матрица
желаемых динамических свойств размера (݊ + ݇) × (݊ + 	݇); матрица	–ܪ
выхода эталонной модели размера ݇ × (݊ + ݇), которая находится на основе
выполнения условия полной наблюдаемости эталонной модели.

Решая уравнение типа Сильвестра

࢞
B ∫ С

A

-K
࢛ ̇࢞ ࢟

∫

Гࢍ

ࢍ̇ࢍ −
Hg ∫ KI

࢛̇ࢋ ࢍ࢛ࢋ
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ቊܤ	ܪ = Г	ܯ ܯ	ܣ	−
ܭ = ܯ	ܪ	−

ିଵ
� (4.7)

относительно матрицы размера ܯ (݊	 + 	݇)	х	(݊	 + ݇), находим расширенную
матрицу линейных обратных связей размера ܭ ݉	 × 	(݊ + ݇). Матрица ܭ
состоит из коэффициентов интегральной составляющей ОПИ-регулятора ூ иܭ
коэффициентов линейных стационарных обратных связей :ܭ

ܭ = ூܭ| .|ܭ

Размер матрицы ூ, состоящей из коэффициентов интегральнойܭ
составляющей ОПИ-регулятора, равен ݉	 × 	݇, а размер матрицы линейных
стационарных обратных связей равен	ܭ ݉	 × 	݊.

Таким образом, для синтеза регулятора методом модального управления
необходимо построить расширенную модель ошибок и выполнить пункты,
которые аналогичны используемым при синтезе алгоритмов управления,
рассмотренным в разделе 2.

Замечание 4.2 Для одноканальной системы уравнение (4.7) будет иметь
единственное решение в том случае, если объект управления обладает
свойством полной управляемости, а эталонная модель – свойством полной
наблюдаемости.

Замечание 4.3 С помощью ОПИ-регулятора выполнение целевого условия
݈݅݉௧→ஶ‖߳(ݐ)‖ = 0 можно обеспечить только в случае слежения за
постоянным сигналом. Слежение за линейно-нарастающим сигналом
обеспечивается с некоторой установившейся ошибкой, при слежении за
гармоническим сигналом ошибка будет также иметь гармонический
характер.

Вопросы для самоконтроля.
1. В каких случаях невозможно обеспечить нулевую ошибку
слежения с использованием ОПИ-регулятора?
2. Чему равен порядок замкнутой САУ с ОПИ-регулятором?

4.2 Метод встроенной (внутренней) модели

Рассмотрим объект управления, динамика которого описывается
следующей системой дифференциальных уравнений:

൜
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ
�
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где (ݐ)ݔ ∈ ℝ – вектор состояния; ;скалярная выходная переменная – ݕ – (ݐ)ݑ
скалярный сигнал управления; матрица состояния объекта управления – ܣ
размера ݊	 × 	݊; матрица входа размера – ܤ ݊	 × 	1; матрица выхода – ܥ
размера 1 × ݊.

Сделаем допущение, что объект управления является полностью
управляемым. Математическая модель внешних задающих воздействий
определена в виде линейной автономной системы следующего вида:

ቊ
(ݐ)̇ߦ = Гߦ(ݐ)
(ݐ)݃ = (ݐ)ߦܪ

(0)ߦ			,	 = ,ߦ � (4.8)

где (ݐ)ߦ ∈ ℝ – вектор состояния модели внешних воздействий; – (0)ߦ -ݍ
мерный вектор начальных условий модели задающего воздействия; – (ݐ)݃
скалярное задающее воздействие; Г – матрица, определяющая типы
задающих воздействий, размера 	ݍ × ;ݍ	  – матрица выхода моделиܪ
задающих воздействия размера 1	 × .ݍ	

Если матрица Г известна, то в структуру регулятора можно ввести
встроенную модель задающего воздействия, которая определяется следующим
образом [11, 17]:

൜
݁̇క(ݐ) = Г݁క(ݐ) + (ݐ)߳ܩ
(ݐ)߳ = (ݐ)݃ − ,(ݐ)ݕ

� (4.9)

где ݁క(ݐ) – мерный вектор состояния встроенной модели внешних-ݍ
воздействий;  – матрица входа размераܩ ݍ × 1, образующая с матрицей Г
полностью управляемую пару.

Присоединяя к модели объекта модель (4.9), получаем модель ошибок
расширенной размерности в виде

൜
݁̇క(ݐ) = Г݁క(ݐ) − (ݐ)ݔܥܩ + (ݐ)݃ܩ

(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ . � (4.10)

Вводя расширенный вектор ошибок

(ݐ)̅݁ = ฬ
݁క(ݐ)
(ݐ)ݔ ฬ,

получим модель ошибок увеличенной размерности в виде



71

(ݐ)̅̇݁ = (ݐ)̅݁ܣ̅ + (ݐ)ݑതܤ + ,(ݐ)݃ܩ (4.11)

где

Aഥ = ฬГ ܥܩ−
0 ܣ

ฬ തܤ, = ቚ0ܤቚ ܩ, = ቚܩ0 ቚ.

Исходя из желаемых показателей качества, сформируем эталонную
модель желаемого поведения замкнутой системы

ቊߦ
(ݐ)̇̅ = Гത(ݐ)̅ߦ

(ݐ)ݒ̅ = (ݐ)̅ߦഥܪ
	. � (4.12)

Тогда, решая уравнение типа Сильвестра вида

൜ܯഥГത − ഥܯܣ̅ = ഥܪതܤ
ഥܭ = ഥିଵܯഥܪ−

� (4.13)

относительно матрицы ഥ, можно определить расширенную матрицуܯ
линейных обратных связей ഥ. В результате управляющее воздействиеܭ
формируется в виде

(ݐ)ݑ = .(ݐ)ഥ݁̅ܭ−

Следует отметить, что расширенная матрица линейных обратных связей
ഥ позволяет получить заданный характеристический полином замкнутойܭ
системы в том случае, если пара матриц расширенной системы ത полностьюܤ,ܣ̅
управляема.

Замечание 4.4 Расширенная система является полностью управляемой, если:
¾ объект управления является полностью управляемым;
¾ пара Г,ܩ является полностью управляемой;
¾ эталонная модель (4.12) является полностью наблюдаемой.

Таким образом, для синтеза регулятора методом модального управления
необходимо построить расширенную модель ошибок и выполнить те же
пункты, которые применялись для синтеза алгоритмов управления исходной
модели ошибок. Структурная схема САУ с встроенной моделью в режиме
слежения представлена на рисунке 4.2.
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Рисунок 4.2 – Структура САУ с встроенной моделью в режиме слежения

Замечание 4.5 Регулятор на основе метода встроенной модели позволяет
обеспечить выполнение целевого условия ݈݅݉௧→ஶ‖߳(ݐ)‖ = 0, используя только
параметры матрицы Г модели задающего воздействия (4.8). Ненулевые
начальные условия, параметры матрицы  и измерения сигналаܪ для (ݐ)ߦ	
расчета регулятора не требуются.

Вопросы для самоконтроля.
1. Записать выражения, которые определяют синтез регулятора на
базе метода встроенной модели.
2. Чему равен  порядок замкнутой  САУ с регулятором,
синтезированным на базе метода встроенной модели?

4.3 Синтез регулятора с прямыми связями

Пусть объект управления обладает свойством полной управляемости и
описывается системой уравнений

൜
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ 			. �

Из цели функционирования объекта управления его режим определен как
режим слежения. Класс задающих воздействий, который должна отрабатывать
замкнутая система, описывается линейной автономной системой типа (4.8):

ቊ
(ݐ)̇ߦ = Гߦ(ݐ)
(ݐ)݃ = (ݐ)ߦܪ

(0)ߦ				, = .ߦ �

Если матрицы Г и  известны, а сигналܪ доступен прямым (ݐ)ߦ

࢞
B

തࢋ ∫ С

A

ഥࡷ- ࢛ ̇࢞ ࢟

∫

Гࢍ

ࢍ̇ࢍ −
Hg

ࢍ Geࣈࢋ ∫
ࣈ̇ࢋ

Гࢍ

ቚ࢞ࣈࢋ ቚ
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измерениям, то для обеспечения слежения можно построить регулятор с
прямыми связями [3].

Построим модель ошибки слежения по состоянию через соотношение
подобия по первому уравнению системы (2.8):

(ݐ)݁ = (ݐ)ߦܯ − ,(ݐ)ݔ

где матрицы  иܯ  вычисляются путем решения двух векторно-матричныхܮ
уравнений:

൜
ܮܤ = Гܯ − ܯܣ

ܪ = ܯܥ
		. � (4.14)

Тогда модель ошибок можно переписать как

൜
(ݐ)̇݁ = (ݐ)݁ܣ − (ݐ)ݑܤ + (ݐ)ߦܮܤ

(ݐ)߳ = (ݐ)݁ܥ 	. � (4.15)

На основе желаемых показателей качества построим эталонную модель в
следующем виде:

൜ ߦ
(ݐ)̇ = Г(ݐ)ߦ
(ݐ)ݒ = (ݐ)ߦܪ

(0)ߦ			, = .ߦ �

Задача синтеза регулятора заключается в формировании такого закона
управления, который в замкнутой системе обеспечит нулевую
установившуюся ошибку слежения на заданный класс задающих воздействий.

Как уже упоминалось ранее, поскольку матрицы Г и  известны, аܪ
сигнал доступен прямым измерениям, то для решения данной задачи (ݐ)ߦ
выберем закон управления следующего вида:

(ݐ)ݑ = (ݐ)݁ܭ + ,(ݐ)ߦܮ (4.16)

где матрица находится из решения уравнений ܭ

ቄܪܤ = Гܯ − ܯܣ
ܭ = ଵିܯܪ−

� (4.17)

Дополнительное слагаемое  в выражении (4.16) введено дляߦܮ
устранения влияния задающего воздействия на установившуюся ошибку.

Посредством подстановки (4.16) в систему (4.15), перепишем модель
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ошибок в следующей форме:

൜
(ݐ)̇݁ = (ݐ)݁ܣ − (ݐ)݁ܭܤ − (ݐ)ߦܮܤ + (ݐ)ߦܮܤ

(ݐ)߳ = (ݐ)݁ܥ 	. � (4.18)

или

൜
(ݐ)̇݁ = (ݐ)݁ܣ − (ݐ)݁ܭܤ

(ݐ)߳ = (ݐ)݁ܥ 	. � (4.19)

В результате получена автономная система, и с учетом обозначения

ܨ = ܣ − ܭܤ

перепишем уравнение (4.19) в следующем виде:

൜
(ݐ)̇݁ = (ݐ)݁ܨ
(ݐ)߳ = .	(ݐ)݁ܥ

� (4.20)

Как видно из выражения (4.20), посредством соответствующего выбора
параметров матрицы K можно получить желаемые корни характеристического
полинома замкнутой системы. В результате обеспечиваются желаемые
динамические показатели качества, и замкнутая система отрабатывает
заданный класс задающих воздействий с нулевой установившейся ошибкой.

Замечание 4.6 При отклонении коэффициентов матрицы  отܮ
рассчитанных по формуле (4.14) ошибка слежения будет принимать
ненулевое значение, и условие lim௧→ஶ‖߳(ݐ)‖ = 0 выполняться не будет.

Таким образом, задача синтеза регуляторов с прямыми связями решается
в два этапа. На первом этапе рассчитываются параметры матрицы прямых
связей по задающему воздействию  из уравнения (4.14). На втором этапеܮ
вычисляются параметры матрицы линейных обратных связей из системы ܭ
уравнений (4.17). Структурная схема САУ с прямыми связями в режиме
слежения показана на рисунке 4.3.

Рассмотрим альтернативный порядок синтеза регулятора.
Регулятор может быть построен в виде

(ݐ)ݑ = (ݐ)ݔܭ− + .(ݐ)ߦܮ
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Рисунок 4.3 – Структура САУ с прямыми связями в режиме слежения

Матрица находится из условия (14), а матрица ܭ  из решения системыܮ
матричных уравнений

൜
ܮܤ = Гܯ − ܣ) − ܯ(ܭܤ

ܪ = ܯܥ
		. �

При этом система управления в режиме слежения будет иметь структуру,
представленную на рисунке 4.4.

Рисунок 4.4 – Структура САУ в режиме компенсации с прямыми связями
(альтернативная схема)

Замечание 4.7 Для выполнения целевого условия ݈݅݉௧→ஶ‖߳(ݐ)‖ = 0 с помощью
регулятора с прямыми связями требуется информация о параметрах матриц
Г и  и измерения сигналаܪ .модели задающего воздействия (4.8) (ݐ)ߦ	

Вопросы для самоконтроля.
1. Какие составляющие регулятора с прямыми связями
непосредственно обеспечивают слежение за сигналом задания и
стабилизацию замкнутой системы?
2. Чему равен порядок замкнутой системы с регулятором с прямыми
связями?
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4.4 Синтез наблюдателя состояния модели задающего воздействия

В некоторых случаях системы автоматического управления должны
осуществлять слежение за сигналом задания, параметры модели которого
известны, но вектор состояния недоступен прямым измерениям. Тогда можно
построить наблюдатель переменных состояния задающего воздействия [11].

Пусть модель задающего воздействия описывается в пространстве
состояний моделью (4.2). Необходимо синтезировать наблюдатель,
формирующий оценку вектора состояния модели сигнала задания ,(ݐ)ߦ
который обозначим как и обеспечивающий выполнение целевого ,(ݐ)መߦ
условия

lim
௧→ஶ

ฮߦመ(ݐ) − ฮ	(ݐ)ߦ = 0.

Если вектор состояния наблюдателя будет повторять поведение вектора
состояния модели задающего воздействия с точностью до линейного
преобразования, то будет выполняться условие подобия

(ݐ)̅ߦ = ,(ݐ)መߦഥܯ (4.21)

где ഥ – неособая матрица преобразования размераܯ ݍ × – (ݐ)መߦ	,ݍ  вектор
оценок состояния модели задающего воздействия, вектор состояния – (ݐ)̅ߦ	
наблюдателя сигнала задания вида

(ݐ)̇̅ߦ = (ݐ)̅ߦܩ̅ + ,(ݐ)ത݃ܮ (4.22)

где произвольная гурвицева матрица размера – ܩ̅ ݍ × ത – матрица входаܮ	,ݍ
модели размера ݍ × ݇, которая определяется из условия полной управляемости
пары .(തܮ,ܩ̅)

С учетом (4.2), (4.21) и (4.22) справедливо соотношение

(ݐ)̇̅ߦ = (ݐ)መߦഥГܯ = (ݐ)መߦഥܯܩ̅ + (ݐ)ߦܪതܮ

где матрица ഥ является решением матричного уравнения типа Сильвестраܯ
вида

ഥГܯ − ഥܯܩ̅ = .ܪതܮ (4.23)
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Тогда оценку вектора состояния модели задающего воздействия можно
вывести следующим образом:

(ݐ)መߦ = .(ݐ)̅ߦഥିଵܯ (4.24)

Проанализируем ошибку (невязку) наблюдения

(ݐ)ሚߦ = (ݐ)መߦ − (ݐ)ߦ

путем ее дифференцирования, принимая во внимание (4.2) и (4.22):

(ݐ)ሚ̇ߦ = (ݐ)̅ߦܩഥିଵ̅ܯ + (ݐ)ߦܪതܮഥିଵܯ − Гߦ(ݐ). (4.25)

Теперь распишем (4.25) с учетом (4.21) и (4.23):

(ݐ)ሚ̇ߦ = ഥିଵܯ ቀ̅ܯܩഥߦመ(ݐ) + ൫ܯഥГ − ቁ(ݐ)ߦഥ൯ܯܩ̅ − Гߦ(ݐ),

и получим

(ݐ)ሚ̇ߦ = .(ݐ)ሚߦഥܯܩഥିଵ̅ܯ

Таким образом, синтез наблюдателя состояния модели задающих
воздействий сводится к расчету матрицы на основе желаемых показателей ,ܩ̅
качества наблюдателя (4.22), и нахождении матрицы преобразования ഥ дляܯ
формирования окончательной оценки (4.24). Структурная схема САУ в
режиме слежения с прямыми связями и с наблюдателем задающих
воздействий представлена на рисунке 4.5.

Рисунок 4.5 – Структура САУ в режиме слежения с прямыми связями и с
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наблюдателем задающих воздействий

Вопросы для самоконтроля.
1. Каким образом выбираются матрицы наблюдателя состояния
модели задающего воздействия и ܩ̅ ?തܮ	
2. Потребуется ли построение наблюдателя состояния модели
задающего воздействия в условиях неизмеримости сигнала если ,(ݐ)ߦ
для решения задачи слежения используется регулятор на базе метода
встроенной модели?
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5 МЕТОДЫ УПРАВЛЕНИЯ ОБЪЕКТАМИ В УСЛОВИЯХ ДЕЙСТВИЯ
ВНЕШНИХ ВОЗМУЩЕННИЙ

Рассматривается задача синтеза регуляторов для объектов, подверженных
влиянию внешних возмущений. Результат действия внешних возмущений
необходимо скомпенсировать [3, 11] с использованием методов,
рассмотренных в предыдущих разделах. Представлены подходы с
применением регулятора с интегральной составляющей, метода встроенной
(внутренней) модели и регулятора с прямыми связями (комбинированный
регулятор). Отдельно рассмотрены методы синтеза наблюдателей
возмущения.

5.1 Постановка задачи

Пусть задан возмущенный объект управления следующего вида:

൜
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ + (ݐ)݂ܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ
�, (5.1)

где – (ݐ)ݔ ݊-мерный вектор состояния объекта управления; – (ݐ)ݕ ݈-мерный
вектор выходных переменных; – (ݐ)݂	 мерный вектор возмущающих-ݎ
воздействий; – (ݐ)ݑ ݉-мерный вектор сигналов управления; ,матрица – ܣ
определяющая свойства объекта управления и имеющая размер ݊ × ݊; – ܤ
матрица входа для управляющих воздействий размера ݊ × ݉;  – матрицаܤ	
входа возмущающих воздействий размера ݊ × ;ݎ матрица выхода размера – ܥ
݈	 × 	݊.

На объект действует внешнее возмущение, модель которого задается в
виде

ቊ
(ݐ)̇ߦ = Гߦ(ݐ)
(ݐ)݂ = (ݐ)ߦܪ

� , (0)ߦ = బߦ , (5.2)

где – (ݐ)ߦ ;мерный вектор состояния модели возмущающего воздействия-ߟ
– (0)ߦ мерный вектор начального состояния модели возмущающего-ߟ
воздействия; Г – матрица, определяющая вид возмущающего воздействия
размера ߟ × ;ߟ  – матрица выхода модели возмущающего воздействияܪ
размера ݎ × .ߟ

Требуется синтезировать регулятор состояния, обеспечивающий в
замкнутой системе заданные показатели качества с учетом влияния внешнего
возмущения.
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5.1.1 Синтез регулятора с интегральной составляющей

В случае, когда порядок астатизма объекта управления меньше порядка
модели возмущающего воздействия, использование статического регулятора в
замкнутой системе приводит к возникновению установившейся ошибки,
которая в худшем случае может неограниченно увеличиваться. Для
устранения такой ошибки можно использовать регулятор с дополнительной
интегральной составляющей (или ОПИ-регулятор), который имеет следующий
вид:	

(ݐ)ݑ = (ݐ)ݔܭ− − ூනܭ ߤ݀(ߤ)ݕ
௧


,

где ܭ – матрица линейных обратных связей; – ூܭ матрица коэффициентов
интегральной составляющей регулятора.

Расширенную модель системы с ОПИ-регулятором зададим уравнениями

൜
(ݐ)ݕ̇ = (ݐ)ݔܥ

(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ + 		(ݐ)݂ܤ
�. (5.3)

Вводя обозначения

(ݐ)ݔ = ฬ
(ݐ)ݕ
(ݐ)ݔ ฬ ∈ ℝ

ା ܣ, = ቚ0 ܥ
0 ቚܣ ܤ, = ቚ0ܤቚ തܤ, = ฬ

0
ܤ
ฬ,

уравнение (5.3) преобразуем к виду:

(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ − (ݐ)ݑܤ + .(ݐ)ത݂ܤ (5.4)

На основе требуемых показателей качества эталонная модель для
расширенной модели ошибок формируем как

൝ (ݐ)ߦ̇ = Г	(ݐ)ߦ
(ݐ)ݒ = (ݐ)ߦ	ܪ

�, (5.5)

где (ݐ)ߦ 	 ∈ ℝା–	вектор состояния эталонной модели; (ݐ)ݒ ∈ ℝ	–	 вектор
эталонного управляющего воздействия; Г ∈ ℝ(ା)×(ା)	– матрица,
определяющая требуемые динамические свойства; ,матрица выхода		–	ܪ
которая находится на основе выполнения условия полной наблюдаемости
эталонной модели.
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Решая систему уравнений

ቊܤ	ܪ = Г	ܯ ܯ	ܣ	−
ܭ = ܯ	ܪ	−

ିଵ
� (5.6)

относительно матрицы имеющей размер ,ܯ (݊ + ݈) × (݊ + ݈), находим
расширенную матрицу линейных обратных связей размера ܭ ݉ × (݊ + ݈).
Матрица содержит коэффициенты интегральной составляющей ܭ
астатического регулятора ூ и коэффициенты линейных стационарныхܭ
обратных связей то есть ,ܭ

ܭ = ூܭ| .|ܭ

Размер матрицы ூ равенܭ ݉	 × 	݈, а размер матрицы линейных стационарных
обратных связей – ܭ ݉	 × 	݊.

Таким образом, для синтеза регулятора методом модального управления в
рассматриваемом случае необходимо построить расширенную модель ошибок
и выполнить те же процедуры, которые были использованы для синтеза
алгоритмов управления, рассмотренных в предыдущем разделе. Структурная
схема САУ с ОПИ-регулятором представлена на рисунке 5.1.

Рисунок 5.1 – Структура САУ с ОПИ-регулятором

Замечание 5.1 Уравнение (5.6) имеет единственное решение в том случае,
если объект управления является одноканальным и обладает свойством
полной управляемости, а эталонная модель – свойством полной
наблюдаемости.
Замечание 5.2 С помощью ОПИ-регулятора выполнение целевого условия
݈݅݉௧→ஶ‖(ݐ)ݕ‖ = 0 возможно обеспечить только в случае компенсации
постоянного сигнала. Компенсация линейно-нарастающего возмущения
обеспечивается с некоторой установившейся ошибкой, при управлении в
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условиях гармонических возмущений регулируемая переменная будет также
иметь гармонический характер.

5.1.2 Метод встроенной (внутренней) модели

Если матрица Г известна, то встроенная модель внешнего воздействия в
структуру регулятора определяется следующим образом [11]:

(ݐ)కݔ̇ = Гݔక(ݐ) + ,(ݐ)ݕܩ (5.7)

где – (ݐ)కݔ мерный вектор состояния встроенной модели внешних-ߟ
воздействий; матрица входа модели размера – ܩ ߟ × ݈, которая определяется из
условия полной управляемости пары (Г,ܩ).

Введем в рассмотрение расширенную модель объекта управления в виде

ቊ
(ݐ)కݔ̇ = Гݔక(ݐ) + (ݐ)ݔܥܩ

(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ + (ݐ)݂ܤ
� (5.8)

Вектор состояния расширенной модели составим из векторов состояния
возмущающего воздействия и объекта управления

(ݐ)ݔ̅ = ฬ
(ݐ)కݔ
(ݐ)ݔ ฬ ∈ ℝ

ఎା.

В результате получим уравнения расширенной модели в виде

(ݐ)ݔ̇̅ = (ݐ)ݔ̅ܣ̅ + (ݐ)ݑതܤ + ,(ݐ)ത݂ܤ (5.9)

где

Aഥ = ฬГ ܥܩ
0 ܣ

ฬ തܤ, = ቚ0ܤቚ തܤ, = ฬ
0
ܤ
ฬ.

На основе желаемых показателей качества системы сформируем
расширенную эталонная модель:

ቊߦ
(ݐ)̇̅ = Гത(ݐ)̅ߦ

(ݐ)ݒ̅ = (ݐ)̅ߦഥܪ
	. � (5.10)
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где (ݐ)ߦ 	 ∈ ℝାఎ–	вектор состояния эталонной модели; (ݐ)ݒ ∈ ℝ	–	 вектор
эталонного управляющего воздействия; Г ∈ ℝ(ାఎ)×(ାఎ)	– матрица,
определяющая требуемые динамические свойства системы; матрица	–ܪ
выхода эталонной модели, которая находится на основе выполнения условия
полной наблюдаемости эталонной модели.

Решая систему уравнений

൜ܯഥГത − ഥܯܣ̅ = ഥܪതܤ
ഥܭ = ഥିଵܯഥܪ−

� (5.11)

относительно матрицы ഥ, находим расширенную матрицу линейныхܯ
обратных связей ഥ, которая обеспечивает заданный характеристическийܭ
полином в замкнутой системе в том случае, если матрицы описания
расширенной системы തܤ,ܣ̅  образуют полностью управляемую пару.

Сигнал управления формируется в виде

(ݐ)ݑ = .(ݐ)ݔഥ̅ܭ−

Замечание 5.3 Расширенная система является полностью управляемой, если:
¾ объект управления является полностью управляемым;
¾ пара Г,ܩ является полностью управляемой;
¾ эталонная модель (5.10) является полностью наблюдаемой.

Таким образом, для регулятора методом модального управления в
рассмотренном случае необходимо построить расширенную модель системы и
выполнить те же этапы, которые использовались для синтеза алгоритмов
управления в предыдущем разделе. Структурная схема САУ с встроенной
моделью представлена на рисунке 5.2.

Рисунок 5.2 – Структура САУ с встроенной моделью
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Замечание 5.4 Регулятор на основе метода встроенной модели позволяет
обеспечить выполнение целевого условия ݈݅݉௧→ஶ‖(ݐ)ݕ‖ = 0, используя только
параметры матрицы Г модели возмущающего воздействия (4.2). Ненулевые
начальные условия, параметры матрицы  и измерения сигналаܪ для (ݐ)ߦ	
расчета регулятора не требуются. При расчете регулятора также не
используются параметры матрицы входа возмущающих воздействий .ܤ

5.1.3 Синтез регулятора с прямыми связями

В случае, когда матрицы Г и  известны, а сигналܪ доступен (ݐ)ߦ
прямым измерениям, для решения задачи компенсации влияния возмущения
можно использовать регулятор с прямыми связями.

 Определим модель ошибки компенсации влияния возмущения, используя
соотношение подобия:

(ݐ)ݔ = (ݐ)ߦܯ − ,(ݐ)ݔ (5.12)

Тогда ошибка компенсации возмущения по выходу будет иметь вид

(ݐ)ݕ = (ݐ)ߦܯܥ − .(ݐ)ݕ

Запишем уравнение состояния объекта управления в виде

(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ + .(ݐ)ߦܪܤ (5.13)

Дифференцируя (5.12) с учетом (5.13), получим

(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ߦГܯ − (ݐ)ߦܯ)ܣ − ((ݐ)ݔ − (ݐ)ݑܤ − (ݐ)ߦܪܤ

или

ቊ
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ߦ(ܯܣ−Гܯ) − (ݐ)ݑܤ − (ݐ)ߦܪܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ߦܯܥ − (ݐ)ݕ
�,

где матрицы  иܯ - рассчитываются из совместного решения двух векторноܮ
матричных уравнений:
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൜
ܮܤ + ܪܤ = Гܯ − ܯܣ

ܯܥ = 0 		. �

Тогда модель ошибок будет иметь следующий вид:

ቊ
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ߦܮܤ − (ݐ)ݑܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ߦܯܥ − (ݐ)ݕ 	. � (5.14)

На основе желаемых показателей качества построим эталонную модель в
следующем виде:

൜ ߦ
(ݐ)̇ = Г(ݐ)ߦ
(ݐ)ݒ = (ݐ)ߦܪ

(0)ߦ			, = .ߦ �

Задача синтеза регулятора состоит в нахождении такого управляющего
воздействия, которое в замкнутой системе обеспечивает нулевую
установившуюся ошибку при заданном классе возмущающих воздействий.

Для решения данной задачи управляющее воздействия построим в виде

(ݐ)ݑ = (ݐ)ݔܭ + .(ݐ)ߦܮ (5.15)

Матрицу линейных обратных связей найдем из решения следующей ܭ
систему уравнений:

ቄܪܤ = Гܯ − ܯܣ
ܭ = ଵିܯܪ−

� (5.16)

За счет этого обеспечиваются требуемые показатели качества замкнутой
системы управления. Дополнительное слагаемое в выражении (5.15) (ݐ)ߦܮ
введено для компенсации влияния возмущающего воздействия на
установившуюся ошибку системы.

После подстановки (5.15) в (5.14), модель ошибок примет вид

൜
(ݐ)ݔ̇ = ܣ) − (ݐ)ݔ(ܭܤ
(ݐ)ݕ = (ݐ)ߦܯܥ − .	(ݐ)ݕ

� (5.17)

Вводя обозначение

ܨ = ܣ − ,ܭܤ

нетрудно видеть, что уравнения (5.17) являются автономными:
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൜
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܨ
(ݐ)ݕ = .	(ݐ)ݔܥ

� (5.18)

Как следует из автономности уравнений (5.18), устойчивость системы
гарантирует сходимость к нулю всех компонент вектора ошибок .(ݐ)ݔ
Обеспечивая соответствующим выбором матрицы линейных обратных связей
K требуемых корней характеристического полинома замкнутой системы,
достигается желаемая динамика процессов регулирования. Другими словами,
замкнутая система полностью компенсирует заданный класс возмущающих
воздействий, и при этом обеспечиваются требуемые динамические показатели
качества. Структурная схема САУ с прямыми связями представлена на
рисунке 5.3.

Рисунок 5.3 – Структура САУ с прямыми связями

Возможен альтернативный порядок синтеза регулятора. В этом случае
управляющее воздействие формируем в виде

(ݐ)ݑ = (ݐ)ݔܭ− + .(ݐ)ߦܮ

Матрицу находим из уравнений (5.16), а матрицу ܭ  – из решения системыܮ
матричных уравнений

൜
ܮܤ + ܪܤ = Гܯ − ܣ) − ܯ(ܭܤ

ܯܥ = 0 		. �

Структурная схема системы управления с компенсацией возмущения
будет иметь вид, показанный на рисунке 5.4.
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Рисунок 5.4 – Структурная схема САУ с прямыми связями по
возмущению (альтернативная схема)

Замечание 5.5 Изменение коэффициентов матрицы  приводит кܮ
нарушению условия автономности модели ошибок и возникновению ненулевых
установившихся значений ошибок компенсации.
Замечание 5.6 Для заданного класса возмущений регулятор с прямыми
связями всегда обеспечивает сходимость регулируемой переменной (ݐ)ݕ
объекта к нулю за счет выполнения условия ܯܥ = 0. Сходимость к нулю
вектора состояний объекта может быть обеспечено лишь в частном	(ݐ)ݔ
случае, когда выполняется условие ܮܤ + ܪܤ = 0, иными словами, когда
матрицы и ܤ  линейно зависимые (существует такой скалярܤ что ,ߢ
выполняется условие ܤ = .(ܤߢ
Замечание 5.7 Для выполнение целевого условия ݈݅݉௧→ஶ‖(ݐ)ݕ‖ = 0 с помощью
регулятора с прямыми связями требуется информация о параметрах матриц
Г и  и измерения сигналаܪ .модели возмущающего воздействия (5.2) (ݐ)ߦ	

Вопросы для самоконтроля.
1. Записать выражения, которые определяют синтез ОПИ-
регулятора.
2. Какая информация (параметры, сигналы) о модели внешнего
возмущения используется при синтезе регулятора на базе метода
встроенной модели?
3. Какая информация (параметры, сигналы) о модели внешнего
возмущения используется при синтезе регулятора с прямыми связями?
4. Как упростится синтез регулятора с прямыми связями, если
исходный объект управления полностью удовлетворяет требуемым
динамическим показателям качества?
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5.2 Постановка задачи оценки возмущений

В большинстве случаев системы автоматического управления
функционируют в условиях влияния внешних возмущений, которые могут
быть недоступны прямым измерениям. Для решения задачи оценки
возмущения используются наблюдатели расширенного и редуцированного
(пониженного) порядка. Расширенный наблюдатель используется в тех
случаях, когда требуется оценить переменные состояния объекта управления и
переменные состояния модели внешнего возмущения. Редуцированный
наблюдатель предназначен для оценки только переменных состояния модели
возмущения, когда вектор состояния объекта управления доступен прямым
измерениям.

Рассмотрим объект управления, подверженный влиянию внешней среды,
который описывается в пространстве состояний уравнениями (5.1). При этом
будем считать, что объект управления удовлетворяет условию полной
наблюдаемости.

Модель возмущающего воздействия зададим в пространстве состояний в
виде (5.2). Необходимо синтезировать наблюдатель, который по измерениям
входа и выхода объекта управления формирует оценку вектора состояния
возмущения обеспечивая выполнение целевого условия ,(ݐ)መߦ

lim
௧→ஶ

ฮߦ(ݐ) − ฮ(ݐ)መߦ = 0.

5.2.1 Синтез наблюдателя расширенной размерности

В случае, когда компоненты вектора состояния объекта управления не
доступны прямому измерению, необходимо решать задачу одновременной
оценки вектора состояния объекта управления (5.1) и внешнего возмущения
(5.2) с помощью наблюдателя расширенной размерности [1, 3, 11].

Для решения задачи сформируем модель расширенной системы, которая
включает в себя модель объекта управления (5.1) и модель возмущения (5.2):

ቊ
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ̅ + (ݐ)ݑതܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔ̅ܥ
	, � (5.19)

где расширенный вектор состояния и составные матрицы имеют вид

(ݐ)ݔ = ฬ
(ݐ)ߦ
(ݐ)ݔ ฬ , Aഥ = ฬ

Г 0
ܪܤ ฬܣ തܤ, = ቚ0ܤቚ ̅ܥ, = |0 .|ܥ

Тогда наблюдатель расширенной размерности может быть описан
следующей системой уравнений:
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ቊ
(ݐ)ො̇ݔ = (ݐ)ොݔܣ̅ + (ݐ)ݕ)തܮ − ((ݐ)ොݕ + (ݐ)ݑതܤ

(ݐ)ොݕ = (ݐ)ොݔ̅ܥ
	, � (5.20)

где (ݐ)ොݔ = ቤߦ
መ(ݐ)
(ݐ)ොݔ

ቤ ∈ ℝାఎ – вектор состояния наблюдателя, ത – матрица входаܮ

наблюдателя размера ((݊ + (ߟ 	× 	݈).
Введем в рассмотрение вектор невязки который характеризует ,(ݐ)ݔ

отклонение вектора состояния наблюдателя от вектора состояния (ݐ)ොݔ
расширенной модели, в виде

(ݐ)ݔ = (ݐ)ݔ − .(ݐ)ොݔ (5.21)

Продифференцируем по времени :с учетом выражений (5.19) и (5.20) (ݐ)ݔ

(ݐ)̇ݔ = (ݐ)ݔܣ̅ + (ݐ)ݑതܤ − (ݐ)ොݔܣ̅ − (ݐ)ݔ̅ܥത൫ܮ − ൯(ݐ)ොݔ̅ܥ − .(ݐ)ݑതܤ

С учетом выражения (5.21), производная вектора невязки по времени
приобретает вид

(ݐ)̇ݔ = ܣ̅) − .(ݐ)ݔ(̅ܥതܮ (5.22)

На основе желаемых показателей качества сформируем расширенную
эталонную модель:

ቊߦ
̅н̇(ݐ) = Гതнߦн̅(ݐ)
(ݐ)нݒ̅ = (ݐ)н̅ߦഥнܪ

	. � (5.23)

где (ݐ)н̅ߦ 	 ∈ ℝାఎ–	вектор состояния эталонной модели; (ݐ)нݒ̅ ∈ ℝ 	– вектор
эталонного управляющего воздействия; Гതн ∈	– матрица размера (݊ + (ߟ × (݊ +
;определяющая требуемые динамические свойства наблюдателя ,(ߟ
матрица выхода эталонной модели размера	ഥн–ܪ ݈ × (݊ + которую выберем ,(ߟ
из условия полной наблюдаемости эталонной модели.

Учитывая принцип дуальности свойств управляемости и наблюдаемости,
задача вычисления матрицы തܮ сводится к решению матричного уравнения
типа Сильвестра вида

ഥнГതнܯ − ഥнܯ்ܣ̅ = ഥнܪ்̅ܥ
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ത்ܮ = .ഥнିଵܯഥнܪ−

Уравнения решаются относительно матрицы ഥн. Далее вычисляется матрицаܯ
входов .ത наблюдателя расширенной размерностиܮ

Вводя обозначение матрицы описания наблюдателя

തнܨ = ܣ̅ − ̅ܥതܮ

и упрощая соотношение (5.22), получаем выражение

(ݐ)̇ݔ = .(ݐ)ݔതнܨ

Вектор невязки будет стремиться к нулю, если матрица (ݐ)ݔ является	തнܨ
гурвицевой, то есть все ее собственные числа имеют отрицательные
вещественные части.

Таким образом, задача синтеза наблюдателя расширенной размерности
заключается в нахождении матрицы входов ത, которая обеспечивает желаемыеܮ
собственные числа матрицы തн. Структурная схема САУ в режимеܨ
компенсации возмущения с прямыми связями и расширенным наблюдателем
представлена на рисунке 5.5.

Рисунок 5.5 – Структурная схема САУ с расширенным наблюдателем и
прямыми связями в режиме компенсации возмущения
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разрешима при условии, что объект управления и модель возмущения
являются полностью наблюдаемыми.

5.2.2 Синтез наблюдателя пониженной размерности

Если вектор состояния объекта управления доступен прямому
измерению, то в этом случае целесообразно сформировать оценку переменных
состояния модели внешнего возмущения с помощью наблюдателя возмущения
пониженной размерности [1, 3, 11].

Наблюдатель возмущения пониженной размерности описывается
следующей системой уравнений:

ቊ
(ݐ)መߦ = (ݐ)ݖ̂ + (ݐ)ݔ̅ܥܮ

(ݐ)ݖ̇̂ = (ݐ)ݖн̂ܨ + ̅ܥܮнܨ) − (ݐ)ݔ(ܣ̅ܥܮ − (ݐ)ݑܤ̅ܥܮ
�, (5.24)

где – (ݐ)ݖ̂ мерный вектор состояния вспомогательного фильтра, то есть-ߟ
(ݐ)	ݖ̂ ∈ 	ℝఎ ; матрицы –нܨ ߟ	 × ,ߟ –	ܮ ߟ	 × ,ݎ –	̅ܥ ݎ	 × ݊ определяются
следующими соотношениями:

нܨ = Г − ,ܪܮ
ܤ̅ܥ = .ܫ

На основе желаемых показателей качества наблюдателя сформируем
эталонную модель:

൜ߦн̇(ݐ) = Гнߦн(ݐ)
(ݐ)нݒ = (ݐ)нߦнܪ

	. � (5.25)

Нахождение матрицы ܮ сводится к решению матричного уравнения типа
Сильвестра

нГнܯ − Г்ܯн = нܪ்ܪ
்ܮ = нܯнܪ−

ିଵ.

Введем в рассмотрение вектор невязки

(ݐ)ሚߦ = (ݐ)ߦ − (ݐ)መߦ

и продифференцируем с учетом (5.2) и (5.24)
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(ݐ)ሚ̇ߦ = Гߦ(ݐ) − (ݐ)ݖн̂ܨ − ̅ܥܮнܨ) − (ݐ)ݔ(ܣ̅ܥܮ + (ݐ)ݑܤ̅ܥܮ
− (ݐ)ݔܣ൫̅ܥܮ + (ݐ)ݑܤ + .൯(ݐ)ߦܪܤ

В результате получаем выражение

(ݐ)ሚ̇ߦ = .(ݐ)ሚߦнܨ

Вектор невязки будет стремиться к нулю в том случае, если матрица (ݐ)ሚߦ
.н является гурвицевойܨ

В результате, задача синтеза наблюдателя возмущения пониженной
размерности сводится к вычислению матриц и нахождению желаемой ̅ܥ,ܮ
матрицы н на основе заданных показателей качества. Структурная схема САУܨ
с наблюдателем пониженной размерности и с прямыми связями в режиме
компенсации возмущения  показана на рисунке 5.6.

Рисунок 5.6 – Структура САУ с наблюдателем пониженной размерности
и с прямыми связями в режиме компенсации возмущения

Вопросы для самоконтроля.
1. Чему равен  порядок замкнутой  системы с регулятором с
прямыми связями и с расширенным наблюдателем в режиме компенсации
возмущения.
2. При выполнении каких условий возможно применение
наблюдателя пониженной размерности?
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В учебном пособии рассмотрены способы решения задач стабилизации,
слежения, наблюдения состояния и компенсации возмущений для класса
линейных стационарных непрерывных систем управления методами
модального синтеза, а также с обеспечением желаемой степени сходимости и
качественной экспоненциальной устойчивости.

В первой главе представлена обобщенная схема линейной непрерывной
системы автоматического управления и перечислены основные ее
компоненты.

Вторая глава посвящена базовым положениям теории модального
управления. Рассмотрены способы формирования эталонных моделей
поведения системы на основе стандартных полиномов Ньютона и Баттерворта.
Рассмотрены схемы модального стабилизирующего управления на основе
приведения объекта управления и эталонной модели к каноническому виду,
матричного уравнения Сильвестра и формул Аккермана и Басса-Гура.
Отдельно рассмотрена задача стабилизации с обеспечением желаемой степени
сходимости и качественной экспоненциальной устойчивости с
использованием матричного уравнения типа Риккати. Представлены
точностные показатели качества и методы расчета установившейся ошибки.

В третьей главе приведены способы построения наблюдателей для
объектов с неизмеряемым состоянием. Рассмотрены схемы наблюдателей
полной и пониженной размерности.

Четвертая глава посвящена решению задачи отработки системой
задающего воздействия (задача слежения). Приведены три различные схемы
реализации систем слежения на базе модального управления: на основе
регулятора с интегральной составляющей, на основе метода встроенной
(внутренней) модели, на основе регулятора с прямыми связями
(комбинированный регулятор).

В пятой главе рассмотрена задача стабилизации системы в условиях
действия внешних возмущений, или задача компенсации возмущения.
Приведены три схемы реализации систем, представленных в предыдущей
главе и обеспечивающих стабилизацию системы или полной компенсацию
внешнего возмущающего воздействия. Отдельно рассмотрен синтез
расширенного и редуцированного наблюдателей возмущения.

Рассмотренные в настоящем учебном пособии методы управления,
процедуры формирования эталонных моделей и процедуры синтеза
управляющих воздействий позволяют обеспечить желаемое поведение
замкнутых САУ.
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