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Предисловие
В учебном пособии представлены некоторые аспекты применения методов тео-
рии вероятностей математической статистики и теории случайных процессов
в инженерных задачах. В первом разделе приведены базовые сведения о слу-
чайных процессах, их типах и статистических характеристиках. Во втором и
третьем разделах пособия приведены примеры различных технических систем,
поведение которых может характеризоваться как стохастическое, а также рас-
смотрены основные классы моделей таких систем (с использованием понятий-
ного аппарата теории автоматического управления). В четвертом разделе посо-
бия приведены теоретические сведения о марковских и полумарковских процес-
сах и выведены их основные статистические характеристики. В пятом разделе
пособия разбирается задача построения математических моделей выходных ха-
рактеристик датчиков с применением аппарата регрессионного анализа и кон-
цепции правдоподобия. В шестом разделе пособия рассмотрены основы теории
планирования эксперимента и последующей обработки результатов экспери-
мент с применением методов математической статистики. В седьмом разделе
пособия приведены теоретические сведения о методах прогнозирования и про-
цедура синтеза фильтра Калмана.

Учебное пособие рассчитано на студентов направлений Робототехника, Ин-
теллектуальная робототехника и Управление в технических системах, однако
оно может быть рекомендовано также аспирантам и молодым специалистам,
которым по роду своей образовательной и практической деятельности прихо-
дится иметь дело с проблемами статистического анализа экспериментальных
данных, расчета параметров марковских процессов и управления стохастиче-
скими системами и процессами.

На основе настоящего пособия может быть построен курс лекций по дис-
циплинам, связанным с применением статистических методов в инженерных
исследованиях, а также более узкоспециальных дисциплин, таких как плани-
рование и обработка результатов экспериментов. При построении курса лекций
могут быть использованы лишь некоторые разделы настоящего пособия в зави-
симости от количества лекционных часов, при этом разделы, не включенные в
лекционный курс, рекомендуется включить в самостоятельную работы студен-
та для сохранения целостности восприятия материала. В качестве заданий для
практических занятий рекомендуется использовать расчетные работы, охваты-
вающие материал одного конкретного раздела дисциплины,например, расчет
параметров преобразовательной характеристики датчика (см. раздел 6.1) или
расчет параметров фильтра Калмана (см. раздел 8.5). В качестве самостоятель-
ной работы студента рекомендуется изучение литературы с более подробным
изложением положений теории случайных процессов [1, 2]. Для направления
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подготовки "Управление в технических системах"также рекомендуется в ка-
честве самостоятельной работы студента более подробное изучение пособия по
стохастическим системам управления [5].
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1 Введение
Важнейшим понятием кибернетики и теории систем является понятие системы.
Система представляет собой совокупность взаимосвязанных элементов, выде-
ленных из внешней среды, взаимодействующих между собой и со средой, име-
ющих общую цель функционирования и заданную либо изменяющуюся во вре-
мени структуру.

Элемент – составная часть. Разделение системы возможно по различным
признакам и до различных уровней. Следует сразу различать функциональные
либо конструктивные реальные элементы системы и элементы математической
модели системы.

В теории управления и автоматике в качестве элементов моделей систем
выступают типовые динамические звенья, а также звенья, представленные бе-
зинерционными нелинейными зависимостями.

При рассмотрении надежности систем в качестве элемента системы выби-
рают такую часть системы, которую далее не имеет смысла разделять при
локализации отказов и их устранении.

Подсистема – часть системы, меньшая, чем сама система, но большая, чем
элемент. Подсистемы выделяются по функциональному, конструктивному либо
иным признакам.

Структура системы определяется составом элементов и связями между ни-
ми. Связи характеризуются направлением, интенсивностью и природой.

Цель системы – наиболее качественное функционирование системы (когда
система работает наилучшим образом).

В любой системе управления (СУ) прежде всего выделяют объект управ-
ления (ОУ) и устройство управления (УУ).

В технике ОУ обычно является некоторое техническое устройство либо фи-
зическая система.

Управление – это целенаправленное воздействие на ОУ для достижения
требуемого качества его функционирования.

Любой процесс управления содержит в себе следующие основные компонен-
ты:

• формирование цели управления;

• получение информации о текущем состоянии ОУ;

• сравнение текущего состояния ОУ с требуемым и выработка управляющих
воздействий;

• непосредственное приложение сформированных управляющих воздействий
ко входам ОУ.
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Система
w

yg x
Рис. 1: Схематическое изображение модели явления (системы).

Научные модели и методы исследований, используемые в инженерной прак-
тике, разделяют на детерминированные и вероятностные, стохастические, ста-
тистические.

В природе и в функционировании технических систем есть явления, про-
текающие в устойчивых формах: законы движения планет, основные законы
физики и т.п.

Другая группа явлений, отличная от детерминированных, характеризуется
существенным влиянием множества случайных факторов. Эти явления долж-
ны изучаться статистическими методами на основе вероятностных моделей.

Модель явления (системы) есть упрощенное представление процессов и свя-
зей в данном явлении (системе), представленное в удобном для исследования
и анализа форме. Модель, описанная средствами математического аппарата,
называется математической моделью, при этом вектор состояния системы, как
правило, обозначают x, выходной сигнал – y, задающее воздействие – g, а воз-
мущающее воздействие – w (см. рисунок 1).

В детерминированных системах g и w представляются детерминированны-
ми (однозначно определяющимися значением аргумента) функциями времени.
Для исследования детерминированных систем используют детерминированные
методы и подходы. Описание детерминированных систем представляется де-
терминированными операторами, а начальные условия системы задаются чис-
ленными значениями. Реакция детерминированных систем определяется одно-
значно.

В стохастических системах в операторах описания системы содержатся эле-
менты с вероятностными свойствами. Задающее и возмущающее воздействия
представляются в виде случайных процессов. Для начальных условий задают-
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ся их статистические распределения. В описанных условиях реакция системы
определяется с точностью до ее вероятностных характеристик. Статистические
методы требуют при их применении большего объема описания системы и при-
менения более изощренного математического аппарата.

При использовании вероятностных методов исследования систем достигает-
ся более естественное описание системы, полнее отражающее свойства системы
и условия ее функционирования, удается установить особенности системы, не
учитываемые в детерминированной модели, на основе вероятностных методов
удается синтезировать УУ, осеспечивающие системе лучшие динамические ха-
рактеристики.

В регуляторах для стохастических систем при их синтезе появляются до-
полнительные функциональные блоки.

Использование вероятностных моделей и методов позволяет учесть возмож-
ное случайное изменение структуры, режимов работы и целей функциониро-
вания системы.

Области статистических методов в инженерных исследованиях:

• статистическая теория разработки, синтеза и оценки качества систем;

• статистическая теория измерений и обработки измерительной информа-
ции;

• статистическая теория оценивания;

• статистические методы в теории надежности;

• статистические методы систем радиоавтоматики.
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2 Случайные процессы
Процесс – изменение во времени некоторой (например, физической) величины.
Процесс – последовательность смены событий (эволюция состояний некоторой
системы).

Говоря о случайных процессах, выделяют множество задания процесса и
множество его значений. t ∈ T – некоторый скалярный либо векторный па-
раметр, T – множество заданий случайного процесса, ξ – множество значений
случайного процесса. Если t – векторный параметр, то случайная функция
называется случайным полем.

Случайная функция есть измеримое отображение Ω в Rn, зависящее от
параметра t: Ω

x(t,ω)→ Rn, где ω ∈ Ω – элементарный исход.
Если параметр t ∈ R1 и по своему физическому смыслу является временем,

то такие случайные функции называют случайными процессами.
Случайные процессы в теории управления и автоматике используют при

моделировании действия внешних случайных возмущений на объект управле-
ния и отражения непредсказуемых и хаотичных изменений в устройстве самого
объекта управления.

К случайным процессам относят такие процессы, поведение которых до на-
чала функционирования системы предсказать невозможно.

При выполнении многих наблюдений за функционированием системы на-
капливается информация о свойствах системы. Появляется возможность вы-
числять и предсказывать вероятности некоторых событий, но поведение си-
стемы может быть охарактеризовано только в вероятностном смысле (можно
предсказать лишь степени возможности наступления событий).

Не всякий процесс с неопределенным поведением может быть отнесен к
случайным процессам. Для того, чтобы процесс обоснованно мог быть отнесен
к классу случайных, должны выполняться условия

• о характере реализации процесса в предстоящем наблюдении можно лишь
строить предположения (однозначного суждения до начала эксперимента
не может быть сформировано принципиально);

• предполагается, что количество наблюдений за системой сколь угодно боль-
шое;

• случайные величины (СВ), получаемые из случайного процесса при фикса-
ции моментов времени, должны обладать свойством стохастической устой-
чивости.

Случайный процесс (СП) может быть рассмотрен с различных точек зре-
ния:

10



• с точки зрения математики случайный процесс является математической
моделью системы, развивающейся во времени;

• с физической точки зрения важны физические свойства процесса (броунов-
ское движение, винкеровский процесс);

• с точки зрения теории систем случайный процесс может быть использован
как модель влияния случайных возмущений на систему;

• с точки зрения теории надежности случайный процесс может служить ана-
литическим описанием некоторых свойств технических систем.

Проводя наблюдение за случайным процессом, фиксируют реализации про-
цесса, которые являются детерминированными функциями времени. Реализа-
ции называют также траекториями или выборочными функциями случайного
процесса. Множество выборочных функций случайного процесса с заданной
вероятностной мерой их появления называется ансамблем и обозначается

xt = {x(t, ω), t ∈ T, ω ∈ Ω} .

Будем связывать элементарное событие ωi с появлением i-ой реализации.
Выборочные функции принадлежат множеству выборочных функций L.

Случайный процесс есть функция двух аргументов: времени t и элемен-
тарного события ω. При фиксации момента времени t получают случайную
величину, которую называют сечением случайного процесса. При фиксации
элементарного события ω получают выборочную функцию (детерминирован-
ную функцию времени).

2.1 Математическое описание случайных процессов
Считается, что случайный процесс описан, если установлены статистические
характеристики, достаточно полно отражающие свойства процесса. В силу то-
го, что случайный процесс может быть представлен множеством его выбороч-
ных функций, его полное описание предполагает перечисление всех выбороч-
ных функций с указанием вероятностей появления каждой из них. Такое пол-
ное описание крайне редко достижимо, кроме того, в нем нет практической
необходимости.

С другой стороны, случайный процесс при фиксации момента времени мож-
но представить как случайную величину, а при фиксации нескольких моментов
времени – систему случайных величин. Тогда для описания случайного про-
цесса можно использовать те же аналитические средства, что и для описания
случайных величин и случайных векторов [1, 2]:
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• функции распределения;

• плотности вероятности;

• моментные характеристики;

• характеристические функции;

• другие средства аналитического описания случайных величин.

Случайный процесс считают описанным, если известен закон распределения
системы случайных величин x (t1), x (t2), . . ., x (tn) для любых n произвольных
моментов времени. При n → ∞ достигается описание случайного процесса,
эквивалентное полному описанию.

2.2 Одномерные функции распределения и плотности
вероятности случайных процессов

Выделим некоторый момент времени t1, зафиксируем значение уровня ξ1. Вы-
берем достаточно большое число реализаций N , из них выберем n1 (t1, ξ1) реа-
лизаций, которые в момент времени t1 прошли ниже уровня ξ1:

n1 (t1, ξ1)

N

∣∣∣∣
N→∞

≈ F1 (t1, ξ1) = P {x (t1) < ξ1} , (1)

где F1 (t1, ξ1) – одномерная функция распределения вероятностей случайного
процесса.

f1 (t1, ξ1) = ∂F1(t1,ξ1)
∂ξ1

.

F1 (t1, ξ1) =
ξ1∫
−∞

f1 (u1, t1) du1.

f1 (t1, ξ1) dξ1 = P {ξ1 < x1(t) ≤ ξ1 + dξ1} – элементарная вероятность.
Функции F1 (t1, ξ1) и f1 (t1, ξ1) описывают поведение случайного процесса

лишь в фиксированный момент времени, но этот момент фиксируется произ-
вольным образом.

Описание случайного процесса плотностями вероятностей физически более
наглядно, чем функциями распределения. Однако с помощью функций рас-
пределения можно описывать более широкий класс случайных процессов (дис-
кретные, непрерывные, смешанные).
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2.3 Двумерные функции распределения и плотности
вероятности случайных процессов

Функции F1 (t1, ξ1) и f1 (t1, ξ1) описывают статистические свойства процесса
только в один фиксированный момент времени. Для получения более полного
описания процесса зафиксируем два момента времени t1 и t2, выберем N реа-
лизаций случайного процесса и из их числа выберем n2 реализаций, которые
в момент времени t1 прошли ниже уровня ξ1, а в момент времени t2 прошли
ниже уровня ξ2:

n2 (t1, ξ1; t2, ξ2)

N

∣∣∣∣
N→∞

≈ F2 (t1, ξ1; t2, ξ2) = P {x (t1) < ξ1, x (t2) < ξ2} ; (2)

f2 (t1, ξ1; t2, ξ2) = ∂2

∂ξ1∂ξ2
F2 (t1, ξ1; t2, ξ2) .

f2 (t1, ξ1; t2, ξ2) dξ1dξ2 – элементарная вероятность.
Для процессов с независимыми значениями (например, гауссовских или

марковских) через одно- и двумерные плотности вероятности можно выразить
все остальные. Для m-мерного случая
nm (t1, ξ1; t2, ξ2; . . . ; tm, ξm)

N

∣∣∣∣
N→∞

≈ Fm (t1, ξ1; t2, ξ2; . . . ; tm, ξm) = P {x (t1) < ξ1, x (t2) < ξ2, . . . , x (tm) < ξm} ;

(3)

fm (t1, ξ1; t2, ξ2; . . . ; tm, ξm) = ∂m

∂ξ1∂ξ2...∂ξm
Fm (t1, ξ1; t2, ξ2; . . . ; tm, ξm) ;

fm (t1, ξ1; t2, ξ2; . . . ; tm, ξm) dξ1dξ2 . . . dξm – элементарная вероятность.
Функции распределения вероятностей случайных процессов неотрицатель-

ны, не изменяются при любых перестановках их аргументов и обладают сле-
дующими свойствами:

• F1 (−∞, t1) = P {x (t1) = −∞} = 0;

• F1 (∞, t1) = P {x (t1) =∞} = 1;

• F1

(
ξ
′′

1 , t1
)
≥ F1

(
ξ
′

1, t1
)
при ξ ′′1 > ξ

′

1;

• P
{
ξ
′

1 < x (t1) ≤ ξ
′′

1

}
= F1

(
ξ
′′

1

)
− F1

(
ξ
′

1

)
=

ξ
′′
1∫
ξ
′
1

f1 (ξ1, t1) dξ1;

• P {x (t1) < ξ1;x (t1) <∞} = F2 (ξ1, t1;∞, t2) = F1 (ξ1, t1) =
ξ1∫
−∞

∞∫
−∞

f2 (u1, t1; ξ2, t2) du1dξ2.

Плотность вероятности случайного процесса обладает следующими свой-
ствами:
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• fn (ξ1, t1; . . . ; ξn, tn) ≥ 0;

•
∞∫
· · ·
∫

−∞
fn (ξ1, t1; . . . ; ξn, tn) dξ1 . . . dξn = 1;

• fn (ξ1, t1; . . . ; ξn, tn) = fn (ξn, tn; . . . ; ξ1, t1);

• fm (ξ1, t1; . . . ; ξm, tm) =
∞∫
· · ·
∫

−∞
fn (ξ1, t1; . . . ; ξm, tm; ξm+1, tm+1; . . . ; ξn, tn) dξm+1 . . . dξn

Из плотности распределения вероятностей n-го порядка можно получить
любую плотность распределения вероятностей меньшей мерности интегрирова-
нием n-мерной плотности распределения вероятностей по "лишним"аргументам.

2.4 Моментные характеристики случайных процессов
• математическое ожидание;

• ковариационная и корреляционная функции;

• дисперсия;

• характеристические функции.

Математическое ожидание нелинейного преобразования случайного процес-
са для случайной величины x с f (ξ)

M [ϕ (x)] =

∞∫
−∞

ϕ (ξ) f (ξ) dξ;

M [ϕ (xt, t)] =

∞∫
−∞

ϕ (ξ, t) f (ξ, t) dt.

2.4.1 Начальные моментные функции

Начальные моментные функции определяются как функции, симметричные
относительно всех своих аргументов и равные математическим ожиданиям со-
ответствующих произведений. Одномерный начальный момент порядка ν1 рас-
считывается как

αν1 (t1) = M [xν1 (t1)] =

∞∫
−∞

ξν11 f1 (ξ1, t1) dξ1.
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Двухмерный начальный момент порядка (ν1 + ν2) рассчитывается как

αν1ν2 (t1, t2) = M [xν1 (t1) · xν2 (t2)] =

∞∫∫
−∞

ξν11 ξ
ν2
2 f2 (ξ1, t1; ξ2, t2) dξ1dξ2.

n-мерный начальный момент порядка (ν1 + ν2 + . . .+ νn) рассчитывается как

αν1ν2...νn (t1, t2, . . . , tn) = M [xν1 (t1) · xν2 (t2) · . . . · xνn (tn)] =

=

∞∫
· · ·
∫

−∞

ξν11 ξ
ν2
2 . . . ξνnn fn (ξ1, t1; ξ2, t2; . . . ; ξn, tn) dξ1dξ2 . . . dξn.

2.4.2 Центральные моментные функции

Центральные моментные функции определяются по аналогии с начальными
моментными функциями, но вместо x (tn)

νn используется центрированное зна-
чение (x (tn)−mx (tn))

νn, гдеmx (t) – математическое ожидание СП (см. раздел
2.4.3).

2.4.3 Математическое ожидание СП

Математическое ожидание mx (t) СП есть неслучайная функция времени, по-
лучаемая осреднением в каждый момент времени СВ, получаемой в сечении
СП, определяемая выражением

mx (t) = M [xt] =

∞∫
−∞

ξf (ξ, t) dξ, (4)

характеризующая среднее течение процесса.
Математическое ожидание СП обладает следующими свойствами:

• математическое ожидание детерминированной функции g (t) равно самой
функции:

M [g (t)] = g (t) ;

• математическое ожидание суммы (разности) двух взаимно независимых
СП xt и yt равно сумме (разности) математических ожиданий этих СП:

M [xt ± yt] = M [xt]±M [yt] ;
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• математическое ожидание произведения СП xt и детерминированной функ-
ции g (t) равно произведению детерминированной функции на математи-
ческое ожидание СП xt:

M [g (t)xt] = g (t)M [xt] ;

• Размерность математического ожидания СП xt совпадает с размерностью
самого СП xt.

2.4.4 Ковариационная и корреляционная функции СП

Центрированная СВ определяется выражением

◦
x (t) = xt −mx (t) .

Ковариационная функция СП вычисляется по формуле

Kx (t1, t2) = M
[
◦
x (t1)

◦
x (t2)

]
=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(ξ1 −mx (t1)) (ξ2 −mx (t2)) f2 (ξ1, t1; ξ2, t2) dξ1dξ2. (5)

Свойства ковариации:

• ковариация симметрична;

• дисперсия СВ есть ковариация СВ с самой собой;

• ковариация взаимно независимых величин равна нулю;

• D(x+−y) = Dx+Dy +−2Kxy;

• множитель выносится за знак ковариации;

• можно прибавить к СВ постоянную;

• |Kxy| < σxσy.

Корреляционная функция СП вычисляется по формуле

Rx =
Kx (t1, t2)

σx (t1)σx (t2)
. (6)

Свойства корреляции:

• |Rx| < 1;
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• корреляция двух взаимно независимых СВ равна нулю;

• если X и Y связаны линейно Y = aX + b то

– при a > 0 Rxy = 1;

– при a < 0 Rxy = −1;

• если Rxy = 1 то X и Y связаны линейной зависимостью.

2.4.5 Взаимные функции распределения и плотности вероятностей
СП

Часто приходится рассматривать два и более СП одновременно:

F2 (ξ1, η1, t1) = P {x (t1) < ξ1; y (t1) < η1} = F2 (ξ1, t1; η1, t1) .

Если процессы статистически связаны, то

F2 (ξ1, η1, t1) = P {x (t1) < ξ1}P {y (t1) < η1 (x (t1) < ξ1)} = F2 (ξ1, t1; η1, t1) .

f2 (ξ1, η1, t1) dξ1dη1 = P {ξ1 < x (t1) < ξ1 + dξ1; η1 < y (t1) < η1 + dη1} .
Для отражения взаимной статистической связи используют взаимные функ-

ции распределения и плотности вероятностей.

2.5 Некоторые классы СП
Общая математическая модель случайных явлений, развивающихся во време-
ни. Среди случайных явлений можно выделить явления со специфическими
свойствами. Для их описания используются СП частного вида.

Последовательность n-мерных плотностей вероятности достаточно полно
описывает СП. С увеличением n сложность его аналитического описания очень
быстро растет. Однако, существуют классы СП, для которых при n ≥ 3 n-
мерные плотности вероятности выражаются черед одно- и двумерные:

• белый шум;

• СП, описываемые корреляционной теорией;

• марковские СП;

• гауссовские СП.
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2.5.1 СП с независимыми значениями

СП называется СП с независимыми значениями, если при любом n и любых t1,
t2, . . ., tn СВ x (t1), x (t2), . . ., x (tn) статистически независимы в совокупности.

Fn (ξ1, t1; ξ2, t2; . . . ; ξn, tn) =
n∏
i=1

F1 (ξi, ti) .

fn (ξ1, t1; ξ2, t2; . . . ; ξn, tn) =
n∏
i=1

f1 (ξi, ti) .

Является простейшим классом СП.

2.5.2 СП с независимыми приращениями

Это СП такой, что при любом n и любых t1, t2, . . ., tn СВ x (tn) − x (tn−1),
x (tn−1)− x (tn−2), . . ., x (t2)− x (t1) статистически независимы в совокупности.
Если они только некоррелированы, то СП xt называют СП с некоррелирован-
ными приращениями.

2.5.3 Марковские СП

tn – настоящее, до него – прошлое, после – будущее.
Марковское свойство: СП xt называется марковским, если его статистиче-

ские характеристики в момент времени t полностью определяются значением
процесса в момент времени tn и не зависят от того, какие значения процесс
принимал в предшествующие tn моменты времени.

P {x (t) < ξ/x (t1) , x (t2) , . . . , x (tn)} = P {x (t) < ξ/x (tn)} .

Статистический смысл марковского свойства. Из всех траекторий СП выбе-
рем лишь те, которые в момент времени tn прошли через точку ξn, tn. Из этого
множества выберем те траектории СП, которые в момент времени t1 прошли
через точку ξ1, t1 и т. д. до ξn, tn. Статистические характеристики СП, опре-
деляемые для t > tn по траекториям из первого множества, и статистические
характеристики, определяемые по второму более узкому множеству, примерно
совпадают.

fn (ξ1, t1; ξ2, t2; . . . ; ξn, tn) = f (ξn, tn/ξn−1, tn−1) f (ξn−1, tn−1/ξn−2, tn−2) . . . f (ξ2, t2/ξ1, t1) f (ξ1, t1) ,

где f (ξ1, t1) задает начальное распределение значений СП, а f (ξn, tn/ξn−1, tn−1)
– условные (переходные) плотности вероятности марковского СП. Для марков-
ского СП условная плотность вероятности зависит лишь от значения СП в
предыдущий момент времени.
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2.5.4 Стационарные СП

СП называют стационарным, если его статистические характеристики не за-
висят от времени, т. е. статистические характеристики xt+τ совпадают с соот-
ветствующими статистическими характеристиками xt при любом τ . Различают
СП, стационарные в широком смысле (слабая стационарность) и в узком смыс-
ле (сильная стационарность).

СП стационарен в узком смысле, если его n-мерная функция распределения
и плотность пероятности при любых n не зависят от временного сдвига τ для
любых t1, t2, . . ., tn, т. е.

Fn (ξ1, t1; ξ2, t2; . . . ; ξn, tn) = Fn (ξ1, t1 + τ ; ξ2, t2 + τ ; . . . ; ξn, tn + τ) ,

fn (ξ1, t1; ξ2, t2; . . . ; ξn, tn) = fn (ξ1, t1 + τ ; ξ2, t2 + τ ; . . . ; ξn, tn + τ) .

Вероятностные характеристики стационарных СП не зависят от выбора момен-
та начала отсчета.

СП стационарен в широком смысле, если он удовлетворяет следующим тре-
бованиям:

• математическое ожидание СП постоянно: M [xt] = mx (t) = const;

• ковариационная функция СП зависит только от τ = t2 − t1:

Kxx (t1, t2) = Kxx (t1, t1 + τ) = M
[
◦
x (t1)

◦
x (t1 + τ)

]
=

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(ξ1 (t1)−mx) (ξ2 (t1 + τ)−mx) f2 (ξ1, t1; ξ2, t1 + τ) dξ1dξ2.

2.5.5 СП с некоррелированными приращениями

СП с некоррелированными приращениями определяется распределением при-
ращений x (t)−x (s) для любых t и s и распределением x (t1). Если распределе-
ние x (t)−x (s) зависит только от (t− s), то xt называют СП со стационарными
приращениями, или однородным СП. Если случайные величины x (t) − x (s)
имеют нормальное распределение, то xt называют СП с независимыми нор-
мальными приращениями. СП с независимыми приращениями относится к
марковским СП.
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2.5.6 Гауссовские (нормальные) СП

СП называется нормальным или гауссовским, если при любом n и при любых
t1, t2, . . ., tn случайные величины x (t1), x (t2), . . ., x (tn) образуют нормально
распределенный случайный вектор.

n-мерная плотность вероятности гауссовского СП определяется выражени-
ем

fn (ξ1, t1; ξ2, t2; . . . ; ξn, tn) =
1√

(2π)n detK
e−

1
2 (ξ−m)

T
K−1(ξ−m), (7)

гдеK – матрица ковариаций СП, ξ =
[
ξ1 ξ2 . . . ξn

]T иm =
[
m1 m2 . . . mn

]T .
Гауссовские СП обладают следующими свойствами:

• любые статистические характеристики гауссовского процесса могут быть
рассчитаны по известному математическому ожиданию mx (t) и ковариа-
ционной функцииKxx (t1, t2), т. е. эти две характеристики содержат полную
информацию о гауссовском СП;

• для гауссовского СП условия стационарности в широком и в узком смысле
совпадают;

• многомерные плотности вероятности и функции распределения гауссовско-
го СП являются следствием двумерных;

• при линейных преобразованиях характер закона распределения гауссовско-
го СП сохраняется, меняются лишь его параметры;

• некоррелированность гауссовского процесса означает его статистическую
независимость;

• линейные инерционные элементы систем обладают свойством нормализа-
ции. Если интервал корреляции гауссовского СП много меньше характер-
ной постоянной времени элемента, то, независимо от статистических свойств
входного воздействия, выходной СП элемента будет близок к гауссовскому.

2.5.7 Эргодические СП

СП называется эргодическим, если его вероятностные характеристики, полу-
ченные усреднением по ансамблю реализаций, равны характеристикам, полу-
чаемым усреднением по времени при обработке одной реализации. Это означа-
ет, что поведение каждой реализации эргодического СП статистически экви-
валентно статистике всего ансамбля реализаций. Эргодические СП относятся
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к классу стационарных в узком смысле, более того, стационарность является
необходимым условием эргодичности СП.

Большим преимуществой эргодических СП является то, что все его стати-
стические характеристики могут быть получены по одной реализации. Многие
СП, встречающиеся на практике, могут быть отнесены к классу эргодических,
однако установить этот факт для реального СП трудно. В теоретических иссле-
дованиях свойство эргодичности СП, как правило, приниматся гипотетически.

Вопросы для самоконтроля
1. Что такое случайный процесс? По каким критериям процесс с неопреде-

ленным поведением можно отнести к случайным?

2. Что такое функции распределения вероятностей и плотности вероятности
случайного процесса? Как они задаются?

3. Какие существуют моментные характеристики случайных процессов?

4. Что такое математическое ожидание случайного процесса и каковы его
свойства?

5. Что такое ковариационная функция случайного процесса и каковы ее свой-
ства?

6. Что такое корреляционная функция случайного процесса и каковы ее свой-
ства?

7. Какие существуют классы случайных процессов?
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3 Стохастические системы
Важным классом стохастических динамических систем являются системы со
случайно изменяющейся в процессе функционирования структурой. Структу-
ры стохастических систем очень разнообразны. Ниже приводится несколько
примеров типовых функциональных конфигураций систем со случайной струк-
турой.

3.1 Функциональные схемы стохастических систем
управления

Функциональная схема – это условное графическое изображение реальной си-
стемы с указанием ее функциональных узлов и функциональных связей между
узлами.

Структурная схема системы есть условное графическое изображение мате-
матической модели системы (элементов математического описания системы) с
указанием аналитических зависимостей (связей) между элементами описания.

Элементы – типовые динамические звенья.
В любой СУ прежде всего выделяют ОУ.
Под ОУ понимается физический объект либо техническая система, осна-

щенная органами управления – исполнительными устройствами и, возможно,
датчиками для измерения контролируемых величин.

УУ служит для формирования управляющих воздействий на ОУ. В нем
могут быть различные функциональные блоки, но обязательно есть регулятор
(Р).

Выделим отдельно систему измерений. Текущий контроль осуществляется
датчиками. При измерениях возникают ошибки измерений.

Задающее устройство (ЗУ).
Из величин, с помощью которых достигается описание системы, прежде

всего выделим регулируемые величины (управляемые переменные) – это пере-
менные ОУ, по отношению к которым формируется цель управления.

y – вектор регулируемых величин (по отношению к ним формулируется
цель управления);

x – вектор состояния ОУ;
x (0) – начальные условия вектора состояния ОУ (компоненты – случайные

величины);
wt – вектор случайных возмущающих воздействий, действующих на ОУ;
vt – вектор помех измерений;
x̂ – вектор оценок значений переменных вектора состояния ОУ;
z – вектор состояния генератора задающего воздействия;
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Рис. 2: Схема системы

g – вектор задающего воздействия (входной сигнал);
nt – случайная составляющая задающего воздействия;
αt – вектор параметров математической модели процесса функционирова-

ния ОУ;
st – переменная, отражающая возможность случайного изменения структу-

ры системы в ходе ее функционирования.

Системы с изменяющейся структурой регулятора
В таких системах устройство управления имеет несколько различных регулято-
ров (см. рисунок 3). На неперекрывающихся интервалах времени (на каждом
из таких интервалов) выработка управляющего воздействия осуществляется
одним из регуляторов. Выходной сигнал одного из регуляторов подается на
вход объекта управления при помощи устройства переключения (УП).

Системы со скачкообразно изменяющимися случайными
возмущениями
На такие системы действует внешнее возмущение wt с резко изменяющимися
на случайных интервалах времени статистическими характеристиками. Такую
систему при построении ее математической модели целесообразно представить
как систему с изменяющейся в случайные моменты времени структурой гене-
ратора возмущающих воздействий, где УП осуществляет переключение между
различными моделями возмущений (МВ) (см. рисунок 4).
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Рис. 3: Система с изменяемой структурой регулятора
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Рис. 4: Система со скачкообразно изменяющимся случайным возмущением
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Рис. 5: Система пространственного слежения

В таких системах в явном виде устройство переключения реально отсут-
ствует. Однако в условной схеме системы (и в ее математической модели) удоб-
но ввести фиктивное устройство переключения.

Системы пространственного слежения
Системы пространственного слежения, называемые также системами поиска и
захвата, имеют ограниченную апертуру пеленгационных устройств. При сопро-
вождении объекта (в режиме слежения) такая система работает как замкнутая
следящая система (см. рисунок 5).

На рисунке 5 ПУ – это пеленгационное устройство, wt1 – помехи, наведенные
на выходной сигнал пеленгационного устройства, wt2 – случайное возмущение,
действующее на объект управления.

При срыве слежения (при потере объекта), т.е. при выходе объекта за огра-
ничения апертуры, обратные связи по сигналам рассогласования в системе раз-
мыкаются, т.е. система в любой случайный момент времени может скачкооб-
разно изменить свою структуру, а вместе с ней – цели и режимы функциони-
рования.

Системы слежения за маневрирующей целью
В системах пространственного слежения для оценки текущего состояния объ-
екта управления и модели маневрирования цели широко применяются специ-
альные наблюдающие устройства – фильтры Калмана (ФК).

При синтезе фильтра Калмана должна быть известна (и "фиксирована")
модель движения цели. Если цель способна применить интенсивный противо-
захватный маневр, при организации управления системой слежения эту ситу-
ацию необходимо учесть. Для этого строят модель интенсивного маневра цели
и синтезируют для нее отдельный фильтр Калмана (см. рисунок 6).

На рисунке 5 ПУ – это пеленгационное устройство, wt1 – помехи, наведенные
на выходной сигнал пеленгационного устройства, wt2 – случайное возмущение,
действующее на объект управления.
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Рис. 6: Система слежения за маневрирующей целью

В режиме нормального функционирования отслеживание движения цели
производится устройством управления с фильтром Калмана 1, а при интенсив-
ном маневрировании цели – с фильтром Калмана 2. В силу того, что момент
начала маневра цели непредсказуем, структура системы изменяется в случай-
ные моменты времени.

Вопросы для самоконтроля
1. Какова обобщенная структурная схема стохастической системы и какие

элементы и сигналы в нее входят?

2. В каких элементах структурной схемы стохастической системы возможно
случайное переключение структуры?

3. Как с точки зрения стохастических систем могут быть построены системы
слежения?
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4 Математические модели стохастических
динамических систем

Стохастическими динамическими системами называются системы, функциони-
рующие в условиях наличия внешних и внутренних случайных возмущений.

К внешним случайным возмущениям относят случайные возмущающие воз-
действия, приложенные к объкту управления, а также случайные составляю-
щие задающих воздействий.

Внутренние случайные возмущения порождаются непредсказуемыми из-
менениями физических, химических и/или иных свойств элементов системы,
процессами "старения"элементов, а также нестабильностью функционирова-
ния элементов системы. Также к внутренним случайным возмущениям относят
случайные распределения начальных условий системы.

При анализе поведения системы следует четко отличать реальную систему
(тихнический объект) от ее модели. Воздействия на реальную систему могут
быть отражены в модели различными способами:

• случайные аддитивные величины;

• мультипликативные случайные возмущения (чаще всего отражаются в па-
раметрах системы);

• случайное распределение начальных условий системы;

• случайное изменение структуры системы (отражают, например, случайные
изменения режимов и/или условий функционирования).

4.1 Модели непрерывных стохастических динамических
систем

Непрерывная стохастическая динамическая система может быть описана ма-
тематической моделью вида

ẋ = f (x, u, w, α) , x(0) = x̄0 +
◦
x0, (8)

y = g (x, v, β) , (9)

где x =
[
x1 x2 . . . xn

]T ∈ Rn – вектор состояния системы, x(0) – вектор на-
чальных условий переменных вектора состояния системы, x̄0 = M [x(0)] – ма-
тематическое ожидание вектора начальных условий x(0), ◦x0 = x(0)−−x̄0 – цен-
трированное значение вектора начальных условий x(0), u =

[
u1 u2 . . . uk

]T
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– вектор управляющих воздействий, y =
[
y1 y2 . . . ym

]T – вектор выход-
ных (регулируемых) величин, по отношению к которым формулируется задача
управления, w =

[
w1 w2 . . . wl

]T – вектор внешних возмущающих воздей-
ствий, v =

[
v1 v2 . . . vq

]T – вектор ошибок измерений и помех в измеритель-
ных каналах связи, α =

[
α1 α2 . . . αγ

]T и β =
[
β1 β2 . . . βp

]T – векторы
параметров модели.

Случайным процессом будем называть процесс, изменяющийся во времени,
такой, что значение этого процесса в любой фиксированный момент времени
представляет собой случайную величину.

Основными задачами, решаемыми в теории управления, являются:

• задача анализа поведения системы с заданным описанием;

• задача синтеза управляющего устройства для системы с заданным описа-
нием объекта управления, условий и цели функционирования системы.

Решение этих задач для стохастических систем с учетом всех случайных
факторов представляет собой нетривиальную комплексную проблему, поэто-
му при описании функционирования таких систем часто вводятся различные
упрощающие предположения.

4.2 Линейные стохастические системы
Динамическая система с аддитивными случайными воздействиями на входе и в
измерительном канале связи, осуществляющая линейное преобразование вход-
ных сигналов, называется линейной стохастической системой. Математическая
модель такой системы описывается уравнениями

ẋ = A (αt) +Bu+Gwt, x(0) = x̄0 +
◦
x0, (10)

y = C (βt)x+Dvt, (11)
где векторные переменные x, y и u и случайные воздействия vt и wt опреде-
ляются по аналогии с математической моделью (8)-(9), а A, B, G, C и D –
матрицы соотвествующих размерностей.

Если компоненты векторов αt и βt – постоянные числа, то линейная стоха-
стическая система осуществляет детерминированное преобразование случай-
ных векторов vt и wt, если же они представляют собой случайные величины
или случайные процессы, то линейная стохастическая система осуществляет
стохастическое преобразование случайных векторов vt и wt.

Если параметры линейной стохастической системы зависят от времени, си-
стема является нестационарной, в противном случае – система стационарная.
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Линейная стохастическая система – это приближенная модель реальной си-
стемы, полученная посредством линеаризации непрерывной (в общем случае –
нелинейной) модели стохастической системы.

Принимаются некоторые упрощающие предположения. Для моделирования
воздействия на систему случайных возмущений в качестве моделей выбирают
случайные процессы wt и vt с хорошо изученными свойствами, имеющие ста-
тистические характеристики в удобном и наглядном аналитическом представ-
лении.

Стремятся так выбрать модели возмущений и помех, чтобы:

• процессы аналитически отражались минимальным числом статистических
характеристик;

• в этих характеристиках (функциях) должно быть минимально возмож-
ное число параметров, имеющих практически содержательную трактовку
и смысл.

Чаще всего в качестве моделей wt и vt принимают гауссовские белые шумы
с нулевыми средними и матричными ковариационными функциями вида

M
[
w(t), wT (t)

]
= Qδ(t− τ),

M
[
v(t), vT (t)

]
= Rδ(t− τ),

где Q и R – положительно определенные матрицы, а δ(t−τ) – дельта-функция.
Если возмущения wt и vt имеют ненулевые математические ожидания (сред-

ние значения), эти математические ожидания включают в детерминированную
составляющую модели.

Исследование даже линейных стохастических систем в общих условиях при-
водит к сложным и громоздким математическим выкладкам, поэтому часто
принимаются дополнительные упрощающие предположения:

• возмущения wt и vt считают некоррелированными, т.е.

M
[
w(t)vT (t)

]
= 0 ∀t, τ ;

• начальные условия x(0) представлены случайным гауссовским вектором с
математическим ожиданием x̄(0) = M [x(0)] и положительно определенной
матрицей ковариаций P = M

[
(x(0)− x̄(0)) ((x(0)− x̄(0))T

]
.
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Рис. 7: Система со случайно переключающейся структурой

4.3 Линейные непрерывные стохастические системы со
случайной структурой

Системы со случайной структурой отличаются тем свойством, что в каждый
момент времени может произойти изменение их структуры. Будем считать, что
система может иметь несколько (небольшое число, в общем случае – счетное
множество) структурных состояний.

Описание динамики поведения системы в каждом структурном состоянии
будем описывать линейной моделью вида

ẋ = F (st)x+G(st)wt, xst(0) = x̄st0 +
◦
xst0, (12)

y = C(st)x+D(st)vt, (13)

где F (st) = A(st) − B(st)K(st) – матрица динамики замкнутой системы, st –
случайный процесс, описывающий изменения (переключений) структуры си-
стемы в процессе ее функционирования, I = {1, 2, . . . , ν} – число структурных
состояний.

В качестве примера систем со случайно изменяющейся в процессе функци-
онирования структурой (см. рисунок 7) можно привести следующие системы:

• системы поиска-захвата-сопровождения цели;

• системы с возможным нарушением и восстановлением структуры.

В математической модели системы со случайной структурой должны быть
заданы:

• уравнения описания поведения системы в каждом из структурных состоя-
ний;

• статистические характеристики случайных возмущений и помех в каждом
структурном состоянии;
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• условия переключения режимов, т.е. условия, при которых система пере-
ходит из одного структурного состояния в другое;

• модель чередования структурных состояний.

Стоит отметить, что матрицы F ,G, C иD различны для каждого структур-
ного состояния. Их размерности согласованы с размерностью вектора состоя-
ния в каждом конкретном структурном состоянии и могут отличаться друг от
друга для различных структурных состояний.

При синтезе регуляторов для систем со случайно изменяющейся структурой
процедура проводится для каждого структурного состояния отдельно.

В качестве математических моделей процесса переключения структурных
состояний системы можно выбрать:

• марковские процессы с дискретным временем;

• марковские процессы с непрерывным временем;

• полумарковские процессы.

Многофункциональные системы – это системы, выполняющие в процессе
работы несколько функций.

Многорежимные системы – это системы, имеющие несколько режимов функ-
ционирования.

Мультиструктурные системы – это системы, структура которых может из-
меняться при их функционировании.

4.4 Дискретные модели стохастических систем
Дискретные модели находят широкое применение в связи с тем, что системы
управления реализуются на различных ЭВМ, функционирующих в дискретном
времени. Линейная дискретная стохастическая система может быть описана
уравнениями

x(m+ 1) = A (αm)x(m) +Bu(m) +Gw(m), x(0) = x̄0 +
◦
x0, (14)

y(m) = C (βm)x(m) +Dv(m). (15)
В модели (14)-(15) векторы x, u и y имеют те же размерности и смысл, что

и в модели (10)-(11). Элементы матриц A (αm) и C (βm) выражены через век-
торы параметров αm и βm, компоненты которых могут быть как постоянными
числами, так и случайными величинами или случайными процессами с дис-
кретным временем. В общем случае от параметров могут зависеть элементы
каждой из матриц данной системы.
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Для дискретных стохастических систем вводятся следующие упрощающие
предположения:

• возмущающие воздействия w(m) и v(m) представляют собой гауссовские
белые шумы с нулевыми средними либо с ненулевыми математическими
ожиданиями M [w(m)] = w̄(m) и M [v(m)] = v̄(m) и ковариационными
матрицами Q и R неотрицательно определенными) соответственно:

M
[
(w(m)− w̄(m)) (w(k)− w̄(k))T

]
= Qσkm,

M
[
(v(m)− v̄(m)) (v(k)− v̄(k))T

]
= Rσkm,

где σkm – символ Кронекера;

• возмущающие воздействия w(m) и v(m) полагаются некореллированными
(взаимно независимыми), т.е. M

[
w(m)vT (k)

]
= 0∀m, k;

• вектор начальных условий для переменных вектора состояния x(0) – гаус-
совский случайный вектор со средним x̄(0) = M [x(0)] и неотрицательно
определенной матрицей ковариаций

P (0) = M
[
(x(0)− x̄(0)) (x(0)− x̄(0))T

]
;

• возмущающие воздействия w(m) и v(m) при любых значенияхm не зависят
от вектора начальных условий x(0), т.е.

M
[
x(0)wT (m)

]
= 0,M

[
x(0)vT (m)

]
= 0.

4.5 Марковская модель чередования структурных
состояний системы

Будем предполагать, что описываемая система имеет конечное число возмож-
ных структурных состояний. Тогда марковский процесс (конечная цепь Мар-
кова) переключения структурных состояний может быть описан в виде макро-
вектора

st = {S, P, T,Π, K} , (16)

где S =
{
si; i = 1, ν

}
– счетное множество состояний случайного процесса пе-

реключения структурных состояний, P =
{
pi; i = 1, ν

}
– счетное множество

вероятностей пребывания системы в структурном состоянии si, обладающее

стохастическим свойством
ν∑
i=1

= 1, T =
{

∆ti; i = 1, ν
}

– счетное множество
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длительностей пребывания случайного процесса в состояниях si, Π – матрица
вероятностей Pij перехода (переходных вероятностей) системы из структур-
ного состояния si в структурное состояние sj, K = {k : 0 ≤ k <∞} – счетное
множество дискретных моментов времени, с помощью которых случайный про-
цесс параметризуется так, что для вектора вероятностей P (k + 1) пребывания
в состоянии st(k+ 1) при условии, что случайный процесс находился с вероят-
ностью P (k) в исходном (текущем) состоянии st(k), оказывается справедливой
рекуррентная процедура

P (k + 1) = P (k)Π(k), P (0) = P {st(0)} , (17)

где P (0) – распределение вероятностей начальных структурных состояний.

4.6 Полумарковская модель чередования режимов в
системах со случайной структурой

При моделировании процесса чередования режимов в системах со случайно
изменяющейся структурой с помощью полумарковских процессов считается,
что переход из одного структурного состояния системы в другое может быть
совершен в произвольный случайный момент времени.

В процессе чередования режимов, если система попадает в некоторое струк-
турное состояние и задерживается в этом состоянии, распределение времени
задержки в этом состоянии зависит от того, каким окажется следующее состо-
яние процесса. В полумарковской модели можно контролировать число шагов
переключения структурных состояний. С учетом этого говорят о вложенном в
полумарковский процесс марковском процессе. Приступая к анализу динами-
ки чередования режимов системы со случайной структурой, можно вычислить
статистические характеристики вложенного в полумарковский процесс марков-
ского процесса.

Рассмотрим в качестве примера модель функционирования лазерной изме-
рительной системы. Лазерная измерительная система предназначена для кон-
троля профиля зеркала большого полноповоротного радиотелескопа во время
его эксплуатации. Система реализует оптико-локационный способ измерения
координат контрольных точек на поверхности антенны радиотелескопа. На зер-
кале антенны организуется система контрольных точек, в которых наклеива-
ются отражатели. При контроле профиля осуществляется последовательный
обход лучом профилометра контрольных точек, в каждой контрольной точке
производится измерение двух угловых координат положения точки и расстоя-
ния до контрольной точки.
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Рис. 8: Граф состояний и переходов профиломера

По результатам профилактических измерений оцениваются параметры мо-
дели профиля антенны радиотелескопа, а также определяются угловые смеще-
ния оси зеркала радиотелескопа и угловые и линейные перемещения контрре-
флектора радиотелескопа. Оценки указанных смещений, возникших под дей-
ствием возмущений, вводятся в систему наведения радиотелескопа.

До начала измерений известны координаты предполагаемого расположе-
ния контрольных точек. Луч профиломера наводится в эту область, в ней осу-
ществляется поиск и захват отражателя, после чего производятся измерения
координат этой точки.

Упрощенная модель процесса чередования режимов работы профиломера
содержит два состояния: наведение и измерение (см. рисунок 8).

I = {1, 2}

Π =

[
P11 P12

P21 P22

]
N(t) =

[
n11(t) n12(t)
n21(t) n22(t)

]
P (k + 1) = P (k)Π, P (0) =

[
p10 p20

]
Для модели с двумя состояниями возможно определение основных стати-

стических характеристик процесса чередования режимов в аналитическом ви-
де.

4.7 Модель динамики технических состояний системы с
возможными нарушениями

Марковские и полумарковские модели технических систем могут быть исполь-
зованы не только для описания процессов случайного чередования структур-
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Рис. 9: Граф состояний и переходов процесса переключения состояний системы

ных состояний системы, но также и для описания динамики изменения техни-
ческого состояния системы, чередования режимов функционирования системы,
для оптимизации стратегий обслуживания систем и т.д.

Для количественной характеристики технического состояния системы вво-
дят параметры технического состояния. Они отражаются признаками, описан-
ными в технической документации. Важно, чтобы они были связаны с количе-
ственными характеристиками.

Функции системы условно делятся на основные и вспомогательные. Для
многофункциональной системы вводятся следующие состояния:

• исправное (все параметры технического состояния – основные и вспомога-
тельные в пределах допусков);

• работоспособное (все основные параметры технического состояния в пре-
делах допусков);

• неработоспособное (по крайней мере один из основных параметров вне до-
пуска).

Граф состояний и переходов полумарковской модели процесса переключе-
ния между перечисленными состояниями системы приведен на рисунке 9.

Математическая модель функционирования описанной системы будет иметь
вид

Π =

P11 P12 P13

P21 P22 P23

P31 P32 P33

 ,
P (k + 1) = P (k)Π, P (0) =

[
p10 p20 p30

]
,
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N(t) =

n11(t) n12(t) n13(t)
n21(t) n22(t) n23(t)
n31(t) n32(t) n33(t)

 .
Вопросы для самоконтроля
1. Как в математическую модель стохастической динамической системы мо-

гут входить случайные величины или процессы?

2. Как строятся математические модели линейных стохастических систем и
каковы рекомендации к выбору моделей случайных процессов в них?

3. Как описываются линейные непрерывные стохастические системы со слу-
чайной структурой?

4. Как строятся дискретные модели линейных стохастических систем и како-
вы рекомендации к выбору моделей случайных процессов в них?

5. Как строятся математические модели чередования струтурных состояний
стохастических систем?
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5 Марковские процессы
Случайный процесс X (t) называется марковским [3], если для любых n момен-
тов времени t1 < t2 < . . . < tn из отрезка [0, T ] условная функция распределе-
ния “последнего” значения X (tn) при фиксированных значениях X (t1), X (t2),
. . ., X (tn−1) зависит только от X (tn−1), т. е. при заданных значениях x1, x2,
. . ., xn справедливо соотношение

P (X (tn) ≤ xn|X (t1) = x1, . . . , X (tn−1) = xn−1) = P (X (tn) ≤ xn|X (tn−1) = xn−1) .
(18)

Для трех моментов времени ti > tj > tk выражение (18) принимает вид

P (X (ti) ≤ xi|X (tk) = xk, X (tj) = xj) = P (X (ti) ≤ xi|X (tj) = xj) . (19)

Поэтому часто говорят, что характерное свойство марковских процессов состо-
ит в следующем: если точно известно состояние марковского процесса в насто-
ящий момент времени tj, то будущее состояние в момент времени ti не зависит
от прошлого состояния в момент времени tk.

В качестве определения марковского процесса можно принять также сле-
дующее симметричное относительно времени соотношение:

P (X (ti) ≤ xi, X (tk) ≤ xk|X (tj) = xj) =

= P (X (ti) ≤ xi|X (tj) = xj)P (X (tk) ≤ xk|X (tj) = xj) . (20)

Такая запись означает, что при фиксированном состоянии процесса в настоя-
щий момент времени tj будущее в момент времени ti и прошлое в момент вре-
мени tk состояния марковского процесса независимы. Выражения (19) и (20) по
существу эквивалентны, однако в правой части выражения (19) фигурируют
не три, а лишь два момента времени. Ввиду этого упрощения для установления
характера марковского процесса в дальнейшем будем опираться на выражение
(19).

Укажем еще одно общее и важное свойство марковских процессов: для
них эволюция вероятности перехода P = P (X (t) ≤ x|X (t0) = x0) описыва-
ется уравнением вида

d

dt
P = AP,

где A – некоторый линейный оператор (матрица, дифференциальный опера-
тор, интегродифференциальный оператор и т. п.). Это свойство позволяет ис-
следовать поведение марковских процессов при помощи хорошо разработанных
методов решения соответствующих дифференциальных уравнений.
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В дальнейшем применительно к марковским процессам будем использовать
следующие обозначения: X (t) = λ (t), если пространство состояний (фазовое
пространство) процесса непрерывно, и X (t) = θ (t), если пространство состоя-
ний дискретно.

5.1 Цепи Маркова
Рассмотрим некоторую физическую систему, имеющую конечное число K всех
возможных фазовых состояний ϑ1, ϑ2, . . ., ϑk, . . ., ϑK [3]. Пусть в зависимости
от вмешательства случая система шаг за шагом ( в моменты времени t0 <
t1 < t2 < . . .) скачкообразно меняет свое фазовое состояние, т. е. имеют место
переходы θ0 → θ1 → θ2 → . . ., где θn = θ (tn) – состояние системы через n
шагов, а θ0 = θ (t0) – начальное состояние системы.

Полное вероятностное описание поведения рассматриваемой системы дается
совместными конечномерными вероятностями P (θ0, θ1, . . . , θn) при разных n.
На основании теоремы умножения вероятностей можно записать

P (ϑk0 , ϑk1 , . . . , ϑkn) = P (θ0 = ϑk0 , θ1 = ϑk1 , . . . , θn = ϑkn) =

= P
(
θ0 = ϑk0 , θ1 = ϑk1 , . . . , θn−1 = ϑkn−1

)
P
(
θn = ϑkn|θ0 = ϑk0 , θ1 = ϑk1 , . . . , θn−1 = ϑkn−1

)
,

(21)

где ϑkµ – одно из возможных фазовых состояний θµ.
Расписывая аналогично вероятность P

(
θ0 = ϑk0, θ1 = ϑk1, . . . , θn−1 = ϑkn−1

)
,

получим

P (θ0, θ1, θ2, . . . , θn−1, θn) = P0 (θ0)
n∏
µ=1

πµ (θµ|θ0, . . . , θµ−1) , (22)

где P0 (θ0) – вероятность начального состояния (в момент времени t0),
а πµ (θµ|θ0, . . . , θµ−1) – условная вероятность, то есть вероятность перехода на
µ-м шаге, определяемая выражением

πµ (θµ|θ0, . . . , θµ−1) = P
(
θµ = ϑkµ|θ0 = ϑk0, . . . , θµ−1 = ϑkµ−1

)
, 1 ≤ µ ≤ n. (23)

Следовательно, для вычисления совместных вероятностей P (θ0, θ1, . . . , θn) нуж-
но задать начальное состояние системы и указать физический механизм осу-
ществления смены состояний, позволяющий вычислить вероятности перехода
πµ. Исходя из возможной простоты решения задачи, пожно указать следующие
частные случаи.

1. Смена всех состояний происходит независимо, т. е. вероятность какого-либо
состояния на µ-м шаге не зависит от того, в каких состояниях находилась
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система в предыдущие моменты времени. В данном случае

πn (θn|θ0, θ1, . . . , θn−1) = Pn (θn) ,

и выражение (22) упрощается до

P (θ0, θ1, . . . , θn) =
n∏
µ=0

Pµ (θµ) .

Такое выражение описывает последовательность независимых испытаний,
и это есть частный (вырожденный) случай цепи Маркова.

2. К определению общей простой цепи Маркова приводит более общая воз-
можность, когда вероятность фазового состояния параметра θn в момент
времени tn зависит лишь от того, в каком состоянии находилась система в
непосредственно предшествующий ему момент времени tn−1 и не зависит
от того, в каких состояниях находилась система в более ранние моменты
времени t0, t1, . . . , tn−1. Это свойство характерно для всех марковских про-
цессов (поэтому их также называют процессами без последействия).

Таким образом, последовательность состояний или совокупность случай-
ных величин образует простую цепь Маркова, если для всех n = 1, 2, 3, . . .
и всех возможных значений случайных величин θn выполняется соотноше-
ние

πn (θn|θ0, θ1, . . . , θn−1) = πn (θn|θn−1) .

Условные вероятности πn (θn|θn−1) называют вероятностями перехода или
переходными вероятностями.

Для простой цепи Маркова выражение (22) принимает вид

P (θ0, θ1, . . . , θn) = P0 (θ0)
n∏
µ=1

πµ (θµ|θµ−1) . (24)

Из этого следует, что полное вероятностное описание простой цепи Маркова
достигается заданием вероятностей начального состояния и вероятностей
перехода

πµ (θµ|θµ−1) = P
(
θµ = ϑkµ|θµ−1 = ϑkµ−1

)
.

Стоит отметить, что для двух случайных величин соотношение (24) следует
из теоремы умножения вероятностей и может быть написано всегда. Но уже
для трех случайных величин выражение (24) накладывает существенные
ограничения на вид возможных совместных вероятностей.

39



3. Можно также ввести определение цепи Маркова порядка m (m ≥ 1), ес-
ли вероятность нового состояния зависит только от m состояний системы,
непосредственно ему предшествующих:

πn (θn|θ0, θ1, . . . , θn−1) = πn (θn|θn−m, . . . , θn−1) , n > m. (25)

Значение m = 1 соответствует простой цепи Маркова, при m > 1 имеем
сложную цепь Маркова порядка m.

Сложная цепь Маркова порядка m может быть сведена к простой цепи
Маркова для m-мерного вектора [3]. Для этого используем то обстоятель-
ство, что члены конечной случайной последовательности длины m можно
рассматривать как составляющие случайного вектора. Пусть задан случай-
ный вектор

θn =
[
θi,n, i = 1,m

]
=
[
θn−m+1 . . . θn

]
.

На предыдущем шаге m-мерный вектор равен

θn−1 =
[
θi,n−1, i = 1,m

]
=
[
θn−m . . . θn−1

]
,

причем между компонентами векторов θn и θn−1 выполняется соотношение

θi,n = θi+1,n−1 = θn−m+i, i = 1,m− 1; θim,n = θn, m < n. (26)

Следовательно, сложная цепь Маркова порядкаm представляет собой част-
ный случай простой m-мерной цепи Маркова, если положить вероятность
перехода πn (θn|θn−1) равной

πn (θn|θn−1) = πn (θm,n|θ1,n−1, . . . , θm,n−1)
m−1∏
i=1

δ (θi,n, θi+1,n−1) , (27)

где δ (µ, ν) = δµν – символ Кронекера, принимающий единичное значение
при равенстве индексов µ и ν и нулевое значение во всех остальных слу-
чаях. Стоит отметить, что вероятности перехода (27) отличны от нуля и
совпадают с соответствующими вероятностями (25) только для векторов,
компоненты которых удовлетворяют соотношениям (26).

Случайные цепи, определенные соотношением (24), а также более общего вида,
называют марковскими потому, что они впервые систематически изучались
известным русским математиком А. А. Марковым.
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5.2 Полумарковские процессы
Полумарковские процессы широко используются в теории надежности и теории
массового обслуживания. Они объединяют теорию цепей Маркова, разрывных
марковских процессов и теорию восстановления. Приведем сначала определе-
ние полумарковского процесса [3].

Пусть поведение некоторой системы описывается следующим образом. В
каждый момент времени система может находиться в одном из K возможных
фазовых состояний ϑ1, ϑ2, . . ., ϑK , причем известны начальное состояние си-
стемы (в начальный момент времени t0 она находится в состоянии ϑ0 = ϑi) и
одношаговые вероятности перехода πjk = P {θm = ϑk|θm−1 = ϑj}, j, k = 1, K.
Следовательно, процесс θm = θ (tm) есть однородная цепь Маркова.

Сопоставим каждому ненулевому элементу πjk матрицы вероятностей пере-
хода случайную величину Tjk с функцией распределения Fjk (t) = Fjk (τjk ≤ t).
Величине Tjk, зависящей как от состояния ϑj, так и от состояния ϑk, можно
придавать разный физический смысл. Она может быть непрерывной или дис-
кретной. В теории надежности и теории массового обслуживания случайную
величину Tjk обычно рассматривают как время пребывания системы в состоя-
нии ϑj при условии, что следующим состоянием, в которое перейдет система,
будет ϑk. При этом величина Tjk считается неотрицательной и непрерывной с
плотностью вероятности fjk (t). При такой интерпретации величину Tjk можно
назвать временем ожидания в состоянии ϑj до перехода в состояние ϑk.

Можно себе представить, что точка, отображающая поведение системы на
фазовой плоскости, остается в состоянии ϑj в течение времени Tjk, прежде чем
она перейдет в состояние ϑk. По достижении ϑk “мгновенно” (в соответствии
с матрицей вероятностей перехода Π) выбирается следующее состояние ϑi, и
после того, как состояние ϑi выбрано, время ожидания в ϑk полагается рав-
ным Tki с функцией распределения Fki (t) или плотностью вероятности fki (t).
Этот процесс затем следует неограниченно продолжать, выбирая каждый раз
независимо следующее состояние и время ожидания. Если через θ (t) обозна-
чить состояние системы, занятое в момент времени t, то полученный процесс
принято называть полумарковским.

Из приведенного определения следует, что если игнорировать случайный
характер времени ожидания и интересоваться только моментами перехода, то
процесс θ (t) будет представлять собой однородную цепь Маркова (в литерату-
ре ее часто называют вложенной цепью Маркова, а в общем случае – вложен-
ным марковским процессом). Однако при учете пребывания процесса в разных
состояниях в течение случайного отрезка времени процесс θ (t) не будет удо-
влетворять уравнению Маркова (если не все времена ожидания распределены
экспоненциально). Следовательно, процесс является марковским только в мо-
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менты перехода. Сказанное оправдывает название “полумарковский процесс”
или “полумарковская цепь”.

При заданном начальном состоянии дальнейшее поведение полумарковско-
го процесса (полумарковской цепи) полностью определяется матрицей вероят-
ностей перехода Π и матрицей функций распределения или (для непрерывных
случайных величин Tjk) матрицей плотностей вероятности.

Предположим, что в некоторый момент времени, принимаемый за началь-
ный (t0 = 0), система находится в состоянии ϑi. Пусть в качестве следующего
выбрано (с вероятностью πij) состояние ϑj. Тогда по теоремам умножения и
сложения вероятностей находим безусловную функцию распределения полно-
го времени ожидания системы в состоянии ϑi:

Fi (t) = P {ti < t} =
K∑
i=1

πijFij (t) , i, j = 1, K. (28)

Соответственно, для безусловной плотности вероятности полного времени ожи-
дания в состоянии ϑi можно написать

fi (t) =
K∑
i=1

πijfij (t) , i, k = 1, K. (29)

Среднее значение безусловного времени ожидания в состоянии ϑi равно

〈Ti〉 =

∞∫
0

tfi (t) dt =
K∑
i=1

πij 〈Tij〉 . (30)

Для дальнейших рассуждений введем обозначение

Ψi (t) = 1− Fi (t) =

∞∫
t

fi (t) = P {Ti > t} . (31)

Перейдем теперь к решению основной задачи, возникающей при анализе по-
лумарковских процессов – вычислению вероятностей состояний. Пусть Φij (t)
есть условная вероятность того, что в момент времени t система находится в
состоянии ϑj, если в момент времени t0 = 0 она была в состоянии ϑi. Вероят-
ность Φij (t) можно назвать интервально-переходной вероятностью. Система,
стартуя из начального состояния ϑi, может попасть в состояние ϑj в момент
времени t разными путями. Во-первых, если ϑi = ϑj, она может не покидать
состояние ϑi в течение всего промежутка времени или, выйдя из состояния ϑi
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по меньшей мере однажды, она все-таки возвращается в состояние ϑj = ϑi к мо-
менту времени t. Во-вторых, система может попасть в произвольное состояние
ϑj, занимая в момент времени τ некоторое промежуточное состояние ϑk. Веро-
ятности этих двух взаимоисключающих возможностей должны складываться,
что приводит к выражению

Φij (t) = δijΨi (t) +
K∑
k=1

πik

t∫
0

fik (τ) Φkj (t− τ) dτ, 1 ≤ i, j ≤ K, (32)

где δik – символ Кронекера: δij = 1 при i = j и δij = 0 при i 6= j.
Первый член справа в выражении (32) учитывает вероятность события

ϑi = ϑj, так как Ψi (t) есть вероятность того, что система не покинет состояние
ϑi до момента времени t. Второй член представляет вероятность последова-
тельности событий, когда система совершает переход из ϑi в ϑk (может быть
даже в себя) к моменту τ и затем переходит из состояния ϑk в состояние ϑj за
оставшееся время t− τ . Вероятности частных переходов суммируются по всем
промежуточным состояниям ϑk, в которые возможны переходы из начального
состояния ϑi, и интегрируются по всевозможным временам перехода τ между
0 и t.

Система линейных интегральных уравнений (32) является основной. Она
дает выражение интервально-переходных вероятностей через основные харак-
теристики полумарковского процесса. Получить аналитическое решение такой
системы – задача нетривиальная. Некоторое упрощение дает применение мето-
да преобразования Лапласа. Обозначим одностороннее преобразование Лапла-
са от функции f (x) через

f ∗ (s) =

∞∫
0

e−sxf (x) dx. (33)

Применив преобразование Лапласа к выражению (32), получим

Φ∗ij (s) = δijΨ
∗
i (s) +

K∑
k=1

πikf
∗
ik (s)Phi∗kj (s) , 1 ≤ i, j ≤ K. (34)

Из (31) имеем:

Ψ∗i (s) =
1

s
(1− f ∗i (s)) . (35)

Полученная система алгебраических уравнений связывает преобразование Ла-
пласа от интервально-переходных вероятностей с основными характеристика-
ми процесса.
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Чтобы воспользоваться известными результатами матричного исчисления,
запишем систему уравнений (34) в матричном виде. Для этого введем матрицы
Φ (t), Π, f , а также диагональные матрицы W (t) : wij = δijfi (t), F (t) : fij =
δijFi (t), Ψ (t) : ψij = δijΨi (t). Для учета специфического вида суммирования в
(34) определим специальный вид умножения матриц, обозначив эту операцию
символом ×. Если A, B и C – квадратные матрицы размерности K × K, то
C = A × B означает, что cij = aijbij, 1 ≤ i, j ≤ K. Иными словами, операция
× обозначает лишь перемножение соответствующих элементов матриц.

Теперь выражение (34) можно переписать следующим образом:

Φ∗ (s) = Ψ∗ (s) + (Π× f ∗ (s)) Φ∗ (s) (36)

или
Φ∗ (s) = (I − Π× f ∗ (s))−1 Ψ∗ (s) , (37)

где I – единичная матрица. Предполагается, что обратная матрица в выраже-
нии (37) существует.

Из уравнения (37) следует, что интервально-переходные вероятности за-
висят только от произведения πij и fij, а не от каждого из сомножителей в
отдельности. Уравнение (37) определяет интервально-переходные вероятности
через основные характеристики полумарковского процесса, которые считаются
заданными. Решение этого уравнения позволяет исследовать как режим уста-
новления, так и стационарное состояние. Если же интересоваться только ста-
ционарным состоянием, в уравнении (37) возможны упрощения.

В теории преобразований Лапласа хорошо известен следующий асимптоти-
ческий результат:

Φ = lim
t→∞

Φ (t) = lim
s→0

sΦ∗ (s) ,

если существует хотя бы один из этих пределов.
На основании выражения (37) можно записать:

Φ = lim
s→0

sΦ∗ (s) = lim
s→0

s (I − Π× f ∗ (s))−1 lim
s→0

Ψ∗ (s) . (38)

Рассмотрим каждый из пределов в правой части выражения (38) отдельно.
На основании (35) можно записать:

lim
s→0

Ψ∗ (s) = lim
s→0

1

s
(I −W ∗ (s)) . (39)

Учитывая условие нормировки плотностей вероятности fi (t), нетрудно убе-
диться, что W ∗ (0) = I. Поэтому значение предела в правой части (39) оказы-
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вается неопределенным. Применив правило Лопиталя для раскрытия неопре-
деленности, находим

lim
s→0

Ψ∗ (s) = − d

ds
W ∗ (s)

∣∣∣∣
s=0

=

∞∫
0

tW (t) dt = T, (40)

где T – диагональная матрица размерностиK×K средних безусловных времен
ожидания в каждом из состояний (30).

Найдем теперь предел первого сомножителя в правой части выражения
(38). Введя обозначение

H (s) = s (I − Π× f ∗ (s))−1 ,

можно записать
H (s)−H (s) Π× f ∗ (s) = sI. (41)

Из условия нормировки плотностей вероятности следует, что

lim
s→0

f ∗ij (s) = lim
s→0

∞∫
0

e−stfij (t) dt = 1.

Поэтому при s → 0 все элементы матрицы f ∗ (s) равны единице. С учетом
определенной выше операции перемножения матриц из (41) получим

lim
s→0

H (s) = H (0) = H (0) Π. (42)

Покажем, что строки матрицы H (0) должны быть пропорциональны финаль-
ным вероятностям состояний вложенной цепи Маркова, которая описывает ха-
рактер смены состояний без учета их длительности. Предположим, что вложен-
ная цепь Маркова имеет однозначные финальные вероятности, не зависящие
от начального состояния. Эти финальные вероятности являются решением си-
стемы алгебраических уравнений (2.35) и (2.38):

pj =
K∑
i=1

piπij,
K∑
i=1

pi = 1. (43)

Учитывая предположенную единственность решения этой системы уравнений
и сравнивая (42) с (43) или (2.34), можно прийти к заключению, что в каче-
стве решения матричного уравнения (41) можно взять квадратную матрицу
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H (0) размерности K × K, i-ая строка которой Hi =
[
hi1 hi2 . . . hiK

]
про-

порциональна вектору-строке финальных вероятностей Pf =
[
p1 p2 . . . pK

]
,

т. е.
Hi = kiPf ,

где ki – некоторый коэффициент пропорциональности.
Следовательно, для стационарного состояния уравнение (38) принимает вид

Φ = H (0)T.

Отсюда следует, что элементы матрицы Φ должны удовлетворять соотношению

Φij = hij (0) 〈Tj〉 = kipj 〈Tj〉 . (44)

Для определения коэффициентов ki воспользуемся условием, что сумма фи-
нальных интервально-переходных вероятностей должна равняться единице:

K∑
i=1

Φij = ki

K∑
i=1

pi 〈Ti〉 = 1.

Отсюда следуем, что

ki =

(
K∑
i=1

pi 〈Ti〉

)−1

. (45)

Коэффициенты пропорциональности оказываются одинаковыми для всех со-
стояний.

На основании (44) и (45) можно записать:

Φij = pj 〈Tj〉

(
K∑
i=1

pi 〈Ti〉

)−1

= Φj.

Видно, что финальные интервально-переходные вероятности Φij не зависят
от начального состояния ϑi и для их обозначения можно использовать толь-
ко второй индекс. Эти вероятности равны финальным вероятностям состоя-
ний вложенного марковского процесса, взвешенным с относительными средни-
ми безусловными временами ожидания в каждом состоянии. Следовательно,
единственной статистической характеристикой каждого времени ожидания, ко-
торая влияет на поведение процесса в стационарном состоянии, является его
среднее значение.

Рассмотрим иллюстративный пример, показывающий, что из теории полу-
марковских процессов как частный случай следуют результаты теории цепей
Маркова.
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Пусть полумарковский процесс с дискретным временем задан матрицей од-
ношаговых вероятностей перехода Π и времена ожидания в каждом состоянии
одинаковы и равны единице, т. е.

fij = δ (t− 1) , f ∗ij = e−s, 1 ≤ i, j ≤ K.

В данном случае

f ∗i (s) =
K∑
i=1

πije
−s = e−s,

Ψ∗i (s) =
1

s
(1− f ∗i (s)) =

1

s

(
1− e−s

)
, 1 ≤ i ≤ K.

Согласно (37) можно записать

Φ∗ (s) =
(
I − e−sΠ

)−1 1

s

(
1− e−s

)
или

Φ∗ (s) = R∗ (s) q (s) ,

где

R∗ (s) =
(
I − e−sΠ

)−1
, q (s) =

1− e−s

s
.

В теории матриц доказывается, что справедливо следующее соотношение:

(I − A)−1 =
∞∑
n=0

An.

Отсюда следует, что

R∗ (s) =
∞∑
n=0

e−nsΠn.

Из обратного преобразования Лапласа получаем

R (t) =
∞∑
n=0

Πnδ (t− n) , q (t) =

{
1, 0 ≤ t ≤ 1

0, t > 1
.

На основании этих выражений найдем матрицу интервально-переходных веро-
ятностей

Φ (t) =

t∫
0

R (t− τ) q (τ) dτ = Πn, n ≤ t ≤ n+ 1.
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Это выражение показывает, что для рассматриваемого полумарковского про-
цесса, когда переходы возможны только в дискретные, равноотстоящие момен-
ты времени, вероятность перехода из первоначального состояния ϑi в состояние
ϑj за n шагов равна элементу матрицы Πn с индексом ij. Этот результат сви-
детельствует о том, что частная конкретизация полумарковского процесса с
дискретным временем позволяет получить корректные результаты для цепей
Маркова.

Вопросы для самоконтроля
1. Какие случайные процессы относятся к марковским?

2. Что такое цепь Маркова? Как задается простая цепь Маркова?

3. Что такое полумарковский процесс? Как он задается? В чем отличия по-
лумарковского процесса от цепи Маркова?

4. Какие существуют характеристики полумарковского процесса и как они
рассчитываются?
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6 Датчики физических величин в системах
управления

При анализе и проектировании систем управления систему разделяют на эле-
менты, которые стараются разбить на две группы: линейные инерционные зве-
нья и звенья, описываемые безынерционными нелинейными зависимостями.

Линейные инерционные элементы называют типовыми динамическими зве-
ньями.

Нелинейное безынерционное звено вырабатывает на своем выходе сигнал,
значение которого определяется значением сигнала на входе в данный момент
времени и не зависит от значений входного сигнала в предшествующие момен-
ты времени.

Функция, связывающая значения выходной переменной со значениями вход-
ной переменной в данный момент времени, называется функцией преобразова-
ния:

y = ϕ (x, v, β) , (46)

где y ∈ Rm – вектор выходных переменных, x ∈ Rn – вектор измеряемых
величин, v ∈ Rq – вектор влияющих величин (помех, шумов), β ∈ Rp – вектор
параметров модели датчика.

Датчики в системах управления как технические устройства характеризу-
ются рядом показателей качества, которые делятся на:

• метрологические характеристики;

• характеристики датчика как элемента системы управления;

• показатели надежности (аппаратной, алгоритмической, информационной.

Основными метрологическими характеристиками датчиков являются:

• статическая погрешность, определяемая как составляющая совокупной по-
грешности датчика, оцениваемая в условиях статических измерений;

• диапазон измерений;

• порог чувствительнойсти датчика, определяемый как минимальное измене-
ние измеряемой величины, вызывающее уверенно фиксируемое изменение
выходного сигнала датчика;

• чувствительность.
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В стохастических моделях датчиков изменения влияющих величин описы-
ваются как случайные процессы. Для моделирования поведения параметров βi
используют математический аппарат описания случайных векторов для мед-
ленного случайного изменения во времени параметров (для описания дрейфа
параметров) используются модели случайных процессов с хорошо известным
аналитическим описанием.

6.1 Методы статистического оценивания в исследовании
датчиков систем управления

Рассмотрим задачу оценивания параметров и статистических характеристик
выходного сигнала датчика системы управления по результатам градуировоч-
ного эксперимента.

По результатам градуировочного эксперимента, проведенного с испытывае-
мым датчиком системы управления, с использованием методов статистическо-
го оценивания определяются оценки значений параметров преобразовательной
характеристики датчика и статистические характеристики распределения зна-
чений оценок параметров и оценок значений выходного сигнала датчика.

Модель преобразовательной характеристики датчика представим в виде ли-
нейной регрессии

y = y (x, β) = ϕT (x)β + v, (47)

где y ∈ R1 – выходной (скалярный) сигнал датчика, x ∈ Rm – вектор входных
(измеряемых) величин, ϕT (x) =

[
ϕ1(x) ϕ2(x) . . . ϕp(x)

]
– векторная функ-

ция, компоненты которой устанавливаются из физических принципов работы
датчика либо подбираются при моделировании его преобразовательной харак-
теристики, β ∈ Rp – вектор неизвестных (оцениваемых) параметров преоб-
разовательной характеристики датчика, v ∈ R1 – случайная составляющая
результата измерения выходного сигнала датчика.

Будем считать v случайной величиной с независимыми отсчетами (при фик-
сации выходного сигнала y в градуировочном эксперименте) с нулевым средним
(M (v) = 0), подчиняющейся нормальному распределению, т.е. v ∼ N

(
0, δ2

)
.

yДатчикxm
x1
...

а)

yxm
x1
...

v

φT(x)β
б)

Рис. 10: Функциональная (а) и структурная (б) схемы датчика.
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Для оценки статистических характеристик параметров преобразовательной
характеристики и выходного сигнала датчика проводится градуировочный экс-
перимент, в результате которого выполняется n измерений выходного сигнала
датчика (n ≥ p) при различных значениях вектора измеряемых величин x.

Варианты значений измеряемых величин, фиксируемых в градуировочном
эксперименте (план эксперимента), представляются в матричном виде:

X =


x11 x12 . . . x1m

x21 x22 . . . x2m
... ... ... ...
xn1 xn2 . . . xnm

 =


x1

x2
...
xn

 .
Матрицу X называют матрицей регрессоров.

Используя установленную (фиксированную) совокупность векторов xi
(
i = 1, n

)
,

вычисляют расширенную матрицу регрессоров, которая имеет вид

H =


ϕ1(x1) ϕ2(x1) . . . ϕp(x1)
ϕ1(x2) ϕ2(x2) . . . ϕp(x2)

... ... ... ...
ϕ1(xn) ϕ2(xn) . . . ϕp(xn)

 .
Элементы ϕj(xi)

(
i = 1, n, j = 1, p

)
расширенной матрицы регрессоров при вы-

бранном плане эксперимента могут быть вычислены до проведения градуиро-
вочного эксперимента, тогда функции ϕj(xi) известны априори.

Если функции ϕj(xi) подбираются при обработке результатов градуировоч-
ного эксперимента, то матрица H формируется после выбора функций ϕj(xi)
и вычисления значений этих функций при фиксированных (выбранных) зна-
чениях вектора xi.

По результатам измерений значений выходного сигнала датчика при фик-
сированных (выбранных) значениях входных величин формируется вектор из-
меряемых значений выхода датчика Y ∈ Rn.

Уравнение преобразовательной характеристики датчика (47) справедливо
для каждого отдельного опыта в градуировочном эксперименте, т.е.

yi = ϕT (xi) β + vi, i = 1, n. (48)

Совокупный результат всех опытов градуировочного эксперемента предста-
вим в векторно-матричном виде:

Y = Hβ + V, (49)

где V ∈ Rn – значения случайной составляющей результата измерения выход-
ного сигнала датчика в каждом опыте градуировочного эксперимента.
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Целью градуировочного эксперимента является определение с использова-
нием уравнения (49) вектора β̂ ∈ Rp оценок значений параметров преобразова-
тельной характеристики датчика (47) на основании измерительной информа-
ции, полученной в ходе эксперимента.

Оценки β̂i
(
i = 1, p

)
, которые будут вычислены, являются случайными ве-

личинами с некоторыми вероятностными распределениями. Для оценок β̂i уста-
новим их важнейшие статистические характеристики, а для выходного сигнала
датчика при фиксированном значении вектора измеряемых величин xi опреде-
лим предсказанное значение отклика датчика ŷ и оценим значение дисперсии
отклика d (ŷ (xi)).

В математической статистике развито несколько методов оценивания пара-
метров регрессионных зависимостей. Рассмотрим один из них – метод макси-
мального правдоподобия. В этом методе в качестве оценок параметров β̂i при-
нимаются значения, доставляющие максимум функции правдоподобия L (x, β),
определяющей плотность вероятности того, что появится некоторая точка в
пространстве выборок, т.е.

β̂ = argmax
β
L (x, β) .

Для вычисления вектора оценок β̂, доставляющего максимум функции прав-
доподобия, используют необходимое условие вида

∂L (x, β)

∂β
= 0. (50)

Для распределений экспоненциального типа часто применяют логарифми-
ческую функцию правдоподобия lnL (x, β). Максимумы функций правдоподо-
бия L (x, β) и lnL (x, β) совпадают, т.к. логарифм является монотонной функ-
цией.

При оценке векторного параметра необходимое условие правдоподобия при-
водит к системе уравнений относительно частных производных по компонентам
искомого вектора.

В рассматриваемом случае функция плотности распределения измеренного
значения отклика датчика yi имеет вид

W (yi, β) =
1√

2πσ2
e−

1
2σ2

(yi−ϕT (xi)β
2). (51)

Представим функцию правдоподобия измеренных значений отклика датчи-
ка в виде

L (y, β) =
(
2πσ2

)−n2 e− n∑
i=1

1
2πσ2

(yi−ϕT (xi)β
2)
. (52)
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В матричных обозначениях функция правдоподобия (52) представляется
выражением

L (y, β) =
(
2πσ2

)−n2 e 1
2σ2

(Y−Hβ)
T

(Y−Hβ). (53)

Для вычисления оценки вектора неизвестных параметров преобразователь-
ной характеристики датчика β̂ воспользуемся методом максимального правдо-
подобия. Составим логарифмическую функцию правдоподобия

lnL (y, β) = ln
(
2πσ2

)−n2 − 1

2σ2
(Y −Hβ)T (Y −Hβ) . (54)

Найдем производную функции правдоподобия (54):

∂ lnL (y, β)

∂β
= − 2

2σ2
HT (Y −Hβ) .

Приравняв производную функции правдоподобия к нулю, получим линейную
относительно вектора β систему уравнений(

HTH
)
β = HTY. (55)

Единственное (при невырожденной матрице HTH) решение уравнения (55)
доставляет максимум функции правдоподобия (54) и дает следующую оценку
вектору параметров преобразовательной характеристики датчика:

β̂ =
(
HTH

)−1
HTY. (56)

Оценка, определяемая выражением (56), является несмещенной, т.е. выпол-
няется соотношение

M
(
β̂
)

=
(
HTH

)−1
HTM(Y ) =

(
HTH

)−1
HT (Hβ +M(V )) = β,

в силу чего можно сделать вывод о ее состоятельности и эффективности.
Ковариационная матрица K

(
β̂
)
оценки вектора параметров преобразова-

тельной характеристики датчика определяется выражением

K
(
β̂
)

= σ2
(
HTH

)−1
,

в котором матрицу HTH называют информационной матрицей Фишера.
Нормальность случайной составляющей результата измерения выходного

сигнала v определяет нормальность распределения оценки β̂, т.е.

β̂ ∼ N
(
β̂, σ2

(
HTH

)−1
)
.
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Таблица 1: Результаты градуировочного эксперимента

x −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
y −20.1 −15.7 −11.6 −8 −4.2 0.7 4.7 7.4 11.3 15.2 19.6

В результате вычисления оценки β̂ параметров преобразовательной характе-
ристики датчика получена несмещенная и эффективная оценка прогноза зна-
чений выходного сигнала датчика при измерениях в статическом режиме (при
фиксированном значении входных величин x).

Для оценки значений выходного сигнала датчика используется выражение

ŷ(x) = ϕT (x)β̂. (57)

Оценка выходного сигнала датчика (57) также имеет нормальное распреде-
ление, дисперсия которого определяется соотношением

d (ŷ(x)) = ϕT (x)K
(
β̂
)
ϕ(x) = σ2ϕT (x)

(
HTH

)−1
ϕ(x). (58)

Рассмотрим в качестве примера задачу оценки параметров линейной регрес-
сионной модели преобразовательной характеристики датчика на основе данных
градуировочного эксперимента, приведенных в таблице 1.

Графически результаты градуировочного эксперимента из таблицы 1 пред-
ставлены на рисунке 11. Необходимо определить функции регрессора ϕ (x) и
рассчитать значения оценок вектора параметров β̂, которые бы обеспечили
правдоподобную оценку выходного сигнала датчика в виде (57).

Рассмотрим для начала одномерную регрессионную модель вида (47) с функ-
цией регрессора ϕ1 (x) = 4x. Рассчитаем регрессор H1 (x) для данных градуи-
ровочного эксперимента:

H1 (x) =



−20
−16
−12
−8
−4
0
4
8
12
16
20


.
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Рис. 11: Результаты градуировочного эксперимента.

Оценку β̂1 параметра β регрессионной модели преобразовательной характери-
стики вычислим в силу соотношения (56):

β̂1 =
(
HT

1 H1

)−1
HT

1 Y = 0.97.
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Тогда оценка (прогноз) значений выходного сигнала датчика будет иметь вид

ŷ1(x) = H1 (x) β̂ =



−19.568
−15.655
−11.741
−7.827
−3.914

0
3.914
7.827
11.741
15.655
19.568


.
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Рис. 12: Результаты градуировочного эксперимента.

Графическое сравнение полученной оценки ŷ1 с данными градуировочного
эксперимента представлено на рисунке 12. Видно, что оценка близка к результа-
там эксперимента. Степень этой близости оценим при помощи среднеквадрати-
ческого отклонения оценки от данных градуировочного эксперимента, приняв
за математическое ожидание оценки данные градуировочного эксперимента:

σ1 =
10∑
i=1

√
(ŷ1i −M [yi])

2

10
= 0.365.

Улучшать точность можно путем расширения и/или корректировки функ-
ций регрессора. Дополним регрессор функцией φ2 (x) = exp−x. Тогда регрессор
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H2 (x) примет вид

H2 (x) =



−20 148.413
−16 54.598
−12 20.086
−8 7.389
−4 2.718
0 1
4 0.368
8 0.135
12 0.05
16 0.018
20 0.006738


.

Оценку β̂2 вектора параметров β регрессионной модели преобразовательной
характеристики вычислим в силу соотношения (56):

β̂2 =
(
HT

2 H2

)−1
HT

2 Y =

[
0.966

0.005081

]
.

Тогда оценка (прогноз) значений выходного сигнала датчика будет иметь вид

ŷ2(x) = H2 (x) β̂ =



−20.083
−15.74
−11.699
−7.769
−3.88

0.005081
3.864
7.731
11.597
15.463
19.329


.

Графическое сравнение полученной оценки ŷ2 с данными градуировочного экс-
перимента представлено на рисунке 12. Видно, что оценка близка к результатам
эксперимента. Степень этой близости оценим при помощи среднеквадратиче-
ского отклонения оценки от данных градуировочного эксперимента, приняв за
математическое ожидание оценки данные градуировочного эксперимента:

σ2 =
10∑
i=1

√
(ŷ2i −M [yi])

2

10
= 0.31.
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Можно увидеть, что прибавка в точности в 5% обеспечена за счет того, что
оценка с регрессором H2 (x) имеет большую точность в интервале от −5 до
−3.

Вопросы для самоконтроля
1. Какие показатели качества выделяют у датчиков физических величин в

системах управления? На какие из них могут оказать влияние случайные
возмущения?

2. Как может быть задана модель преобразовательной характеристики дат-
чика?

3. Что такое градуировочный эксперимент и каковы его цель и задачи?

4. Что такое метод максимального правдоподобия и как он применяется в
задаче оценки параметров преобразовательной характеристики датчика?
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7 Введение в теорию эксперимента
При изучении сложных технических систем в настоящее время наиболее широ-
ко применяется системный подход, в основе которого лежит стремление при-
нять во внимание максимально полный набор входных и выходных парамет-
ров объекта исследования, а также применение проблемно-ориентированного
подхода. Одним из ярких примеров применения системного подхода может по-
служить математическая теория планирования эксперимента, методы которой
имеют в своей основе развитие принципов многофакторного анализа. Благода-
ря своей надежности, эффективности и универсальности эти методы получи-
ли широкое распространиение в самых разнообразных областях исследований,
предполагающих планирование и проведение экспериментальных исследований
[4].

Хотя математические методы планирования наиболее эффективно работа-
ют при исследовании физических объектов путем постановки опытов с этими
объектами в реальных условиях их работы, планирование эксперимента, если
под экспериментом иметь в виду любое действие с системой или ее моделью,
позволяет существенно поднять эффективность решений на математических
моделях как в линейной, так и нелинейной постановке задач. И в этом плане
применение математической теории эксперимента при моделировании задач
на вычислительных машинах дозволяет поднять производительность научного
труда на всех стадиях исследования, разработки и проектирования сложных
систем.

Математические методы планирования эксперимента имеют в своей основе
представление об объекте исследования как о так называемом «черном ящике».
"Черный ящик"представляет собой систему, в которой известны только вход-
ные сигналы, которые задаются исследователем по определенным правилам,
и выходные сигналы, которые регистрируются измерительной аппаратурой. О
параметрах или структуре самого "черного ящика"при этом ничего не извест-
но. В такой постановке задачи входные сигналы интерпретируются как неза-
висимые переменные или управляемые факторы и обозначаются x1, x2, x3, . . .,
xk, а выходы (параметры процесса или количественные характеристики иссле-
дуемого объекта) интерпретируются как параметры (критерии) оптимизации
η1, η2, η3, . . ., ηm.

Для каждого фактора предусмотрен набор из нескольких значений или
уровней, которые он может принимать в ходе эксперимента. Каждая уникаль-
ная комбинация уровней нескольких факторов характеризует одно из возмож-
ных состояний исследуемой системы, при этом в факторном пространстве каж-
дой такой комбинации соответствует определенная точка (точка O на рисунке
13) и соответствующий отклик исследуемой системы. Таким образом, между
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значениями факторов и реакцией исследуемой системы существует некоторая
функциональная зависимость, называемая функцией отклика

ηl = f (χ1, χ2, χ3, . . . , χk) , l = 1,m. (59)

Геометрически функциональную зависимость (59) можно интерпретировать
как некоторую поверхность в пространстве факторов, которую называют по-
верхностью отклика (см. рисунок 13).

Рис. 13: Поверхность отклика.

Функция отклика может быть интерпретирована (с определенной долей
условности) как математическая модель исследуемой системы. В общем слу-
чае вид функции (59) неизвестен, поэтому для описания поверхности отклика
используют разложение этой функции в ряд вида

η = β0 +
K∑
i=1

βixi +
∑
i6=j

βijxixj + . . .+
∑
i6=j 6=q

βijkxixjxq, (60)

где β0, βi, βij, . . ., βijq – коэффициенты регрессии, значения которых определя-
ют форму поверхности отклика в изучаемой области. Такое уравнение обычно
называют уравнением регрессии.
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Таким образом, задача отыскания функции отклика может быть сведена к
получению по экспериментальным данным выборочной оценки для η в виде

y = b0 +
K∑
i=1

bixi +
∑
i6=j

bijxixj + . . .+
∑
i6=j 6=q

bijkxixjxq, (61)

где b0, bi, bij, . . ., bijq – оценки для теоретических коэффициентов регрессии.
В рамках поставленной задачи нахождения оценки функции отклика зада-

ча планирования эксперимента может быть поставлена как определение такого
плана эксперимента, при котором за наименьшее число опытов можно было бы,
используя составленные специальным образом сочетания уровней факторов,
определить оценку функции отклика и оптимальные значения оценок коэффи-
циентов регрессии.

Отметим основные возможности, которые дает исследователям теория экс-
перимента:

1. В план эксперимента при помощи методов математической статистики ста-
ло возможно вводить аналоги случайных величин путем рандомизации де-
терминированных факторов, которые слишком сложно либо вовсе невоз-
можно контролировать полностью, что дает возможность учитывать их
влияние при помощи статистических методов.

2. Планирование эксперимента позволяет резко повысить эффективность экс-
перимента за счет оптимального использования пространства независимых
переменных. Это означает, что параметры, интересующие исследователя,
могут быть определены со значительно меньшей ошибкой, чем при тради-
ционных методах исследования.

3. Методы математического планирования эксперимента позволяют постро-
ить такой план эксперимента, в котором содержание последующих опытов
корректируется или даже существенно изменяется результатами предыду-
щих, что позволяет существенно сократить общее время исследования в
случае, например, эксперимента по поиску оптимальных параметров функ-
ционирования системы (вместо перебора всех сочетаний уровней факторов
результаты каждого опыта сужают область оптимальных параметров).

4. Использование методов математического планирования эксперимента поз-
воляет представить результаты эксперимента в компактной, легко чита-
емой форме, а также предоставляет критерии точности и достоверности
результатов эксперимента. Это позволяет не только удобно представлять
результаты экспериментов при публиковании, но и дает возможность со-
поставлять и сравнивать результаты экспериментов, проведенных другими
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исследователями в данной области, что также повышает эффективность
исследований.

Факторами называются переменные величины, принимающие в некоторый
момент времени определенное значение и соответствующие способам воздей-
ствия на объект. Они определяют как сам объект, так и его состояние.

Факторы могут быть количественными и качественными. Количественны-
ми факторами являются переменные величины, которые можно оценить коли-
чественно. Качественные факторы, если это нужно экспериментатору, всегда
можно сделать количественными, построив условную порядковую шкалу для
кодирования уровня качества числами натурального ряда. Наиболее простой
пример такого кодирования – оценка качества по пятибалльной системе.

К факторам обычно предъявляют ряд требований. Так, факторы должны
быть управляемыми, то есть для каждого фактора должна быть обеспечена
возможность поддержания требуемого уровня в течение заданного периода вре-
мени в рамках эксперимента с заданной точностью. Также факторы должны
воздействовать непосредственно на объект исследования или, иными словами,
не быть функциями других переменных (особенно неконтролируемых). Отсю-
да вытекает также требование некоррелированности факторов, то есть уровень
каждого фактора должен устанавливаться независимо от других факторов.
Кроме того, запланированные для эксперимента сочетания факторов должны
быть физически реализуемы.

Не менее важной, чем определение факторов, является задача выбора пара-
метра оптимизации, которая определяется целью исследований. Цель исследо-
ваний должна быть сформулирована очень четко и допускать количественную
оценку. К параметру оптимизации, как и к факторам, обычно предъявляют ряд
требований. Так, выбранный параметр оптимизации должен оценивать именно
выход исследуемой системы, а не каких-либо ее подсистем, то есть быть эффек-
тивным, а также универсальным. Кроме того, параметр оптимизации должен
допускать однозначное количественное выражение. Если последнее невозмож-
но, качественное выражение параметра оптимизации кодируется численно (как
правило, последовательностью натуральных чисел). Наконец, параметр опти-
мизации должен нести некоторый физический смысл, что позволит более кор-
ректно сформулировать результаты эксперимента.

Свойства и поведение исследуемой системы могут быть описаны различ-
ными в определенной степени эквивалентными моделями. Выбор конкретной
модели должен быть согласован с целью исследования, а выбранная модель со-
ответствовать ряду критериев. Главный из них – адекватность модели, которая
отражает способность модели предсказать поведение исследуемой системы на
необходимый для эксперимента промежуток времени с требуемой точностью.
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Также модель должна быть содержательной и таким образом обеспечивать воз-
можность не только описать уже известные свойства объекта исследования, но
и выявить ранее неизвестные. Наконец, сложность модели следует подбирать
исходя из условий эксперимента и имеющихся вычислительных мощностей. В
теории математического планирования эксперимента наибольшее распростра-
нение получили полиномиаотные модели.

7.1 Полный факторный эксперимент
Традиционным способом испытаний является однопараметрический экспери-
мент, при котором все переменные, кроме исследуемой, фиксируются на посто-
янных уровнях. Поочередная смена уровней всех переменных на выходе дает
зависимости, не отражающие взаимодействия параметров. Факторное плани-
рование позволяет устранить этот недостаток.

При факторном планировании число уровней для каждого из факторов не
может быть меньше двух [4]. Количество уровней факторов и, соответственно,
их уникальных комбинаций задает число возможных откликов исследуемой
системы, в связи с чем число уровней редко выбирают большее трех. Экспе-
риментальные планы, в которых все факторы варьируются на двух уровнях,
называются планами типа 2k, где k – количество факторов. Эксперимент, в хо-
де которого реализуются все возможные комбинации уровней всех факторов,
называют полным факторным экспериментом (ПФЭ). Очевидно, что для того,
чтобы исчерпать все возможные комбинации для факторов на двух уровнях,
следует провести 2k опытов.

Для облегчения расчета коэффициентов регрессии по результатам полного
факторного эксперимента производят кодирование переменных согласно выра-
жению

xi =
x̄i − x̄i0
x̄i

; i = 1, k, (62)

где xi – кодированное значение i-го фактора, x̄i – значение i-го фактора на
одном из уровней в натуральных переменных, x̄i0 – значение i-го фактора на
основном уровне, который определяется как среднее арифметическое уровней
фактора (см. рисунок 14а), λ̄i – натуральное значение интервала варьирова-
ния, величина которого равна разности между любым из уровней и основным
уровнем фактора.

Путем выбора интервалов варьирования в пространстве факторов исследо-
вателем задается некоторая область, в рамках которой будет изучаться пове-
дение системы. Такая область будет симметрична относительно своего центра,
который соответствует нулевому уровню. Стоит отметить, что для качествен-
ных факторов нулевой уровень не имеет физического смысла.
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Рис. 14: Геометрическая интерпретация двухфакторного эксперимента в нату-
ральных (а) и кодированных (б) переменных.

Кодирование переменных представляет собой линейное преобразование фак-
торного пространства, заключающееся в переносе начала координат в нулевую
точку (см. рисунок 14б) и выбор масштабов по осям в единицах интервалов
варьирования. В относительных единицах значения факторов на верхнем и
нижнем уровнях при таком преобразовании будут соответственно +1 и −1,
пределы варьирований кодированных переменных λ1 = λ2 = 1.

Запись значений границ интервалов в относительных единицах ±1 приво-
дит к стандартиой форме записи матрицы планирования, использующей толь-
ко знаки. План, например, полного факторного эксперимента ПФЭ-22 показан
в таблице 2, а геометрическое изображение плана в виде квадрата, вершины
которого соответствуют номерам и условиям плана – на рисунке 14б. Для ре-
ализаций этого плана необходимо поставить N = 2k т.е. N = 22 = 4 опыта, а
математическая модель будет иметь вид

y = b0 + b1x1 + b2x2 + b12x1x2

и требует определения N = 22 = 4 коэффициентов.
План эксперимента ПФЭ-22, показанный в таблице 2, имеет один столбец с

фиктивной переменной X0, которой во всех опытах присвоено значение +1, и
столбец произведенияX1X2. При этом столбцы матрицыX1 иX2 используются
непосредственно для планирования и определяют условия проведения опытов,
а столбцы X0 и X1X2 используются только для расчетов коэффициентов b0 и
b12 (коэффициент взаимодействия факторов X1 и X2 модели).
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Таблица 2: План эксперимента ПФЭ-22

№ опыта Переменные Выход
x0 x1 x2 x3

1 + − − + y1

2 + + − − y2

3 + − + − y3

4 + + + + y4

Таблица 3: План эксперимента ПФЭ-23

№ опыта Переменные Выход
x1 x2 x3

1 − − − y1

2 + − − y2

3 − + − y3

4 + + − y4

5 − − + y5

6 + − + y6

7 − + + y7

8 + + + y8

Матрица планирования для произвольного числа независимых переменных,
для которых заданы два уровня, могут быть сформированы, например чере-
дования знаков. Так, в таблице 3 приведен план эксперимента ПФЭ-23, в кото-
ром знаки в столбце первого фактора чередуются, в столбце второго фактора
меняются через две строки (аналогично со столбцами факторов X1 и X2 в таб-
лице 2), а в столбце третьего фактора меняются через четыре строки. Данную
тенденцию можно экстраполировать на любой число факторов, сменяя знаки
через число строк, соответствующее степеням двойки. Геометрическая интер-
претация плана эксперимента ПФЭ-23 приведена на рисунке 15.

Плану ПФЭ присущи критерии оптимальности – ортогональность и ро-
татабельность. Ортогональность плана обеспечивает получение независимых
оценок коэффециентов регрессии. Ротатабельность плана позволяет получить
одинаковую дисперсию предсказанных значений функции отклика во всех рав-
ноудаленных от центра эксперимента точках.

Приведенные выше планы полных факторных экспериментов обладают ря-
дом важных свойств. Во-первых, эти планы симметричны, что выражается в
том, что все сочетания уровней факторов симметричны относительно центра
плана (что наглядно показано на графических интерпретациях планов). Ма-
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Рис. 15: Геометрическая интерпретация двухфакторного эксперимента в нату-
ральных (а) и кодированных (б) переменных.

тематически это выражается в равенстве нулю сумм элементов каждого из
столбцов матрицы планирования:

N∑
u=1

xiu = 0, i = 1, k. (63)

Во-вторых, для приведенных планов выполняется свойство нормировки,
что выражается в том, что сумма квадратов элементов каждого столбца равно
количеству строк в матрице планирования:

N∑
u=1

x2
iu = N, i = 1, k. (64)

Наконец, для приведенных выше планов выполняется свойство ортогональ-
ности, что означает, что сумма попарных произведений элементов любых двух
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столбцов матрицы планирования равна нулю:

N∑
u=1

xiuxji = 0, i 6= j, i, j = 1, k. (65)

Матрицы планирования показывают, в каких точках факторного простран-
ства надо произвести измерения выхода (отклика), т.е. произвести опыты. А
столбцы Xi (i = 1, 2, 3, . . .) определяют условия проведения опытов. Например
(см. таблицу 2): опыт по третьей строке (U = 3) проводится при условии, когда
фактор X1, находится на нижнем уровне, а фактор X2 – на верхнем. В целях
«рандомизации» опыты зачастую проводятся в произвольном порядке, а не в
том, в котором они следуют в таблице плана эксперимента.

Многофакторные эксперименты чаще всего проводятся на реальном обору-
довании. С технической точки зрения фактор удобно представить параметрами
пассивных элементов R, L, C, токами и напряжениями, а условия окружаю-
щей среды температурой, давлением, влажностью и т.д. В большинстве слу-
чаев факторы варьируются на двух уровнях x̄iн, x̄i0, и в целях калибровки
часто необходимо измерять отклик в центре локальной области исследований,
зафиксировав значения всех факторов на основном уровне x̄i = x̄i0 или в ко-
дированных переменных xi = 0. Для этого в экспериментальном оборудовании
должна быть предусмотрена возможность варьирования каждого из факторов
на трех уровнях. Данная задача может быть решена, например, с помощью
набора отдельных элементов, которые переключаются в зависимости от тре-
буемого уровня в соответствии с условиями проведения опытов по строкам
план-матрицы эксперимента.

Рис. 16: Примеры схем варьирования трех уровней факторов при помощи пе-
реключения сопротивлений.

На рисунке 16 приведены примеры схем реализации верхнего (В), нижнего
(Н) и основного (О) уровней с помощью последовательного и параллельного
соединений. А само переключение в простейшем случае осуществляется с по-
мощью шагового искателя.
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7.2 Дробный факторный эксперимент
В полном факторном эксперименте опыты реализуются при всех возможных
наборах уровней факторов. Например, для двухуровневого факторного экспе-
римента опыты проводятся в N = 2K точках факторного пространства. При
этом очевидно, что с введением каждого нового фактора число опытов в мат-
рице ПФЭ-2K удваивается (при K = 2, N = 4, при K = 3, N = 8, при K = 4,
N = 16 и т.д.) [4].

На основе опытов в N точках факторного пространства можно найти N =
2K коэффициентов уравнения регрессии. Если число факторов k ≥ 4, эффек-
ты взаимодействия высокого порядка становятся статистически незначимыми.
Практика эксперимента показывает, что при k = q ≥ 4 влияние сомножителей
x1, x2, . . ., x4 на отклик взаимно компенсируется, и соответствующий коэф-
фициент b123...q становится статистически незначимым. Это означает, что для
экспериментов со значительным количеством факторов возникает потребность
в построении таких планов экспериментов, которые бы позволяли оценивать в
основном линейные эффекты факторов, в меньшей степени эффекты их пар-
ных взаимодействий и, при необходимости, эффекты тройных взаимодействий
факторов, исключая из оценки функции отклика взаимодействия факторов
более высоких порядков. При таком подходе сокращается количество необхо-
димых опытов, а значит и временные и трудозатраты.

Рассмотрим пример эксперимента с 10 факторами и будем исходить из того,
что необходимо оценить только линейные эффекты факторов и их парные вза-
имодействия, а остальными взаимодействиями в силу статистической незначи-
тельности будем пренебрегать. Тогда количество опытов, которые необходимо
произвести (а значит, и количество коэффициентов, которые нужно оценить),
будет равно

NОП = C0
10 + C1

10 + C2
10 = 1 + 10 + 45 = 56.

При этом в полном факторном эксперимента требуется оценить N = 210 =
1024 коэффициентов. Можно сделать вывод, что при использовании введенных
предположений затраты времени и трудозатраты сократятся в 1024/56 = 17.3
раза по сравнению с полным факторным экспериментом.

Исходя из вышесказанного можно заключить, что в экспериментах с боль-
шим количеством факторов целесообразно сокращать количество оцениваемых
коэффициентов регрессии по сравнению с полным факторным экспериментом.
Тогда возникает задача построения таких планов экспериментов, в которых
число опытов было бы равно либо несущественно превышало количество оце-
ниваемых коэффициентов регрессии. Такие эксперименты называются дроб-
ными факторными экспериментами (ДФЭ)2K−p. Количество опытных точек
в дробном факторном эксперименте ДФЭ-2K−p в 2p раз меньше, чем в пол-
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Таблица 4: План эксперимента ДФЭ-23−1

№ опыта Переменные Выход
x0 x1 x2 x3 = x1x2

1 + − − + y1

2 + + − − y2

3 + − + − y3

4 + + + + y4

ном факторном эксперименте ПФЭ-2K . Здесь p – число факторов, введенных
путем замены статистически незначимых взаимодействий. В силу того, что
дробный факторный эксперимент ДФЭ-2K−p есть часть полного факторного
эксперимента ПФЭ-2K , то ДФЭ называют также дробной репликой фактор-
ного эксперимента. Например, дробный факторный эксперимент, образующий
половину ПФЭ-2K , обозначают ДФЭ-2K−1 и называют полурепликой ПФЭ-2K ,
ДФЭ-2K−2 называют 1/4-репликой ПФЭ-2K и т. д.

Построение плана дробного факторного эксперимента рассмотрим на осно-
ве описанных выше полных факторных экспериментов ПФЭ-22 и ПФЭ-23. По
аналогии могут быть построены и другие ДФЭ. Для начала поставим задачу
построения плана ДФЭ-23−1. В таком эксперименте план строится на четы-
рех опытных точках N = 23−1 = 22 = 4. Ядром плана является ПФЭ-22, что
позволяет принять модель функции отклика в виде

y = b0 + b1x1 + b2x2 + b12x1x2.

При условии, что взаимодействие x1x2 является статистически незначи-
тельным, соответствующий столбец в плане ПФЭ-22 (см. таблицу 2) можно
использовать для добавления некоторого нового фактора X3 и, таким обра-
зом, построить план ДФЭ-23−1. ДФЭ-23−1 является полурепликой ПФЭ-22 и
позволяет получить трехфакторную модель

y = b0 + b1x1 + b2x2 + b3x3

по результатам четырех опытов (см. таблицу 4).
Далее рассмотрим задачу построения плана дробного факторного экспе-

римента ДФЭ-24−1. План ДФЭ-24−1 строится на основе полного факторного
эксперимента ПФЭ-23, N = 23 = 8. При условии, что тройное взаимодействие
X1X2X3 является статистически незначительным, те же восемь опытов можно
использовать для построения четырехфакторной модели

y = b0 + b1x1 + b2x2 + b12x1x2 + b3x3 + b23x2x3 + b4x4.
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Таблица 5: План эксперимента ДФЭ-24−1

№ опыта Переменные Выход
x0 x1 x2 x1x2 x3 x1x3 x2x3 x4 = x1x2x3

1 + − − + + + − − y1

2 + + − − − + + + y2

3 + − + − + − + + y3

4 + + + + − − − − y4

5 + − − + − − + + y5

6 + + − − + − − − y6

7 + − + − − + − − y7

8 + + + + + + + + y8

Таблица 6: План эксперимента ДФЭ-25−2

№ опыта Переменные Выход
x0 x1 x2 x1x2 x3 x1x3 x2x3 x5 = x1x2x3

1 + − − + − + + − y1

2 + + − − − − + + y2

3 + − + − − + − + y3

4 + + + + − − − − y4

5 + − − + + − − + y5

6 + + − − + + − − y6

7 + − + − + − + − y7

8 + + + + + + + + y8

Полную план-матрицу эксперимента ДФЭ-24−1 иллюстрирует таблица 5. ДФЭ-
24−1 является полурепликой ПФЭ-23.

На базе ПФЭ-23 можно получить и более насыщенные планы, например,
ДФЭ-25−2, т.е. 1/4 реплики ПФЭ-25 этом плане выполняется N = 8 вместо
N = 32 ПФЭ-25. Модель ДФЭ-25−2 будет иметь вид

y = b0 + b1x1 + b2x2 + b12x1x2 + b3x3 + b4x4 + b23x2x3 + b5x5.

План ДФЭ-25−2 иллюстрируется таблицей 6.
Дробные факторные планы ДФЭ-2K−p позволяют существенно сократить

количество опытов. Однако при построении таких планов надо иметь в ви-
ду, что оценки коэффициентов регрессии будут смешанными. Так происходит
потому, что разные эффекты в матрице планирования дробного факторного
эксперимента отражают одни и те же столбцы. Так, например, в матрице ДФЭ-
24−1 (см. таблицу 5) столбец для x1 полностью повторяет столбец для взаимо-

70



действия x2x3x4, а столбец для x3 совпадает со столбцом для взаимодействия
x1x2x4. Аналогичным образом столбец для взаимодействия x1x2 будет совпа-
дать со столбцом x3x4. Это означает, что оценка, полученная в результате ДФЭ-
24−1, на самом деле является смешанной оценкой

b1 → β1 + β234,

где β1 – истинное значение коэффициента регрессии в уравнении модели. Ана-
логичным образом

b2 → β2 + β134,

b3 → β3 + β124,

b4 → β4 + β123.

Смешивание оценок в матрице ДФЭ-2K−p задается определяющим контра-
стом, который определяется из соотношения, описывающего, с каким взаимо-
действием в матрице полного факторного эксперимента ПФЭ-2K смешан до-
полнительно введенный линейный эффект. В рассматриваемом случаеДФЭ-
24−1 (см. таблицу 5) это соотношение (называемое генерирующим соотноше-
нием) было x4 = x1x2x3. Умножая обе части равенства на x4, получим x2

4 =
x1x2x3x4. Результат описанной операции называется определяющим контра-
стом. С помощью определяющего контраста можно определить, с каким эф-
фектом смешан любой эффект в выбранной матрице. Для этого достаточно
умножить обе части равенства на интересующий фактор. Например, для фак-
тора x2 получим

x2 = x1x
2
2x3x4 = x1x2x3,

а для взаимодействия x1x2 получим

x1x2 = x2
1x

2
2x3x4 = x3x4.

Если включить в эксперимент еще один фактор, то получим четверть-реплику
ПФЭ-25 или ДФЭ-25−2 (см. таблицу 6). Здесь J1 = X4 = X1X3 и J2 = X5 =
X1X2X3. Тогда определяющий контраст X4 = X1X3 или 1 = X1X2X4, а также
X5 = X1X2X3 или 1 = X1X2X3X5. Перемножив два определяющих контраста,
получим

1 = X1X2X4 = X1X2X3X5. (66)

При наличии двух и более генераторов наряду с понятием контраста исполь-
зуется понятие обобщенного определяющего контраста. Обобщенный определя-
ющий контраст имеет вид Jоп = J1 = J2 = J1J2.

1 = X1X2X4 = X1X2X3X5 = X2X4X5. (67)
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В соответствии с контрастом (66) в результате опытов, поставленных по
плану ДФЭ-25−2 (см. таблицу 6), будут получены оценки коэффициентов ре-
грессии, смешанные следующим образом:

b2 → β2 + β135 + β45 + β34,

b3 → β3 + β125 + β14 + β245,

b4 → β4 + β1235 + β25 + β13,

b5 → β5 + β123 + β134 + β24.

С учетом того, что в значительном числе случаев тройные взаимодействия
статистически незначимы, а также того, что некоторые двойные взаимодей-
ствия также априори являются статистически незначимыми (например, β14,
где x1 – время регулирования и x2 – давление окружающей температуры; x1

– время успокоения колебаний стрелки указательного прибора и x2 – толщина
стенки корпуса прибора и т. д.), оценки подучаются "чистыми". А в приведен-
ном примере объем эксперимента сокращается в четыре раза. Таким образом,
исследователь должен максимально использовать априорные сведения, чтобы
перейти от ПФЭ-2K к ДФЭ-2K−p для повышения эффективности своей работы.

7.3 Обработка результатов многофакторного
эксперимента

Результаты многофакторного эксперимента являются выборкой из некоторой
генеральной совокупности, т. е. являются случайными величинами. Основная
задача обработки результатов многофакторного эксперимента заключается в
оценке параметров принятой модели и проверке гипотезы об адекватности мо-
дели (её соответствии) результатам эксперимента. В случае, если использован-
ная в ходе эксперимента модель не прошла проверку на адекватность, следует
использовать иную модель либо провести новый эксперимент, например, с дру-
гими параметрами варьирования факторов. Процедура обработки результатов
эксперимента хорошо формализована и может осуществляться при помощи вы-
числительных средств, однако на некоторых этапах обработки необходимо при-
нимать не формальные, а творческие решения. При этом стоит помнить, что ни
один метод обработки не поможет, если данные эксперимента содержат грубые
ошибки или необоснованные решения. Кроме того, нарушение установленной
процедуры обработки данных эксперимента может также привести к ложным
выводам.

Основной задаче обработки данных многофакторного исследования подчи-
нен ряд следующих частных задач:
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Таблица 7: Результаты многофакторного эксперимента
№

опыта
X1u X2u . . . Xiu . . . Xku Yu1 Yu2 . . . Yui . . . Yum
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 − − . . . − . . . − Y11 Y12 . . . Y1i . . . Y1m

2 + − . . . − . . . − Y21 Y22 . . . Y2i . . . Y2m

3 . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . − + . . . + . . . + Yu1 Yu2 . . . Yui . . . Yum
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . + + . . . + . . . + YN1 YN2 . . . YNi . . . YNm

1. Оценка математических ожиданий и дисперсий выхода в отдельных точках
факторного пространства или строках плана U = 1, 2, . . . , N . Чаще эти
оценки называются построчными средними ȳu, построчными дисперсиями
S2
u (далее под термином дисперсия будем понимать оценку дисперсии).

2. Проверка однородности статистического материала в целях исключения
грубых ошибок.

3. Проверка однородности статистических дисперсий.

4. Определение дисперсии воспроизводимости.

5. Проверка информативности эксперимента.

6. Определение коэффициентов модели.

7. Проверка значимости bi-коэффициентов модели.

8. Проверка адекватности модели.

Результаты полного и дробного факторного эксперимента удобно оформ-
лять в виде таблицы 7 [4]. Таблица в графах 2-7 содержит план эксперимента
Xn, в остальных графах записываются результаты опытов. Предполагается,
что во всех точках U = 1, 2, . . . , N делается m повторов, причем m = 3, или в
одной из строк, а лучше в центре локальной области исследований делается не
менее десяти повторов.
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Еще одним инструментом обработки результатов многофакторного экспе-
римента является вычисление построчных средних и дисперсий. Построчечное
среднее вычисляется в силу соотнощения

ȳu =
1

m

m∑
j=1

yuj; (68)

Дисперсия вычисляется в силу соотношения

S2
u =

1

m− 1

m∑
j=1

(
y2
uj −mȳ2

u

)
, (69)

где m – число повторов. Полученные в результате приведенных выше расчетов
данные заносятся в таблицу 7 и используется в дальнейшей обработке данных.

Следующим шагом в обработке результатов эксперимента является исклю-
чение грубых ошибок. Грубые ошибки могут внести существенные искажения
в результаты эксперимента. Существует ряд методов исключения грубых оши-
бок, но чаще используется так называемый r-критерий. В соответствии с этим
критерием данные строки, в которой подозревается промах, располагаются в
порядке возрастания yu1 < yu3 < yu2 < . . . < yum, где m – число параллель-
ных опытов. Одно из крайних значений, например, yu1 считается подозритель-
ным, если оно сильно отличается от всех остальных. В этом случае необходимо
проверить основную статистическую гипотезу H0: yu1 принадлежит остальной
совокупности. Альтернативной гипотезой является гипотеза H1: yu1 не принад-
лежит остальной совокупности, т. е. его резкое отличие объясняется грубой
ошибкой. Доля проверки гипотезы H0 определяет расчетное значение крите-
рия:

rmin =
ȳu − yu1

su
√
m (m− 1)

, (70)

если сомнительным считается наименьшее в строке значение yu1, и

rmax =
yum − ȳu

su
√
m (m− 1)

, (71)

если сомнительным считается наибольшее в строке yum. Величина rkp по чис-
лу степеней fu = m − 1 уровню значимости берется из справочной таблицы
r-распределения. Если расчетное значение rmin или rmax окажется меньше rkp,
гипотеза H0 принимается с надежностью вывода p = 1− α, т. е. сомнительное
крайнее значение отклика считается принадлежащим остальному ансамблю
yuj. В противном случае при rmin или rmax > rkp гипотеза H0 в отклоняет-
ся, т. е. резко выделяющиеся выборки yu1 или yum из дальнейшей обработки
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исключаются, и в данной строке остается m − 1 наблюдений. Это приводит к
нарушению ортогональности эксперимента, что затрудняет использование ме-
тода наименьших квадратов. Поэтому для применения стандартных процедур
обработки данных надо исключить наблюдение, признанное промахом и про-
вести в этой точке дополнительное измерение.

Ещё одним этапом обработки результатов эксперимента служит проверка
однородности построчных дисперсий. Цель этой проверки состоит в том, чтобы
установить, являются ли измерения отклика во всех точках (строчках) плана
одинаково точными. Если разброс yuj в некоторой u-й строчке объясняется не
только ошибкой измерения, но и шумом самого объекта исследований, прове-
ряется однородность рассеивания, обусловленная обеими причинами. Понятие
однородности нескольких оценок дисперсий S2

1 , S2
2 означает, что все величи-

ны S2
u являются оценками одной и той же дисперсии σ2

u, которая называется
дисперсией воспроизводимости. В этом случае различия между оценками S2

u,
u = 1, 2, 3, . . . , N объясняются их случайным характером.

Дня проверки однородности оценок S2
u применяют f -критерий, критерий

Кохрена G и реже критерий Бартлетта. Наиболее строгим является критерий
Кохрена, когда число поворотов во всех строках постоянно: m = const, u =
1, 2, . . . , N :

Gp =
S2
umax

N∑
u=1

S2
u

, (72)

где S2
umax – наибольшая построчная дисперсия.

С величиной G связаны два параметра: fu = m − 1 – число степеней сво-
боды дисперсии S2

umax и f∑ = N – число степеней свободы суммы, стоящей в
знаменателе. По числам fu и f∑ = N и уровню значимости α (обычно 0.05)
из распределения Кохрена находят Gkp. Гипотеза об однородности дисперсий
принимается, если Gp ≤ Gkp. При Gp > Gkp дисперсии признаются неодно-
родными и принимаются меры для достижения их однородности, например,
стабилизацией условий эксперимента, использованием одного и того же прибо-
ра для измерения отклика и т. д.

Выполнение требования однородности построчных дисперсий позволяет опре-
делить дисперсию воспроизводимости как среднеарифметическое построчных
дисперсий:

S2
y =

1

N

N∑
u=1

S2
u =

1

N (m− 1)

N∑
u=1

m∑
j=1

(
y2
uj −mȳ2

u

)
. (73)

Величина Sy =
√
S2
Y является оценкой среднеквадратического отклонения

и называется ошибкой опытов. Выражение (73) может применяться, если в
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каждой строке проведено m > 1 параллельных опытов. Если m = 1, т. е. в
каждой строке проведен один опыт, то дисперсию воспроизводимости можно
определить по ряду параллельных опытов в одной и той же области экспери-
мента, например, в центре локальной области исследования.

В некоторых лабораторных экспериментах (например, при компьютерной
симуляции) повторные измерения в отдельных точках плана дают один и тот
же результат. Тогда для расчета дисперсии воспроизводимости можно вос-
пользоваться метрологическими характеристиками измерительных приборов и
устройств. В паспортных данных приборов указывается класс точности (K, %
от предела измерения Aшк). Это позволяет определить максимальную ошибку
измерения:

∆max = Aшк
k

100
. (74)

Случайная ошибка прибора подчиняется нормальному закону распределе-
ния. В машиностроении считается, что ∆max = 3σy, при этом вероятность по-
падания в интервал −3σy ≤ y ≤ 3σy P = 0.9973 и является технической
единицей.

В радиоэлектронной аппаратуре стабильность активных и пассивных эле-
ментов значительно ниже, и надежность = 0.95 вполне приемлема. Для данной
вероятности ∆max = 2σy. Используя величину ∆max, можно получить

σ2
y =

(
Aшкk

300

)2

, (75)

или

σ2
y =

(
Aшкk

200

)2

. (76)

По метрологическим характеристикам вычисляется не оценка S2
y , а диспер-

сия σ2
y.

Еще одним этапом оценки результатов эксперимента является вычисление
bi коэффициентов и проверка их значимости. Определение bi-коэффициентов
состоит в отыскании точечных оценок βi-коэффициентов параметров теоре-
тической модели (60). В результате расчета bi-коэффициентов и проверки их
статистической значимости получается эмпирическое уравнение регрессии –
математическая модель (61).

Для расчета bi-коэффициентов используется общая процедура метода наи-
меньших квадратов (МНК), а также формализованные алгоритмы, например,
метод Иэтса на основе метода наименьших квадратов

B =
(
XTX

)−1
XTY. (77)
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Раскрывая выражение (77) на примере двухфакторного эксперимента, по-
лучим

(
XTX

)−1
=




+1 +1 +1 +1
−1 +1 −1 +1
−1 −1 +1 +1
+1 −1 −1 +1




+1 −1 −1 +1
+1 +1 −1 −1
+1 −1 +1 −1
+1 +1 +1 +1



−1

=


1/4 0 0 0
0 1/4 0 0
0 0 1/4 0
0 0 0 1/4

 ;

XTY =


+1 +1 +1 +1
−1 +1 −1 +1
−1 −1 +1 +1
+1 −1 −1 +1



y
y
y
y

 =


+y +y +y +y
−y +y −y +y
−y −y +y +y
+y −y −y +y


Отсюда

b0 =
y1 + y2 + y3 + y4

4
; b1 =

−y1 − y2 + y3 + y4

4
;

b2 =
−y1 + y2 − y3 + y4

4
; b3 =

y1 − y2 − y3 + y4

4
.

В общем виде для ортогональных планов имеем

b0 =
1

N∑
u=1

x2
iu

N∑
u=1

x0uȳu =
1

N

N∑
u=1

x0uȳu; (78)

bi =
1

N

N∑
u=1

xiuȳu; bij =
1

N

N∑
u=1

xiuxjuȳu, i, j = 1, N, i 6= j, (79)

где xiu – величина, расположенная на пересечении i-го столбца и u-й строки
матрицы планирования.

Если опыты ставятся в соответствии с планом ПФЭ-2K , то для расчета
коэффициентов регрессии удобно использовать формализованную схему, пред-
ложенную Иэйтсом. Согласно этой схеме, вычисляют сначала парные суммы
y1 + y2; y3 + y4 и так далее для всех yu, затем разности y2 − y1; y4 − y3 и
так далее также для всех yu, располагая результаты в такой же вертикальный
столбец рядом с вектором-столбцом yu (1-й шаг в таблице 8). С полученными
таким образом двумя значениями повторяют операции попарного сложения и
вычитания и строят следующий столбец. Общее число таких столбцов должно
равняться + 1, включая исходный вектор-столбец результатов yu, результаты
последнего столбца, деленные на число опытов в матрице, и будут оценками
для коэффициентов регрессии bi.
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Таблица 8: Таблица для расчета коэффициентов регрессии по методу Иэйтса
для ПФЭ-23

№ X1X2X3 yu 1 шаг 2 шаг 3 шаг Обозначения
строк

1 −−− Y1 Y1 + Y2 Y1 + Y2 + Y3 + Y4 Y1 + Y2 + Y3 + Y4 + Y5 + Y6 + Y7 + Y8 "1"
2 +−− Y2 Y3 + Y4 Y5 + Y6 + Y7 + Y8 Y2 − Y1 + Y4 − Y3 + Y6 − Y5 + Y8 − Y7 X1

3 −+− Y3 Y5 + Y6 Y2 − Y1 + Y4 − Y3 Y3 + Y4 − Y1 − Y2 + Y7 + Y8 − Y5 − Y6 X2

4 + +− Y4 Y7 + Y8 Y6 − Y5 + Y8 − Y7 Y4 − Y3 − Y2 + Y1 + Y8 − Y7 − Y6 + Y5 X12

5 −−+ Y5 Y2 − Y1 Y3 + Y4 − Y1 − Y2 Y5 + Y6 + Y7 + Y8 − Y1 − Y2 − Y3 − Y4 X3

6 +−+ Y6 Y4 − Y3 Y7 + Y8 − Y5 − Y6 Y6 − Y5 + Y8 − Y7 − Y2 + Y1 − Y4 + Y3 X31

7 −+ + Y7 Y6 − Y5 Y4 − Y3 − Y2 + Y1 Y7 + Y8 − Y5 − Y6 − Y3 − Y4 + Y1 + Y2 X32

8 + + + Y8 Y8 − Y7 Y8 − Y7 − Y6 + Y5 Y8 − Y7 − Y6 + Y5 − Y4 + Y3 + Y2 − Y1 X321

Полученные оценки коэффициентов модели являются независимыми друг
от друга. Их численные значения и знаки указывают на силу и характер влия-
ния факторов. Чем больше величина коэффициента, тем больше влияние ока-
зывает фактор на параметр оптимизации. Если коэффициент имеет знак плюс,
то с увеличением значения фактора параметр оптимизации увеличивается, а
если минус, то уменьшается.

Проверка правильности численного расчета bi коэффициентов проводится
по формуле

N∑
u=1

y2
u = N

N=1∑
i=0

b2
i . (80)

Эффект взаимодействия двух факторов называется эффектом взаимодей-
ствия первого порядка, взаимодействие трех факторов – взаимодействие вто-
рого порядка и т.д.

Из полного факторного эксперимента нельзя извлечь информацию о квад-
ратичных членах модели, т.к. соответствующие оценки смешаны с b0. Действи-
тельно, в матрице, показанной в таблице 2, столбцы X2

1X
2
2 (если их дописать)

совпадают друг с другом и со столбцом X0. Поэтому нельзя сказать, за счет
чего получена величина b0. Она включает значение свободного члена и вклада
квадратных членов. Для получения квадратичных членов моделей используют
композиционные планы, так называемые центральные композиционные планы.

Статистическая значимость bi-коэффициентов определяется по t-критерию
Стьюдента. Для этого необходимо знать дисперсию коэффициентов S2

bi. Дис-
персия коэффициентов, если известна дисперсия воспроизводимости S2

y (зна-
чения отклика во всех точках u = 1, 2, . . . , N ; S2

1 = S2
2 = S2

N), может быть по
теореме о дисперсии суммы независимых случайных величин определена как

S2
bi

=
1

N 2

N∑
u=1

x2
iuS

2
yu =

1

N 2

S2
y

m

N∑
u=1

x2
iu =

S2
y

Nm
. (81)

78



Находя значимость bi-коэффициентов, проверяем основную статистическую
гипотезу H0: βI = M [bi] = 0 против альтернативы H1: βI = M [bi] 6= 0. Значе-
ние t-критерия вычисляется по формуле

tpi =
|bi − βi|
Sbi

=
|bi|

Sy
√
Nm

. (82)

Число степеней свободы t статистики tp равно числу степеней свободы дис-
персии воспроизводимости S2

y т.е. fp − fy = N (m− 1). Критическое значение
tкр = tтабл берется из таблиц распределения Стьюдента по уровню значимости
α и числу степеней свободы fy. Условие принятия гипотезы 0:

bi ≤ bкр = Sbitтабл. (83)

Другими словами, коэффициенты bi можно считать отличными от нуля
(или, то же самое, значимыми), если

|bi| ≥ t
√
Sbi. (84)

Уровень значимости α характеризует степень достоверности выводов, сде-
ланных на основании неравенства (84). Например, если принимаем достаточ-
ным 5% уровень значимости, то наше утверждение об отличии рассчитанного
значения bi, от нуля будет справедливо с вероятностью 95%.

Наконец, рассмотрим задачу проверки адекватности модели. Понятие «адек-
ватность» является относительным и зависит от принятого критерия адекват-
ности. В технике широкое применение имеет при оценке адекватности модели
F -критерий Фишера. В основе этого критерия лежит сравнение двух видов рас-
сеивания – рассеивания экспериментальных точек yui относительно построчных
средних ȳu и рассеивания построчных средних ȳu относительно предсказанной
по уравнению регрессии yu. Первое характеризуется формулой S2

y или

S2
y =

1

N (m− 1)

N∑
u=1

m∑
j=1

(yuj − ȳu)2 . (85)

Рассеивание построчных средних относительно предсказанной по регрессии

S2
ад =

m

N − 1

N∑
u=N−1

(ȳu − ŷu)2 , (86)

где l – число коэффициентов модели после оценки их значимости, ŷ – значе-
ние отклика, предсказанное по уравнению регрессии поверхности отклика (по
модели), m – число параллельных опытов по строкам плана.
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Расчетное значение критерия вычисляется по формуле:

Fрасч. =
S2

ад

S2
y

. (87)

Критическое или табличное значение берется из таблиц F -распределения
для уровня значимости α и степеней свободы Sy = N (m− 1) и Saд = N − l.

Гипотеза адекватности принимается, если Fрасч < Fтабл. Модель, удовлетво-
ряющая условию адекватности, может использоваться для дальнейшей работы.
Если модель не удовлетворяет условию адекватности, то для уменьшения S2

ад
уменьшают пределы варьирования или переходят к планированию второго по-
рядка.

Адекватность на основе F -критерия устанавливается при выполнении двух
обязательных условий:

1. Количество параллельных опытов m > 1, т.к. при m = 0 не может быть
использована формула (81)

2. Статистически значимых коэффициентов модели должно быть меньше,
чем количество опытных точек (l < N), т.к. при l = N формула (86) не
работает.

Проверка адекватности модели при m > 1 и l = N . В этом случае предска-
занное значение выхода в центре локальной области ŷцп = b0. Действительное
значение выхода в центре плана определяют, поставив m0 параллельных опы-
тов в центре. Далее находят среднее ŷцп и дисперсию отклика S2

цп (последняя
имеет степень свободы Sцп = m0−1), после чего по критерию Стьюдента опре-
деляется статистическая значимость отклонения

εц.п. = ȳц.п. − ŷц.п. = ȳц.п. − b0. (88)

Если отклонение Σцп статистически незначимо, модель признается адекват-
ной.

Проверка адекватности при m = 1 и l < N . В этом случае формула (85) не
работает. Поэтому в центре плана ставят m0 опытов, по которым вычисляют
оценки ȳцп и S2

цп. Адекватность проверяется по F -критерию по формуле (86),
где вместо оценки S2

y берется S2
y с числом степеней свободы fцп = m0 − 1.

В технике также широко применяется так называемый допусковый кон-
троль, когда изделие или система считаются годными, если его определяющий
(выходной) параметр находится в заранее установленных пределах. Такой кон-
троль можно использовать при проверке адекватности модели.
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При заданном допуске δ модель считается адекватной, если |yu − ŷu| ≤ δ,
т.е. для адекватности модели необходимо, чтобы абсолютная величина разности
между фактическим и предсказанным значениями отклика во всех опытных
точках u = 1, 2, . . . , N и в центре плана была меньше δ. Допусковый контроль,
как правило, неизбежен при цифровом моделировании, когда повторные опыты
дают один и тот же результат.

Если величина δ заранее неизвестна, её можно приближенно определить по
паспортным данным на элементы и характеристики объекта исследования.

Вопросы для самоконтроля
1. Что такое факторы эксперимента? Как формируется факторное простран-

ство? Какие требования предъявляются к факторам?

2. Что такое функция отклика и как она формируется?

3. Что такое полный факторный эксперимент и как строится его план?

4. Что такое дробный факторный эксперимент и как строится его план?

5. Какие задачи решаются в рамках обработки результатов многофакторного
эксперимента?

6. Как рассчитываются bi коэффициенты функции отклика? Как проверить
значимость этих коэффициентов в модели эксперимента?
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8 Методы прогнозирования. Фильтр Калмана

8.1 Методы и системы прогнозирования
В данном разделе рассматривается решение задачи построения алгоритмов
прогнозирования поведения и динамики изменения состояния различных тех-
нических систем в рамках определенного временного промежутка [5]. Разра-
ботка таких алгоритмов является достаточно сложной задачей и подразумева-
ет как выбор подходящего под конкретную задачу метода прогнозирования из
широкого числа разнообразных имеющихся методов, так и последующую вали-
дацию полученных результатов с целью оценки адекватности разработанного
алгоритма прогнозирования.

В общем случае к задачам оценки состояния системы на определенный мо-
мент в будущем можно отнести изучение не только технических, но также соци-
альных, экономических и политических процессов. В упомянутых выше систе-
мах можно выделить общие характеристики, которые являются важнейшими
при выработке методов прогнозирования. Выявление и анализ таких характе-
ристик позволит выделить единые принципы построения системы прогнозиро-
вания для задач такого класса. В то же время для построения оптимально-
го в некотором смысле алгоритма необходимо четко представлять специфику
процессов в данной предметной области. В рамках данного раздела под про-
гнозированием понимается процесс получения численного прогноза значения
случайного скалярного процесса, параметризованного временем, на некоторый
заданный момент в будущем, который обеспечил бы возможность совершить
упреждающие действия для предотвращения или смягчения возможных нару-
шений функционирования (наступления критических режимов) рассматрива-
емого процесса.

Прогнозы можно формально разделить на два различных типа: поисковые
и нормативные. Под поисковым прогнозом понимают прогнозирование потен-
циально возможных состояний объекта прогнозирования на некоторый пери-
од времени вперед, основанное на некотором условном продлении в будущее
тенденций развития рассматриваемого процесса в настоящем времени и в про-
шлом. Такой прогноз отвечает на вопрос: что вероятнее всего произойдет при
условии сохранения существующих тенденций? Под нормативным прогнозом
понимают процесс оценки сроков и способов достижения процессом некоторых
принятых в качестве целевых состояний. Такой прогноз отвечает на вопрос:
какими путями можно достичь желаемого?

Методы прогнозирования можно разбить на качественные и количествен-
ные. Качественные методы прогнозирования, главным образом, основаны на
логическом анализе общих закономерностей поведения объекта прогнозирова-
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ния и рассматривают, как правило, долгосрочные прогнозы. Подобные методы
во многом основываются на анализе и обработке экспертной информации (в
том числе с использованием автоматизированных экспертных систем). Коли-
чественные методы прогнозирования являются чисто формальными и основы-
ваются на аппарате математического анализа и статистики имеющихся данных
о функционировании технического объекта (например, массивов входных и вы-
ходных данных) за некоторый период времени. Также подобные методы могут
быть основаны на эконометрических или социометрических моделях соответ-
ствующих процессов.

8.2 Классификация методов прогнозирования
Все методы прогнозирования глобально можно разделить на два класса: эври-
стические и фактографические [5]. Эвристические методы прогнозирования в
основном основываются на информации, получаемой при помощи логических
правил и методических приемов, которые математически описывают процесс
функционирования исследуемого процесса. С другой стороны, фактографиче-
ские методы прогнозирования результаты прямых или косвенных измерений
параметров течения прогнозируемого процесса и анализе массивов данных, по-
лученных в результате этих измерений.

Эвристические методы прогнозирования можно также разделить на два
класса, а именно интуитивные и аналитические (см. рисунок 17) [5]. Инту-
итивные методы при составлении прогноза поведения исследуемого процесса
опираются на экспертные оценки, которые позволяют определить тенденции
развития оцениваемого процесса. На таких методах, в частности, строятся ав-
томатизированные экспертные системы. Подобные методы полагаются во мно-
гом на опыт и интуицию специалистов в соответствующих областях знаний.
Аналитические же методы прогнозирования имеют в своей основе логический
анализ модели (например, математической) протекания исследуемого процес-
са.

Интуитивные методы прогнозирования получили широкое распространение
в практике прогнозирования, поскольку сбор и обобщение мнений экспертов,
обладающих необходимыми знаниями об объекте прогноза, позволяет получить
довольно надежную, а в ряде случаев и единственно возможную информацию.
Такие методы применяют при прогнозировании поведения процессов, формали-
зация описания поведения которых в виде, например, математической модели,
представляет собой существенно трудоемкую задачу, либо осуществима лишь
частично, или вовсе невозможна известными методами.

Интуитивные методы прогнозирования можно естественным образом разде-
лить на две группы: индивидуальные экспертные оценки и коллективные экс-
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Рис. 17: Классификация эвристических методов прогнозирования.

пертные оценки. В силу того, что экспертные оценки могут быть и ошибочны,
индивидуальные оценки не обязательно используют оценки и прогнозы толь-
ко одного эксперта, но каждый из экспертов в этом случае вырабатывает свои
оценки независимо. Коллективные же экспертные оценки вырабатываются при
непосредственном взаимодействии коллектива соответствующим образом подо-
бранных экспертов в ходе различного рода совещаний, "мозговых штурмов"и
т. п. Как и в случае с индивидуальными экспертными оценками, часто соби-
рают несколько таких групп экспертов, которые вырабатывают свои оценки и
прогнозы независимо.

Основная задача при использовании экспертных оценок состоит в коррект-
ной процедуре сбора экспертной информации. Для этого существуют различ-
ные методики. Так, одним из наиболее распространенных методов сбора и обра-
ботки экспертной информации является метод "Дельфи"(название образовано
от дельфийского оракула), в основе которого лежит идея о том, что некото-
рое количество независимых экспертов или небольших экспертных коллекти-
вов лучше оценивает и предсказывает течение исследуемого процесса, нежели
один большой структурированный коллектив экспертов.

В случаях, когда имеется возможность с допустимой точностью осуще-
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ствить формализацию описания оцениваемого процесса (например, в форме
математической модели), находят свое применение аналитические методы про-
гнозирования. Подобные методы дают возможность установить количествен-
ные связи между различными параметрами исследуемого процесса. Аналити-
ческие методы прогнозирования в общем случае дают лучшие результаты, чем
интуитивные, поскольку применяемые в последних экспертные оценки базиру-
ются на некоторых абстрактных представлениях о течении исследуемого про-
цесса и могут не принимать во внимание второстепенные аспекты функциони-
рования процесса, которые оказывают влияние на его течение, и результаты
этого влияния могут быть неверно интерпретированы. В то же время анали-
тические методы прогнозирования предоставляют возможность учесть такие
аспекты в математической модели процесса и получить в результате более точ-
ные и надежные прогнозы.

Одим из примеров аналитических методов прогнозирования может послу-
жить морфологический подход. Данный метод основывается на анализе струк-
турных взаимосвязей между объектами, явлениями и концепциями. Морфо-
логический подход представляет собой упорядоченный способ рассмотрения
предметов и получения систематизированной информации по всем возможным
решениям изучаемой проблемы. Такой подход позволяет не только упорядо-
чить имеющуюся информацию, но также предоставляет инструментарий для
получения качественно новой информации.

Морфологический подход основан на приеме систематизированного охвата,
который состоит в том, что исследование начинают с данного уровня знаний и
систематически просматривают одну за другой все возможные области знаний,
пока не будет достигнут новый уровень знаний. Такой прием позволяет накап-
ливать данные для последующих исследований по методу “морфологического
ящика”, который включает следующие этапы:

1. Точная формальная постановка решаемой задачи.

2. Анализ всех параметров, важных с точки зрения решения поставленной
задачи.

3. Построение “морфологического ящика”, потенциально содержащего все ре-
шения поставленной задачи. Данная процедура реализуется в форме по-
строения дерева или матрицы, в узлах которых помещены соответству-
ющие параметры. Последовательное соединение одного какого-либо пара-
метра первого уровня с одним из параметров последующих уровней пред-
ставляет собой одно из возможных решений поставленной задачи. Общее
количество возможных решений равно произведению числа всех парамет-
ров, учитываемых в "ящике построчно.
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4. Анализ “морфологического ящика”, состоящий в изучении полученных ре-
шений с точки зрения их сообразности решению поставленной задачи. Для
этого с учетом сформулированных критериев ценность полученных реше-
ний представляется графически в форме так называемых топологических
характеристических карт. При этом способ определения ценности каждого
решения из "ящика"может варьироваться от задачи к задаче.

5. Выбор наилучших решений и их применение в рамках поставленной задачи.

Сильной стороной морфологического метода является то, что он может быть
применен в условиях ограниченной информированности по изучаемой задаче,
и при этом для оценки эффективности решений могут быть применены самые
общие критерии.

Далее необходимо написать сценарий прогноза. Написание сценария – это
метод, с помощью которого устанавливается логическая последовательность
событий с целью показать, как, исходя из существующей ситуации, может шаг
за шагом развертываться будущее состояние объекта исследования. Описание
обычно совершается в явно выраженных временных координатах. Задача сце-
нария состоит в определении основной цели развития объекта прогнозирова-
ния, выявлении основных факторов среды и формулировании критериев для
оценки верхних уровней "дерева целей". При разработке сценария, поскольку
в ней принимает участие группа специалистов, всегда возникает неопределен-
ность, связанная с субъективностью суждений.

“Деревом целей” называется граф, выражающий отношения между верши-
нами – этапами или проблемами достижения некоторой цели. “Дерево целей”,
вершины которого ранжированы, т. е. выражены количественными оценками
их важности, широко используется для количественной оценки приоритета раз-
личных направлений развития. Построение “дерева целей” требует решения
многих прогнозных задач, в частности: прогноза развития объекта в целом;
формулировки сценария прогнозируемой цели, уровней и вершин “дерева це-
лей”, критериев и их весов в ранжировании вершин. Каждая из этих прогноз-
ных задач по необходимости решается методом экспертных оценок.

Специальный матричный метод позволяет произвести сравнение различных
прогнозных трендов по степени важности для решения поставленной задачи.
Поскольку развитие объекта прогноза обычно зависит от значительного чис-
ла взаимосвязанных факторов, то применение матричного метода требует все
множество различных факторов разбить на ряд кластеров, в каждый из кото-
рых входят в определенной мере однородные факторы. Далее осуществляется
оценка влияния сформированных кластеров друг на друга и на достижение
конечных целей на основе использования операций с матрицами для решения
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задачи выбора и обоснования оптимального размещения ресурсов. Это дости-
гается путем ранжирования факторов и определения их относительных весов
внутри кластера.

Взаимное влияние двух кластеров может быть выражено в формы матри-
цы влияния A [m,n], элементами которой aij являются оценки, отражающие
влияние i-го фактора кластера M на j-й фактор кластера N .

Матричный метод относится к классу нормативных методов прогнозирова-
ния, в котором задаются конечные цели и в процессе прогнозирования опреде-
ляются пути и средства их достижения. Прогностическая функция матрично-
го метода заключается в оценке влияния различных вариантов происходящих
сдвигов на достижение конечных целей объекта прогноза.

Алгоритм применения матричного метода прогнозирования можно сфор-
мулировать следующим образом:

1. идентификация факторов, влияющих на достижение поставленных целей;

2. выделение однородных кластеров из факторов путем группировки этих
факторов по характеру их влияния;

3. формирование матриц влияния кластеров друг на друга и на достижение
целей;

4. определение влияния факторов на достижение комплекса целей путем вы-
полнения операций над матрицами влияний (умножение, сложение, вычи-
тание) в соответствии со схемой направления влияний одних факторов на
другие (графом влияний), определение относительных весов факторов и
ранжирование их.

Исходной информацией для прогнозирования по матричному методу с ис-
пользованием экспертных оценок являются: перечень целей объекта прогно-
зирования и коэффициенты их относительной важности; перечень факторов,
влияющих на достижение целей объекта прогноза, сгруппированных в однород-
ные кластеры; коэффициенты матриц, определяющих влияние одного класте-
ра на другой или на достижение целей; показатели относительной самооценки
компетентности экспертов, принимающих участие в работе по прогнозирова-
нию развития объекта; данные о группах, участвовавших в работе экспертов,
необходимые для определения компетентности экспертов.

Еще одним распространенным методом прогнозирования является метод
когнитивного моделирования. Данный метод применяется для построения как
нормативных, так и поисковых прогнозов.
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В основе метода когнитивного моделирования лежит построение когнитив-
ных карт. Когнитивные карты представляют из себя умственные представле-
ния среды, которые подвластны внутреннему взору человека. Под когнитив-
ными элементами (концептами) понимаются произвольные социальные объек-
ты, определенные в виде упорядоченной пары, со своей внутренней и внешней
структурой. Внутренняя структура объекта определяется как множество инте-
ресов и множество отношений между ними; внешняя структура представляется
в виде множества элементов поведения объекта, объединенное с множеством
отношений между элементами этого поведения. Внутренняя структура подси-
стемы предполагается неизвестной: иначе говоря, она оценивается лишь с точки
зрения наблюдаемого поведения, т. е. внешней структуры данного объекта.

Традиционное понятие когнитивной карты возникло и развивалось в виде
знаковых орграфов. Нечеткая когнитивная карта – это причинно-следственная
сеть, отражающая какую-либо область знания посредством дуг и узлов поло-
жительноотрицательной сети (нечеткой нейронной сети). В такой сети дугам
соответствуют отношения (связи) из интервала [−1, 1], а узлами соответствуют
атрибуты (концепты). Нечеткие семантические сети используются для анализа
взаимовлияния концептов друг на друга. Процедура построения когнитивной
карты называется когнитивным отображением. Данный процесс может быть
основан на использовании прямых экспертных процедур опроса.

В ходе составления когнитивной карты очень важно правильно определить,
какие из рассматриваемых концептов являются причинами, какие следствиями
и как они связаны между собой. Кроме того, важно установить, какое именно
воздействие на концепт B окажет усиление концепта A, например, усиливаю-
щее или ослабляющее. Термины "усиление"и "ослабление"здесь носят доволь-
но абстракный характер и нуждаются в дополнительной интерпретации, чтобы
установить четкую причинную связь.

Управляемые когнитивные процессы в основном ориентированы на каче-
ственный анализ систем (предметных областей или когнитивных моделей).
Нечеткая логика, лежащая в основе представления когнитивных карт, позво-
ляет проводить "нечеткий"анализ причин и следствий в предметной области, а
также она используется для оценки консонанса. Если иметь в виду каузальное
преобразование, то когнитивная матрица может использоваться для прогноза.

Альтернативой эвристическим методам являются фактографические мето-
ды прогнозирования. Класс фактографических методов прогнозирования под-
разделяется на статистические и опережающие. Статистические основываются
на построении и анализе эмпирических временных рядов характеристик объек-
та, а опережающие – на обработке информации, относящейся непосредственно
ко времени упреждения.

Одним из распространенных статистических методов является метод экс-
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траполяции. Этот метод является одним из основных в прогнозировании раз-
вития больших систем. На основе анализа статистических данных, характери-
зующих объект прогнозирования за предшествующий период, устанавливают
закономерности изменения и соответственно тенденции развития этих данных.
Затем определяют значения прогнозируемых величин за пределами имеющих-
ся эмпирических временных, или динамических, рядов. Применение метода
экстраполяции возможно тогда, когда более или менее точно установлена за-
висимость во временных рядах, а также определена область, на которую рас-
пространяется экстраполяция.

Данный метод прогнозирования дает хорошие результаты, если правильно
определена форма кривой, отражающей установленную закономерность изме-
нения эмпирических данных.

Временной ряд y (t), может быть представлен в следующем виде:

y (t) = x (t) + ε (t) , (89)

где x (t) – детерминированная (неслучайная) компонента процесса; ε (t) – сто-
хастическая (случайная) компонента процесса.

Задача прогноза состоит в определении вида экстраполирующих функций
x (t) и ε (t) на основе исходных эмпирических данных.

Наиболее распространенными методами оценки параметров зависимостей
являются метод наименьших квадратов и его модификации, метод экспонен-
циального сглаживания, метод вероятностного моделирования и метод адап-
тивного сглаживания.

Сущность метода наименьших квадратов состоит в отыскании параметров
модели тренда, обеспечивающих минимум отклонения ее выходной величины
от точек исходного временного ряда, т.е.

S =
n∑
i=1

(ỹi − yi)2 → min, (90)

где ỹi – модельные значения временного ряда; yi – фактические значения ис-
ходного временного ряда; n – число значений.

Классический метод наименьших квадратов предполагает равноценность
исходной информации в модели. В реальной же практике будущее поведение
процесса в большей степени определяется поздними наблюдениями, чем ранни-
ми. Это обстоятельство породило так называемое дисконтирование, т.е. умень-
шение ценности более ранней информации.

Дисконтирование можно ввести путем добавления в (90) некоторых весов
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βi < 1. Тогда

S =
n∑
i=1

βi (ỹi − yi)2 → min . (91)

Коэффициенты βi могут задаваться заранее в числовом виде или в виде функ-
циональной зависимости таким образом, чтобы по мере продвижения в про-
шлое веса убывали, например βi = ai, где a < 1. К сожалению, формальных
процедур выбора параметра не разработано, и он выбирается исследователем
произвольно.

Метод наименьших квадратов широко применяется для получения кон-
кретных прогнозов, что объясняется его простотой и легкостью реализации
на ЭВМ. Недостаток метода состоит в том, что модель тренда жестко фикси-
руется, и с помощью метода можно получить надежный прогноз на небольшой
период упреждения. Поэтому метод наименьших квадратов относится главным
образом к методам краткосрочного прогнозирования. Кроме того, существен-
ной трудностью метода наименьших квадратов является правильный выбор
вида модели, а также обоснование и выбор весовых коэффициентов во взве-
шенном методе наименьших квадратов.

Другим весьма эффективным и надежным методом прогнозирования яв-
ляется метод экспоненциального сглаживания. Основные достоинства метода
состоят в возможности учета весов исходной информации, в простоте вычисли-
тельных операций, в гибкости описания различных динамик процессов. Метод
экспоненциального сглаживания дает возможность получить оценку парамет-
ров тренда, характеризующих не средний уровень процесса, а тенденцию, сло-
жившуюся к моменту последнего наблюдения. Наибольшее применение метод
нашел для реализации среднесрочных прогнозов. Для метода экспоненциаль-
ного сглаживания основным и наиболее трудным моментом является выбор
параметра сглаживания a, начальных условий и степени прогнозирующего по-
линома.

Пусть исходный динамический ряд описывается уравнением

y (t) = a0 + a1t+
a2

2
t2 + . . .+

ap
p!
tp + ε (t) . (92)

Метод экспоненциального сглаживания, являющийся обобщением метода сколь-
зящего среднего, позволяет построить такое описание процесса, при котором
более поздним наблюдениям придаются большие веса по сравнению с ранними
наблюдениями, причем веса наблюдений убывают по экспоненте. Выражение

S
[k]
i (y) = α

n∑
i=0

(1− α)i S
[k+1]
i−1 (y) (93)
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называется экспоненциальной средней k-го порядка для ряда (t), где α – пара-
метр сглаживания.

Важную роль в методе экспоненциального сглаживания играет выбор оп-
тимального параметра сглаживания α, так как именно он определяет оценки
коэффициентов модели, а следовательно, и результатов прогноза.

В зависимости от величины параметра прогнозные оценки по-разному учи-
тывают влияние исходного ряда наблюдений: чем больше α, тем больше вклад
последних наблюдений в формирование тренда, а влияние начальных условий
быстро убывает. При малом α прогнозные оценки учитывают все наблюдения,
при этом уменьшение влияния более "старой"информации происходит медлен-
но.

Известно несколько основных соотношений, позволяющих найти прибли-
женную оценку α[1]. Одно из них – соотношение Р.Брауна, выведенное из усло-
вия равенства скользящей и экспоненциальной средних

α =
2

N + 1
, (94)

гдеN – число точек ряда, для которых динамика считается однородной и устой-
чивой (период сглаживания).

Выбор параметра α целесообразно связывать с точностью прогноза, поэто-
му для более обоснованного выбора α можно использовать процедуру обобщен-
ного сглаживания, которая позволяет получить соотношения, связывающие
дисперсию прогноза и параметр сглаживания. Существуют подходы к оценке
точности прогноза для случая, когда автокорреляция исходного ряда не равна
нулю. Эти подходы дают возможность эффективно решать задачу определения
оптимального значения параметра сглаживания α, что существенно повышает
точность метода.

Весьма важным для практического использования является вопрос о вы-
боре порядка прогнозирующего полинома, что во многом определяет качество
прогноза. В некоторых работах показано, что использование полинома выше
второго порядка не приводит к существенному увеличению точности прогноза,
но значительно усложняет процедуру расчета.

Метод экспоненциального сглаживания является одним из наиболее надеж-
ных и применяемых в практике прогнозирования.

В методе вероятностного моделирования прогнозирование с использовани-
ем вероятностных моделей базируется на методе экспоненциального сглажи-
вания. Вероятностные модели по своей сути отличны от экстраполяционных
моделей временных рядов, в которых основой является описание изменения
во времени процесса. Во временных рядах модели представляют собой некото-
рую функцию времени с коэффициентами, значения которых оцениваются по
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наблюдениям. В вероятностных моделях оцениваются вероятности, а не коэф-
фициенты. При достаточном количестве исходной информации вероятностная
модель может дать вполне надежный прогноз. Недостатками этой модели яв-
ляется требование большого количества наблюдений и знание начального рас-
пределения. Тем не менее, при определении начального распределения можно
использовать вероятностную модель как эффективный метод прогноза.

Более простым является метод прогноза на основе вычисления автокорре-
ляционных функций. Разлагая временной ряд y (t) = x (t)+ε (t) на две состав-
ляющие x (t) и ε (t), можно применить математико-статистический метод про-
гнозирования, основанный на использовании автокорреляционных функций.
Автокорреляция, как известно, выражает взаимную связь между соседними
членами временного ряда.

Исходный пункт использования данного метода – неизменность статистиче-
ских характеристик рассматриваемого временного ряда. Как правило, времен-
ные ряды, например, экономических процессов содержат в себе нестационар-
ный тренд. Однако, используя некоторые преобразования, можно свести задачу
к анализу стационарного ряда. Так, уместно воспользоваться весьма распро-
страненным и довольно простым способом: образованием разностей соответ-
ствующего порядка (например, для линейно изменяющейся функции разность
первого порядка является константой).

Степень изменчивости случайной функции y (t) во времени, т.е. ее автокор-
реляционная функция, характеризует связь между ее значениями при различ-
ных значениях аргумента и выражается так:

Ky

(
t, t

′
)

= M
[
(y (t)−my (t))

(
y
(
t
′
)
−my

(
t
′
))]

, (95)

где my (t) и my

(
t
′) – математические ожидания.

Прогнозирование с использованием корреляционных методов состоит в на-
хождении математических формул, отражающих статистическую связь одного
показателя с другим (парная корреляция) либо с группой других (множествен-
ная корреляция). Корреляционные методы дают возможность на основе ана-
лиза поведения исследуемых параметров в прошлом, представленных в форме
временных рядов, строить формулы и затем рассчитывать по ним наиболее
вероятные значения одних показателей (функций) в зависимости от других
показателей, принятых за факторы (аргументы).

Применению корреляционного метода к исследованию временных рядов
непременно предшествует логический анализ статистических данных. Исследу-
емых данных должно быть много, чтобы надежность корреляционных формул,
используемых при расчете, была достаточна, и они должны быть качественно
однородны.
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В решение корреляционных и регрессионных уравнений входит нахождение
численных значений параметров исходных зависимостей, которые могут быть
найдены способом наименьших квадратов.

Часто в процессах прогнозирования заранее неизвестен характер функци-
ональной взаимосвязи, и он оказывается более сложным, чем свойственный
степенному или тригонометрическому многочлену, или некоторой другой опре-
деленной функции. Поэтому при прогнозировании целесообразно использовать
функции с гибкой структурой, т.е. функции, структура которых может изме-
няться, автоматически приспосабливаясь к изучаемому процессу.

Эта идея предложена и впервые практически реализована проф. Н.К. Кули-
ковым при помощи установленной им обобщенной формулы для представления
функций.

Установлены функции с гибкой структурой для нескольких аргументов. На
основе этих функций можно разработать метод прогнозирования многофак-
торных процессов.

Факторный анализ в современном виде представляет собой определенный
раздел математической статистики. Появление его в начале XX в. обычно свя-
зывают с именами психологов Ч. Спирмена, С. Барту, Л. Терстоуна и др. Пер-
воначальная его цель состояла в построении математических моделей способ-
ностей и поведения человека.

Имеется большое разнообразие методов факторного анализа и его моди-
фикаций, которые известны в настоящее время. Рассмотрим кратко сущность
одного из них.

ПустьX – n-мерный случайный вектор, представляющий случайную выбор-
ку измерений совокупности взаимосвязанных параметров x (i); F – k-мерный
вектор, компонентами которого являются непосредственно не наблюдаемые пе-
ременные (факторы); X̄ – математическое ожидание вектора X; U – вектор
сумм ненаблюдаемых ошибок и специфических факторов. Согласно основному
предположению факторного анализа, каждое конкретное измерение x (i) век-
тора X может рассматриваться как сумма воздействий некоторого небольшого
числа групповых факторов f (j) (взятых с определенными весами a (i, j)), спе-
цифического фактора s (i), воздействующего только на данную переменную, и
ошибки измерения e (i). Поскольку s (i) и e (i) в факторном анализе неразли-
чимы, их обычно рассматривают как сумму u (i) = s (i) + e (i); A – матрица
размера n × k (n > k), элементы которой – факторные веса a (i, j), опреде-
ляющие нагрузку i-й переменной на j-й фактор; N – число наблюдений над
вектором X, по которым производится оценка. Запишем основное положение
факторного анализа в матричной форме:

X = AF + X̄ + U. (96)
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Приравняем для простоты все средние нулю: X̄ = 0, т.е. будем рассматривать
далее несмещенные распределения x (i).

Обозначим произведение AF = Q, тогда

X = Q+ U, (97)

где Q принято называть общей частью, а U – специфической частью.
Предполагается, что U не зависит от Q, и все u (i) не коррелируют между

собой. При этом матрица E (QU) = 0, а матрица E
(
UUT

)
– диагональная (E

– оператор взятия математического ожидания). Тогда

E
(
XXT

)
= E

[
(Q+ U)

(
QT + UT

)]
=

= E
(
QQT

)
+ E

(
UUT

)
+ E

(
QUT

)
+ E

(
UQT

)
= E

(
QQT

)
+ E

(
UUT

)
. (98)

Если нормировать компоненты вектора X по величинам стандартных от-
клонений σ (i) (z (i) =

x(i)p
σ(i) , где x (i)p – компонента вектора X, p – порядковый

номер единичного наблюдения над вектором X), то E
(
ZZT

)
= R есть корре-

ляционная матрица.
В соответствии с формулой (98) ее можно представить в виде

R = R0 + U (2) = R0 + I +H2, (99)

где R – исходная матрица с единицами на главной диагонали; R0 – так называ-
емая редуцированная матрица; U – диагональная матрица из квадратов сумм
специфических факторных весов и ошибок; H2 – диагональная матрица так
называемых коммунальностей; I – единичная матрица.

Разложению в факторном анализе подвергается обычно матрица R0, опре-
деляемая выражением (99). При этом R0 аппроксимируется произведением
R0 = A0A

T
0 , где A0 принимается за матрицу факторных весов размера n × k.

Факторы f (1), f (2), . . ., f (k) предполагаются некоррелированными. В этом
случае факторные веса можно рассматривать как коэффициенты в линейном
уравнении регрессии для оценки переменных по факторам.

После определения факторных нагрузок, соответствующих совокупности
наблюдаемых переменных (факторов), обычно следует попытка их интерпре-
тации, т.е. полезного и общедоступного толкования сущности различных сторон
сложного явления, отражаемых выделенными факторами. В связи с тем, что
процедура получения нагрузок в факторном анализе не приводит к однознач-
ному результату (при числе факторов, большем единицы), можно получать эк-
вивалентные множества нагрузок путем ортогонального преобразования. Гео-
метрически это будет соответствовать дополнительному вращению факторов в
пространстве измерений.
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Основным преимуществом прогнозирования развития факторов является
то, что в процессе прогнозирования автоматически решается задача синтеза и
увязки прогнозов отдельных показателей.

Наряду с процедурой прогнозирования, использующей непосредственную
экстраполяцию главных факторов с последующим их разложением на сово-
купность прогнозных значений исходных переменных, факторный анализ мо-
жет использоваться в сочетании с моделями регрессионного анализа. В этом
случае строят регрессию некоторого выходного показателя исследуемого ком-
плекса, но не на совокупности входных показателей, как обычно, а на главных
компонентах, полученных в процессе факторного анализа.

Преимущества регрессионных моделей, построенных на главных компонен-
тах факторной структуры, сводятся к следующему: во-первых, размерность мо-
дели существенно меньше, чем регрессии на исходных переменных; во-вторых,
отбор наиболее существенных компонент проводится по четкому количествен-
ному критерию; в-третьих, факторная модель исключает мультиколлинеар-
ность за cчет ортогональности главных факторов.

Другими весьма перспективными в настоящее время методами являются
методы, основанные на использовании для прогнозирования методов теории
распознавания образов. С использованием этой теории решается комплекс за-
дач, имеющих важное значение в прогнозировании.

Обычно при прогнозировании временных рядов предполагает однородность
динамики. Действительно, исходный временной ряд, являющийся основой про-
гнозирования какого-либо процесса, может содержать в себе интервалы, внут-
ри которых динамика характеризуется определенными отличными от других
интервалов условиями. Естественно, эти интервалы на перспективу искажают
полученный прогнозный результат. В этой связи возникает необходимость чет-
кого выделения тех интервалов, для которых характерна однородная динами-
ка. Решение этого вопроса эффективно реализуется с помощью методов теории
распознавания образов. Другим важным приложением теории распознавания
образов для получения прогнозов является описание и прогнозирование по-
ведения какого-либо объекта по набору признаков, определяющих поведение
этого объекта.

При решении целого ряда задач исследователь сталкивается по существу
с одной проблемой – разделением всего изучаемого множества объектов по
обнаруженному сходству и различию на отдельные группы или множества.
При этом часто невозможно провести одновременный анализ всего комплекса
признаков, и приходится рассматривать его "по частям".

Существует несколько типов задач распознавания образов. Основные из них
– задача обучения распознаванию образов, задача сокращения (минимизации)
описания, задача таксономии.
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Для первой задачи характерно по некоторому набору признаков с помо-
щью выбранного решающего правила определить, к какому классу относит-
ся рассматриваемый объект. Первоначально существует некоторое количество
объектов, образующих так называемые обучающие выборки, для которых ука-
зываются классы, содержащие эти объекты. По мере рассмотрения признаков
для каждого объекта вырабатывается некоторый критерий, называемый реша-
ющим правилом, который и позволяет определить принадлежность каждого
нового объекта тому или иному классу с ошибкой, не превышающей заранее
заданную.

Задача минимизации описания объекта совокупностью признаков, характе-
ризующих каждый рассматриваемый объект, позволяет выбрать те признаки,
которые являются наиболее информативными с точки зрения распознавания.
Иначе эта задача формулируется следующим образом: необходимо построить
такое преобразование пространства признаков в некоторое другое, чтобы раз-
мерность нового пространства была меньше исходной, а функция потерь при
его использовании существенно не увеличилась.

Задача таксономии (самообучения) заключается в том, чтобы из некоторого
множества объектов выделить с помощью заданного правила классы однород-
ных ("одинаковых") объектов.

Широкое распространение для получения прогнозных результатов в прак-
тических исследованиях используются методы, основанные на применении спек-
трального анализа. Данные методы позволяют достаточно точно описывать
процессы, динамика которых содержит колебательные или гармонические со-
ставляющие. Так, очень часто в этих процессах рассматриваются четыре ком-
поненты временного ряда: вековой уровень, описываемый гладкими аперио-
дическими функциями; сезонные колебания с двенадцатимесячным периодом;
колебания с периодом большим, чем сезонные, но меньшим, чем у соответству-
ющих колебаний векового уровня; случайные колебания с широкими перио-
дами, но с небольшой интенсивностью. Таким образом, исследуемый процесс
можно представить в виде

x (t) = x1 (t) + x2 (t) + x3 (t) + σ (t) . (100)

Для описания и прогноза первой составляющей x1 (t) эффективно исполь-
зуются такие методы, как скользящее среднее, экспоненциальное сглаживание,
гармонические веса. Использование одного из этих методов позволяет выделить
негармоническую составляющую процесса. Для оставшихся гармонических со-
ставляющих процесса используется представление в виде тригонометрического
полинома.

Выполняется анализ периодограммы I (w), имеющей для нечетного числа

96



наблюдений N = 2m+ 1 вид

I2m+1 (w) =
2m+ 1

2π

(
α2 (w) +

(
α
′
)2

(w)

)
, (101)

где

a (w) =
M∑
I=1

(biui (w) + civi (w)) + γ (w) , (102)

ui (w) =
1

2m+ 1

2m+1∑
t=1

cos (wit) cos (wt) , (103)

vi (t) =
1

2m+ 1

2m+1∑
t=1

sin (wit) cos (wt) , (104)

γ (w) =
1

2m+ 1

2m+1∑
t=1

σi cos (wt) . (105)

Аналогично

a
′
(w) =

m∑
i=1

(
biu

′

i (w) + civ
′

i (w)
)

+ γ
′
(w) , (106)

где u′i (w), v′i (w) и γ ′ (w) получаются из ui (w), vi (w) и γ (w) заменой cos (wt) на
sin (wt). Полученные величины a (w) и a′ (w) являются аналогами ковариации
рассматриваемого временного ряда x (t) с косинусами и синусами исследуемых
частот

wi =
2πi

2m+ 1
, i = 1,m. (107)

Данный метод основан на сходимости по вероятности величин a (w) и a
′
(w),

поэтому его следует применять при работе с длинными временными рядами,
для которых может быть использован тест проверки значимых решений.

Вычислительная процедура получения прогнозов зависит от того, исследу-
ется ли просто динамика ряда или структура временного ряда. В первом случае
реализуется метод оценки взвешенных средних (метод согласованных филь-
тров). Схема расчетов при исследовании динамики такова. На первом шаге по
критерию Стьюдента проводится оценка параметров согласованных фильтров.
На втором шаге определяется статистическое качество полученных результа-
тов, т.е. по критерию Дарбина-Уотсона проводится проверка случайной состав-
ляющей на автокорреляцию и вычисляются значения коэффициентов вариации
оценок параметров. На третьем шаге согласований фильтр используется для
прогноза.
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В случае, когда целью исследования является определение структуры вре-
менного ряда, применяется метод оценки детерминированной составляющей в
виде явной функции времени. На первом шаге расчетов решается характери-
стическое уравнение и восстанавливаются искомые функции времени. На вто-
ром шаге производится оценка линейных параметров найденных функций вре-
мени и оценивается покомпонентное разбиение суммарной детерминированной
составляющей. На третьем шаге – оцененная (в виде явной функции времени)
суммарная порождающая функция применяется для экстраполяции исследуе-
мого показателя.

Специфика определенных задач прогноза требует привлечения различно-
го математического аппарата. На практике часто возникает следующая зада-
ча: известны начальное и конечное состояния рассматриваемого объекта и за-
траты на изменение данного объекта в каждой точке пространства состояний.
Необходимо определить оптимальную в смысле заданного критерия траекто-
рию изменения объекта для достижения некоторого конечного состояния. Ре-
шение подобной задачи возможно при использовании элементов вариационного
исчисления.

Пусть необходимо определить такую кривую, выраженную зависимостью
y = y (x), которая, соединяя две заданные точки А и Б, имела бы минимальную
длину. Решение данной задачи выполняется минимизацией функционала

b∫
a

√
1 + (y′x)

2dx. (108)

В общем случае задача формулируется следующим образом: необходимо най-
ти такую функциональную зависимость y = y (x), которая обеспечивала бы
экстремум функционалу

J (y) =

b∫
a

F
(
x, y (x) , y

′

x (x)
)

dx (109)

при заданных условиях y (a) = A, y (b) = B, y′x (x) является производной от
функции y = y (x) по переменной x.

В качестве переменной x может выступать любой показатель, определяю-
щий функционирование рассматриваемого объекта, в том числе и время.

Решение задач данного типа реализуется с помощью метода вариационно-
го исчисления на основании теоремы Эйлера, которая гласит, что минимум
функционала на множестве функций y = y (x), имеющих первую производную
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и подчиняющихся заданным условиям, достигается для функции, удовлетво-
ряющей уравнению

Fy −
d

dx
Fy′ = 0. (110)

Это уравнение называется уравнением Эйлера, где

Fy =
∂F
(
x, y, y

′)
∂y

; Fy′ =
∂F
(
x, y, y

′)
∂y′

. (111)

Рассмотрим еще одну задачу, которая в вариационном исчислении носит назва-
ние задачи с подвижными концами. Непосредственный ее смысл заключается
в том, что определяется оптимальная траектория не между точками, а меж-
ду двумя фиксированными кривыми, т.е. рассматривается переход от одного
режима функционирования к другому.

Таким образом, для функционала

J (y) =

x1∫
x0

F
(
x, y, y

′
)

dx (112)

находится такая функция y = y (x), которая обеспечивает экстремум этому
функционалу, и концы этой функции лежат на фиксированных кривых y =
φ (x) и y = ψ (x). В этом случае искомая функциональная зависимость y =
y (x) находится из уравнения Эйлера с граничными условиями

F + Fy′
(
ψ
′ − y′

)∣∣∣
x=x1

= 0, (113)

F + Fy′
(
φ
′ − y′

)∣∣∣
x=x0

= 0. (114)

Эти граничные условия называются условиями трансверсальности.
Рассмотренные выше задачи позволяют определить наиболее эффективные

(оптимальные) изменения объектов в пространстве выбранных показателей.
Очевидно, данное изменение является наиболее вероятным, что дает основание
использовать рассмотренный метод для решения целого класса задач прогно-
зирования.

Для целого ряда важных практических приложений используется метод
прогнозирования на основе теории цепей Маркова.

Метод цепей Маркова может быть использован для прогноза множества
показателей, которые меняются из года в год одновременно, но когда функ-
циональные связи между ними не установлены ввиду отсутствия информации
или крайней сложности этих связей.
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В основе прогноза, построенного на основе простых цепей Маркова, лежит
вычисление матрицы перехода, элементами которой являются вероятности пе-
рехода прогнозируемых параметров из одного состояния в другое, от одного
значения к другому.

Реализация прогнозов с помощью цепей Маркова позволяет по мере поступ-
ления новой информации регулярно корректировать ошибки, что существенно
повышает надежность получаемых результатов.

В ряде случаев эффективным является получение параметров прогноза в
терминах теории игр. При этом под прогнозированием следует понимать по-
лучение статистического вывода о поведении в будущем некоторой случайной
величины Y . Предсказывающая функция дает возможность по прошлым значе-
ниям случайной величины Y описать ее поведение на перспективу. Прогнозом
являются сами значения предсказывающей функции.

Пусть реализуется прогноз величины Y , возможные значения которой при-
надлежат множеству A, т.е. y ∈ A. Случайный вектор X является k-мерной
случайной переменной наблюдений, по которым возможна реализация прогно-
за. Значения случайного вектора X образуют k-мерное пространство Rk, т.е.
x ∈ Rk. Пусть также существуют функции условного распределения G (y/x)
для данного вектора X и F (x/y) для данного значения y.

Выбирая определенный вид предсказывающей функции d (x), можем полу-
чить значение прогноза, например a = d (x). Очевидно, что прогноз a ∈ A и
множество A состоит из возможных решений a и состояний рассматриваемой
величины y.

Функция d (x) преобразует множество Rk в множество A и является функ-
цией решения. Введем также функцию потерь, которые возникают в результате
неточного прогноза L (a, y), определяемую на произведении A×A и показыва-
ющую, какие потери возникают, когда действительным значением рассматри-
ваемой переменной Y будет y, а полученный на основании функции решения
d (x) прогноз равен a, причем, возможно, a 6= y. Поэтому оптимальная функ-
ция решения определяется исходя из минимизации математического ожидания
функции потерь L (a, y). В такой постановке задачи наилучшим прогнозом яв-
ляется такой, который минимизирует средние потери в условном распределе-
нии G (y/x), т.е.

R∗ (a0) = inf R∗ (a) , a ∈ A; R∗ (a) =

∫
A

L (y, a) dG (y/x) , (115)

где a0 – оптимальный (наилучший) прогноз.
Можно определить, следовательно, функцию риска R (y, d) для предсказы-
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вающей функции d (x)

R (y, d) = EyL (y, a) =

∫
R∗

L (y, a) dF (x/y) . (116)

Таким образом, сформулирована задача статистической игры (A,D,R), моде-
лирующей задачу прогнозирования, где A – совокупность стратегий поведения
рассматриваемой случайной величины Y , т.е. первого игрока; D – совокуп-
ность стратегий поведения второго игрока, т.е. прогнозиста, принимающего
определенное прогнозное решение, и R – платежная функция, принимающая
конечные числовые значения и определенная для каждой пары L (y, a).

Выбор оптимальной предсказывающей функции d (x) осуществляется в со-
ответствии с общей теорией статистических игр с использованием байесовской
или минимаксной функции решения.

Согласно такому подходу, наилучшей функцией решения будет та, при ко-
торой риск минимален, т.е.

r (G, d0) = min r (G, d) , d (x) ∈ D, (117)

где r – байесовский риск; G – распределение переменной Y .
Задавая различные виды функции потерь, можно получить различные про-

гнозные результаты. Наиболее известными являются квадратичная функция
потерь, кусочно-линейная несимметричная, симметричная кусочно-линейная,
ограниченная функция потерь и др. Естественно, задание определенного вида
функции потерь должно обусловливаться смыслом исследуемого процесса Y .

С помощью теории игр можно сформулировать и так называемые мини-
максные прогнозы, смысл которых состоит в выборе такой прогнозирующей
функции d (x) ∈ D, которая минимизирует максимальный риск R (y, d), т.е.
для которой

supR (y, d0) = inf supR (y, d) , d ∈ D, y ∈ A. (118)

Кроме того, с помощью теории игр можно реализовывать и качественные про-
гнозы, суть которых сводится к тому, чтобы оценить, произойдет ли в будущем
некоторое случайное событие.

Прогноз может быть выполнен с использованием нейросети. В основе нейро-
сети лежит понятие «искусственного нейрона», который позволяет реализовать
на практике нелинейную функцию многих переменных. Она отображает сово-
купность входных переменных в вещественное число из отрезка [0, 1] и зависит
от набора G числовых коэффициентов (весов), рассматриваемого в качестве
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параметра этой функции. Функция имеет вполне определенный вид и реали-
зуется на базе только двух элементов – сумматора и нелинейного преобразова-
теля. Первый вычисляет взвешенную сумму входных значений, т.е. компонент
вектора признаков, второй выполняет определенное нелинейное преобразова-
ние F (x,G), где G – набор весов на входе нейрона. В результате получается
выходное значение нейрона z = F (x,G). Так как обычно несколько нейронов
«принимают сигналы» из предыдущего слоя, то набор весов на входе такого
j-го нейрона обозначим Gj.

Из искусственных нейронов строится сеть, имеющая определенную архи-
тектуру, которая включает несколько десятков, а иногда сотен или тысяч ней-
ронов, соединенных своими входами и выходами. Веса нейронов будут опре-
делять веса соединений («ребер» сетевой структуры), влияющих на уровень
сигнала, распространяющегося по нейросети в виде информационного потока
от ее входов к выходу.

Наиболее популярной является такая архитектура сети, в которой нейро-
ны каждого слоя непосредственно не взаимодействуют друг с другом и могут
быть соединены своими входами-выходами только с расположенными на двух
соседних с ними слоях. При этом одна часть нейронов, имеющих лишь по од-
ному входу и выходу в первом слое, используется только для непосредственной
обработки входных признаков, а другая – для обработки сигналов, полученных
от нейронов из предыдущего (в частности, их первого).

Выходной слой нейронов используется для формирования результата. Если
он содержит один нейрон, то в результате вычислений с помощью нейросети
будет получено вещественное число, если же в него входят два нейрона (или
более) – то вектор с двумя (или более) компонентами.

На этапе создания модели проводится обучение, или настройка, нейросети.
В ее ходе встроенный в нейропакет алгоритм глобальной минимизации находит
числовые веса, описывающие силу межнейронных связей. Критерием миними-
зации является уменьшение квадрата невязки между результатом расчетов по
модели и реально наблюдаемой величиной. Веса фиксируются после заверше-
ния работы алгоритма минимизации и на этапе прогноза уже не изменяются.

На этапе настройки, обычно градиентными методами, получают числовые
веса всех нейронов, принимающих сигналы от нейронов предыдущего слоя. По
их набору (G1, . . . , Gn) минимизируется квадратичная функция потерь, кото-
рая задает штраф на значения отклика, действительно имевшими место при
фиксированных весах и формируемыми нейросетью, причем это выполняется
для всех примеров, вошедших в материал обучения.

В результате настройки получается нелинейная модель связи входов и от-
клика t (x) = W (x (G1, . . . , Gn)) в виде аппроксимации реальной их связи
T (x). Здесь через (G1, . . . , Gn) обозначена совокупность всех весовых коэффи-
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циентов в нейросети некоторой фиксированной архитектуры. По работе ней-
росети на независимом наборе данных, который не использовался при ее на-
стройке, оценивается качество последней.

Нейросети являются универсальным средством аппроксимации функции
многих переменных T (x), поэтому описанный подход позволяет наряду с при-
менением традиционных моделей многомерной статистики решать типичные
прикладные задачи классификации, распознавания и прогнозирования.

Основные достоинства нейросетей – адаптируемость (легкая переобучае-
мость при больших потоках входных данных), а также возможность потен-
циального распараллеливания вычислений. Нейросети будут предпочтительны
там, где имеется очень много входных данных, в которых скрыты закономер-
ности. В этом случае почти автоматически можно учесть различные нелиней-
ные взаимодействия между показателями-признаками, характеризующими та-
кие данные.

К недостаткам нейросети относится «непрозрачность» процесса их работы
и трудности интерпретации результатов. Кроме того, правильно настроенная
нейросеть, хотя и может адекватно оценивать сходные ситуации, обычно пло-
хо проводит анализ принципиально новых ситуаций, не представленных ранее
примерами в материале обучения.

Следует помнить, что для получения устойчивых нелинейных нейросете-
вых моделей с хорошими прогностическими свойствами требуется, чтобы объ-
ем поступающей на их обучение информации был достаточно велик (т.е. число
заданных для обучения примеров существенно превышало число нейронов ее
входного слоя). При статистическом подходе, не в пример нейросетевому, в по-
добном случае можно построить доверительные интервалы.

Предложенная классификационная схема методов прогнозирования отно-
сится только к сингулярным методам, т.е. использующим лишь один принцип
работы. Однако особенности сложных предметных областей вызывают трудно-
сти прогнозирования их развития с помощью какого-либо одного такого метода.
Поэтому при разработке прогнозов для таких областей необходимо применять
комплексные методы (или системы) прогнозирования, синтезирующие опреде-
ленным образом алгоритмы сингулярных методов и эвристические знания о
свойствах предметных областей.

8.3 Прогнозирование как оценка состояния динамической
системы. Теория фильтрации

При разработке систем линейного предсказания и оценки состояния техниче-
ских объектов широкое применение нашла теория фильтрации [5]. Для линей-
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ных систем с линейными изменениями при гауссовских шумах теория фильтра-
ции хорошо разработана и имеются точные алгоритмы оптимального решения.

С точки зрения общей классификации методов прогнозирования теория
фильтрации относится к статистическим методам, так как в основе многих
процедур оптимальной фильтрации лежит известный критерий Байеса.

Отправной точкой для теории фильтров явились работы, выполненные в
40-х годах Колмогоровым и Винером. Рассмотрим общую постановку задачи,
из которой они исходили (постановка в терминах теории информации) [6].

Пусть полезный сигнал s (t, θ) зависит от скалярного параметра θ. Наблю-
дению доступен сигнал x (t) = s (t, θ) + n (t), где n (t) – гауссовский шум. Тре-
буется найти оценку θ̂ параметра θ.

В общем случае для решения такой задачи предлагается следующая проце-
дура:

1. Задать множество значений параметров Θ, состоящее из всех возможных
состояний параметра θ;

2. Задать распределение случайной величины X, которая характеризуется
условной плотностью распределения вероятностей W (x, θ), с математиче-
ским ожиданием s (t, θ) и остальными параметрами, совпадающими с рас-
пределением вероятности шума n (t);

3. Задать множество оценок Θ̂;

4. Задать функцию L
(
θ, θ̂
)
, называемую функцией потерь, которая каждой

паре θ, θ̂ ставит в соответствие действительное число, называемое поте-
рями. На практике наиболее часто употребляются две функции потерь:

квадратичная (L =
(
θ − θ̂

)2

) и модульная (L =
∣∣∣θ − θ̂∣∣∣);

5. Задать множество D, называемое пространством решений и состоящее из
множества отображении случайной величины X в пространство оценок па-
раметров Θ̂;

6. Задать функцию риска от принятия решения d при состоянии θ1 в виде
условного математического ожидания функции потерь

R (θ1, d) = E {L (θ,X|θ = θ1)} ;

7. Найти оптимальное решение из условия минимума байесовского риска:

r (d) =

∫
Θ

R (θ1, d (X))W (θ1) dθ, r (d∗) = min
d∈D

r (d) . (119)
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На основании общего алгоритма решения разработано большое количество про-
стых алгоритмов оптимальной фильтрации. Наиболее известные них:

• согласованный фильтр – максимизация отношения сигнал/шум;

• оптимальный фильтр Винера;

• оптимальный фильтр Калмана;

• адаптивные и нелинейные оптимальные фильтры (фильтр Бар-Щалома-
Ци, фильтр Бревера, адаптивный фильтр Калмана и т.п.).

После получения текущей оценки состояния динамической системы спрогнози-
ровать состояние в будущем не представляет проблемы, т.к. переменные состо-
яния однозначно определяют поведение системы в будущем.

8.4 Качественные показатели прогноза
О точности прогноза принято судить по величине погрешности (ошибки) про-
гноза – разности между прогнозируемым и фактическим значением (реали-
зацией) исследуемой переменной [5]. Однако в практической работе проблему
точности прогноза надо решать, как правило, тогда, когда период упреждения
еще не прошел и истинное значение прогнозируемой переменной неизвестно. В
этом случае проблема точности может рассматриваться в плане сопоставления
априорных качеств, свойств, присущих альтернативным прогностическим мо-
делям. Так, если прогнозирование осуществляется статистическими методами,
то, вероятно, понятие точности прогноза можно сделать более узким, а именно
связав априорную точность прогноза с размером доверительного интервала.
Модель, дающая более узкий доверительный интервал при одной и той же до-
верительной вероятности, и является более точной.

Ширина доверительного интервала в значительной мере зависит от приня-
той доверительной вероятности. Чем меньше эта вероятность, тем уже интер-
вал.

Очевидно, что достоверность прогноза определяется вероятностью реали-
зации соответствующей прогностической оценки. Чем она выше, тем выше и
достоверность. Вероятность реализации может быть оценена субъективно (экс-
пертное прогнозирование) или может быть связана с доверительными интер-
валами прогноза. В этом случае достоверность является характеристикой, со-
пряженной мере погрешности, если под мерой погрешности понимается раз-
мер доверительного интервала. Отсюда чем выше достоверность прогноза, тем
ниже его погрешность, и наоборот. В практике такого рода прогностических

105



расчетов обычно принимают, что доверительная вероятность равна 90% или
менее.

Достоверность прогноза тесно связана с доверительной вероятностью про-
гноза, однако для оценки качества прогноза введем также понятие надежности
прогноза.

Под надежностью прогноза будем понимать степень уверенности в том, что
оценка элемента модели примет спрогнозированное значение в определенный
момент времени в будущем.

Надежность прогноза базируется на анализе ряда оценок, полученного по-
сле предварительной обработки динамического ряда.

На надежность прогноза оказывают влияние такие параметры, как:

1. наличие данных для прогнозирования;

2. период времени между двумя последними оценками;

3. монотонность изменения значений оценок;

4. период упреждения прогноза;

5. относительная скорость изменения последней оценки и др.

8.5 Расчет фильтра Калмана
После того, как в 1963 г. Люэнбергер разработал детерминированную теорию
наблюдателей, различные исследователи распространили эту теорию на дис-
кретные и непрерывные стохастические системы, в результате чего была со-
здана теория линейных стохастических наблюдателей.

Рассмотрим постановку типовой задачи оценивания состояния для дискрет-
ной системы [5]

x (k + 1) = A (k)x (k) +B (k)w (k) , (120)

y (k) = C (k)x (k) + v (k) , (121)

где x ∈ Rn – вектор состояния системы, y ∈ Rm – вектор измерений (выходов),
k – номер интервала дискретности, w ∈ Rl и v ∈ Rm – последовательности
белых шумов, A (k) – (n× n)-матрица динамики системы с рангом n, B (k) –
(n× l)-матрица входов системы с рангом l, C (k) – (m× n)-матрица с рангом
m. Статистические характеристики белых шумов полагаются известными:

M [w (k)] = 0, M
[
w (k)wT (k)

]
= δnlQ (k) , (122)

M [v (k)] = 0, M
[
v (k) vT (k)

]
= δnmR (k) , (123)
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M
[
x (k) vT (k)

]
= 0, M

[
w (k) vT (k)

]
= 0, (124)

M
[
x (0)wT (0)

]
= 0, M [x (0)] = Mx0, (125)

M
[
(x (0)−Mx0) (x (0)−Mx0)

T
]

= Dx0, (126)

где δ – дельта-функция Кронекера, начальное состояние x (0) представляет со-
бой независимый случайный вектор с известными математическим ожиданием
Mx0 и дисперсией Dx0. Функционирование системы рассматривается на интер-
вале времени k = 0, N .

В задаче оценивания состояния необходимо получить оценку x̂ вектора со-
стояния x, являющуюся оптимальной в некотором смысле. Если требуется, что-
бы оценка была оптимальной в среднеквадратическом смысле (то есть оценка
x̂ должна минимизировать величину M

[
‖x̂− x‖2

]
), то решение задачи оцени-

вания обеспечивает фильтр Калмана.
В основе фильтра Калмана лежит модель объекта управления, поведение

которой корректируется обратной связью по невязке оценивания подобно на-
блюдателю Луэнбергера. Однако в измерительных сигналах объекта управле-
ния обычно присутствуют шумы. Из этого следует подход к расчету коэффи-
циентов обратной связи, основанный на обеспечении наилучших точностных
показателей.

Будем искать фильтр (наблюдатель состояния) в классе линейных опти-
мальных фильтров, дающих несмещенную оценку в виде линейной комбинации
оценки предсказания x̃ (k + 1) = A (k) x̂ (k) и вектора наблюдения y (k + 1):

x̂ (k + 1) = L (k + 1) x̃ (k + 1) +K (k + 1) y (k + 1) . (127)

Выражение для ошибки оценивания имеет вид

e (k + 1) = x̂ (k + 1)−x (k + 1) = L (k + 1) x̃ (k + 1)+K (k + 1) y (k + 1)−x (k + 1) .
(128)

Учитывая уравнение наблюдения и введя в рассмотрение ошибку предсказания

ẽ (k + 1) = x̃ (k + 1)− x (k + 1) , (129)

получим

e (k + 1) = L (k + 1) ẽ (k + 1)+(L (k + 1) +K (k + 1)C (k + 1)− I)x (k + 1) +

+K (k + 1) v (k + 1) . (130)

Из этого уравнения следует, что если оценка предсказания x̃ (k + 1) является
несмещенной, т.е.M [ẽ (k)] = 0, то и оценка x̂ (k + 1) будет также несмещенной,
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т.е. M [e (k)] = 0, в том случае, если выполняется равенство

L (k + 1) = I −K (k + 1)C (k + 1) . (131)

Таким образом, уравнение фильтрации можно записать в виде

x̂ (k + 1) = x̃ (k + 1) +K (k + 1) (y (k + 1)− C (k + 1) x̃ (k + 1)) =

= A (k) x̂ (k) +K (k + 1) (y (k + 1)− C (k + 1)A (k) x̂ (k)) . (132)

Определим значение матрицы K (k + 1) коэффициентов передачи фильтра из
условия получения минимальной дисперсии ошибки фильтрации. Уравнение
ошибки с учетом (130) и (131) примет вид

e (k + 1) = (I −K (k + 1)C (k + 1)) ẽ (k + 1) +K (k + 1) v (k + 1) . (133)

Запишем уравнение относительно матрицы дисперсий P (k) ошибки фильтра-
ции:

P (k + 1) = M
[
e (k + 1) eT (k + 1)

]
=

= (I − L (k + 1)C (k + 1)) P̃ (k + 1) (I − L (k + 1)C (k + 1))T +

+K (k + 1)R (k + 1)KT (k + 1) , (134)

где P̃ (k) = M
[
ẽ (k) ẽT (k)

]
– априорная матрица дисперсий ошибки предска-

зания. Здесь учтено, что

M
[
ẽ (k + 1) vT (k + 1)

]
= 0,

так как оценка предсказания не зависит от шума наблюдения в следующий
момент времени.

Выберем матрицу K (k + 1) таким образом, чтобы минимизировать скаляр-
ную функцию trP (k + 1), представляющую собой сумму дисперсий ошибок
оценивания координат вектора состояния. Для этого приведем выражение (134)
к виду

P (k + 1) = P̃ −KCP̃ − P̃CTKT +KCP̃CTKT +KRKT. (135)

Продифференцировав trP (k + 1) по матрице K (k + 1) и приравняв производ-
ную нулевой матрице, получим

∂trP (k + 1)

∂K (k + 1)
= −2P̃ (k + 1)CT (k + 1) +

+ 2K (k + 1)C (k + 1) P̃ (k + 1)CT (k + 1) + 2K (k + 1)R (k + 1) = 0, (136)
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что эквивалентно

(I −K (k)C (k)) P̃ (k)CT (k)−K (k)R (k) = 0. (137)

Из этого следует, что

K (k + 1) = P̃ (k + 1)CT (k + 1)
(
R (k + 1) + C (k + 1) P̃ (k + 1)CT (k + 1)

)−1

.

(138)
Выражение (138) обеспечивает минимальность функции trP (k + 1) в силу по-
ложительной определенности матрицы P (k + 1). Подставим теперь выражение
(138) в соотношение для матрицы дисперсий:

P (k + 1) = P̃ (k + 1)−K (k + 1)C (k + 1) P̃ (k + 1)−
− P̃ (k + 1)CT (k + 1)KT (k + 1) +

+K (k + 1)
(
C (k + 1) P̃ (k + 1)CT (k + 1) +R (k + 1)

)
KT (k + 1) =

= P̃ (k + 1)−P̃ (k + 1)CT (k + 1)
(
R (k + 1) + C (k + 1) P̃ (k + 1)CT (k + 1)

)−1

·

· C (k + 1) P̃ (k + 1) = (I −K (k + 1)C (k + 1)) P̃ (k + 1) . (139)

Запишем соотношение для матрицы коэффициентов передачи в виде

K (k + 1) = R (k + 1) + C (k + 1) P̃ (k + 1)CT (k + 1) = P̃ (k + 1)CT (k + 1) .

Сгруппировав слагаемые с учетом выражения (139), получим

K (k + 1)R (k + 1) = − (K (k + 1)C (k + 1)− I) P̃ (k + 1)CT (k + 1) =

= P (k + 1)CT (k + 1) .

Отсюда следует, что

K (k + 1) = P (k + 1)CT (k + 1)R−1 (k + 1) . (140)

Остается найти соотношение, связывающее априорную P̃ (k) и апостериорную
P (k) матрицы. Вычтем из уравнения наблюдения уравнение объекта:

ẽ (k + 1) = A (k) e (k)−Bw (k) .

С учетом этого уравнение матрицы дисперсий ошибки предсказания принимает
вид

P̃ (k + 1) = M
[
ẽ (k + 1) ẽT (k + 1)

]
= A (k)P (k)AT (k) +B (k)Q (k)BT (k) .
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В результате уравнение (139) преобразуется к виду

P (k) = P̃ (k)− P̃ (k)CT (k)
(
C (k) P̃ (k)CT +R (k)

)−1

C (k) P̃ (k) , (141)

которое является уравнением типа Риккати.
Аналогично получим уравнение Риккати для матрицы P̃ (k) априорных

значений

P̃ (k + 1) = A (k) P̃ (k)AT (k) +B (k)Q (k)BT (k)−

− A (k)

(
P̃ (k)CT

(
C (k) P̃ (k)CT (k) +R (k)

)−1

+ C (k) P̃ (k)

)
AT (k) . (142)

Приведенные уравнения описывают изменение матрицы K (k) коэффициентов
передачи фильтра и матриц дисперсий P (k) и P̃ (k) во времени.

Остается доказать справедливость предположения о несмещенности оценки.
Для этого подставим в выражение для величины e (k) значение e (k + 1):

ẽ (k + 1) = A (k) (I −K (k)C (k)) ẽ (k) + A (k)K (k) v (k)−B (k)w (k) .

Усреднив правую и левую части полученного разностного уравнения, можно
записать уравнение относительно среднего значения ошибки предсказания:

Mẽ (k + 1) = A (k) (I −K (k)C (k))Mẽ (k) .

Отсюда следует, что Mẽ (k) = 0 в случае, если Mẽ (0) = 0, т.е.

M [x̃ (0)] = M [x (0)] = Mx0.

Рассмотрим алгоритм многомерного цифрового фильтра Калмана. Уравнения
фильтра Калмана имеют вид

x̂ (k + 1) = A (k) x̂ (k) +K (k + 1) (y (k + 1)− C (k + 1)A (k) x̂ (k)) , (143)

K (k + 1) = P̃ (k + 1)CT (k + 1)
(
C (k + 1) P̃ (k + 1)CT (k + 1) +R (k + 1)

)−1

,

(144)
P̃ (k + 1) = A (k)P (k)AT (k) +B (k)Q (k)BT (k) , (145)

P (k + 1) = (I −K (k + 1)C (k + 1)) P̃ (k + 1) . (146)

Для инициализации алгоритма Калмана в момент времени k = 0 принимается

x̂ (0) = M [x (0)] = Mx0,
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P (0) = M
[
(x̂ (0)− x (0)) (x̂ (0)− x (0))T

]
= Dx0.

Вектор x̂ (k + 1) представляет собой минимальную среднеквадратичную оцен-
ку состояния x (k + 1) по измерениям, включающим момент времени k. Оцен-
ка формируется на основании прогнозируемой на один шаг оценки x̃ (k + 1) =
A (k) x̂ (k) и обратных связей по невязке оценивания K (k + 1) ỹ (k + 1). Мат-
рицы P (k + 1) и P̃ (k + 1) размерности (n× n) представляют собой ковариа-
ционные матрицы фильтрованной (апостериорной) и на один шаг вперед про-
гнозированной невязки оценивания (априорной) соответственно.

Если рассмотреть установившиеся свойства оптимального наблюдателя, то
можно утверждать, что при некоторых ограничениях (матрицы A, B, C, Q,
R являются постоянными и не вырожденными) решение для ковариационной
матрицы невязки оценивания P сходится к установившемуся решению P∞, яв-
ляющемуся постоянной матрицей, представляющей собой единственное неот-
рицательно определенное решение алгебраического уравнения типа Риккати:

P∞ = A
(
P∞ − P∞CT

(
CP∞C

T +R
)−1

CP∞

)
AT +BQBT. (147)

При этом матрица коэффициентов обратных связей также будет сходиться к
стационарной:

K = P∞C
T
(
CP∞C

T +R
)−1

. (148)

Рассмотрим пример построения фильтра Калмана для получения текущей оцен-
ки состояния некоторой дискретной системы, математическая модель которой
в форме вход-состояние-выход имеет следующий вид:

x (k + 1) = Āx (k) + B̄u (k) , (149)

y (k) = C̄x (k) . (150)

На вход модели поступает скалярный белый дискретный шум u (k) = w (k)
с нулевым средним и единичной дисперсией:

M [w (k)] = 0, M
[
w (k)wT (k)

]
= Q = 1.

Дополним модель шумом измерений в виде аддитивного скалярного дискрет-
ного белого шума v (k) с нулевым средним и известной дисперсией R:

M [v (k)] = 0, M
[
v (k) vT (k)

]
= Q = 0.01.

Шум измерений и шум состояния предполагаются некоррелированными:

M
[
w (k) vT (k)

]
= 0.
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Тогда модель (149)-(150) примет вид

x (k + 1) = Āx (k) + B̄w (k) , (151)

y (k) = C̄x (k) + v (k) . (152)

В состав фильтра Калмана входит модель объекта управления без учета
шумов и обратные связи по невязке наблюдения:

x̂ (k + 1) = Āx̂ (k) + Uн,

ŷ (k) = C̄x̂ (k) .

Вектор обратной связи по невязке наблюдения определяется выражением

Uн = Kнỹ =
[
kн

1 kн
2

]
× (y − ŷ) .

Модель ошибок x̃ = x− x̂ примет вид

x̃ (k + 1) =
(
Ā−KнC

)
x̃ (k) +

[
B̄ −K

]
×
[
w (k)
v (k)

]
= Aнx̃ (k) +Bнξ (k) ,

ỹ (k) = C̄x̃ (k) ,

где

Aн = Ā−KнC, Bн =
[
B̄ −K

]
, ξ (k) =

[
w (k)
v (k)

]
.

Определим ковариационную матрицу ошибки в установившемся режиме в
виде решения алгебраического уравнения типа Риккати:

P∞ = Ā
(
P∞ − P∞C̄T

(
C̄P∞C̄

T +R
)−1

C̄P∞

)
ĀT + B̄QB̄T.

Тогда коэффициенты обратной связи можно вычислить при помощи выра-
жения

K = P∞C
T
(
CP∞C

T +R
)−1

.

Рассмотрим теперь в качестве численного примера процедуру синтеза филь-
тра Калмана (ФК) для системы управления упрощенной моделью летательно-
го аппарата. Положение центра масс летательного аппарата x1 относительно
наземной системы координат измеряется наземной радиолокационной станци-
ей (РЛС). Переменная x1 является длиной радиус-вектора, проведенного от
антенны радиолокатора к центру масс летательного аппарата и измеряется
в метрах. Скорость летательного аппарата x2 определяется с использованием
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сигнала линейного акселерометра на борту и измеряется в метрах в секунду.
Таким образом, вектор состояния объекта управления имеет вид

x =

[
x1

x2

]
.

Математическая модель объекта управления в форме вход-состояние-выход
имеет вид

ẋ = Ax+Bu−Gw, (153)

y = Cx+ v, (154)

где y – показания РЛС (выходной сигнал объекта управления), u – сигнал от
акселерометра (входной сигнал объекта управления), w – шумы в показаниях
акселерометра, v – шумы в показаниях РЛС, а матрицы A, B, G и C имеют
вид

A =

[
0 1
0 0

]
, B =

[
0
b2

]
, G =

[
0
g2

]
, C =

[
c1 0

]
.

Подставив численные значения в выражения (153)-(154), получим итоговую
математическую модель объекта управления:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = b2u− g2w,
y = c1x1 + v.

(155)

Так как при помощи фильтра Калмана можно оценить лишь наблюдаемые
переменные вектора состояния объекта управления, необходимо проверить его
на наблюдаемость. Для этого нужно составить матрицу QН наблюдаемости
объекта управления и определить ее ранг, который равен количеству наблю-
даемых переменных вектора состояния. Кроме того, матрица наблюдаемости
должна быть невырождена. Матрица наблюдаемости имеет вид

QН =

[
C
CA

]
=

[
c1 0
0 c2

]
.

Так как detQН = c2
1 6= 0, матрица наблюдаемости является невырожденной.

Ранг матрицы наблюдаемости равен 2, то есть равен порядку объекта управле-
ния, что говорит о полной наблюдаемости объекта управления, то есть с помо-
щью фильтра Калмана возможно восстановить весь вектор состояния объекта
управления.

В качестве моделей шумов w и v примем гауссовские стационарные случай-
ные процессы с нулевыми средними значениями. В качестве ковариационных
матриц шумов Q и R примем дисперсии шумов σ2

w и σ2
v соответственно.

113



Рис. 18: Структурная схема объекта управления с фильтром Калмана.
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Рис. 19: Результаты моделирования, выход y и его оценка ŷ.
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Рис. 20: Результаты моделирования, переменная состояния x1 и ее оценка x̂1.
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Рис. 21: Результаты моделирования, переменная состояния x2 и ее оценка x̂2.
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Далее необходимо вычислить матрицу ковариаций ошибок оценивания (невя-
зок) P . Для этого необходимо решить уравнение Рикатти

Ṗ = AP + PAT − PCT 1

σ2
v

CP +Gσ2
wG

T. (156)

Ограничимся построением фильтра Калмана для стационарного оценива-
ния и положим Ṗ = 0, тогда матрицу P будем вычислять из уравнения

AP + PAT − PCT 1

σ2
v

CP +Gσ2
wG

T = 0. (157)

Так как матрица P симметричная, примем обозначение для установивше-
гося значения матрицы P

P0 =

[
p1 p∗
p∗ p2

]
.

После подстановки известных матриц в уравнение (157) получим[
p∗ p2

0 0

]
+

[
p∗ 0
p2 0

]
−
[
σ−2
v c2

1p
2
1 σ−2

v c2
1p1p∗

σ−2
v c2

1p1p∗ σ−2
v c2

1p
2
∗

]
+

[
0 0
0 σ2

wg
2
2

]
= 0.

В силу симметрии для нахождения матрицы P необходимо решить систему
из трех уравнений:

2p∗ − σ−2
v c2

1p
2
1 = 0, (158)

p2 − σ−2
v c2

1p1p∗ = 0, (159)
−σ−2

v c2
1p

2
∗ + σ2

wg
2
2 = 0. (160)

Из уравнения (160) найдем p∗:

p2
∗ =

g2
2σ

2
wσ

2
v

c2
1

→ p∗ =
g2

c1
σwσv.

Подставив найденное значение p∗ в (158), найдем p1:

2g2

c1
σwσv =

c2
1

σ2
v

p2
1 → p1 =

√
2

c1
σ3/2
v

√
g2σw.

Подставив найденные значения p∗ и p1 в (159), найдем p2:

p2 =
c2

1

σ2
v

p1p∗ =
√

2σv (g2σw)3/2 .
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Сформируем матрицу P0 установившихся значений матрицы P

P0 =

[√
2
c1
σ

3/2
v
√
g2σw

g2
c1
σwσv

g2
c1
σwσv

√
2σv (g2σw)3/2

]
.

Далее вычислим матрицу K коэффициентов усиления фильтра Калмана:

K =

[
k1

k2

]
= P0C

TR−1 =

[√
2g2

σw
σv

g2
σw
σv

]
.

Структурная схема объекта управления с фильтром Калмана, реализованая
в Simulink, приведена на рисунке 18.

Моделирование производилось при следующих значениях параметров: b2 =
1.3, g2 = 0.77, c1 = 1.37, σ2

w = 1.1, σ2
v = 2.5. При этом коэффициенты филь-

тра Калмана приняли значения k1 = 1.0488 и k2 = 1.58113883. Результаты
моделирования приведены на рисунках 19, 20 и 21.

По результатам моделирования видно, что синтезированный фильтр Кал-
мана успешно справляется с задачей фильтрации случайных возмущений.

Вопросы для самоконтроля
1. В чем состоит задача прогнозирования и как можно классифицировать

методы прогнозирования?

2. В чем заключаетсяя морфологический метод прогнозирования и какие эта-
пы он в себя включает?

3. В чем заключается матричный метод прогнозирования и каковы его основ-
ные этапы?

4. Что такое метод когнитивного моделирования? Как составляется когни-
тивная карта?

5. В чем состоит метод экстраполяции? Какие методы оценки параметров
зависимостей используют в рамках этого метода прогнозирования?

6. В чем заключается метод экспоненциального сглаживания? Какие суще-
ствуют критерии выбора параметра сглаживания и порядка прогнозирую-
щего полинома в рамках этого метода прогнозирования?

7. В чем заключается метод факторного анализа применительно к теории
прогнозирования?
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8. Как применяется в задачах прогнозирования математический аппарат тео-
рии игр?

9. Как может быть решена задача прогнозирования с использованием ней-
ронных сетей?

10. Как решается задача оценки параметров сигнала с точки зрения теории
фильтрации?

11. Что такое фильтр Калмана и как он строится? Какие задачи могут быть
решены с использованием фильтра Калмана?
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