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Ââåäåíèå

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ¾Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿ îõâà-
òûâàåò òåìû ¾Ìíîæåñòâà è âåùåñòâåííûå ÷èñëà¿, ¾Ïðåäåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè¿, ¾Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè¿
è ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî ïðîãðàììå
òîï-óðîâíÿ â îáëàñòè èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ¾Ðàçðà-
áîòêà ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ / Software Engineering¿.

Îñíîâîé äëÿ äàííîãî ïîñîáèÿ ñëóæèò êóðñ ëåêöèé ïî ìàòå-
ìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, ÷èòàåìûé íà ïåðâîì êóðñå ñòóäåíòàì
ÔÈÒÈÏ. Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîìîùü ïåðâîêóðñíèêàì â èçó÷å-
íèè òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ ïðåäìåòà è èõ ïðèìåíåíèè â ðåøå-
íèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Èçëîæåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ èñòî-
ðè÷åñêèìè çàìå÷àíèÿìè, êîòîðûå ïîäñâå÷èâàþò ëîãèêó ðàç-
âèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà îò çàäà÷ âû÷èñëåíèÿ ïëî-
ùàäåé è îáúåìîâ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó è èíòåãðàëüíîìó
èñ÷èñëåíèþ, îò ïîíÿòèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ê àêñèîìàòè÷å-
ñêîìó ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ è âåùåñòâåííûõ
÷èñåë.

Ïîñîáèå íå çàìåíÿåò êóðñ ëåêöèé, à äîïîëíÿåò åãî, òàê êàê
àêöåíò ïåðåíåñåí ñî ñòðîãîãî èçëîæåíèÿ òåîðèè íà áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ, à çàäà÷è, ïðèâåäåííûå â êîíöå êàæ-
äîãî ðàçäåëà, ïîçâîëÿþò ïðîÿâèòü èíèöèàòèâó â èçó÷åíèè
ïðåäìåòà. Ïî ñëîâàì Àíðè Ïóàíêàðå, ¾ñ ïîìîùüþ ëîãèêè
äîêàçûâàþò, ñ ïîìîùüþ èíòóèöèè èçîáðåòàþò¿. Îí ïîä÷åð-
êèâàë, ÷òî ÷èñòî ôîðìàëüíûé ïóòü â îáó÷åíèè óáèâàåò òâîð-
÷åñêîå íà÷àëî, ïðåâðàùàÿ ìàòåìàòèêó â ñóõîé ïåðåáîð ïðà-
âèë.
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Ãëàâà 1

Ìíîæåñòâà.
Âåùåñòâåííûå ÷èñëà

×èñëî â ìàòåìàòèêå, êàê âðåìÿ â ôèçèêå, èçâåñòíî
êàæäîìó, íî íåïîíÿòíî ëèøü ñïåöèàëèñòàì.

Â.À. Çîðè÷

Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç � ýòî áîëüøå, ÷åì ïðîñòî íàáîð òåî-
ðåì, îïðåäåëåíèé, çàäà÷ è ìåòîäîâ, ýòî ñòèëü ìûøëåíèÿ.
Êîðíè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà óõîäÿò ãëóáîêî â àíòè÷íîñòü
� â òðóäû Àðõèìåäà è äðóãèõ äðåâíåãðå÷åñêèõ ãåîìåòðîâ, êî-
òîðûå ðàçðàáîòàëè ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ïëîùàäåé, îáú¼ìîâ,
öåíòðîâ òÿæåñòè, äëèí äóã è êàñàòåëüíûõ ê êðèâûì.

Â ñåìíàäöàòîì âåêå ýòè ìåòîäû ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ðàçâè-
òèå, äîñòèãíóâ âåðøèíû � èçîáðåòåíèÿ èíòåãðàëüíîãî è äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ Íüþòîíîì è Ëåéáíèöåì.

Â âîñåìíàäöàòîì âåêå òðóäàìè âåëèêèõ ìàòåìàòèêîâ Ëåî-
íàðäà Ýéëåðà, Æàíà ëå Ðîíà Äàëàìáåðà, ñåìåéñòâà Áåð-
íóëëè, Æîçåôà-Ëóè Ëàãðàíæà, Ïüåðà-Ñèìîíà Ëàïëàñà, Ìè-
øåëÿ Ðîëëÿ ìàòàíàëèç ïðåâðàòèëñÿ â èíñòðóìåíò îãðîìíîé
âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè. Íàñòóïèë ðàñöâåò ìàòàíàëèçà,
âîçíèêëè òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷èñëîâûõ è
ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç, âàðèàöèîííîå
èñ÷èñëåíèå, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà è ìíîãîå äðóãîå.
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Íî â òî æå âðåìÿ îñíîâà àíàëèçà � åãî ëîãè÷åñêîå îáîñíî-
âàíèå � îñòàâàëàñü â ïîäâåøåííîì ñîñòîÿíèè. Ïîíÿòèÿ áåñ-
êîíå÷íîñòè, íåïðåðûâíîñòè, ïðåäåëà è äàæå ÷èñëà íå èìåëè
îäíîçíà÷íûõ îïðåäåëåíèé, à âìåñòî äîêàçàòåëüñòâ ïðèâîäè-
ëèñü ïðèìåðû è èíòóèòèâíûå ðàññóæäåíèÿ.

Â äåâÿòíàäöàòîì âåêå çàäà÷à îáîñíîâàíèÿ ìàòàíàëèçà áûëà
ïîñòàâëåíà ïðÿìî è ðåøåíà.

Â 1821 ã. Îãþñòåí Ëóè Êîøè1 1
Îãþñòåí Ëóè Êîøè

ðåêîðäñìåí ïî êîëè÷åñòâó
äîêàçàííûõ òåîðåì. Îí
ñòðîãî âûâåë ïî÷òè âñå
ðåçóëüòàòû ìàòàíàëèçà.
Äî íåãî óòâåðæäåíèÿ
îáîñíîâûâàëèñü òîëü-
êî ðàññóæäåíèÿìè è
ïðèìåðàìè.

ââîäèò íîâûå òðåáîâàíèÿ ê
ñòðîãîñòè â ñâîåì Cours d'analyse de l'�Ecole royale polytechnique
� ïåðâîì ó÷åáíèêå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ýòîò òðóä âïåðâûå ñèñòåìàòèçèðîâàë è ñòðîãî îáîñíîâàë ìíî-
ãèå ïîíÿòèÿ, âêëþ÷àÿ ïðåäåëû, íåïðåðûâíîñòü è ïðîèçâîä-
íóþ, èíòåãðàë, ñóììó ðÿäà.

Êîøè ïîñòàâèë ñëåäóþùèå âîïðîñû è îòâåòèë íà íèõ:

×òî òàêîå ïðîèçâîäíàÿ? Îòâåò: ïðåäåë.

×òî òàêîå èíòåãðàë? Îòâåò: ïðåäåë.

×òî òàêîå áåñêîíå÷íûé ðÿä? Îòâåò: ïðåäåë.

Îòñþäà ñëåäóåò âîïðîñ: ×òî òàêîå ïðåäåë? Îòâåò:
÷èñëî.

È, íàêîíåö, ïîñëåäíèé âîïðîñ: ×òî òàêîå ÷èñëî?2 2
Ý. Õàéðåð Ã. Âàííåð Ìà-
òåìàòè÷åñêèé àíàëèç â
ñâåòå åãî èñòîðèèÎêîëî 1870-1872 ãã. Âåéåðøòðàññ, Ãåéíå è Êàíòîð îòâåòèëè

íà ýòîò âîïðîñ.

Êàðë Âåéåðøòðàññ ñôîðìóëèðîâàë ëîãè÷åñêîå îáîñíîâà-
íèå àíàëèçà íà îñíîâå ïîñòðîåííîé èì òåîðèè âåùåñòâåííûõ
÷èñåë è òàê íàçûâàåìîãî ε− δ-ÿçûêà.3 3

Àíðè Ïóàíêàðå: ¾Âåé-
åðøòðàññ îòêàçûâàåòñÿ
ïîëüçîâàòüñÿ èíòóèöèåé
èëè ïî êðàéíåé ìåðå
îñòàâëÿåò åé òîëüêî
òó ÷àñòü, êîòîðóþ íå
ìîæåò ó íå¼ îòíÿòü¿

Ïåðâîå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë áûëî äà-
íî â ðàáîòàõ Äåäåêèíäà, Âåéåðøòðàññà è Ãåéíå â 1860-õ ãî-
äàõ.

Ïîçæå ïîÿâèëàñü òåîðèÿ ìíîæåñòâ êàê ðåçóëüòàò ðàáîò Êàí-
òîðà, Ïåàíî è Ôðåãå, è ïîä ïîíÿòèÿ íàòóðàëüíîãî è âåùå-
ñòâåííîãî ÷èñëà áûë ïîäâåäåí ôóíäàìåíò èç àêñèîì.
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Ðàçäåë 1.1

Èíòóèòèâíàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ

¾Ìíîæåñòâî � ýòî áîëüøîå êîëè÷åñòâî, êîòîðîå
ïîçâîëÿåò âîñïðèíèìàòü ñåáÿ êàê îäíî¿

Ãåîðã Êàíòîð

Ãåîðã Êàíòîð â 1870

ãîäó.

Ãåîðãó Êàíòîðó ïðèíàäëåæèò âûñêàçûâàíèå: ¾Ìíîæåñòâî
� ýòî ñîåäèíåíèå â öåëîå îïðåäåëåííûõ ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ
íàøåé èíòóèöèè èëè íàøåãî ìûøëåíèÿ. Ýòè îáúåêòû íàçû-
âàþòñÿ òî÷êàìè ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà¿4. 4

Ê ñîæàëåíèþ, òàêîå
øèðîêîå òîëêîâàíèå ïî-
íÿòèÿ ìíîæåñòâî ïðèâî-
äèò ê ïàðàäîêñàì...

Îïð. 1 Ìåæäó ýëåìåíòîì x è ìíîæåñòâîì A çàäàíî áèíàðíîå
îòíîøåíèå � îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè. Çàïèñü x ∈
A îçíà÷àåò, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A.

Çàìå÷àíèå Èñõîäíûå ïðèíöèïû êàíòîðîâñêîé (¾íàèâíîé¿) òåîðèè ìíî-
æåñòâ çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. ìíîæåñòâî ìîæåò ñîñòîÿòü èç ëþáûõ ðàçëè÷èìûõ îáú-
åêòîâ;

2. ìíîæåñòâî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ñîñòàâëÿ-
þùèõ åãî îáúåêòîâ;

3. ëþáîå ñâîéñòâî îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, êîòî-
ðûå ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò.

Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèé ïàðàäîêñ, èëëþñòðèðóþùèé ïðî- Ïàðàäîêñ Ðàññå-
ëàòèâîðå÷èâîñòü òàêîãî ñëèøêîì ñâîáîäíîãî îïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåð 1 Ïóñòü U � ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

A = {x | x /∈ x},

òî åñòü ìíîæåñòâî òàêèõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò
ñåáÿ ñàìîãî â êà÷åñòâå ýëåìåíòà (à âîçìîæíî ëè â íàèâíîé
òåîðèè çàäàòü ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò ñåáÿ â êà÷å-
ñòâå ýëåìåíòà?)5 5

Äà, íàïðèìåð, ìíîæå-
ñòâî âñåõ ìíîæåñòâ, êî-
òîðûå ìîæíî îïðåäåëèòü
ñ ïîìîùüþ ôðàçû, ñîäåð-
æàùåé íå áîëåå äâàäöàòè
ñëîâ.

. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ïðèíàäëåæèò ëè A ñà-
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ìîìó ñåáå, òî åñòü âåðíî ëè, ÷òî A ∈ A?
� Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî A ∈ A òî ïî îïðåäåëåíèþ
ìíîæåñòâà A îíî íå äîëæíî áûòü ýëåìåíòîì A. Ïî-
ëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå (A ∈ A =⇒ A /∈ A).

� Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî A /∈ A, òî ïî îïðåäåëåíèþ A
îíî îáÿçàíî áûòü ýëåìåíòîì A. Ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå
(A /∈ A =⇒ A ∈ A).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè: A ∈ A ⇐⇒ A /∈ A. Ýòîò ïðè-
ìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèâíàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ âíóòðåííå
ïðîòèâîðå÷èâà.

Çàìå÷àíèå Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà èñïîëüçóåò àêñèîìàòèêó Öåðìåëî-
Ôðåíêåëÿ (ZF), êîòîðàÿ çàïðåùàåò òàêèå ñàìîðåôåðåíò-
íûå êîíñòðóêöèè. Â àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ¾ìíîæåñòâî¿ è
¾ýëåìåíò¿ � íåîïðåäåëÿåìûå ïîíÿòèÿ, à èõ ñâîéñòâà ðåãóëè-
ðóþòñÿ àêñèîìàìè, ïîçâîëÿþùèìè èçáåãàòü ïàðàäîêñîâ.

Îïð. 2 (Ïîäìíîæåñòâî è âêëþ÷åíèå)
Åñëè âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ÿâëÿþòñÿ òàêæå ýëåìåíòà-
ìè ìíîæåñòâà B, òî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B (çàïèñü:
A ⊆ B). Ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ñàìîãî ñåáÿ
(A ⊆ A).

Îïð. 3 (Ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ)
Ìíîæåñòâà A è B ðàâíû (çàïèñü: A = B), åñëè îíè ñîäåð-
æàò îäíè è òå æå ýëåìåíòû (äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè A ⊆ B
è B ⊆ A).

Îïð. 4 (Ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî)
Åñëè A � ïîäìíîæåñòâî B, íå ðàâíîå âñåìó B, òî A íàçû-
âàþò ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì B (çàïèñü: A ⊂ B).

Îïð. 5 Ïóñòîå ìíîæåñòâî6 6
Çàìåòèì, ÷òî ïóñòîå

ìíîæåñòâî � ýòî íå íè-

÷òî, ëó÷øèé îáðàç äëÿ
íåãî � ïóñòîé ìåøîê. Îä-
íàêî ýòî íå òî æå ñà-
ìîå, ÷òî ïóñòîòà â ïó-
ñòîì ìåøêå!

� ýòî ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ñîäåð-
æèò ýëåìåíòîâ. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ∅. Äëÿ ëþáîãî îáúåêòà x
x /∈ ∅, ñëåäîâàòåëüíî, ∅ = {}.

Ïðèìåð 2 Ïóñòü S = {1, 2}. Ïåðå÷èñëèì âñå ïîäìíîæåñòâà S:
∅, {1}, {2}, {1, 2}.
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Ïðèìåð 3 A = {1, 2, ∅} � ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèò òðè ýëåìåíòà: ÷èñëà
îäèí è äâà è ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð 4 B = {∅}7 7
Ìíîæåñòâî B ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê ïóñòîé
ìåøîê â ìåøêå.

� ýòî ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì,
îíî ñîäåðæèò îäèí ýëåìåíò, à èìåííî ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð 5 C = {∅, {∅}} � ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèò äâà ýëåìåíòà: ïó-
ñòîå ìíîæåñòâî è ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò ïóñòîå ìíî-
æåñòâî (ìíîæåñòâî B èç ïðèìåðà âûøå).

Îïð. 6 (Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå)
Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A è B, îáîçíà÷àåìîå êàê A×B �
ýòî ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå âîçìîæ-
íûå óïîðÿäî÷åííûå ïàðû (a, b), ãäå a ∈ A, à b ∈ B.

Îïð. 7 Ïåðåñå÷åíèå A ∩B äâóõ ìíîæåñòâ A è B ñîñòîèò èç ýëå-
ìåíòîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îáîèì ìíîæåñòâàì A è B.
Ýòî çàïèñûâàþò òàê:

A ∩B = {x | x ∈ A è x ∈ B} A B

A ∩B

Ðèñ. 1.1. Ïåðåñå÷åíèå

Îïð. 8 Îáúåäèíåíèå A ∪ B ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðè-
íàäëåæàò õîòÿ áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ A è B:

A ∪B = {x | x ∈ A èëè x ∈ B}.

A B

A ∪B

Ðèñ. 1.2. Îáúåäèíå-
íèå

Îïð. 9 Ðàçíîñòü A\B ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðèíàäëå-
æàò A, íî íå ïðèíàäëåæàò B:

A \B = {x | x ∈ A è x /∈ B}.

Åñëè ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A,
ðàçíîñòü A \B íàçûâàþò òàêæå äîïîëíåíèåì B äî A.

A B

A \B

Ðèñ. 1.3. Ðàçíîñòü

Îïð. 10 Äîïîëíåíèå A ìíîæåñòâà A ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, êîòî-
ðûå íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A:

A = {x | x /∈ A}.
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Îïð. 11 Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü A△ B ñîñòîèò èç ýëåìåí-
òîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ðîâíî îäíîìó èç ìíîæåñòâ A è
B:

A△B = (A \B) ∪ (B \ A) = (A ∪B) (A ∩B). A B

A△B

Ðèñ. 1.4. Ñèììåòðè-
÷åñêàÿ ðàçíîñòü

Îïð. 12 Áóëåàí 2A (èëè P(A)) ìíîæåñòâà A ñîñòîèò èç âñåõ ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A.

Ïðèìåð 6 P({1, 2, 3}) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò n
ýëåìåíòîâ, òî P(A) ñîäåðæèò 2n ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåð 7 P(∅) = {∅}
Ïðèìåð 8 P(P(∅)) = P({∅}) = {∅, {∅}}

Ïîäðàçäåë 1.1.1

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Áóëåâû îïåðàöèè è ëîãèêà

Ïóñòü U � ìíîæåñòâî ïîëüçîâàòåëåé îíëàéí-ñåðâèñà. A �
ïîëüçîâàòåëè, êóïèâøèå ïîäïèñêó â äåêàáðå. B � ïîëüçîâà-
òåëè, àêòèâíûå áîëåå 10 äíåé â äåêàáðå. Îïèøèòå ñëîâàìè
ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

1. A ∩B

2. A ∪B

3. B \ A

4. A∆B

5. Ā ∩ B̄

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå çàêîíû äå Ìîðãàíà, èñïîëüçóÿ îïðå-
äåëåíèÿ îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè (íàïðèìåð, ÷åðåç ïðè-
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íàäëåæíîñòü ýëåìåíòà):

1. (B ∪ C) = B̄ ∩ C̄,

2. (B ∩ C) = B̄ ∪ C̄,

3. A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C),

4. A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C).

Îãàñòåñ äå Ìîðãàí.
Çàäà÷à 3. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî åäèíñòâåííî.

Çàäà÷à 4. Ñâîéñòâà áóëåàíà

Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå: Ïóñòü A,B � ìíîæåñòâà. Òîãäà A ⊆
B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P(A) ⊆ P(B).

Çàäà÷à 5. Ñêîëüêî à) ýëåìåíòîâ; á) ïîäìíîæåñòâ ó êàæäîãî
èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:

{0}, ∅, {1, 2}, {1, 2, 3}, {∅}, {{1, 2, 3}}, {{1, 2}, 3}?

Çàäà÷à 6. Ìîæåò ëè ó ìíîæåñòâà áûòü ðîâíî à) 0; 6) 7; â)
16 ïîäìíîæåñòâ?

Çàäà÷à 7. * Ìîæåò ëè ó ìíîæåñòâà À áûòü ðîâíî íà 2000
ïîäìíîæåñòâ áîëüøå, ÷åì ó ìíîæåñòâà Â?

Çàäà÷à 8. * Ìîæåò ëè ó ìíîæåñòâà À áûòü ðîâíî 2000 ïîä-
ìíîæåñòâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ íè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà Â,
íè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà Ñ?

Çàäà÷à 9. Ñòàðåéøèé ìàòåìàòèê ñðåäè øàõìàòèñòîâ è ñòà-
ðåéøèé øàõìàòèñò ñðåäè ìàòåìàòèêîâ � ýòî îäèí èëè òîò
æå ÷åëîâåê èëè (âîçìîæíî) ðàçíûå?
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Çàäà÷à 10. Ëó÷øèé ìàòåìàòèê ñðåäè øàõìàòèñòîâ è ëó÷-
øèé øàõìàòèñò ñðåäè ìàòåìàòèêîâ � ýòî îäèí èëè òîò æå
÷åëîâåê èëè (âîçìîæíî) ðàçíûå?

Çàäà÷à 11. Êàæäûé äåñÿòûé ìàòåìàòèê � øàõìàòèñò, à
êàæäûé øåñòîé øàõìàòèñò � ìàòåìàòèê. Êîãî áîëüøå � ìà-
òåìàòèêîâ èëè øàõìàòèñòîâ � è âî ñêîëüêî ðàç?

Çàäà÷à 12. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèé äëÿ ìíîæåñòâ
ìîæíî ñîñòàâèòü èç ïåðåìåííûõ A è B ñ ïîìîùüþ (ìíîãî-
êðàòíî èñïîëüçóåìûõ) îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ, îáúåäèíåíèÿ
è ðàçíîñòè? (Äâà âûðàæåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè
îíè ðàâíû ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ.) Òîò æå âîïðîñ
äëÿ òð¼õ ìíîæåñòâ.

Çàäà÷à 13.

Ïðîâåðüòå ñîîòíîøåíèÿ

1. (A ⊂ C) ∧ (B ⊂ C) ⇔ ((A ∪B) ⊂ C);

2. (C ⊂ A) ∧ (C ⊂ B) ⇔ (C ⊂ (A ∩B));

3. A = A;

4. (A ⊂ B) ⇔ (B ⊂ A);

5. (A ⊂ B) ⇔ (A ⊃ B).

Çàäà÷à 14. Ïîêàæèòå, ÷òî

1. A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C := A ∪B ∪ C;

2. A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C =: A ∩B ∩ C;

3. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C);

4. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Çàäà÷à 15.Ïðîèëëþñòðèðóéòå ãåîìåòðè÷åñêè äåêàðòîâî ïðî-
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èçâåäåíèå

1. äâóõ îòðåçêîâ (ïðÿìîóãîëüíèê);

2. äâóõ ïðÿìûõ (ïëîñêîñòü);

3. ïðÿìîé è îêðóæíîñòè (öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü);

Ðàçäåë 1.2

Ôóíêöèè, áèåêöèè

Èäåÿ ñðàâíåíèÿ ðàçìåðîâ äâóõ ìíîæåñòâ, â òîì ÷èñëå áåñêî-
íå÷íûõ, çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî
îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè. Åñëè òàêîå îòîá-
ðàæåíèå ñóùåñòâóåò, òî ìíîæåñòâà èìåþò îäèíàêîâóþ ìîù-
íîñòü.

Ïóñòü A è B � ìíîæåñòâà.

a
b
c
d

1
2
3
4

Ôóíêöèÿ

a
b
c
d

1
2
3
4

Íå ôóíêöèÿ

Îïð. 13 Ôóíêöèÿ f : A → B � ýòî îòîáðàæåíèå, ñîïîñòîâëÿþùåå
∀x ∈ A åäèíñòâåííûé ýëåìåíò B, îáîçíà÷àåìûé f(x).

Çàìå÷àíèå Âàæíî ïîìíèòü äâà êëþ÷åâûõ ñâîéñòâà ôóíêöèè:

1. Îïðåäåëåííîñòü: Êàæäûé ýëåìåíò èç A äîëæåí áûòü
êóäà-òî îòîáðàæåí (îáëàñòü îïðåäåëåíèÿDom(f) = A).

2. Îäíîçíà÷íîñòü: Ó îäíîãî ýëåìåíòà íå ìîæåò áûòü
äâóõ ðàçíûõ îáðàçîâ.

Ïóñòü f : A → B.

Îïð. 14 Ïðîîáðàçîì ïîäìíîæåñòâà D ⊂ B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ ýëåìåíòîâ x ∈ A, äëÿ êîòîðûõ f(x) ∈ D.
Îíî îáîçíà÷àåòñÿ f−1(D):

f−1(D) = {x ∈ A|f(x) ∈ D}.
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Îïð. 15 Îáðàçîì ìíîæåñòâà C ⊂ A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
çíà÷åíèé ôóíêöèè f íà âñåõ ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà C.
Îíî îáîçíà÷àåòñÿ f(C):

f(C) = {f(a)|a ∈ C} = {b ∈ B|f(a) = b äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ C}.

Çàäà÷à 16. Îáðàçû è ïðîîáðàçû. Ïóñòü f : R → R îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê f(x) = x2. Íàéäèòå:

1. f([0, 4])

2. f([−3,−1] ∪ [1, 2])

3. f−1({0})

4. f−1({1})

5. f−1([0, 4]) = [−2, 2]

6. f−1([1, 4]) = [−2,−1] ∪ [1, 2]

7. f−1({−1})

8. f−1([−4,−1])

Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

f : E → F è A ⊂ E,B ⊂ E,

òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B).

Çàäà÷à 18. Ïóñòü f : A → B, è ïóñòü

C1 ⊆ C2 ⊆ A, D1 ⊆ D2 ⊆ B.

Äîêàæèòå, ÷òî
f(C1) ⊆ f(C2)
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è
f−1(D1) ⊆ f−1(D2).

Çàäà÷à 19. Ïóñòü f(x) = x2. Íàéòè îáðàç îòðåçêà A =
[−1, 2] è ïðîîáðàç èíòåðâàëà B = (1, 4).

Çàäà÷à 20. Íàéòè ïðîîáðàç ïîëóèíòåðâàëà B = [0, 1) äëÿ
ôóíêöèè f(x) = sin(x).

Çàäà÷à 21. Äàíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (ôóíêöèÿ
Äèðèõëå) χQ(x), ðàâíàÿ 1, åñëè x ∈ Q, è 0, åñëè x /∈ Q.
Íàéòè îáðàç îòðåçêà [0, 1] è ïðîîáðàç ìíîæåñòâà {1}.

Çàäà÷à 22. Ïóñòü f : R2 → R çàäàíà êàê f(x, y) = x2 + y2.
Îïèñàòü ïðîîáðàç ìíîæåñòâà B = {1} è B = [1, 4].

Çàäà÷à 23. Äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü íà ïðèìåðå:

f(A1 ∩ A2) = f(A1) ∩ f(A2).

Ïîäðàçäåë 1.2.1

Âèäû îòîáðàæåíèé

Îïðåäåëèì 3 âàæíûõ òèïà îòîáðàæåíèé.

Îïð. 16 Ïóñòü f : X → Y . f íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì èëè
¾îòîáðàæåíèåì â¿, åñëè îíî ñîïîñòàâëÿåò ðàçíûì ýëåìåí-
òàì ìíîæåñòâà A ðàçíûå îáðàçû:

f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2

a
b
c

1
2
3
4

Èíúåêöèÿ, íî íå ñþðú-

åêöèÿ

a
b
c
d

1
2
3

Ñþðúåêöèÿ, íî íå èíú-

åêöèÿ

Ïðèìåð 9 Îòîáðàæåíèå IP-àäðåñîâ â èìåíà õîñòîâ â DNS � èíúåêöèÿ.
Äâóì ðàçíûì õîñòàì íå ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäèí IP-
àäðåñ.
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Îïð. 17 f íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì èëè ¾îòîáðàæåíèåì íà¿, åñ-
ëè ó êàæäîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà Y åñòü ïðîîáðàç â ìíî-
æåñòâå X: f(X) = Y .

Ïðèìåð 10 Îòîáðàæåíèå ëîãèíîâ ïîëüçîâàòåëåé â èõ email-àäðåñà äëÿ
ñèñòåìû ðàññûëêè � ñþðúåêöèÿ, òàê êàê êàæäûé email â
ñèñòåìå äîëæåí êîìó-òî ïðèíàäëåæàòü.

Îïð. 18 f íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì èëè âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûì, åñëè îíî èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî.

a
b
c
d

1
2
3
4

Áèåêöèÿ

a
b
c
d

1
2
3
4

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

Ïðèìåð 11 Êëþ÷ øèôðîâàíèÿ (íàïðèìåð, AES) ñîçäàåò áèåêöèþ ìåæ-
äó èñõîäíûì ñîîáùåíèåì è çàøèôðîâàííûì òåêñòîì. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî äëÿ êàæäîãî çàøèôðîâàííîãî áëîêà ñóùåñòâó-
åò ðîâíî îäèí èñõîäíûé áëîê, êîòîðûé ìîæíî îäíîçíà÷íî
âîññòàíîâèòü.

Îïð. 19 Ïóñòü ôóíêöèÿ f : X → Y áèåêòèâíà.
Îáðàòíîé ê f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f−1 : Y → X, êîòîðàÿ
ïðèñâàèâàåò êàæäîìó y ∈ Y åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå x ∈ X
òàê, ÷òî f(x) = y.
Çàìåòèì, ÷òî f(f−1(x)) = x è f−1(f(x)) = x.

Çàìå÷àíèå Â ñèëó ñþðúåêòèâíîñòè f , òàêîé ýëåìåíò x ∈ X íàéäåòñÿ,
à ââèäó èíúåêòèâíîñòè f îí åäèíñòâåííûé. Òàêèì îáðàçîì,
îòîáðàæåíèå f−1 îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Ñâîéñòâî äâóõ îòîá-
ðàæåíèé áûòü îáðàòíûìè ÿâëÿåòñÿ âçàèìíûì: åñëè f−1 îá-
ðàòíîå äëÿ f , òî f îáðàòíîå äëÿ f−1.

Çàìå÷àíèå Ñèìâîë f−1(B) ïðîîáðàçà ìíîæåñòâà B ⊂ Y íå ñëåäóåò ïó-
òàòü ñ ñèìâîëîì f−1 îáðàòíîé ôóíêöèè8 8

Ñìûñë çàïèñè f−1(x)

íàäî îïðåäåëÿòü èç
êîíòåêñòà...
Ñëîâà, êîòîðûå çâó÷àò
îäèíàêîâî, íî îçíà÷àþò
ðàçíîå, íàçûâàþòñÿ
îìîôîíàìè.

.

Ê òîìó æå ïðîîáðàç ìíîæåñòâà îïðåäåëåí äëÿ ëþáîãî îòîá-
ðàæåíèÿ f : X → Y , äàæå åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì
è, ñëåäîâàòåëüíî, íå èìååò îáðàòíîãî.
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Ïîäðàçäåë 1.2.2

Çàäà÷è: Ôóíêöèè è îòîáðàæåíèÿ

Çàäà÷à 24. Àáñòðàêòíàÿ èíúåêòèâíîñòü

Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f : X → Y èíúåêòèâíà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ A,B ⊆ X âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: åñëè f(A) = f(B), òî A = B.

Çàäà÷à 25. Äåêîìïîçèöèÿ ôóíêöèè

Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ f : X → Y ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê êîìïîçèöèþ ñþðúåêöèè g : X → Z è èíúåêöèè
h : Z → Y äëÿ íåêîòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ìíîæåñòâà Z.
×òî ýòî çà ìíîæåñòâî Z?

Çàäà÷à 26. Îáðàçû ïåðåñå÷åíèé

Âåðíî ëè ðàâåíñòâî f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B) äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé ôóíêöèè f : X → Y ? Åñëè íåò, ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð
è ñôîðìóëèðóéòå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ðàâåíñòâî âûïîëíÿ-
åòñÿ.

Çàäà÷à 27. Ïðîîáðàçû è îïåðàöèè

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : X → Y è ëþáûõ ïîä-
ìíîæåñòâ D1, D2 ⊆ Y âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

1. f−1(D1 ∪D2) = f−1(D1) ∪ f−1(D2)

2. f−1(D1 ∩D2) = f−1(D1) ∩ f−1(D2)

Çàäà÷à 28. Õåøèðîâàíèå

Â êðèïòîãðàôèè èñïîëüçóåòñÿ õåø-ôóíêöèÿ H : {0, 1}∗ →
{0, 1}256, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò áèíàðíûå ñòðîêè ëþáîé äëèíû
â ñòðîêè ôèêñèðîâàííîé äëèíû 256 áèò.
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1. ßâëÿåòñÿ ëè òàêàÿ ôóíêöèÿ èíúåêòèâíîé?

2. ßâëÿåòñÿ ëè îíà ñþðúåêòèâíîé?

3. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó äëÿ õåø-ôóíêöèé âàæíî îòñóòñòâèå
êîëëèçèé (ñèòóàöèé, êîãäàH(x1) = H(x2) ïðè x1 ̸= x2).

Çàäà÷à 29. Ìîùíîñòü è áèåêöèÿ

Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò áèåêöèè ìåæäó êîíå÷íûì ìíî-
æåñòâîì A è åãî áóëåàíîì P(A).

Çàäà÷à 30. Ñóæåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü f : R → R, f(x) = sin(x). Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè
èíúåêòèâíîé, íè ñþðúåêòèâíîé. Ïðåäëîæèòå òàêèå ñóæåíèÿ
îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ è çíà÷åíèé (X,Y ), ÷òîáû ôóíêöèÿ f :
X → Y ñòàëà áèåêöèåé.

Çàäà÷à 31. Ôóíêöèÿ êàê ìíîæåñòâî ïàð

Ôîðìàëüíî ôóíêöèÿ f : A → B ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê
ïîäìíîæåñòâî G ⊆ A × B (ãðàôèê ôóíêöèè) ñ íåêîòîðûìè
ñâîéñòâàìè.

Ñôîðìóëèðóéòå ýòè ñâîéñòâà íà ÿçûêå òåîðèè ìíîæåñòâ.

Çàäà÷à 32. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê êîìïîçèöèè

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f : X → Y è g : Y → Z � áèåêöèè,
òî

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

Çàäà÷à 33. Ïðîîáðàç ïóñòîãî ìíîæåñòâà

×åìó ðàâåí ïðîîáðàç ïóñòîãî ìíîæåñòâà f−1(∅) äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f : X → Y ? Îòâåò îáîñíóéòå.
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Ïîäðàçäåë 1.2.3

Êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé.

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

Íîâûå ôóíêöèè è äàæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (÷èñëîâûå è ôóíê-
öèîíàëüíûå) ìîæíî ñîçäàâàòü ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè êîìïî-
çèöèè.

Îïð. 20 Êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé
Åñëè îòîáðàæåíèÿ f : X → Y è g : Y → Z òàêèå, ÷òî
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïåðâîãî îòîáðàæåíèÿ f(X) ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âòîðîãî îòîáðàæåíèÿ
Dom(g) = Y , òî íîâîå îòîáðàæåíèå g◦f : X → Z, çíà÷åíèÿ
êîòîðîãî íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé:

(g ◦ f)(x) := g(f(x)),

íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé ôóíêöèé f è g (èëè ñóïåðïî-
çèöèåé).

fX

x

Y

f(x)

g Z

g
(
f(x)

)

g ◦ f

Êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé

Îïåðàöèþ êîìïîçèöèè ìîæíî ïðîâîäèòü è íåñêîëüêî ðàç.

Ëåììà 1 Îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè àññîöèàòèâíà, ò. å.

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.
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Äîê-âî: Ïðèìåíèì îïðåäåëåíèå ê îáåèì ÷àñòÿì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
x:

h ◦ (g ◦ f)(x) = h((g ◦ f)(x)) = h(g(f(x)))

(h ◦ g) ◦ f(x) = (h ◦ g)(f(x)) = h(g(f(x))).

Ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò.
Çàìå÷àíèå Åñëè â êîìïîçèöèè fn◦...◦f1 âñå ôóíêöèè îäèíàêîâû è ðàâíû

f , òî åå îáîçíà÷àþò fn.

Îïð. 21 Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
Âû÷èñëåíèå, ïðè êîòîðîì àðãóìåíòîì ôóíêöèè ñòàíîâèò-
ñÿ åå çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå íà ïðåäûäóùåì øàãå (xn+1 =
f(xn)), íàçûâàåòñÿ èòåðàöèîííûì ïðîöåññîì.

Ïðèìåð 12 Êâàäðàòíûé êîðåíü èç ÷èñëà 2 ìîæíî âû÷èñëèòü ïîñëåäî-
âàòåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè ïî ôîðìóëå9 9

Õîðîøèé ïðèìåð ðàöèî-

íàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, íå èìåþùåé ïðåäåëà
â Q.xn+1 =

1

2

(
xn +

2

xn

)
, x1 = 1.

Çàìå÷àíèå Íåêîììóòàòèâíîñòü

Äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà îáå êîìïîçèöèè g ◦ f u f ◦ g îïðå-
äåëåíû, îíè íå âñåãäà ñîâïàäàþò. Â îáùåì ñëó÷àå

g ◦ f ̸= f ◦ g
sin
(
x2
)
̸= sin2 x

Îïð. 22 Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
Îòîáðàæåíèå IdX : X → X, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ýëå-
ìåíòó ìíîæåñòâàX åãî æå, ò. å. IdX(x) = x äëÿ âñåõ x ∈ X,
îáîçíà÷àþò IdX è íàçûâàþò òîæäåñòâåííûì îòîáðàæå-
íèåì ìíîæåñòâà X.

Ëåììà 2 (Ñâîéñòâà èíúåêòèâíîñòè è ñþðúåêòèâíîñòè êîìïî-
çèöèè)
Åñëè f : X → Y , g : Y → Z, è g ◦ f = IdX è f ◦ g = IdY ,
òî f è g ÿâëÿþòñÿ áèåêòèâíûìè è âçàèìíî îáðàòíûìè.

1. Åñëè g ◦ f = IdX , òî f èíúåêòèâíî, à g ñþðúåêòèâíî.
2. Åñëè f ◦ g = IdY , òî g èíúåêòèâíî, à f ñþðúåêòèâíî.
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Äîê-âî: Äîêàçàòåëüñòâî (ïåðâîé ÷àñòè):

IdX(X) = (g ◦ f)(X) = g(f(X)) ⊆ g(Y ).

Ïîñêîëüêó IdX(X) = X, ïîëó÷àåì X ⊆ g(Y ).
Òàê êàê îáëàñòü çíà÷åíèé Im(g) ⊆ Y , ïîëó÷àåì, ÷òî Im(g)
ñîâïàäàåò ñ Y , à çíà÷èò, g ñþðúåêòèâíî.
Äëÿ èíúåêòèâíîñòè f : åñëè f(x1) = f(x2), òî g(f(x1)) =
g(f(x2)), ÷òî îçíà÷àåò (g ◦ f)(x1) = (g ◦ f)(x2), èëè
IdX(x1) = IdX(x2), îòêóäà x1 = x2.

×åðåç îïåðàöèþ êîìïîçèöèè ôóíêöèé ìîæíî îïèñàòü âçà-
èìíî îáðàòíûå ôóíêöèè.

Ëåììà 3 (Êðèòåðèé âçàèìíîé îáðàòèìîñòè)
Îòîáðàæåíèÿ f : X → Y , g : Y → X ÿâëÿþòñÿ áèåêòèâ-
íûìè è âçàèìíî îáðàòíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
g ◦ f = IdX è f ◦ g = IdY .

Äîê-âî: Ýòî ñëåäñòâèå ïðåäûäóùåé ëåììû.

Çàäà÷è

Êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé g◦f ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ìîäóëüíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, à èòåðàöèîííûå ïðîöåññû xn+1 = f(xn) ëå-
æàò â îñíîâå àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè è ìàøèííîãî îáó÷å-
íèÿ.

Çàäà÷à 34. (Ôóíêöèîíàëüíûå öåïè)

Äàíû ôóíêöèè f(x) = x+ 1 (èíêðåìåíò) è g(x) = x2. Ñðàâ-
íèòü êîìïîçèöèè (g◦f)(x) è (f ◦g)(x). ßâëÿåòñÿ ëè îïåðàöèÿ
êîìïîçèöèè êîììóòàòèâíîé?

Çàäà÷à 35. (Ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ìåòîä)

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

xn+1 = (axn + c) (mod m)
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èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ãåíåðàöèè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

Ïóñòü a = 3, c = 1,m = 8, x0 = 0. Íàéòè ïåðâûå 5 ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è îïðåäåëèòü ïåðèîä.

Çàäà÷à 36. (Íîðìàëèçàöèÿ äàííûõ)

Ôóíêöèÿ

f(x) =
1

1 + e−x

(ñèãìîèäà) ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â íåéðîñåòÿõ. Íàéäèòå f(f(0)).

Çàäà÷à 37. (Èíâàðèàíòû)

Íàéòè íåïîäâèæíûå òî÷êè (èíâàðèàíòû èòåðàöèè) äëÿ îòîá-
ðàæåíèÿ

f(x) = x2 − 0.75.

Çàäà÷à 38. (Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè)

Ðàññìîòðåòü èòåðàöèþ xn+1 = cos(xn) ñ x0 = 1. Äîêàçàòü,
÷òî ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîé òî÷êå.

Çàäà÷à 39. (Ðåêóðñèâíîå ñæàòèå)

Ôóíêöèÿ f(S) = S + “!′′ äîáàâëÿåò âîñêëèöàòåëüíûé çíàê ê
ñòðîêå. Îïèñàòü n-êðàòíóþ êîìïîçèöèþ fn(S).

Ïîäðàçäåë 1.2.4

Îòíîøåíèÿ

Íàøà äàëüíåéøàÿ öåëü � îïðåäåëèòü ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà,
îïèðàÿñü òîëüêî íà ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ. À çíà÷èò, ñðàâ- ×èñëà "ñ íóëÿ"!

íåíèå ÷èñåë è àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ íàä íèìè äîëæíû
îïðåäåëÿòüñÿ òîëüêî ÷åðåç äåéñòâèÿ íàä ìíîæåñòâàìè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âíóòðè ìíîæåñòâà ââåñòè ñòðóêòóðó (óïîðÿ-
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äî÷èòü ýëåìåíòû, ðàçáèòü èõ íà êëàññû èëè íà ïîäìîæåñòâà),
íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå îòíîøåíèÿ.

Îïð. 23 Íà ìíîæåñòâå X èìååòñÿ îòíîøåíèå R, åñëè çàäàíî
íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî R ìíîæåñòâà X ×X.
Ìåæäó ýëåìåíòàìè x1 è x2 ìíîæåñòâà X ñóùåñòâóåò
îòíîøåíèå R, åñëè óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (x1, x2) ïðèíàä-
ëåæèò ïîäìíîæåñòâó R ìíîæåñòâà X × X. Â ýòîì ñëó÷àå
ïèøóò xRx.

Îïð. 24 Îòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè äëÿ ∀a ∈
X

aRa.

Ïðèìåð 13 Îòíîøåíèÿ ≤ è = íà R.

Îïð. 25 Îòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ
∀a, b ∈ X

aRb ⇒ bRa.

Ïðèìåð 14 Îòíîøåíèå = è ̸= íà R.

Îïð. 26 Îòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè
äëÿ ∀a, b ∈ X

aRb è bRa ⇒ a = b.

Ïðèìåð 15 Îòíîøåíèå ≤ íà R.

Îïð. 27 Îòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì, åñëè äëÿ
∀a, b, c ∈ X

aRb è bRc ⇒ aRc.

Ïðèìåð 16 Îòíîøåíèÿ <, ≤, = íà R.

Îïð. 28 Ðåôëåêñèâíîå, ñèììåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå R
íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. a ∼ b ⇔ a ýêâèâàëåíò-

íî b.Çàìå÷àíèå Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∼

(a ∼ b ⇐⇒ a ýêâèâàëåíòíî b). Ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî
îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè: îíè ðàçáèâàþò ìíîæåñòâî X íà
íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Îïð. 29 Îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà
(èëè îòíîøåíèåì íåñòðîãîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà), åñëè îíî
ðåôëåêñèâíî, òðàíçèòèâíî è àíòèñèììåòðè÷íî.10 10

Íàïðèìåð, îòíîøåíèå

⊂, çàäàííîå íà áóëåàíå
P(A), ÿâëÿåòñÿ îò-
íîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà.

Îïð. 30 Îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ÷àñòè÷íî-
ãî ïîðÿäêà, åñëè îíî àíòèðåôëåêñèâíî, òðàíçèòèâíî è àí-
òèñèììåòðè÷íî.

Çàìå÷àíèå Îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà óäîáíî îáîçíà÷àòü êàê ≤ .
Îòíîøåíèå ñòðîãîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà � êàê <.

Îïð. 31 Ëèíåéíûì ïîðÿäêîì íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ñðàâíèìû ëþáûå äâà ýëå-
ìåíòà ìíîæåñòâà.

Ïðèìåð 17 Îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå

{∅,P(∅),P(P(∅)),P(P(P(∅))), ...}
� ëèíåéíûé ïîðÿäîê11 11

Ýòî ìíîæåñòâî �

ìîäåëü N:

0 := ∅

1 := {∅}

2 := {∅, {∅}}

3 := {∅, {∅}, {∅, {∅}}}

.

Ïðèìåð 18 Ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê � ïîðÿäîê ñëîâ â ñëîâàðå.
(Ïðè òàêîì ïîðÿäêå ëþáûå äâà ñëîâà â ñëîâàðå ñðàâíèìû
ïî áóêâàì, ò.å. ýòî ëèíåéíûé ïîðÿäîê).

Ïîäðàçäåë 1.2.5

Çàäà÷è: Ñâîéñòâà îòíîøåíèé

Çàäà÷à 40.Íà ìíîæåñòâå Z çàäàíî îòíîøåíèå a ≡ b (mod m)
(ñðàâíèìîñòü ïî ìîäóëþ). Äîêàçàòü, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè.

Çàäà÷à 41. Íà ìíîæåñòâå âñåõ ëþäåé ââåäåíî îòíîøåíèå R:
¾x ÿâëÿåòñÿ ïîòîìêîì y¿. Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà.

Çàäà÷à 42. Îòíîøåíèå R íà R: xRy ⇐⇒ x2 = y2. Èññëå-
äîâàòü ñâîéñòâà.

Çàäà÷à 43. Íà ìíîæåñòâå ôàéëîâ â ÎÑ çàäàíî îòíîøåíèå
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R: ¾x äîñòóïåí äëÿ ÷òåíèÿ ïîëüçîâàòåëþ y¿. ßâëÿåòñÿ ëè
îíî ñèììåòðè÷íûì?

Çàäà÷à 44. Íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N çàäàíî îò-
íîøåíèå a|b (äåëèìîñòü). Äîêàçàòü, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ÷à-
ñòè÷íîãî ïîðÿäêà.

Çàäà÷à 45. Äàíî îòíîøåíèå R = {(1, 1), (2, 2), (1, 2), (2, 1)}
íà ìíîæåñòâå X = {1, 2, 3}. Êàêèå ñâîéñòâà íàðóøåíû?

Çàäà÷à 46. Â òåîðèè áàç äàííûõ ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå ¾áûòü
êëþ÷îì â òàáëèöå¿. Îáëàäàåò ëè îíî ñâîéñòâîì òðàíçèòèâ-
íîñòè?

Çàäà÷à 47. Äàíî îòíîøåíèå ¾x íå ñòàðøå y¿ íà ìíîæå-
ñòâå ñòóäåíòîâ. ßâëÿåòñÿ ëè îíî îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíî-
ñòè?

Çàäà÷à 48. Äàíî îòíîøåíèå R íà R: xRy ⇐⇒ |x− y| ≤ 1.
ßâëÿåòñÿ ëè îíî òðàíçèòèâíûì?

Çàäà÷à 49. Íà ìíîæåñòâå ïîäìíîæåñòâ P (S) çàäàíî îòíî-
øåíèå A ⊆ B. Ê êàêîìó òèïó îíî îòíîñèòñÿ?

Ðàçäåë 1.3

Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Èíäóêöèÿ

¾×åñòíîå ñëîâî, ÿ è íå ïîäîçðåâàë, ÷òî âîò óæå áîëåå

ñîðîêà ëåò ãîâîðþ ïðîçîé. Áîëüøîå âàì ñïàñèáî, ÷òî

ñêàçàëè¿.

Æàí Áàòèñò Ìîëüåð ¾Ìåùàíèí âî äâîðÿíñòâå¿.

Íàäî ëè îïðåäåëÿòü î÷åâèäíîå?12 12
Ïîïðîáóéòå ñôîðìóëè-

ðîâàòü, ÷òî òàêîå ìíî-
æåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë N.� 29 �



Âñå âåëè÷àéøèå äîñòèæåíèÿ ìàòåìàòèêè áûëè ïîëó÷åíû áåç
îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è áåç òåîðèè ìíî-
æåñòâ.

Îäíàêî îêàçàëîñü, ÷òî ðàçîáðàòüñÿ, ÷òî òàêîå áåñêîíå÷íîñòü,
÷òî òàêîå áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà è ÷òî òàêîå âåùåñòâåí-
íîå ÷èñëî, áåç ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ íàòóðàëüíîãî ðÿäà íå
ïîëó÷èòñÿ

Èòàê, ê ïðåäïîñëåäíåìó äåñÿòèëåòèþ 19-ãî âåêà ìàòåìàòèêè
äîáðàëèñü äî âîïðîñà, à ÷òî òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî?

Îñîáàÿ ðîëü ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî ýòî â íåêîòîðîì ñìûñëå ñàìîå ìàëåíüêîå áåñêîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî.

Îêàçàëîñü, ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, à òàêæå ôîðìàëèçîâàòü àðèôìåòèêó, èñïîëüçóÿ òîëü-
êî ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ.

Ýòî ñäåëàë èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê Äæóçåïïå Ïåàíî â
1889 ãîäó ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èç ïÿòè àêñèîì, çàäàþùèõ
ìíîæåñòâîN, è ÷åòûðåõ àêñèîì, çàäàþùèõ àðèôìåòèêó (ñëî-
æåíèå è óìíîæåíèå) íà N.

Ðàçäåë 1.4

Àêñèîìû Äæóçåïïå Ïåàíî

Äæóçåïïå Ïåàíî

Îïð. 32 Àêñèîìû Ïåàíî.
Ïóñòü N � ýòî ìíîæåñòâî ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
À1. N èìååò âûäåëåííûé ýëåìåíò, êîòîðûé ìû íàçûâàåì

'1'.

À2. Ñóùåñòâóåò âûäåëåííîå îòîáðàæåíèå (ôóíêöèÿ) σ :
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N → N, íàçûâàåìîå ôóíêöèåé ñëåäîâàíèÿ
(successor function).13 13

Îòîáðàæåíèå σ çàäàåò

ïåðåõîä ê ñëåäóþùåìó ýëå-
ìåíòó.

À3. σ ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì.14 14
Òî åñòü äâóì ðàçíûì

ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà N
îòîáðàæåíèå σ ñîïîñòàâ-
ëÿåò ðàçíûå ïîñëåäóþùèå.

À4. Íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà n ∈ N òàêîãî, ÷òî σ(n) = 1.15 15

σ íå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâ-
íûì, à ó åäèíèöû íåò
ïðåäøåñòâåííèêà

À5. (Ïðèíöèï èíäóêöèè)
Ïóñòü S ⊆ N òàêîå, ÷òî:
(à) 1 ∈ S (áàçà èíäóêöèè), è
(b) åñëè n ∈ S, òî σ(n) ∈ S (èíäóêöèîííûé ïåðå-

õîä).
Òîãäà S = N.16 16

Àêñèîìà èíäóêöèè ãîâî-
ðèò, ÷òî N � ñàìîå ìà-
ëåíüêîå áåñêîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî!

Òàêîå ìíîæåñòâî N íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë , à ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà � íàòó-
ðàëüíûìè ÷èñëàìè .

Ïðèìåð 19 Ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå òèïîâ äàííûõ
Äëÿ ÈÒ-ñïåöèàëèñòà àêñèîìû Ïåàíî � ýòî ôîðìàëüíîå
îïðåäåëåíèå ðåêóðñèâíîãî òèïà äàííûõ. Íàïðèìåð, êàê
îïðåäåëèòü ñïèñîê â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîãðàììèðîâàíèè:
1. Âûäåëåííûé ýëåìåíò: Nil (ïóñòîé ñïèñîê). (Àíàëîã A1).
2. Ôóíêöèÿ ñëåäîâàíèÿ: Cons(head, tail) (äîáàâèòü ýëå-
ìåíò â ãîëîâó ñïèñêà). (Àíàëîã A2).
3. Àêñèîìà A5 (Èíäóêöèÿ) � ýòî îñíîâà äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ñâîéñòâ àëãîðèòìîâ, ðàáîòàþùèõ ñ òàêèìè ñòðóêòóðà-
ìè äàííûõ.

Ëåììà 4 Ëåììà î ïðåäøåñòâåííèêå
Ó ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, êðîìå åäèíèöû, ñóùåñòâóåò
ïðåäøåñòâóþùåå: åñëè n ∈ N è n ̸= 1, òî ñóùåñòâóåò m ∈ N
òàêîå, ÷òî σ(m) = n.

Óïð. 1 Äîêàæèòå ëåììó î ïðåäøåñòâåííèêå.
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Ïîäðàçäåë 1.4.1

Äåéñòâèÿ ñëîæåíèÿ

è óìíîæåíèÿ â N

Àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ â N òàêæå çàäàþòñÿ àêñèîìàòè-
÷åñêè � ÷åðåç ôóíêöèþ ñëåäîâàíèÿ σ.

Îïð. 33 Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå N çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè
äâóìÿ ðåêóðñèâíûìè ïðàâèëàìè:

1. Äëÿ âñåõ n ∈ N:

n+ 1 := σ(n)

2. Äëÿ ëþáûõ n,m ∈ N:

n+ σ(m) := σ(n+m)

Ïðèìåð 20 Ðåàëèçàöèÿ ñëîæåíèÿ íà îñíîâå σ
Ýòî îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò çàïðîãðàììèðîâàòü ñëîæåíèå
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, èìåÿ òîëüêî ôóíêöèþ successor(n)

(êîòîðàÿ âîçâðàùàåò n + 1). Â Haskell ýòî âûãëÿäåëî áû
ïðèìåðíî òàê: add n 1 = successor(n)

add n (successor(m)) = successor(add n m)
Óïð. 2 Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ëèáî ðàâíî 1, ëèáî

èìååò âèä σ(m) äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N, è, òàêèì îáðàçîì,
ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå ñëîæåíèÿ îïðåäåëÿåò åãî äëÿ
ëþáûõ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n,m.

Ïðèìåð 21 n+ 3 = n+ σ(2) = σ(n+ 2) = σ(n+ σ(1)) = σ(σ(n+ 1)) =
σ(σ(σ(n+ 1)))

Îïð. 34 Óìíîæåíèå íà N çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ ðåêóðñèâíû-
ìè ïðàâèëàìè:
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1. Äëÿ âñåõ n ∈ N:
n · 1 := n

2. Äëÿ ëþáûõ n,m ∈ N:

n · σ(m) := n ·m+ n

Óïð. 3 Ïðîâåðüòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì 33, ÷òî

2 + 3 = 5.

Óïð. 4 Ïðîâåðüòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì 34, ÷òî

2 · 2 = 4.

Óïð. 5 Äîêàæèòå, ÷òî èç àêñèîì Ïåàíî ñëåäóåò êîììóòàòèâíîñòü
óìíîæåíèÿ ab = ba.

Ïîäðàçäåë 1.4.2

Ïîðÿäîê íà N

Âàæíûì ñâîéñòâîì ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåò-
ñÿ åãî ñâîéñòâî ëèíåéíîé óïîðÿäî÷åííîñòè : ëþáûå äâà
íàòóðàëüíûõ ÷èñëà ìîæíî ñðàâíèòü. Îòíîøåíèå ïîðÿäêà

íà N íå ïðåäóñòà-

íîâëåíî, åãî íàäî

îïðåäåëèòü, èñïîëü-

çóÿ àêñèîìû Ïåàíî è

îïåðàöèè ñëîæåíèÿ

èëè óìíîæåíèÿ.

Îïð. 35 Îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà N
Ïóñòü n,m ∈ N.
×èñëî n ìåíüøå m, (çàïèñûâàåòñÿ n < m) åñëè ñóùåñòâóåò
k ∈ N òàêîå, ÷òî m = n+ k.
n ≤ m, åñëè ëèáî n = m, ëèáî n < m.

Åñëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìîæíî ñðàâíèâàòü, òî âîçíèêàåò ïî-
íÿòèå íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà ïîäìíîæåñòâà
N.

Òåîðåìà 1 Ñâîéñòâî ïîëíîé óïîðÿäî÷åííîñòè ìíîæåñòâà N
Åñëè S ⊂ N , òî ñóùåñòâóåò x ∈ S, òàêîé ÷òî x ≤ y äëÿ
âñåõ y ∈ S.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, â ëþáîì íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå N ñó-
ùåñòâóåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Óïð. 6 Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü òåîðåìó î ïîëíîé óïîðÿäî÷åííîñòè ìíî-
æåñòâà N, èñïîëüçóÿ àêñèîìó èíäóêöèè (À5).

Çàäà÷è

Çàäà÷à 50. Àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ

Èñïîëüçóÿ òîëüêî îïðåäåëåíèÿ ñëîæåíèÿ (Îïð. 34) è ïðèí-
öèï èíäóêöèè (À5), äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ àññî-
öèàòèâíà, ò.å.

(a+ b) + c = a+ (b+ c)

äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ N.

Çàäà÷à 51. Êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ

Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ êîììóòàòèâíà, ò.å. a+b =
b + a äëÿ ëþáûõ a, b ∈ N. (Ýòî áîëåå ñëîæíàÿ çàäà÷à, ÷åì
àññîöèàòèâíîñòü).

Çàäà÷à 52. Îïðåäåëåíèå âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü

Èñïîëüçóÿ òîëüêî àêñèîìû Ïåàíî è ðàíåå ââåäåííûå îïåðà-
öèè (ñëîæåíèå, óìíîæåíèå), äàéòå ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå
îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ab.

Çàäà÷à 53. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ ïîðÿäêà

Äîêàæèòå, ÷òî ââåäåííîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà (<) íà N ÿâ-
ëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà (ò.å. òðàí-
çèòèâíî, àíòèðåôëåêñèâíî, è ëþáûå äâà ýëåìåíòà ñðàâíè-
ìû).

Çàäà÷à 54. Ïðèíöèï ïîëíîé èíäóêöèè

Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (À5) ýêâèâàëåíòåí ïðèí-
öèïó ïîëíîé (èëè ñèëüíîé) èíäóêöèè, êîòîðûé ôîðìó-
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ëèðóåòñÿ òàê:

Ïóñòü S ⊆ N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N, åñëè {1, 2, . . . , n−
1} ⊆ S, òî n ∈ S. Òîãäà S = N. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü
ýòèõ äâóõ ïðèíöèïîâ.

Çàäà÷à 55. Êîððåêòíîñòü ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ íàõîæäåíèÿ ôàêòîðèàëà:

function factorial(n):

if n == 1 return 1

else return n * factorial(n - 1)

Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà èíäóêöèè äîêàæèòå, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ
êîððåêòíî âû÷èñëÿåò ôàêòîðèàë äëÿ âñåõ n ∈ N.

Çàäà÷à 56. Îïðåäåëåíèå ÷åòíûõ ÷èñåë

Äàéòå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà ÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
E ⊆ N, èñïîëüçóÿ òîëüêî ôóíêöèþ ñëåäîâàíèÿ σ è îïåðà-
öèè, îïðåäåëåííûå àêñèîìàòè÷åñêè.

Çàäà÷à 57. Åäèíñòâåííîñòü N

Àêñèîìû Ïåàíî îïðåäåëÿþò ìíîæåñòâî N ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà. Îáúÿñíèòå, ÷òî ýòî çíà÷èò, è ïî÷åìó ýòî âàæ-
íî äëÿ ìàòåìàòèêè è ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ïî÷åìó âñå ðåàëè-
çàöèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë "îäèíàêîâû"ïî ñòðóêòóðå).
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Ïîäðàçäåë 1.4.3

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ

Ðàçáåðåìñÿ ñ îäíèì âàæíûì ìåòîäîì äîêàçàòåëüñòâà � ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, êîòîðûé áûë ââå-
äåí â ìàòåìàòè÷åñêèé îáîðîò Áëåçîì Ïàñêàëåì â 1665 ãî-
äó.

Áëåç Ïàñêàëü
Òåîðåìà 2 Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Ïóñòü P (n) � ýòî óòâåðæäåíèå (ïðåäèêàò), çàâèñÿùåå îò
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ∈ N.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

1. Áàçà èíäóêöèè: Óòâåðæäåíèå P (1) èñòèííî.
2. Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä: Äëÿ ëþáîãî m ∈ N, åñ-

ëè P (m) èñòèííî (èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå), òî
P (m+ 1) òîæå èñòèííî.

Òîãäà óòâåðæäåíèå P (n) èñòèííî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë n ∈ N.

Äîê-âî: Ïóñòü S � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ
óòâåðæäåíèå P (n) ëîæíî: Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî S = ∅.
Äîêàæåì ýòî ìåòîäîì ¾îò ïðîòèâíîãî¿.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S ̸= ∅. Òîãäà, ïî ñâîéñòâó ïîëíîé óïî-
ðÿäî÷åííîñòè ìíîæåñòâà N, S èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò
m ∈ S.
Òàê êàê P (1) èñòèííî ïî óñëîâèþ 1 (áàçà èíäóêöèè), òî
m ̸= 1, ò.å. m > 1.
Ïîñêîëüêó m � íàèìåíüøèé ýëåìåíò S, ñëåäîâàòåëüíî,
ýëåìåíò m − 1 íå ïðèíàäëåæèò S, à çíà÷èò, óòâåðæäåíèå
P (m− 1) èñòèííî.
Èç óñëîâèÿ 2 (èíäóêöèîííûé ïåðåõîä) ñëåäóåò, ÷òî åñëè
P (m− 1) èñòèííî, òî P ((m− 1) + 1) = P (m) äîëæíî áûòü
èñòèííî.
Íî òîãäà ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ: m ∈ S (ïî ïðåäïî-
ëîæåíèþ) è m /∈ S (ïî èíäóêöèîííîìó ïåðåõîäó).
Òàêèì îáðàçîì, íàøå èçíà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî,
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S = ∅, è P (n) èñòèííî äëÿ âñåõ n ∈ N.

Ïîäðàçäåë 1.4.4

Ïðèìåðû

Òåîðåìà 3 Ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
Äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë c ̸= 1 è äëÿ âñåõ n ∈ N,

1 + c+ c2 + · · ·+ cn =
1− cn+1

1− c
.

Äîê-âî: Äîêàæåì ÌÌÈ.
Ñïåðâà ïðîâåðèì áàçó èíäóêöèè (n = 1).
Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà � ýòî 1 + c äëÿ n = 1.
Ïðàâàÿ ÷àñòü

1− c2

1− c
=

(1− c)(1 + c)

1− c
= 1 + c.

Áàçà äîêàçàíà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî èñòèííî äëÿ k ∈ N, äðóãèìè
ñëîâàìè

1 + c+ c2 + · · ·+ ck =
1− ck+1

1− c
.

Òàêèì îáðàçîì,

1 + c+ c2 + · · ·+ ck + ck+1 = (1 + c+ c2 + · · ·+ ck) + ck+1 =

=
1− ck+1

1− c
+ ck+1 =

1− ck+1 + ck+1(1− c)

(1− c)
=

1− c(k+1)+1

1− c
.

Äîêàçàëè èíäóêöèîííûé ïåðåõîä.

Åùå ïðèìåð:
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Òåîðåìà 4 Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè
Äëÿ âñåõ c ≥ −1

(1 + c)n ≥ 1 + nc

äëÿ âñåõ n ∈ N.

Äîê-âî: ÌÌÈ.
Áàçà: (1 + c)1 = 1 + 1 · c.
Äëÿ èíäóêöèîãî ïåðåõîäà ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(1 + c)m ≥ 1 +mc.

Çàòåì,
(1 + c)m+1 = (1 + c)m · (1 + c) ≥

ïî ïðåäïîëîæåíèþ

≥ (1 +mc) · (1 + c) = 1 + (m+ 1)c+mc2 ≥ 1 + (m+ 1)c.

Äîêàçàëè ïåðåõîä.

Òåîðåìà 5 Íåðàâåíñòâî äëÿ ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî è ñðåä-
íåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî.
Ïóñòü n ∈ N. Äëÿ ëþáûõ n âåùåñòâåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë a1, ..., an

a1 + ...+ an
n

≥ n
√
a1 · ... · an. (1.4.1)

Äîê-âî: Äëÿ n = 1 íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì, ïîýòîìó ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî n ≥ 2.
Ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì íàøåãî íåðàâåíñòâà. Äëÿ ëþáûõ n âåùå-
ñòâåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë x1, ..., xn, ïðîèçâåäåíèå
êîòîðûõ ðàâíî åäèíèöå,

x1 + ...+ xn ≥ n. (1.4.2)

Åñëè âñå ÷èñëà a1, ..., an ïîëîæèòåëüíû, îïðåäåëèì

x1 =
a1

n
√
a1 · ... · an

, x2 =
a2

n
√
a1 · ... · an

, ..., xn =
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an
n
√
a1 · ... · an

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå x1, ..., xn ðàâíî åäèíèöå, è ïî
(åùå íå äîêàçàííîìó) íåðàâåíñòâó 1.4.2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
x1+ ...+xn ≥ n. Ïîäñòàâëÿÿ x1, ..., xn èõ ôîðìóëàìè, ïîëó-
÷àåì íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåä-
íèì ãåîìåòðè÷åñêèì 1.4.1.
×òîáû äîêàçàòü íåðàâåíñòâî 1.4.2, èñïîëüçóåì èíäóêöèþ
ïî n.
Áàçîâûé ñëó÷àé n = 2 ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

x+
1

x
≥ 2, x > 0.

Ïóñòü n ∈ N òàêîå, ÷òî n ≥ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðà-
âåíñòâî 1.4.2 âåðíî äëÿ ëþáûõ n âåùåñòâåííûõ íåîòðèöà-
òåëüíûõ ÷èñåë x1, ..., xn, äëÿ êîòîðûõ x1 · ... · xn = 1. Ìû
ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ n+1 âåùåñòâåííûõ íåîòðèöàòåëü-
íûõ ÷èñåë y1, ..., yn, yn+1, äëÿ êîòîðûõ y1 · ... · yn · yn+1 = 1,
âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

y1 + ...+ yn + yn+1 ≥ n+ 1.

Åñëè âñå ÷èñëà y1, ..., yn, yn+1 ðàâíû åäèíèöå, òî íåðàâåí-
ñòâî 1.4.2 ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì è âåðíî. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå, ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë y1, ..., yn, yn+1 ðàâíî åäè-
íèöå, äîëæíî áûòü õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ÷èñåë, êîòîðîå
áîëüøå åäèíèöû, è õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ÷èñåë, êîòîðîå
ìåíüøå åäèíèöû.
Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî yn > 1 > yn+1.
Ñëåäîâàòåëüíî, (yn − 1)(1 − yn+1) > 0, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî
yn + yn+1 > 1 + ynyn+1. Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå n + 1 ÷è-
ñåë y1, y2, ..., yn, yn+1 ðàâíî åäèíèöå, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèç-
âåäåíèå n ÷èñåë y1, y2, ..., yn−1, ynyn+1 ðàâíî åäèíèöå. Ïî-
ýòîìó, ïî íàøåìó èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

y1 + y2 + ...+ yn−1 + ynyn+1 ≥ n.

� 39 �



Ïîñêîëüêó ynyn+1 < yn + yn+1 − 1, ïîëó÷àåì, ÷òî

y1 + y2 + ...+ yn + yn+1 > n+ 1.

Ïîäðàçäåë 1.4.5

Çàäà÷è

Çàäà÷à 58. Ñóììà êâàäðàòîâ

Äîêàæèòå ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (ÌÌÈ), ÷òî
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ∈ N ñóììà êâàäðàòîâ ïåð-
âûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Çàäà÷à 59. Ñóììà êóáîâ

Äîêàæèòå ÌÌÈ ôîðìóëó äëÿ ñóììû êóáîâ ïåðâûõ n íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë:

13 + 23 + · · ·+ n3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

.

Çàäà÷à 60. Äåëèìîñòü

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ∈ N âûðà-
æåíèå n3 − n+ 6 äåëèòñÿ íà 6 áåç îñòàòêà.

Çàäà÷à 61. Íåðàâåíñòâî

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ≥ 4 ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî:

2n < n!.

(Ïîäñêàçêà: Áàçà èíäóêöèè íà÷èíàåòñÿ ñ n = 4.)
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Çàäà÷à 62. Áèíàðíûå äåðåâüÿ

Â èíôîðìàòèêå áèíàðíîå äåðåâî � ýòî ñòðóêòóðà äàííûõ,
ãäå êàæäàÿ âåðøèíà èìååò íå áîëåå äâóõ ïîòîìêîâ. Äîêàæè-
òå ïî ÌÌÈ, ÷òî â íåïóñòîì ïîëíîì áèíàðíîì äåðåâå, ñîäåð-
æàùåì L ëèñòüåâ, îáùåå êîëè÷åñòâî âåðøèí V âñåãäà ðàâíî
2L− 1.

Çàäà÷à 63. Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî:

F1 = 1, F2 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2

äëÿ n ≥ 3. Äîêàæèòå ÌÌÈ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî:

F 2
1 + F 2

2 + · · ·+ F 2
n = Fn · Fn+1.

Çàäà÷à 64. Îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ≥ 2:

1√
1
+

1√
2
+ · · ·+ 1√

n
>

√
n.

Çàäà÷à 65. Ñóììà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè

Äîêàæèòå ÌÌÈ êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëó Ãàóññà äëÿ ñóììû
ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

Çàäà÷à 66. Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî â äèñ-
êðåòíîì âèäå

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a1, . . . , an è
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b1, . . . , bn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

(
n∑

i=1

aibi

)2

≤

(
n∑

i=1

a2i

)(
n∑

i=1

b2i

)
.

(Ýòî ñëîæíàÿ çàäà÷à äëÿ äàííîãî ýòàïà, íî îíà îòëè÷íî
äåìîíñòðèðóåò ìîùü ÌÌÈ â äîêàçàòåëüñòâå ôóíäàìåí-
òàëüíûõ íåðàâåíñòâ.)

Çàäà÷à 67. Äåëèìîñòü

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÷èñëî 7n−1
äåëèòñÿ íà 6.

Çàäà÷à 68. Íåðàâåíñòâî äëÿ ñðåäíèõ

Ïóñòü
ai ∈ R, ai > 0,∀i = 1, ..., n.

Îáîçíà÷èì

An =
a1 + a2 + ...+ an

n

Gn = n
√
a1 · a2 · ... · an

Γn =
n

1
a1
+ 1

a2
+ ...+ 1

an

Äîêàæèòå, ÷òî
An ≥ Gn ≥ Γn

äëÿ ∀n ∈ N, n ≥ 2 17 17
Âûðàæåíèÿ An íàçûâà-

åòñÿ ñðåäíèì àðèôìåòè-
÷åñêèì, Gn - ñðåäíèì ãåî-
ìåòðè÷åñêèì, Γn - ñðåä-
íèì ãàðìîíè÷åñêèì ÷èñåë
a1, a2, ..., an.

Çàìå÷àíèå: Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî â äàííûõ íåðàâåíñòâàõ
âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî:

a1 = a2 = ... = an.
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Çàäà÷à 69. Ïóñòü n ∈ N, n ≥ 2. Äîêàæèòå, ÷òî

n! <

(
n+ 1

2

)n

.

Ðàçäåë 1.5

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà.
Ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà

Ïðåæäå âñåãî, ÿ ïðîòåñòóþ ïðîòèâ èñïîëüçîâàíèÿ

áåñêîíå÷íîé âåëè÷èíû êàê çàâåðø¼ííîé, ÷òî â

ìàòåìàòèêå ñîâåðøåííî íåäîïóñòèìî. Áåñêîíå÷íîñòü

� ýòî íå áîëåå ÷åì ôèãóðà ðå÷è, ïîìîãàþùàÿ íàì

ãîâîðèòü î ïðåäåëàõ. Ïîíÿòèå çàâåðø¼ííîé

áåñêîíå÷íîñòè íå îòíîñèòñÿ ê ìàòåìàòèêå.

Êàðë Ôðèäðèõ Ãàóññ

Ïðîáëåìà áåñêîíå÷íîñòè â ìàòåìàòèêå

Äî ðàáîò Ãåîðãà Êàíòîðà â êîíöå XIX âåêà ìàòåìàòèêè èç-
áåãàëè ïîíÿòèÿ ¾àêòóàëüíîé¿ èëè ¾çàâåðøåííîé¿ áåñêîíå÷-
íîñòè. Áåñêîíå÷íîñòü ðàññìàòðèâàëàñü êàê ïîòåíöèàëüíûé
ïðîöåññ (íàïðèìåð, ìû âñåãäà ìîæåì ïðèáàâèòü åäèíèöó ê
ñàìîìó áîëüøîìó ÷èñëó), íî íå êàê îáúåêò, ñ êîòîðûì ìîæíî
ðàáîòàòü êàê ñ åäèíûì öåëûì.

Ïîíÿòèå àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè âûçûâàëî ãëóáîêîå íåäî-
âåðèå ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì:

1. Ôèëîñîôñêèé è òåîëîãè÷åñêèé áàðüåð: Àêòóàëü-
íàÿ áåñêîíå÷íîñòü ñ÷èòàëàñü àòðèáóòîì áîæåñòâåííîãî
è íåäîñòóïíûì äëÿ ÷åëîâå÷åñêîãî ðàçóìà.

2. Âîçíèêíîâåíèå ïàðàäîêñîâ: Èíòóèòèâíîå ïðèìåíå-
íèå ïðàâèë êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ê áåñêîíå÷íûì ïðèâî-
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äèëî ê ïðîòèâîðå÷èÿì, òàêèì êàê ïàðàäîêñ Ãàëèëåÿ
(ìíîæåñòâî êâàäðàòîâ "ðàâíî"ìíîæåñòâó âñåõ ÷èñåë),
÷òî ïîäðûâàëî îñíîâû ëîãèêè.

3. Îòñóòñòâèå ñòðîãîãî àïïàðàòà:Íå áûëî èíñòðóìåí-
òîâ, êîòîðûé ïîçâîëèëè áû ðàáîòàòü ñ áåñêîíå÷íîñòüþ
è íå ïîëó÷àòü ïðîòèâîðå÷èé.

Ãåîðã Êàíòîð ñîâåðøèë ðåâîëþöèþ, ââåäÿ ñòðîãîå ïîíÿòèå
ìîùíîñòè (êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà), ïîçâîëÿþùåå ñðàâíèâàòü
ðàçìåðû áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ áåç îïîðû íà èíòóèöèþ.

Êîãäà æå äâà ìíîæåñòâà, äàæå áåñêîíå÷íûõ, èìåþò îäèíà-
êîâûé ðàçìåð?

Îïð. 36 Äâà ìíîæåñòâà A è B èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü (ðàâ-
íîìîùíû), åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : A → B.

Ñ ïîíÿòèåì ìîùíîñòè ñâÿçàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

1. |A| = |B|: A è B èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü.

2. |A| = n: |A| = |{1, . . . , n}|. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî
A êîíå÷íî.

3. |A| ≤ |B|: ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ f : A → B.

4. |A| < |B|: |A| ≤ |B| è |A| ̸= |B|.

Òåîðåìà 6 Êàíòîð-Øðåäåð-Áåðíøòåéí18 18
Ýòî ñèëüíûé èíñòðó-

ìåíò: ÷òîáû äîêàçàòü ðà-
âåíñòâî ìîùíîñòåé, äî-
ñòàòî÷íî íàéòè èíúåê-
öèþ èç A â B è èíúåêöèþ
èç B â A, íåò íåîáõîäèìî-
ñòè ñòðîèòü áèåêöèþ íà-
ïðÿìóþ.

Åñëè |A| ≤ |B| è |B| ≤ |A|, òî |A| = |B|.
Óïð. 7 Äîêàæèòå òåîðåìó Êàíòîðà-Øðåäåðà-Áåðíøòåéíà.

Îïð. 37 Åñëè |A| = |N|, òî A íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.
Åñëè ìíîæåñòâî A êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå, òî åãî íàçûâàþò
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì (íá÷ñ).
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî íåñ÷åòíî.

Óïð. 8 Äîêàæèòå:
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1. |{2n | n ∈ N}| = |N|.19 19
¾×èñåë â äâà ðàçà áîëü-

øå, ÷åì ÷èñåë¿.
Ðè÷àðä Ôåéíìàí2. |{2n− 1 | n ∈ N}| = |N|.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû óâèäèì, ÷òî ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷-
íûå íåñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà.

Ïîäðàçäåë 1.5.1

Çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà Êàíòîðà

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, åñëè îíî ïîäîáíî
êàêîé-ëèáî ïðàâèëüíîé ñâîåé ÷àñòè

Ð. Äåäåêèíä

.

Ñóùåñòâóþò ëè ìíîæåñòâà áîëåå ìîùíûå, ÷åì N? Äî Êàíòîðà âñå áåñêî-

íå÷íûå ìíîæåñòâà ïî

óìîë÷àíèþ ñ÷èòàëèñü

ðàâíîìîùíûìè...
Åñëè A � ìíîæåñòâî, òî P(A) = {B | B ⊂ A} � áóëåàí
ìíîæåñòâà A.

Âîò íåñêîëüêî ïðèìåðîâ:

1. A = ∅, òîãäà P(A) = {∅}.

2. A = {1}, òîãäà P(A) = {∅, {1}}.

3. A = {1, 2}, òîãäà P(A) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}.

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè |A| = n, òî |P(A)| = 2n.

Òåîðåìà 7 Êàíòîð
Åñëè A � ìíîæåñòâî, òî |A| < |P(A)|20 20

Ýòà òåîðåìà ðåâîëþöè-

îííà! Â íåé ñóòü êàí-
òîðîâñêîé òåîðèè ìíî-
æåñòâ.

.

Çàìå÷àíèå Êàíòîðîâñêàÿ ðåâîëþöèÿ: ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ èåðàðõèè
áåñêîíå÷íîñòåé:

|N| < |P(N)| < |P(P(N))| < . . .
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Äîê-âî: 1. Ïîêàæåì, ÷òî |A| ≤ |P(A)|: Îïðåäåëèì èíúåêòèâ-
íóþ ôóíêöèþ f : A → P(A) êàê f(x) = {x}. ßñíî,
÷òî ðàçíûì ýëåìåíòàì x, y ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå îä-
íîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà {x}, {y}.

2. Ïîêàæåì, ÷òî |A| ̸= |P(A)| (ìåòîäîì îò ïðî-
òèâíîãî): Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |A| = |P(A)|. Òîãäà
äîëæíà ñóùåñòâîâàòü áèåêöèÿ (à çíà÷èò, è ñþðúåê-
öèÿ) g : A → P(A).
Ðàññìîòðèì ¾êàíòîðîâî¿ ìíîæåñòâî B ⊆ A, îïðåäå-
ëÿåìîå êàê ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ x ∈ A, êîòîðûå
íå ïðèíàäëåæàò ñâîåìó ñîáñòâåííîìó îáðàçó ïðè
îòîáðàæåíèè g:

B := {x ∈ A | x /∈ g(x)} ∈ P(A).

Òàê êàê g ñþðúåêòèâíî, äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà B äîë-
æåí íàéòèñü ïðîîáðàç b ∈ A òàêîé, ÷òî g(b) = B.
Òåïåðü ñïðîñèì: b ∈ B?
� Åñëè b ∈ B: Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà B, åñëè
ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò B, îí íå äîëæåí ïðèíàä-
ëåæàòü ñâîåìó îáðàçó, ò.å. b /∈ g(b). Íî ìû ïðåä-
ïîëîæèëè, ÷òî g(b) = B, çíà÷èò b /∈ B. Ïðîòè-
âîðå÷èå.

� Åñëè b /∈ B: Ïî îïðåäåëåíèþ B, åñëè ýëåìåíò íå
ïðèíàäëåæèò B, îí îáÿçàí ïðèíàäëåæàòü ñâîåìó
îáðàçó, ò.å. b ∈ g(b). Íî ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî
g(b) = B, çíà÷èò b ∈ B. Ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå.

Â îáîèõ âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ ìû ïðèøëè ê ïðîòèâî-
ðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïåðâîíà÷àëüíîå ïðåäïî-
ëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè áèåêöèè g áûëî ëîæíûì.
|A| ̸= |P(A)|.
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Ïîäðàçäåë 1.5.2

Çàäà÷è

Çàäà÷à 70. Ñ÷åòíîñòü öåëûõ ÷èñåë

Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.
Ïîñòðîéòå ÿâíóþ áèåêöèþ f : N → Z.

Çàäà÷à 71. Ñ÷åòíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ÿâëÿåòñÿ
ñ÷åòíûì. (Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå ìåòîä ¾çìåéêè¿ äëÿ ïåðå-
ñ÷åòà äðîáåé p/q, ãäå p, q ∈ N.)

Çàäà÷à 72. Íåñ÷åòíîñòü îòðåçêà

Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê [0, 1] ÿâëÿåòñÿ íåñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.
(Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå äèàãîíàëüíûé ìåòîä Êàíòîðà, ïðåä-
ïîëàãàÿ ñóùåñòâîâàíèå áèåêöèè è ñòðîÿ ïðîòèâîðå÷èå.)

Çàäà÷à 73. Ñâîéñòâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ

Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñ÷åòíûõ ìíî-
æåñòâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.

Çàäà÷à 74. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû Êàíòîðà-Øð¼äåðà-Áåðíøòåéíà

Äîêàæèòå, ÷òî îòêðûòûé èíòåðâàë (0, 1) è îòðåçîê [0, 1] èìå-
þò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êàíòîðà-Øð¼äåðà-
Áåðíøòåéíà.

Çàäà÷à 75. Ìîùíîñòü ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ êîìïüþòåðíûõ ïðî-
ãðàìì, íàïèñàííûõ íà ÿçûêå C++. ßâëÿåòñÿ ëè ýòî ìíîæå-
ñòâî ñ÷åòíûì èëè íåñ÷åòíûì? Îòâåò îáîñíóéòå. (Ïîäñêàçêà:
êàæäàÿ ïðîãðàììà � ýòî êîíå÷íàÿ ñòðîêà ñèìâîëîâ.)
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Çàäà÷à 76. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f : N → {0, 1}. Äîêà-
æèòå, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî èìååò ìîùíîñòü, ðàâíóþ ìîùíîñòè
êîíòèíóóìà (îòðåçêà [0, 1]), è ÿâëÿåòñÿ íåñ÷åòíûì. (Ïîäñêàç-
êà: ïîäóìàéòå î áèíàðíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ÷èñåë è òåîðåìå
Êàíòîðà).

Çàäà÷à 77. Ìîùíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ðàâíîìîùíî
ìíîæåñòâó âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R.

Çàäà÷à 78. Ïàðàäîêñ Ãàëèëåÿ

Èñïîëüçóÿ ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ìîùíîñòè (÷åðåç áèåêöèþ),
îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N è
ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë E = {2n | n ∈ N}
èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî E ÿâëÿåò-
ñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì N.

Çàäà÷à 79. Ìîùíîñòü èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ñ÷åòíî, à
ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R íåñ÷åòíî. Èñïîëüçóÿ ýòè
ôàêòû, äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë I =
R \Q ÿâëÿåòñÿ íåñ÷åòíûì.

Çàäà÷à 80. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê [0, 1] ðàâíîìîùåí ìíî-
æåñòâó âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäè-
íèö.

Çàäà÷à 81. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò (ñî âíóòðåííîñòüþ) ðàâ-
íîìîùåí îòðåçêó.

Çàäà÷à 82. Âåðíî ëè, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ
ñ÷¼òíûìè:

à) ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
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íóëåé è åäèíèö;

á) ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ðóññêèõ ¾ñëîâ¿;

â) ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N?

Ðàçäåë 1.6

Öåëûå è ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà

Öåëûå ÷èñëà äàë Áîã, îñòàëüíîå � äåëî ðóê
÷åëîâå÷åñêèõ.

Ëåîïîëüä Êðîíåêåð

Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ, îäíàêî íå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âû÷èòà-
íèÿ. Ââåäåíèå íóëÿ è îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ïîçâîëÿåò ïî- 3− 5 /∈ N
ñòðîèòü ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî
ýòîãî äåéñòâèÿ.

Çàìå÷àíèå Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëü-
öîì ñ åäèíèöåé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñëîæåíèå è óìíîæåíèå
îáëàäàþò âñåìè ïðèâû÷íûìè ñâîéñòâàìè (êîììóòàòèâíîñòü,
àññîöèàòèâíîñòü, íàëè÷èå íóëÿ è åäèíèöû) è äëÿ êàæäîãî
ýëåìåíòà åñòü ïðîòèâîïîëîæíûé ïî ñëîæåíèþ.

Îïð. 38 Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìíîæåñòâà
÷èñåë, ïðîòèâîïîëîæíûõ íàòóðàëüíûì ÷èñëàì, è íóëÿ íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì öåëûõ ÷èñåë.

Z = N ∪ {0} ∪ {−n|n ∈ N}.

Êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z íå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
äåëåíèÿ21 21

Èç ýòîãî îáñòîÿòåëü-

ñòâà çàðîäèëàñü òåîðèÿ
÷èñåë

, ïîýòîìó ïîïîëíåíèå åãî äðîáíûìè ÷èñëàìè ïðè-
âîäèò ê ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q.
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Îïð. 39 Íåñîêðàòèìûå äðîáè âèäà
p

q
, p ∈ Z, q ∈ N, íàçûâàþòñÿ

ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè .

Q =

{
p

q
| p ∈ Z, q ∈ N

}

Ïîñêîëüêó àðèôìåòèêà öåëûõ è ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë õîðîøî
èçâåñòíà èç øêîëüíîãî êóðñà, íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà
åå ôîðìàëèçàöèè22 22

Ïîäðîáíî ìîæíî
ïîñìîòðåòü â êíèãå
Ýäìóíäà Ëàíäàó Îñíîâû
àíàëèçà

.
Çàìå÷àíèå Ïëîòíîñòü Q: Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñóùåñòâåí-

íî ïëîòíåå ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë: ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷èñåë
èç ýòîãî ìíîæåñòâà. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òîQ "íå áîëüøå"N
(Òåîðåìà Êàíòîðà: N ∼ Q).

Òåîðåìà 8 Êàíòîð
Ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N è ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q
ðàâíîìîùíû: |N| = |Q|.

Äîê-âî: ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q
ñ÷åòíî, Êàíòîð ðàñïîëîæèë ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå
÷èñëà Q+ â âèäå áåñêîíå÷íîé ìàòðèöû:




1/1 1/2 1/3 1/4 · · ·
2/1 2/2 2/3 2/4 · · ·
3/1 3/2 3/3 3/4 · · ·
4/1 4/2 4/3 4/4 · · ·
... ... ... ... . . .




Çàòåì îí îïðåäåëèë îòîáðàæåíèå s : N → Q+, ïîñëåäîâà-
òåëüíî íóìåðóÿ äðîáè ïî âîñõîäÿùèì äèàãîíàëÿì, âûáèðàÿ
òîëüêî òå äðîáè, êîòîðûå åùå íå ïîÿâëÿëèñü (ïðîïóñêàÿ ñî-
êðàòèìûå äðîáè, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü èíúåêòèâíîñòü):
� s(1) = 1/1;
� s(2) = 2/1; s(3) = 1/2;
� s(4) = 3/1; s(5) = 1/3 (2/2 áûëà ïðîïóùåíà, òàê êàê
2/2 = 1/1 = s(1));

� s(6) = 4/1; s(7) = 3/2; s(8) = 2/3; s(9) = 1/4;
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� s(10) = 5/1; s(11) = 1/5 (4/2 = s(2), 3/3 =
s(1), 2/4 = s(3) áûëè ïðîïóùåíû).

Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå îòîáðàæåíèå s ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì
è ñþðúåêòèâíûì (ìû ïîêðîåì âñå Q+), ÷òî ïîêàçûâàåò, ÷òî
|N| = |Q+|.
Òåïåðü íåñëîæíî èñïîëüçîâàòü ýòî îòîáðàæåíèå s äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ áèåêöèè t : N → Q, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî
|N| = |Q|.

Óïð. 9 Äîêàæèòå, ÷òî Z ∼ N.

Ïîäðàçäåë 1.6.1

Ïîíÿòèå ïîëÿ

Ïîëå � ýòî ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì îïðåäåëåíû ÷åòû-
ðå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèè � ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíî-
æåíèå è äåëåíèå, îáëàäàþùèå âñåìè ñâîéñòâàìè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ äåéñòâèé íàä ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Àêñèîìàòèçà-
öèÿ ýòèõ ñâîéñòâ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïð. 40 Ìíîæåñòâî F ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè F× F → F,
ñëîæåíèå (a, b) → a + b è óìíîæåíèå (a, b) → ab, íà-
çûâàåòñÿ ïîëåì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðè íàáîðà
àêñèîì:

ñâîéñòâà ñëîæåíèÿ

1. êîììóòàòèâíîñòü:
a+ b = b+ a äëÿ ëþáûõ a, b ∈ F,

2. àññîöèàòèâíîñòü:
a+ (b+ c) = (a+ b) + c äëÿ ëþáûõ a, b, cinF,

3. íàëè÷èå íóëÿ :
∃0 ∈ F : a+ 0 = a äëÿ ëþáîãî a ∈ F,

4. íàëè÷èå ïðîòèâîïîëîæíûõ :
äëÿ ëþáîãî a ∈ F ñóùåñòâóåò (−a) ∈ F : a+(−a) = 0;

ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ
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5. êîììóòàòèâíîñòü:
ab = ba äëÿ ëþáûõ a, b ∈ F,

6. àññîöèàòèâíîñòü:
a(bc) = (ab)c äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ F,

7. íàëè÷èå åäèíèöû :
∃1 ∈ F : 1a = a äëÿ ëþáîãî a ∈ F,

8. íàëè÷èå îáðàòíûõ :
äëÿ ëþáîãî a ∈ F\{0} ñóùåñòâóåò a−1 ∈ F : aa−1 = 1;

ñâîéñòâà, ñâÿçûâàþùèå ñëîæåíèå ñ

óìíîæåíèåì

9. äèñòðèáóòèâíîñòü:
a(b+ c) = ab+ ac äëÿ ëþáûõ a, b ∈ F,

10. íåòðèâèàëüíîñòü:
0 ̸= 1.

Ïîäðàçäåë 1.6.2

Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ïîëåé

Ïðèìåð 22 Q � Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Q ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Èìåííî
íà ýòîì ìíîæåñòâå îñíîâàíà ðàáîòà ñ äðîáíûìè ÷èñëàìè â
áîëüøèíñòâå ßÏ (Python `�oat` èñòîðè÷åñêè áëèæå ê R, íî
îïåðàöèè ñëåäóþò àêñèîìàì ïîëÿ).

Ïðèìåð 23 Q[
√
2] = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q} ⊂ R.

Ýòî èíòåðåñíîå ïîëå, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâîì R, íî îíî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü âñå 4 àðèôìå-
òè÷åñêèå îïåðàöèè, íå ïîêèäàÿ ýòî ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð 24 Ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ Z2 = {0, 1}. Äåéñòâèÿ ñëîæåíèÿ
è óìíîæåíèÿ çàäàíû òàê (àðèôìåòèêà ïî ìîäóëþ 2, XOR
è AND): 0 + 1 = 1, 1 · 1 = 1, à âñå îñòàëüíûå ñóììû è
ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíû íóëþ (âêëþ÷àÿ 1 + 1 = 0).
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Çàìå÷àíèå ÈÒ-Ïðèëîæåíèå Z2: Ýòî îñíîâà âñåé öèôðîâîé ëîãèêè è
êîìïüþòåðíîé èíæåíåðèè! Êàæäàÿ îïåðàöèÿ â ïðîöåññîðå,
êàæäàÿ ñõåìà XOR, êàæäûé áèò â ïàìÿòè � ýòî ðåàëèçàöèÿ
ïîëÿ Z2. Àêñèîìû ïîëÿ çäåñü ãàðàíòèðóþò, ÷òî ëîãè÷åñêèå
îïåðàöèè âåäóò ñåáÿ ïðåäñêàçóåìî è êîððåêòíî.

Ïðèìåð 25 Òðèâèàëüíîå ìíîæåñòâî èç îäíîãî ýëåìåíòà.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà {x}.
Òîãäà ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ñîâïàäàþò, è èõ ðåçóëüòàòîì
áóäåò ýòîò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò. Âñå àêñèîìû áóäóò âû-
ïîëíåíû, êðîìå ïîñëåäíåé (0 ̸= 1), òàê êàê 0 è 1 îáÿçàíû
ñîâïàäàòü ñ x. È íàîáîðîò, åñëè âñå àêñèîìû, êðîìå ïîñëåä-
íåé, âûïîëíåíû, òî ïîëå ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà.

Ïîäðàçäåë 1.6.3

Çàäà÷è: Z, Q è Ïîëÿ

Çàäà÷à 83. Áèåêöèÿ N → Z

Ïîñòðîéòå ÿâíóþ ôîðìóëó áèåêöèè f : N → Z (íàïðèìåð,
èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèå ÷åòíûõ ÷èñåë â ïîëîæèòåëüíûå, à
íå÷åòíûõ â îòðèöàòåëüíûå è íîëü).

Çàäà÷à 84. Ñ÷åòíîñòü äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ N ×
N

Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N×N ÿâ-
ëÿåòñÿ ñ÷åòíûì. Îáúÿñíèòå, êàê ýòî èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçà-
òåëüñòâå ñ÷åòíîñòè Q.

Çàäà÷à 85. Äîêàçàòåëüñòâî ñ÷åòíîñòè Q

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ¾çìåéêè¿ Êàíòîðà, îáúÿñíèòå, êàê ïîñòðî-
èòü áèåêöèþ t : N → Q, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ îòðèöà-
òåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà è íîëü.

Çàäà÷à 86. Ñâîéñòâà ïîëÿ Z2
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Ïðîâåðüòå âñå àêñèîìû ïîëÿ äëÿ ïîëÿ Z2 = {0, 1} ñ àðèôìå-
òèêîé ïî ìîäóëþ 2. Óáåäèòåñü, ÷òî àêñèîìà íåòðèâèàëüíîñòè
(0 ̸= 1) âûïîëíÿåòñÿ.

Çàäà÷à 87. Êîëüöî Z vs Ïîëå Q

Îáúÿñíèòå, êàêàÿ èìåííî àêñèîìà ïîëÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ Q,
íî íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ Z? Ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð äëÿ Z.

Çàäà÷à 88. Ðàöèîíàëüíàÿ àðèôìåòèêà

Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó äëÿ ôèíàíñîâûõ ðàñ÷åòîâ â ïðîãðàììè-
ðîâàíèè ÷àñòî èñïîëüçóþò ñïåöèàëüíûé òèï äàííûõ "ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî"(ñòðóêòóðà ñ öåëûìè ÷èñëèòåëåì è çíàìåíà-
òåëåì), à íå ñòàíäàðòíûé `�oat` èëè `double`. Ñâÿæèòå ýòî ñ
àêñèîìàìè ïîëÿ.

Çàäà÷à 89. Ñóùåñòâóåò ëè ïîëå Z4?

Ìîæíî ëè íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2, 3} îïðåäåëèòü îïåðàöèè ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 4 òàê, ÷òîáû îíî ñòàëî ïîëåì?
(Ïîäñêàçêà: ïðîâåðüòå àêñèîìó íàëè÷èÿ îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ
äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ).

Çàäà÷à 90. Ïëîòíîñòü Q

Äîêàæèòå ñòðîãî, ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ðà-
öèîíàëüíûìè ÷èñëàìè r1, r2 ∈ Q ñóùåñòâóåò äðóãîå ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî r3.

Çàäà÷à 91. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå Q×Q

Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Q × Q òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.
(Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå òîò ôàêò, ÷òî Q ñ÷åòíî, è ðåçóëüòàò
Óïðàæíåíèÿ 2).

Çàäà÷à 92. Ïîëå R êàê óïîðÿäî÷åííîå ïîëå

Õîòÿ R áóäåò â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, ïîäóìàéòå: êàêèå äîïîë-
íèòåëüíûå àêñèîìû íóæíî äîáàâèòü ê àêñèîìàì ïîëÿ, ÷òîáû
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îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ïîðÿäêà (íàïðèìåð, ≤) íà R, êîòîðîå
ñîãëàñóåòñÿ ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ?

Ðàçäåë 1.7

Óïîðÿäî÷åííîå ïîëå

Îïð. 41 Ïîëå F íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì, åñëè íà íåì çàäàíî îò-
íîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, ñîãëàñîâàííîå ñ äåéñòâèÿìè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ 6 àêñèîì:

4 àêñèîìû ëèíåéíîãî ïîðÿäêà

1. ðåôëåêñèâíîñòü
x ≤ x äëÿ ëþáîãî x ∈ F.

2. àíòèñèììåòðè÷íîñòü
x ≤ y è y ≤ x âëå÷åò x = y äëÿ ëþáûõ x, y ∈ F.

3. òðàíçèòèâíîñòü
x ≤ y è y ≤ z âëå÷åò äëÿ ëþáûõ x, y, z ≤ z.

4. ëèíåéíàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü
Äëÿ ëþáûõ x è y èç F âûïîëíåíî x ≤ y èëè y ≤ x.

2 àêñèîìû óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ

5. ñâÿçü ñëîæåíèÿ è ïîðÿäêà
x ≤ y âëå÷åò x+ z ≤ y + z äëÿ ëþáûõ x, y, z èç F.

6. ñâÿçü óìíîæåíèÿ è ïîðÿäêà
åñëè 0 ≤ x è 0 ≤ y, òî è 0 ≤ x · y äëÿ ëþáûõ x, y èç F.

Ïðèìåð 26 Q � óïîðÿäî÷åííîå ïîëå.

Ïðèìåð 27 Îòðèöàòåëüíûé ïðèìåð � ýòî Z2.
Íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 < 1.
Åñëè 0 < 1, òî 1 + 0 < 1 + 1 = 0 =⇒ 1 < 0, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
ïðîòèâîðå÷èåì.
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Åñëè 1 < 0, òî 0 = 1 + 1 < 0 + 1 =⇒ 0 < 1, ÷òî îïÿòü
ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì.
Çíà÷èò, Z2 íå ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì ïîëåì.

Ïîäðàçäåë 1.7.1

Çàäà÷è

Çàäà÷à 93. Ïóñòü F � óïîðÿäî÷åííîå ïîëå, P � ìíîæå-
ñòâî âñåõ åãî ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, òî åñòü P = {a ∈
F |a > 0}. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà:

(P1) ∀a ∈ F : ëèáî a ∈ P , ëèáî a = 0, ëèáî −a ∈ P .

(P2) Åñëè a, b ∈ P , òî a+ b ∈ P è ab ∈ P .

Çàäà÷à 94. Ïóñòü F � ïîëå, P ⊂ F � ïîäìíîæåñòâî, óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (Ð1) è (P2) èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.
Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå F ìîæíî ñäåëàòü óïîðÿäî÷åííûì òà-
êèì îáðàçîì, ÷òî P áóäåò ìíîæåñòâîì ïîëîæèòåëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ, ïðè÷¼ì îòíîøåíèå ïîðÿäêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì P .

Çàäà÷à 95. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì óïîðÿäî÷åííîì ïîëå áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 96. Ïóñòü F � óïîðÿäî÷åííîå ïîëå. Ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò ïåðåìåííîé x

F (x) =

{
P (x)

Q(x)
|P (x), Q(x)

� ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå F,Q(x) ̸= 0}
ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

à) Ïðîâåðüòå, ÷òî F (x) � ýòî ïîëå.
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6) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå F (x) ìîæíî ñäåëàòü óïîðÿäî÷åííûì.

â)* Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå F (x) ìîæíî ñäåëàòü óïîðÿäî÷åííûì
êàê ìèíèìóì äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

Ðàçäåë 1.8

Ïðèíöèï ïîëíîòû.
Âåùåñòâåííûå ÷èñëà

Ñðàâíåíèå ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ ïðÿìîé
ïðèâåëî ê îòêðûòèþ â ïåðâîé èçúÿíîâ, íåïîëíîòû, èëè
ðàçðûâíîñòè, ìåæäó òåì êàê ïðÿìîé ìû ïðèïèñûâàåì
ïîëíîòó, îòñóòñòâèå ïðîáåëîâ, èëè íåïðåðûâíîñòü. Â
÷¼ì æå, ñîáñòâåííî, ñîñòîèò íåïðåðûâíîñòü?

Ðèõàðä Äåäåêèíä

Ïîäðàçäåë 1.8.1

Ïðèíöèï ïîëíîòû.

Ôóíäàìåíò, íà êîòîðîì ñòðîÿòñÿ îñíîâíûå äëÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà ïîíÿòèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ôóíê-
öèè, à òàêæå íåïðåðûâíîñòè � ýòî èäåÿ íåïðåðûâíîñòè, ñëèò-
íîñòè ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Ðèõàðä Äåäåêèíä â ñâîåé êíèãå "Íåïðåðûâíîñòü è èððà-
öèîíàëüíûå ÷èñëà"(1872 ãîä) ïèñàë: "Âî ìíå òîãäà ýòî ÷óâ-
ñòâî íåóäîâëåòâîðåííîñòè ïðåîáëàäàëî â òàêîé ñòåïåíè, ÷òî
ÿ ïðèíÿë òâåðäîå ðåøåíèå äóìàòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàé-
äó ÷èñòî àðèôìåòè÷åñêîãî è âïîëíå ñòðîãîãî îñíîâàíèÿ äëÿ
íà÷àë àíàëèçà áåñêîíå÷íûõ. Ãîâîðÿò ÷àñòî, ÷òî äèôôåðåí-
öèàëüíîå èñ÷èñëåíèå çàíèìàåòñÿ íåïðåðûâíûìè âåëè÷èíà-
ìè, îäíàêî æå íèãäå íå äàþò îïðåäåëåíèÿ ýòîé íåïðåðûâíî-
ñòè, è äàæå ïðè ñàìîì ñòðîãîì èçëîæåíèè äèôôåðåíöèàëü-
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íîãî èñ÷èñëåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà àïåëëèðóþò ê ãåîìåòðè÷å-
ñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì."

Ðèõàðä Äåäåêèíä

Â ýòîé ðàáîòå Äåäåêèíä ñôîðìóëèðîâàë àêñèîìó ïîëíî-
òû: ¾Åñëè âñå òî÷êè ïðÿìîé ëèíèè ðàñïàäàþòñÿ íà äâà
êëàññà òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ïåðâîãî êëàññà
ëåæèò ëåâåå êàæäîé òî÷êè âòîðîãî êëàññà, òî ñóùåñòâó-
åò îäíà è òîëüêî îäíà òî÷êà, êîòîðàÿ ïðîèçâîäèò ýòî ðàç-
äåëåíèå âñåõ òî÷åê íà äâà êëàññà, ýòî ðàçðåçàíèå ïðÿìîé
ëèíèè íà äâå ÷àñòè¿.

Íà âîçìîæíóþ êðèòèêó, ÷òî ñòîëü áàíàëüíîå óòâåðæäåíèå
åäâà ëè çàñëóæèâàåò îñîáîãî âíèìàíèÿ, Äåäåêèíä èðîíè÷íî
çàìåòèë: ¾ß ðàä, åñëè êàæäûé íàõîäèò âûøåïðèâåäåííûé
ïðèíöèï ñòîëü î÷åâèäíûì è ãàðìîíèðóþùèì ñ åãî ñîáñòâåí-
íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î ëèíèè; èáî ÿ ñîâåðøåííî íå â ñî-
ñòîÿíèè ïðèâåñòè íèêàêèõ äîêàçàòåëüñòâ åãî ïðàâèëüíîñòè,
è íèêòî íå â ñèëàõ ýòî ñäåëàòü¿.

Ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà A è B.

Îïð. 42 Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A ëåæèò ëåâåå ìíîæåñòâà B (A ≺
B), åñëè a ≤ b äëÿ âñÿêèõ a ∈ A è b ∈ B.

Ïðèìåð 28 Íàïðèìåð, åñëè ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç âñåõ ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 10, à B ñîñòîèò èç âñåõ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë, áîëüøèõ 10, òî A ëåæèò ëåâåå B.

Îïð. 43 Ïóñòü ìíîæåñòâî A ëåæèò ëåâåå B. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñ-
ëî c ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâà A è B, åñëè a ≤ c ≤ b äëÿ âñåõ
a ∈ A, b ∈ B.

Íàïðèìåð, ÷èñëî 10 ðàçäåëÿåò óêàçàííûå âûøå ìíîæåñòâà.
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Ïîäðàçäåë 1.8.2

Íåïîëíîòà ìíîæåñòâà

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

Íå âñåãäà íàéäåòñÿ ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ðàçäåëÿþ-
ùåå ïîäìíîæåñòâà!

Â ýòîì è ñîñòîèò êëþ÷åâîé ¾èçúÿí¿ ìíîæåñòâà Q � åãî
íåïîëíîòà.

Ïðèìåð 29 Ïóñòü
A = {a ∈ Q | a > 0, a2 < 2},
B = {b ∈ Q | b > 0, b2 ≥ 2}.

Òîãäà A ëåæèò ëåâåå B. Åñëè ÷èñëî c ðàçäåëÿåò A è B, òî
îíî îáÿçàíî óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó c2 = 2.
Äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî

√
2 /∈ Q:

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ Q òàêîå, ÷òî x2 = 2.
Çàïèøåì x = m/n â íåñîêðàòèìîì âèäå (m,n ∈ N).
Òîãäà (m/n)2 = 2, èëè m2 = 2n2.
Ñëåäîâàòåëüíî, m2 äåëèòñÿ íà 2, è ïîýòîìó m äîëæíî äå-
ëèòüñÿ íà 2. Çàïèøåì m = 2k äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N.
Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå: (2k)2 = 2n2 =⇒ 4k2 = 2n2.
Ðàçäåëèì íà 2: 2k2 = n2.
Ñëåäîâàòåëüíî, n2 äåëèòñÿ íà 2, è ïîýòîìó n äåëèòñÿ íà 2.
Íî ìû ïîëó÷èëè, ÷òî è m, è n äåëÿòñÿ íà 2. Ýòî ïðîòèâî-
ðå÷èò íàøåìó ïåðâîíà÷àëüíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî äðîáü
m/n íåñîêðàòèìà. Çíà÷èò, òàêîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà x íå
ñóùåñòâóåò.

Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå ìíîæåñòâà A è B ñîñòî-
ÿò ëèøü èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî, êàê ìû âèäèì, ìîæåò íå
íàéòèñü ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà, ðàçäåëÿþùåãî äâà ïîäìíîæå-
ñòâà ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Â ÷èñëîâîé ïðÿìîé
Q åñòü ¾äûðêè¿.

Âàæíûì ñâîéñòâîì ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï
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ïîëíîòû, î êîòîðîì ðå÷ü èä¼ò â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè.

Îïð. 44 (Àêñèîìà ïîëíîòû äëÿ óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæå-
ñòâà)
Äëÿ óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà F âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà
ïîëíîòû, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ
X è Y , îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì X ≺ Y , íàéä¼òñÿ ýëåìåíò
c ∈ F , ðàçäåëÿþùèé ýòè ìíîæåñòâà:23 23

Åñëè ðàçðåçàòü ÷èñëî-

âóþ ïðÿìóþ íà äâà êóñêà,
òî íà ìåñòå ðàçðåçà îáÿ-
çàòåëüíî îêàæåòñÿ ÷èñ-
ëî, à íå äûðêà, â ýòîì
ñóòü íåïðåðûâíîñòè.

∃c ∈ F òàêîå, ÷òî x ≤ c ≤ y äëÿ ëþáûõ x ∈ X, y ∈ Y .

Ïîäðàçäåë 1.8.3

Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

�What is real? How do you de�ne 'real'?�

Morpheus, �The Matrix�

Îïð. 45 (Ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë)
Ïóñòü R � óïîðÿäî÷åííîå ïîëå (ò.å. ïîëå ñ îòíîøåíèåì ëè-
íåéíîãî ïîðÿäêà, ñîãëàñóþùèìñÿ ñ îïåðàöèÿìè). R íàçû-
âàåòñÿ ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, åñëè äëÿ íåãî âû-
ïîëíåí ñëåäóþùèé êîìïëåêñ óñëîâèé:

1. 10 àêñèîì ïîëÿ (êîììóòàòèâíîñòü, àññîöèàòèâíîñòü,
íàëè÷èå íóëåé/åäèíèö/îáðàòíûõ è ò.ä.);

2. 4 àêñèîìû ëèíåéíîãî ïîðÿäêà (ðåôëåêñèâíîñòü, òðàí-
çèòèâíîñòü, àíòèñèììåòðè÷íîñòü, ëèíåéíîñòü);

3. 2 àêñèîìû óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ (ïîðÿäîê ñîãëàñóåòñÿ
ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì);

4. àêñèîìà ïîëíîòû (íåïðåðûâíîñòè).

Ïðèìåð 30 Àêñèîìà ïîëíîòû â ìàøèííîì îáó÷åíèè Äëÿ ÈÒ-
ñïåöèàëèñòà àêñèîìà ïîëíîòû � ýòî ãàðàíòèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ðåøåíèé.
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Ïðèìåð 31 Êîãäà ìû èùåì ìèíèìóì ôóíêöèè ïîòåðü â íåéðîííîé ñåòè
(ãðàäèåíòíûé ñïóñê), ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòîò ìèíèìóì
ñóùåñòâóåò â R. Åñëè áû ìû ðàáîòàëè òîëüêî â Q, ìíîãèå
ôóíäàìåíòàëüíûå àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè ïðîñòî áû íå
ðàáîòàëè.

Ïðèìåð 32 Â àíàëèçå ñèãíàëîâ R ãàðàíòèðóåò, ÷òî òàêèå ÷èñëà, êàê π
èëè

√
2 (êîòîðûå ïîñòîÿííî âîçíèêàþò â ôèçè÷åñêèõ ìîäå-

ëÿõ), ñóùåñòâóþò è ìîãóò áûòü êîððåêòíî èñïîëüçîâàíû â
âû÷èñëåíèÿõ.

Çàäà÷è íà ñëåäñòâèÿ èç àêñèîìû ïîë-
íîòû (â ôîðìå Äåäåêèíäà)

Çàäà÷à 97. Ïðèíöèï Àðõèìåäà

Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N íå îãðàíè-
÷åíî ñâåðõó. Òî åñòü äëÿ ëþáîãî x ∈ R íàéäåòñÿ n ∈ N òàêîå,
÷òî n > x.

Çàäà÷à 98. Ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè

Ïóñòü íåïóñòîå ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Äîêàæè-
òå, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî s, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé èç
âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé.

Çàäà÷à 99. Ñóùåñòâîâàíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî ξ > 0 òàêîå, ÷òî ξ2 = 2.

Çàäà÷à 100. Ïëîòíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæè-
òå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R òàêèõ, ÷òî x < y, íàéäåòñÿ ðàöè-
îíàëüíîå ÷èñëî q = m

n òàêîå, ÷òî x < q < y.

Çàäà÷à 101. Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà îòðåçêîâ

[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ . . .
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òàêèõ, ÷òî êàæäûé ïîñëåäóþùèé ñîäåðæèòñÿ â ïðåäûäóùåì.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îò-
ðåçêàì ñðàçó.

Çàäà÷à 102. Ñâÿçü ðàçäåëÿþùåãî ÷èñëà è ãðàíèö

Ïóñòü A è B óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ àêñèîìû ïîëíîòû. Äî-
êàæèòå, ÷òî ðàçäåëÿþùåå ÷èñëî ξ åäèíñòâåííî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ òàêèå a ∈ A è
b ∈ B, ÷òî b− a < ε.

Çàäà÷à 103. Ñâîéñòâî íèæíåé ãðàíè

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî ñíèçó, òî îíî èìå-
åò òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü.

Çàäà÷à 104. Îïåðàöèè ñ ãðàíÿìè

Ïóñòü X è Y � îãðàíè÷åííûå ñâåðõó ìíîæåñòâà. Ïóñòü

X + Y = {x+ y : x ∈ X, y ∈ Y }.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè sx = supX è sy = supY , òî sx+sy áóäåò
ÿâëÿòüñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà X + Y .

Çàäà÷à 105. Öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
öåëîå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî k ≤ x < k + 1.

Çàäà÷à 106. Íåïóñòîòà ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé

Ïóñòü a1 ≤ a2 ≤ a3 . . . è b1 ≥ b2 ≥ b3 . . . � äâå ñèñòåìû
÷èñåë òàêèå, ÷òî an ≤ bm äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ n,m. Äîêà-
æèòå ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà, ðàçäåëÿþùåãî ýòè äâà ÷èñëîâûõ
ñåìåéñòâà.
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Ðàçäåë 1.9

Ñâîéñòâà ïîëÿ
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R

Ïîäðàçäåë 1.9.1

Âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) ãðàíü

÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà

Îïð. 46 Ìíîæåñòâîì A ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C ∈ R, ÷òî äëÿ âñÿêîãî a ∈ A
âåðíî, ÷òî a ≤ C.
×èñëî C ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé èëè ãðà-
íüþ.
A ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó ⇔ ∃C ∈ R∀a ∈
A : a ≤ C.

Îïð. 47 Ìíîæåñòâî A ⊂ R íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ñâåðõó
⇔ ∀C ∈ R∃a ∈ A : a > C.

Çàìå÷àíèå Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûå ñíèçó
(ñóùåñòâóåò íèæíÿÿ ãðàíèöà C ∈ R) è íåîãðàíè÷åííûå
ñíèçó ìíîæåñòâà (íèæíåé ãðàíèöû íå ñóùåñòâóåò).

Îïð. 48 Ìíîæåñòâîì A ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî
îãðàíè÷åíî è ñâåðõó, è ñíèçó.
A ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ⇔ ∃C > 0 ∈ R∀a ∈ A :
|a| ≤ C.

Îïð. 49 Ìíîæåñòâî, îãðàíè÷åííîå è ñâåðõó, è ñíèçó, íàçûâàåòñÿ
îãðàíè÷åííûì.
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Îïð. 50 ×èñëî M ∈ A íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì èëè íàèáîëü-
øèì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé
ãðàíèöåé ìíîæåñòâà A, òî åñòü äëÿ ëþáîãî x ∈ A ñïðàâåä-
ëèâî x ≤ M .
×èñëî m ∈ A íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì èëè íàèìåíü-
øèì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ íèæíåé
ãðàíèöåé ìíîæåñòâà A, òî åñòü äëÿ ëþáîãî x ∈ A ñïðàâåä-
ëèâî x ≥ m.
Îáîçíà÷åíèÿ.

M = maxA = max{x|x ∈ A} = max
x∈A

x;

m = minA = min{x|x ∈ A} = min
x∈A

x.

Óïð. 10 Âûâåäèòå åäèíñòâåííîñòü íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî ýëå-
ìåíòîâ îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà (ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè åñòü)
èç àêñèîìû ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 33 Íàèáîëüøèì ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà íåïîëîæèòåëüíûõ âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ 0, íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà íåò
(ìíîæåñòâî íå îãðàíè÷åíî ñíèçó);
ìíîæåñòâî îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë íå èìååò íè íàèáîëüøå-
ãî, íè íàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ (íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì äîë-
æåí áûë áû áûòü 0, íî îí íå ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì ÷èñ-
ëîì), íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà íåò, ò.ê. ìíîæåñòâî íå îãðàíè-
÷åíî ñíèçó.

Èòàê, íå ó êàæäîãî ìíîæåñòâà, äàæå îãðàíè÷åííîãî, åñòü
íàèáîëüøèé è (èëè) íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Îïð. 51 ×èñëî M ∈ R íàçûâàåòñÿ ñóïðåìóìîì èëè òî÷íîé
âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ íàè-
ìåíüøåé âåðõíåé ãðàíèöåé ýòîãî ìíîæåñòâà:

(∀x ∈ A : x ≤ M) ∧ (∀y < M : ∃x ∈ A : x > y).

×èñëî m ∈ R íàçûâàåòñÿ èíôèìóìîì èëè òî÷íîé
íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ íàè-
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áîëüøåé íèæíåé âåðõíåé ãðàíèöåé ýòîãî ìíîæåñòâà:

(∀x ∈ A : x ≥ m) ∧ (∀y > m : ∃x ∈ A : x < y).

Îáîçíà÷åíèÿ:
M = supA;m = inf A.

Íàïðèìåð, åñëè A � ýòî ÷èñëîâîé èíòåðâàë 0 < x < 1 èëè
ëþáîé ïðîìåæóòîê ñ êîíöàìè 0, 1, òî supA = 1, a inf A =
0.

Ëåììà 5 Ïðèíöèï âåðõíåé ãðàíè
Âñÿêîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ïîäìíîæåñòâî ìíî-
æåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èìååò, è ïðèòîì åäèíñòâåííóþ,
âåðõíþþ ãðàíü.

Äîê-âî: Ïóñòü A ⊂ R � äàííîå ïîäìíîæåñòâî, à B ⊂ R � ìíîæåñòâî
âåðõíèõ ãðàíèö A.
Ïî óñëîâèþ îáà ýòè ìíîæåñòâà íåïóñòûå.
Òîãäà â ñèëó àêñèîìû ïîëíîòû ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
÷èñëî c ∈ R, ðàçäåëÿþùåå ýòè ìíîæåñòâà, òî÷íåå, òàêîå,
÷òî

∀x ∈ A ∀y ∈ B (x ≤ c ≤ y).

×èñëî c, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé A è
íèæíåé ãðàíèöåé B.
Êàê âåðõíÿÿ ãðàíèöà A ÷èñëî c ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì B, íî
êàê íèæíÿÿ ãðàíèöà B ÷èñëî c ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ýëå-
ìåíòîì ìíîæåñòâà B.
Èòàê,

c = minB = supA.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
íèæíåé ãðàíè ó îãðàíè÷åííîãî ñíèçó ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà:

Âñÿêîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ïîäìíîæåñòâî ìíîæå-
ñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èìååò, è ïðèòîì åäèíñòâåííóþ,
íèæíþþ ãðàíü.

Óïð. 11 Äîêàæèòå, ÷òî ïðèíöèï ñóùåñòâîâàíèÿ âåðõíåé (íèæ-
íåé) ãðàíè ìîæíî áûëî áû ïðèíÿòü çà àêñèîìó è âûâåñòè
èç íåãî â êà÷åñòâå òåîðåìû àêñèîìó ïîëíîòû (òåîðåìó
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Äåäåêèíäà).

Ïîäðàçäåë 1.9.2

Çàäà÷è

Çàäà÷à 107. Íàéäèòå infX è supX äëÿ ìíîæåñòâà

X =

{
n

n+ 1
| n ∈ N

}
.

Ñóùåñòâóþò ëè ìàêñèìóì è ìèíèìóì?

Çàäà÷à 108. Íàéäèòå ãðàíè ìíîæåñòâà

X =

{
(−1)n +

1

n2
| n ∈ N

}
.

Çàäà÷à 109. Ìíîæåñòâî X çàäàíî óñëîâèåì

X =

{
1

x2 + 1
| x ∈ R

}
.

Íàéäèòå ãðàíè.

Çàäà÷à 110. Íàéäèòå ãðàíè ìíîæåñòâà ñóìì

X =

{
1

n
+

1

m
| n,m ∈ N

}
.

Çàäà÷à 111. Ïóñòü A è B � îãðàíè÷åííûå ñâåðõó ìíî-
æåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî sup(A + B) = supA + supB, ãäå
A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}.

Çàäà÷à 112. Èññëåäóéòå ìíîæåñòâî X = {x ∈ Q | x2 < 2}.
Íàéäèòå ãðàíè â Q è â R.
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Ðàçäåë 1.10

Ìîäåëè ïîëÿ R

Ìîäåëü ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë � ýòî ëþáîé ïðèìåð
óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ, íà êîòîðîì äåéñòâóåò àêñèîìà íåïðå-
ðûâíîñòè. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïðèìåðà íàäî ïðîâåðÿòü âû-
ïîëíåíèå ñåìíàäöàòè àêñèîì R.

1. Ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé24 24
Èäåÿ Âåéåðøòðàññà

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà îïðåäåëÿþòñÿ êàê ôîðìàëüíûå25 25
×òî îçíà÷àåò áåñ-

êîíå÷íàÿ ñóììà? Âåäü
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü
åå ñìûñë, ìû äîëæíû
îïðåäåëèòü âåùåñòâåííûå
÷èñëà! Ïîëó÷èëñÿ çàìêíó-
òûé êðóã... Âîò ïî÷åìó
ñóììà ôîðìàëüíàÿ.

äåñÿòè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

d0, d1d2d3... = d0 +
d1
10

+
d2
100

+
d3

1000
+ ... = d0 +

∞∑

k=1

dk
10k

,

(íå îïðåäåëÿÿ ñìûñë áåñêîíå÷íûõ ñóìì), è âñå èõ ñâîé-
ñòâà âûâîäÿòñÿ èç àëãîðèòìîâ äëÿ ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ ýòèõ ôîðìàëüíûõ ñóìì.

Çäåñü d0 � öåëîå ÷èñëî, è êàæäàÿ öèôðà dk � îäíî èç
÷èñåë 0, ..., 9.

2. ×èñëîâàÿ ïðÿìàÿ.

Èçîáðàæåíèå ÷èñåë â âèäå òî÷åê íà ïðÿìîé íàñòîëü-
êî ïðèâû÷íî, è ýòà êàðòèíêà òàê ãëóáîêî óêîðåíÿåòñÿ
ñî âðåìåí íà÷àëüíîé øêîëû, ÷òî ëåãêî çàáûòü, ÷òî ñî-
îòâåòñòâèå ìåæäó ÷èñëàìè è òî÷êàìè êîãäà-òî áûëî
íîâîé èäååé.

Ìîäåëü ÷èñëîâîé ïðÿìîé ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ áèåêöèè
ìåæäó òî÷êàìè ïðÿìîé L è ìíîæåñòâîì âåùåñòâåííûõ
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÷èñåë R. Ïðè ýòîì íóëþ íà ïðÿìîé ñîïîñòàâëÿåòñÿ òî÷-
êà íà÷àëà îòñ÷åòà, à ñ ïîìîùüþ îáðàçà ÷èñëà 1 çàäàåòñÿ
ìàñøòàá. Îòíîøåíèåì ïîðÿäêà < ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå
¾ëåæàòü ïðàâåå¿, à îïåðàöèè çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé.26 26

Ïîäðîáíîñòè ìîæíî
ïîñìîòðåòü â 1-ì òîìå
ó÷åáíèêà Â.À. Çîðè÷à.3. Äåäåêèíäîâû ñå÷åíèÿ.

Ñå÷åíèåì Äåäåêèíäà íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà Q íà äâà ïîäìíîæåñòâà A è B òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû âñÿêîå ÷èñëî èç A áûëî áû ìåíüøå âñÿêîãî ÷èñëà
èç B.

Íà ìíîæåñòâå òàêèõ ñå÷åíèé ìîæíî ââåñòè ñòðóêòó-
ðó óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ è ïðîâåðèòü àêñèîìó íåïðåðûâíîñòè.

4. Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë.

Çäåñü äâå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçû-
âàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ �îáúåäèíåíèå� � ñíî-
âà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Îá ýòîì ðå÷ü
ïîéä¼ò ïîçæå.

Ðàçäåë 1.11

Ñëåäñòâèÿ èç àêñèîìû ïîëíîòû

Ïîäðàçäåë 1.11.1

Ïðèíöèï Àðõèìåäà

Ñóùåñòâóþò ëè ñðåäè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ¾íåäîñòèæèìûå¿
âåëè÷èíû? Îòâåò äàåò àêñèîìà Àðõèìåäà.
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Èçìåðåíèå äëèí îòðåçêîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéêè ñ äå-
ëåíèÿìè (åäèíèöàìè äëèíû), îñíîâàíî íà ôóíäàìåíòàëüíîì
ñâîéñòâå ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë � ïðèíöèïå Àð-
õèìåäà : çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ôèêñèðîâàííîé äëèíû h >
0 ìîæíî ïðîéòè ïóòü ëþáîé ôèêñèðîâàííîé äëèíû S.

Òåîðåìà 9 Ïðèíöèï Àðõèìåäà
Åñëè h > 0, òî äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x íàéäåòñÿ
åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî

kh ≤ x < (k + 1)h.

Äîê-âî: Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî k, òàêîå
÷òî

k ≤ x

h
< (k + 1).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

E =
{
n|n >

x

h

}
.

Ó íåãî åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò k + 1 ∈ N.
Ïîêàæåì, ÷òî

k ≤ x

h
.

Íî åñëè ýòî íå òàê, òî íå íàèìåíüøèé ýëåìåíò E!

Ïðèíöèï Àðõèìåäà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â òàêîé èíòåðïðåòà-
öèè:

Ñëåäñòâèå 1 Àêñèîìà Àðõèìåäà
Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà a > 0 è ëþáîãî ÷èñëà b
íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî

na > b

Íà ïåðâûé âçãëÿä àêñèîìà êàæåòñÿ î÷åâèäíîé, íî îíà íåñåò
â ñåáå ãëóáîêèé ñìûñë:

� Îòñóòñòâèå àêòóàëüíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ

Èç àêñèîìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
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òàêîå n ∈ N, ÷òî 1/n < ε. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùå-
ñòâóåò ÷èñåë, êîòîðûå ¾áîëüøå íóëÿ, íî ìåíüøå ëþáî-
ãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà¿. Ëþáóþ ñêîëü óãîäíî ìàëóþ
ïîãðåøíîñòü ìîæíî ïðåâçîéòè, äðîáÿ åäèíèöó íà äî-
ñòàòî÷íî ìíîãî ÷àñòåé.

� Ïðèíöèï èçìåðåíèÿ

Èìåííî ýòà àêñèîìà ïîçâîëÿåò íàì èçìåðÿòü îòðåçêè.
Åñëè a � ýòî ýòàëîí (ëèíåéêà), à b � ðàññòîÿíèå äî
çâåçäû, àêñèîìà ãàðàíòèðóåò, ÷òî, ïðèëîæèâ ëèíåéêó
êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ìû ïîêðîåì ýòî ðàññòîÿíèå.

� Â ïðîãðàììèðîâàíèè (Floating Point)

Â êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ (ñòàíäàðò IEEE 754) àê-
ñèîìà Àðõèìåäà ¾íàðóøàåòñÿ¿ íà ïðàêòèêå èç-çà îãðà-
íè÷åííîé òî÷íîñòè. Ñóùåñòâóåò òàê íàçûâàåìîåìàøèí-
íîå ýïñèëîí (εm). Åñëè âû ïðèáàâëÿåòå î÷åíü ìàëåíü-
êîå ÷èñëî ê î÷åíü áîëüøîìó, çíà÷åíèå íå ìåíÿåòñÿ (b+
a = b), òàê êàê ðàçíèöà â ïîðÿäêàõ ïðåâûøàåò ðàçìåð
ìàíòèññû.

Ïðèìåð 34 (Ïàðàäîêñ áåñêîíå÷íîãî öèêëà) Ïðåäñòàâüòå àëãî-
ðèòì:
x = 0;

while (x < 1,000,000) { x = x + 0.000001; }

Àêñèîìà Àðõèìåäà ãàðàíòèðóåò, ÷òî â ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëè ýòîò öèêë âñåãäà çàâåðøèòñÿ. Îäíàêî â ðåàëüíî-
ñòè, åñëè øàã ñòàíåò ìåíüøå òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñ-
ëà, ïðîãðàììà óéäåò â áåñêîíå÷íûé öèêë.

Ïðèìåð 35 Èñïîëüçóÿ àêñèîìó Àðõèìåäà, äîêàçàòü, ÷òî

inf

{
1

n
| n ∈ N

}
= 0.

Ðåøåíèå:
1) Î÷åâèäíî, ÷òî 0 � íèæíÿÿ ãðàíü, òàê êàê 1/n > 0 äëÿ
âñåõ n.
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2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò áîëüøàÿ íèæíÿÿ ãðàíü
ε > 0.
3) Ïî àêñèîìå Àðõèìåäà äëÿ a = ε è b = 1 íàéäåòñÿ òàêîå
n ∈ N, ÷òî n · ε > 1.
4) Ðàçäåëèâ íà n, ïîëó÷àåì ε > 1/n.
5) Ìû íàøëè ýëåìåíò ìíîæåñòâà (1/n), êîòîðûé ìåíü-
øå íàøåé ïðåäïîëàãàåìîé ãðàíè ε. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò,
inf = 0.

Çàìå÷àíèå Àêñèîìà Àðõèìåäà ëåæèò â îñíîâå íå òîëüêî èçìåðåíèÿ îò-
ðåçêîâ, íî è ïîñòðîåíèÿ ëþáîé ïîçèöèîííîé ñèñòåìû ñ÷èñ-
ëåíèÿ, ò.å. çàïèñè ÷èñåë â âèäå êîíå÷íûõ èëè áåñêîíå÷íûõ
äðîáåé.

Ñëåäñòâèå 2 Ìíîæåñòâî N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íåîãðàíè÷åíî ñâåðõó.

Äîê-âî: Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ó íåãî áûëà áû âåðõíÿÿ ãðàíü c ∈ R.
Ïîñêîëüêó c � íàèìåíüøåå èç ÷èñåë, îãðàíè÷èâàþùèõ ìíî-
æåñòâî N ñâåðõó, òî íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, òàêîå
÷òî c− 1 < n.
Íî òîãäà c < n+ 1, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó n+ 1 ∈ N .

Ñëåäñòâèå 3 Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå
÷èñëî n, òàêîå ÷òî

0 < 1/n < ε

Ñëåäñòâèå 4 Â ëþáîì, îòëè÷íîì îò òî÷êè, ïðîìåæóòêå âåùåñòâåííûõ
÷èñåë èìåþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Ïîäðàçäåë 1.11.2

Ëåììà î âëîæåííûõ

è ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêàõ

Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ ïîñòóëèðóåò íåïðåðûâíîñòü
÷èñëîâîé ïðÿìîé: åñëè ìû áåñêîíå÷íî ñóæàåì îáëàñòü ïî-
èñêà, ¾ñæèìàÿ¿ å¼ ê îäíîé òî÷êå, òî ýòà òî÷êà îáÿçàòåëüíî
ñóùåñòâóåò.
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Îïð. 52 Ïóñòü
X1, X2, ..., Xn, ...

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàêèõ-òî ìíîæåñòâ.
Åñëè

X1 ⊃ X2 ⊃ ... ⊃ Xn ⊃ ...,

ò.å. êàæäîå ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â ïðåäûäó-
ùåì, òî ãîâîðÿò, ÷òî èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëî-
æåííûõ ìíîæåñòâ.

Ëåììà 6 Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ
Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

I1 ⊇ I2 ⊇ ... ⊇ In ⊇ ...

âëîæåííûõ îòðåçêîâ íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ R, ïðèíàäëåæà-
ùàÿ âñåì ýòèì îòðåçêàì.
Åñëè, êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî íàéòè îòðåçîê Ik, äëèíà êîòîðîãî
|Ik| < ε, òî c � åäèíñòâåííàÿ îáùàÿ òî÷êà âñåõ îòðåçêîâ.

Äîê-âî: Óñëîâèå âëîæåííîñòè îòðåçêîâ

Ik = [ak, bk]

îçíà÷àåò, ÷òî

a1 ≤ ... ≤ an ≤ ... ≤ bn ≤ ... ≤ b1

ò.å. am ≤ bn ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ m è n.
Òîãäà ïî àêñèîìå ïîëíîòû ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ R, ðàç-
äåëÿþùàÿ ìíîæåñòâà A è B ëåâûõ è ïðàâûõ êîíöîâ ýòèõ
îòðåçêîâ, ò.å.

am ≤ c ≤ bn.

Â ÷àñòíîñòè,
an ≤ c ≤ bn

ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ n ∈ N.
Íî ýòî è çíà÷èò, ÷òî òî÷êà c ïðèíàäëåæèò âñåì îòðåçêàì In.
Ïóñòü òåïåðü c1 è c2 � äâå òî÷êè, îáëàäàþùèå ýòèì ñâîé-

� 72 �



ñòâîì. Åñëè îíè ðàçëè÷íû è, íàïðèìåð, c1 < c2, òî ïðè
ëþáîì n ∈ N èìååì

an ≤ c1 < c2 ≤ bn

ïîýòîìó
0 < c2 − c1 < bn − an

è äëèíà êàæäîãî îòðåçêà íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ìî-
æåò áûòü ìåíüøå ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíû c2−c1. Çíà÷èò,
åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü îòðåçêè ñêîëü óãîäíî ìàëîé
äëèíû, òî îáùàÿ òî÷êà ó íèõ åäèíñòâåííàÿ.

Çàìå÷àíèå � Ïî÷åìó âàæíà çàìêíóòîñòü?

Åñëè çàìåíèòü îòðåçêè íà îòêðûòûå èíòåðâàëû, ëåììà
ïåðåñòàíåò ðàáîòàòü. Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû (0, 1/n)
ïåðåñå÷åíèå áóäåò ïóñòûì, òàê êàê 0 íå âõîäèò â èíòåð-
âàëû. Â ïðîãðàììèðîâàíèè ýòî ñîîòâåòñòâóåò îøèáêå
¾âûõîäà çà ãðàíèöû¿ (o�-by-one error), êîãäà íå ó÷è-
òûâàåòñÿ ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå.

� Áèíàðíûé ïîèñê

Ðàáîòà ýòîãî àëãîðèòìà � ïðÿìàÿ èëëþñòðàöèÿ ëåììû.
Ìû èìååì ìàññèâ (îòðåçîê), íà êàæäîì øàãå âûáèðà-
åì ïîëîâèíó, â êîòîðîé ãàðàíòèðîâàííî ëåæèò èñêîìûé
ýëåìåíò. Ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ.
Ëåììà ãàðàíòèðóåò, ÷òî åñëè ïðîöåññ áåñêîíå÷åí (â âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñëàõ), ìû ñîéäåìñÿ ê èñêîìîìó ÷èñëó.

� Ñâÿçü ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ

Ñòÿãèâàþùèåñÿ îòðåçêè ïîçâîëÿþò îöåíèòü òî÷íîñòü
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Åñëè íà øàãå n äëèíà îòðåçêà Ln,
òî ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà íàõîæäåíèÿ êîðíÿ íå ïðåâû-
øàåò Ln. Â àëãîðèòìå äèõîòîìèè Ln = L0/2

n, ÷òî äàåò
ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü O(logN).
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Ñëåäñòâèå 5 Òåîðåìà Êàíòîðà î íåñ÷åòíîñòè îòðåçêà
Òî÷êè îòðåçêà íåëüçÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íî çàíóìåðîâàòü
íàòóðàëüíûì ðÿäîì ÷èñåë.

Äîê-âî: Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê îòðåçêà [0, 1] íåñ÷åòíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî ñ÷åòíî, ò. å. ìîæåò áûòü çàïèñàíî â
âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x1, x2, ..., xn, ...

Âîçüìåì òî÷êó x1 è íà îòðåçêå

[0, 1] = I1

è âûáåðåì îòðåçîê íåíóëåâîé äëèíû, íå ñîäåðæàùèé òî÷êó
x1.
Â îòðåçêå I1 ñòðîèì îòðåçîê I2, íå ñîäåðæàùèé x2, è òàê
äàëåå.
Åñëè óæå ïîñòðîåí îòðåçîê In, òî, ïîñêîëüêó |In| > 0, â íåì
ñòðîèì îòðåçîê In+1 òàê, ÷òî

xn+1 /∈ In+1 è |In+1| > 0.

Ïî ëåììå î âëîæåííûõ îòðåçêàõ íàéäåòñÿ òî÷êà c, ïðèíàä-
ëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì I1, I2, .., In, ...
Íî ýòà òî÷êà îòðåçêà I1 = [0, 1] ïî ïîñòðîåíèþ íå ìî-
æåò ñîâïàäàòü íè ñ îäíîé èç òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
x1, x2, ..., xn, ....

Ñëåäñòâèå 6

card N < card R.
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Ïîäðàçäåë 1.11.3

Êîíå÷íîå ïîêðûòèå

(Ïðèíöèï Áîðåëÿ - Ëåáåãà)

Îïð. 53 Ñèñòåìà S = {X} ìíîæåñòâ ïîêðûâàåò ìíîæåñòâî Y ,
åñëè

Y ⊂
⋃

x∈S

X,

ò.å. åñëè ëþáîé ýëåìåíò ó ìíîæåñòâà Y ñîäåðæèòñÿ ïî êðàé-
íåé ìåðå â îäíîì èç ìíîæåñòâ X ñèñòåìû S.

Îïð. 54 Ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà

S = {X}

(ÿâëÿþùåãîñÿ ñèñòåìîé ìíîæåñòâ) íàçûâàåòñÿ ïîäñèñòå-
ìîé ñèñòåìû S.

Çàìå÷àíèå Ïîäñèñòåìà ñèñòåìû ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ìíîæåñòâ
òîãî æå òèïà.

Ëåììà 7 Ïðèíöèï âûäåëåíèÿ êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ
Â ëþáîé ñèñòåìå èíòåðâàëîâ, ïîêðûâàþùåé îòðåçîê, èìå-
åòñÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà, ïîêðûâàþùàÿ ýòîò îòðåçîê.

Äîê-âî: Ïóñòü S = {U} - ñèñòåìà èíòåðâàëîâ U , ïîêðûâàþùàÿ îò-
ðåçîê

[a, b] = I1.

Åñëè áû îòðåçîê I1 íå äîïóñêàë ïîêðûòèÿ êîíå÷íûì íà-
áîðîì èíòåðâàëîâ ñèñòåìû S, òî, ïîäåëèâ I1 ïîïîëàì, ìû
ïîëó÷èëè áû, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç åãî ïîëîâèíîê,
êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç I2, òîæå íå äîïóñêàåò êîíå÷-
íîãî ïîêðûòèÿ.
Ñ îòðåçêîì I2 ïðîäåëàåì òó æå ïðîöåäóðó äåëåíèÿ ïîïî-
ëàì, ïîëó÷èì îòðåçîê I3 è ò.ä.
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Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

I1 ⊃ I2 ⊃ ... ⊃ In ⊃ ...

âëîæåííûõ îòðåçêîâ, íå äîïóñêàþùèõ êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ
èíòåðâàëàìè ñèñòåìû S.
Ïîñêîëüêó äëèíà îòðåçêà, ïîëó÷åííîãî íà n-ì øàãå, ïî ïî-
ñòðîåíèþ ðàâíà

|In| = |I1| · 2−n,

òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {In} åñòü îòðåçêè ñêîëü óãîäíî
ìàëîé äëèíû (ñì. ñëåäñòâèÿ ëåììû î âåðõíåé ãðàíè).
Ïî ëåììå î âëîæåííûõ îòðåçêàõ ñóùåñòâóåò òî÷êà c, ïðè-
íàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì In, n ∈ N. Ïîñêîëüêó

c ∈ I1 = [a, b],

òî íàéäåòñÿ èíòåðâàë

(α, β) = U ∈ S

ñèñòåìû S, ñîäåðæàùèé òî÷êó ñ, ò.å.

α < c < β.

Ïóñòü
ε = min{c− α, β − c}.

Íàéäåì â ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêîé îòðåçîê
In, ÷òî |In| < ε.
Ïîñêîëüêó c ∈ In è |In| < ε, çàêëþ÷àåì, ÷òî

In ⊂ U = (α, β).

Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî îòðåçîê In íåëüçÿ ïîêðûòü
êîíå÷íûì íàáîðîì èíòåðâàëîâ ñèñòåìû.
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Ïîäðàçäåë 1.11.4

Ïðåäåëüíàÿ òî÷êà

Ïðèíöèï Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà

Îïð. 55 Òî÷êà p ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà
X ⊂ R, åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè ñîäåðæèò áåñ-
êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X.

Óïð. 12 Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî â ëþáîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè c åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíà íå ñîâïà-
äàþùàÿ ñ c òî÷êà ìíîæåñòâà X.

Ïðèìåð 36 Åñëè

X =

{
1

n
∈ R|n ∈ N

}
,

òî ïðåäåëüíîé äëÿ X ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òî÷êà 0 ∈ R.
Ïðèìåð 37 Äëÿ èíòåðâàëà (a, b) ïðåäåëüíîé ÿâëÿåòñÿ êàæäàÿ òî÷êà

îòðåçêà [a, b], è äðóãèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê â ýòîì ñëó÷àå
íåò.

Ïðèìåð 38 Äëÿ ìíîæåñòâà Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïðåäåëüíîé ÿâëÿåò-
ñÿ êàæäàÿ òî÷êà R, èáî, êàê ìû çíàåì, â ëþáîì èíòåðâàëå
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èìåþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Ëåììà 8 Ïðèíöèï ïðåäåëüíîé òî÷êè
Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå îãðàíè÷åííîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî èìå-
åò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

Äîê-âî: Ïóñòü X � äàííîå ïîäìíîæåñòâî R.
Èç îïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà X ñëåäóåò, ÷òî
X ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì îòðåçêå

[a, b] = I ⊂ R.

Ïîêàæåì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç òî÷åê îòðåçêà I
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ X.
Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, òî êàæäàÿ òî÷êà x ∈ I èìåëà áû
îêðåñòíîñòü U(x), â êîòîðîé ëèáî âîîáùå íåò òî÷åê ìíîæå-
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ñòâà X, ëèáî èõ òàì êîíå÷íîå ÷èñëî.
Ñîâîêóïíîñòü {U(x)} òàêèõ îêðåñòíîñòåé, ïîñòðîåííûõ
äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ I, îáðàçóåò ïîêðûòèå îòðåçêà I
èíòåðâàëàìè U(x), èç êîòîðîãî ïî ëåììå î êîíå÷íîì ïî-
êðûòèè ìîæíî èçâëå÷ü êîíå÷íóþ ñèñòåìó

U(x1), ..., U(xn)

èíòåðâàëîâ, ïîêðûâàþùóþ îòðåçîê I.
Íî, ïîñêîëüêó X ⊂ I, ýòà æå ñèñòåìà ïîêðûâàåò âñå ìíî-
æåñòâî X.
Îäíàêî â êàæäîì èíòåðâàëå U(x) òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî
òî÷åê ìíîæåñòâà X, çíà÷èò, è â èõ îáúåäèíåíèè òîæå êî-
íå÷íîå ÷èñëî òî÷åê X, ò.å. X - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîäðàçäåë 1.11.5

Çàäà÷è

Çàäà÷à 113.Íàéòè infX è supX äëÿ ìíîæåñòâàX =

{
n

n+ 1
| n ∈ N

}
.

Ñóùåñòâóþò ëè ìàêñèìóì è ìèíèìóì?

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî xn =
n

n+ 1
= 1− 1

n+ 1
.

1) Òàê êàê n ≥ 1, òî xn ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1/2, 2/3, 3/4 . . . .
Î÷åâèäíî, xn âîçðàñòàåò.

2) Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè n = 1: x1 = 1/2.
Ñëåäîâàòåëüíî, infX = minX = 1/2.

3) Ïîñêîëüêó 1
n+1 > 0, òî xn < 1 äëÿ âñåõ n. Ïðè óâåëè÷åíèè

n äðîáü 1
n+1 ñòàíîâèòñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîé, çíà÷èò, çíà÷åíèÿ

ïðèáëèæàþòñÿ ê 1.
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supX = 1. Îäíàêî çíà÷åíèÿ 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íèêîãäà
íå äîñòèãàåò, ïîýòîìó maxX íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 114.Íàéòè ãðàíè ìíîæåñòâàX =

{
(−1)n +

1

n2
| n ∈ N

}
.

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

n = 1 : −1 + 1 = 0;

n = 2 : 1 + 1/4 = 1.25;

n = 3 : −1 + 1/9 ≈ −0.88;

n = 4 : 1 + 1/16 = 1.0625.

Äëÿ ÷åòíûõ n: 1 + 1/n2 óáûâàåò ê 1 (íàèáîëüøåå ïðè n = 2
ðàâíî 1.25).

Äëÿ íå÷åòíûõ n: −1 + 1/n2 óáûâàåò ê −1 (íàèáîëüøåå ïðè
n = 1 ðàâíî 0).

Èòîãî: supX = maxX = 1.25. Íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ ¾â
ïðåäåëå¿ ïðè íå÷åòíûõ n → ∞: infX = −1 (min íå ñóùå-
ñòâóåò).

Çàäà÷à 115.ÌíîæåñòâîX çàäàíî óñëîâèåìX =

{
1

x2 + 1
| x ∈ R

}
.

Íàéòè ãðàíè.

Ðåøåíèå: Çíàìåíàòåëü x2 + 1 ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà-
÷åíèÿ â ïîëóèíòåðâàëå [1,+∞).

1) Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äðîáè äîñòèãàåòñÿ ïðè ìèíèìàëü-
íîì çíàìåíàòåëå (x = 0): 1/(0 + 1) = 1. Çíà÷èò, supX =
maxX = 1.

2) Ïðè x → ∞ çíàìåíàòåëü íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò, à äðîáü
ñòðåìèòñÿ ê 0, îñòàâàÿñü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé. Çíà÷èò, infX =
0, min íå ñóùåñòâóåò.
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Çàäà÷à 116.Íàéòè ãðàíè ìíîæåñòâà ñóììX =

{
1

n
+

1

m
| n,m ∈ N

}
.

Ðåøåíèå:

1) Êàæäîå ñëàãàåìîå ìàêñèìàëüíî ïðè n = 1,m = 1.

supX = 1/1 + 1/1 = 2. Ýòî maxX.

2) Ñëàãàåìûå ïîëîæèòåëüíû, çíà÷èò,
1

n
+

1

m
> 0.

Ïðè n,m → ∞ ñóììà ìîæåò ñòàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé (íà-
ïðèìåð, äëÿ ëþáîãî ε ìîæíî âçÿòü n,m > 2/ε). infX = 0.
min íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 117. Ïóñòü A è B � îãðàíè÷åííûå ñâåðõó ìíîæå-
ñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî sup(A+B) = supA+ supB, ãäå

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}.

Ðåøåíèå:

1) ∀a, b : a ≤ supA, b ≤ supB ⇒ a + b ≤ supA + supB.
Çíà÷èò, supA+ supB � âåðõíÿÿ ãðàíü.

2) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò a ∈ A è b ∈ B òàêèå, ÷òî
a > supA− ε/2 è b > supB − ε/2.

Òîãäà a+b > supA+supB−ε. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò,
÷òî supA+ supB � òî÷íàÿ ãðàíü.

Çàäà÷à 118. Èññëåäîâàòü ìíîæåñòâî X = {x ∈ Q | x2 < 2}.
Íàéòè ãðàíè â Q è â R.

Ðåøåíèå:

1) Â ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q òî÷íûõ ãðàíåé íå ñó-
ùåñòâóåò, òàê êàê ÷èñëî

√
2 è −

√
2 èððàöèîíàëüíû (ïðèíöèï

ïîëíîòû â Q íå âûïîëíÿåòñÿ).
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2) Â ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R: supX =
√
2, infX =

−
√
2. Ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà íåò, òàê êàê íåðàâåíñòâî ñòðî-

ãîå è ãðàíèöû èððàöèîíàëüíû.

Ïîäðàçäåë 1.11.6

Çàäà÷è

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé (òî÷-
êîé íàêîïëåíèÿ) ìíîæåñòâà X, åñëè â ëþáîé å¼ ïðîêîëî-
òîé îêðåñòíîñòè U̇ε(x0) ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà èç
X.

Ýêâèâàëåíòíî: x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, åñëè ñóùåñòâóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê {xn} ⊂ X, òàêàÿ ÷òî
lim
n→∞

xn = x0.

Çàäà÷à 119. Íàéòè âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâà

X =

{
1

n
| n ∈ N

}
.

Ðåøåíèå:

1) Ðàññìîòðèì òî÷êó 0. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïî ñâîéñòâó Àðõè-
ìåäà íàéäåòñÿ n > 1/ε, òîãäà 1/n ∈ (0, ε). Çíà÷èò, â ëþáîé
îêðåñòíîñòè íóëÿ åñòü òî÷êè ìíîæåñòâà. 0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷-
êà.

2) Ëþáàÿ äðóãàÿ òî÷êà a > 0 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé. Åñëè
a /∈ X, ìîæíî âûáðàòü îêðåñòíîñòü, íå ïåðåñåêàþùóþñÿ ñ
ýëåìåíòàìè 1/n.

Åñëè a = 1/k ∈ X, òî â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè (ìåíü-
øå ðàññòîÿíèÿ äî 1/(k− 1) è 1/(k+1)) äðóãèõ òî÷åê ìíîæå-
ñòâà íåò.

Îòâåò: {0}.
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Çàäà÷à 120. Îïðåäåëèòü ïðåäåëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâà ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë Q íà îòðåçêå [0, 1].

Ðåøåíèå:

Ñîãëàñíî ñâîéñòâó ïëîòíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, â ëþáîé
îêðåñòíîñòè ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà r ∈ [0, 1] íàéäåòñÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþ-
áàÿ òî÷êà x ∈ [0, 1] ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ Q ∩ [0, 1].

Îòâåò: Îòðåçîê [0, 1].

Çàäà÷à 121. Íàéòè ïðåäåëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâà

X =

{
(−1)n

n− 1

n
| n ∈ N

}
.

Ðåøåíèå:

Ðàçäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà äâå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

1) Äëÿ ÷åòíûõ n = 2k: x2k =
2k − 1

2k
= 1 − 1

2k
→ 1 ïðè

k → ∞.

2) Äëÿ íå÷åòíûõ n = 2k − 1: x2k−1 = −2k − 2

2k − 1
→ −1 ïðè

k → ∞. Â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 1 ëåæèò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ¾÷åòíûõ¿ ýëåìåíòîâ, â îêðåñòíîñòè −1 � ¾íå÷åòíûõ¿.
Äðóãèõ òî÷åê ñãóùåíèÿ íåò.

Îòâåò: {−1, 1}.

Çàäà÷à 122. Óêàçàòü ïðåäåëüíûå òî÷êè äëÿ ìíîæåñòâà öå-
ëûõ ÷èñåë Z.

Ðåøåíèå:

Âîçüìåì ëþáîå ÷èñëî a ∈ R. Åñëè ìû âûáåðåì ðàäèóñ îêðåñò-
íîñòè ε < 0.5, òî â èíòåðâàëå (a− ε, a + ε) ìîæåò îêàçàòüñÿ
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ìàêñèìóì îäíî öåëîå ÷èñëî. Ïî îïðåäåëåíèþ, â ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîé òî÷êè äîëæíî áûòü õîòÿ áû îäíî
çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà. Çäåñü ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ
íè äëÿ êàêîé òî÷êè.

Îòâåò: ∅ (ïðåäåëüíûõ òî÷åê íåò).

Çàäà÷à 123. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî X êîíå÷íî, òî
îíî íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê.

Ðåøåíèå: ÏóñòüX = {x1, x2, . . . , xk}. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó a. Ïóñòü d = min |a−xi| äëÿ âñåõ xi ̸= a. Åñëè âûáðàòü
ε < d, òî ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü U̇ε(a) áóäåò ïóñòîé. Ñëåäî-
âàòåëüíî, íè îäíà òî÷êà íå ìîæåò áûòü ïðåäåëüíîé.

Ïîäðàçäåë 1.11.7

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

Çàäà÷à 124. Ðàçäåëÿþùåå ÷èñëî äëÿ êîíêðåòíûõ ìíî-
æåñòâ

Äàíû äâà ìíîæåñòâà:A =

{
2n− 1

2n
: n ∈ N

}
èB =

{
3n+ 1

3n
: n ∈ N

}
.

Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå a ∈ A ìåíüøå ëþáîãî b ∈ B, è íàéäèòå
ðàçäåëÿþùåå èõ ÷èñëî ξ.

Çàäà÷à 125. Ïðèíöèï Àðõèìåäà â ìàëûõ âåëè÷èíàõ

Äàíî ÷èñëî ε = 0,0001. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå

÷èñëî n, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
1

2n
< ε. (Äî-

êàæèòå ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî n ÷åðåç ïðèíöèï Àðõèìåäà, íå
èñïîëüçóÿ ëîãàðèôìû).

Çàäà÷à 126. Òî÷íûå ãðàíè ÷èñëîâîãî íàáîðà

Íàéäèòå supX è infX äëÿ ìíîæåñòâàX =

{
n2

n2 + 1
: n ∈ N

}
.
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Îáîñíóéòå ðåçóëüòàò, îïèðàÿñü íà àêñèîìó ïîëíîòû.

Çàäà÷à 127. Äåñÿòè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ

Ïóñòü x =
√
2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâîA = {1, 1.4, 1.41, 1.414, . . . }

(âñå êîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ
√
2 ¾ñ íåäîñòàòêîì¿)

è ìíîæåñòâî B = {2, 1.5, 1.42, 1.415, . . . } (ïðèáëèæåíèÿ ¾ñ
èçáûòêîì¿). Äîêàæèòå, ÷òî supA = inf B.

Çàäà÷à 128. Èððàöèîíàëüíîñòü â èíòåðâàëå

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî
√
2 ñóùåñòâóåò è èððàöèîíàëüíî, äîêà-

æèòå, ÷òî â ëþáîì èíòåðâàëå (x, y), ãäå x < y, íàéäåòñÿ õîòÿ

áû îäíî èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî âèäà r +

√
2

n
, ãäå r � ðàöèî-

íàëüíîå.

Çàäà÷à 129. Îöåíêà ñòåïåíè

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî M > 0 íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëü-
íîå n, ÷òî 1.01n > M .

Çàäà÷à 130. Íèæíÿÿ ãðàíü ïîëîæèòåëüíûõ äðîáåé

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

A = {m+ n

mn
: m,n ∈ N}.

Íàéäèòå inf A.

Çàäà÷à 131. Ìíîæåñòâî ñóìì

Ïóñòü A =

{
1

2n
: n ∈ N

}
è B =

{
1

3k
: k ∈ N

}
. Íàéäèòå

sup{a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.

Çàäà÷à 132. Êâàäðàòíûé êîðåíü èç 3

Ïîñòðîéòå äâà ìíîæåñòâà A è B, ðàçäåëÿþùèì ýëåìåíòîì
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ

√
3, è äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó íèìè íå ìîæåò
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áûòü ðàöèîíàëüíîãî ðàçäåëÿþùåãî ÷èñëà.

Çàäà÷à 133. Âëîæåííûå îòðåçêè ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîíöàìè

Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ îòðåçêîâ
[an, bn], ãäå âñå an, bn ∈ Q, òàêèõ, ÷òî èõ îáùàÿ òî÷êà ξ ÿâëÿ-
åòñÿ èððàöèîíàëüíîé.

Ðàçäåë 1.12

Òîïîëîãèÿ ÷èñëîâîé ïðÿìîé

Äëÿ èçó÷åíèÿ ïðåäåëîâ è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé íåîáõî-
äèìî ôîðìàëèçîâàòü ñòðóêòóðó ìíîæåñòâ íà âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé R. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì çäåñü âûñòóïàåò ïîíÿòèå
áëèçîñòè, ðåàëèçóåìîå ÷åðåç îêðåñòíîñòè.

Îïð. 56 ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 íàçûâàåòñÿ èíòåðâàë

Uε(x0) = (x0 − ε, x0 + ε).

Ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

U̇ε(x0) = Uε(x0) \ {x0}.

Ðàññìîòðèì êëàññèôèêàöèþ òî÷åê ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèç-
âîëüíîìó ìíîæåñòâó X ⊂ R:

Îïð. 57 Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà
X, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Uε(x), öåëèêîì ñîäåðæà-
ùàÿñÿ âX. Ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê îáîçíà÷àåòñÿ
intX.

Îïð. 58 Òî÷êà x ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé (òî÷êîé
íàêîïëåíèÿ) ìíîæåñòâà X, åñëè â ëþáîé å¼ ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà èç X. Ïðå-
äåëüíàÿ òî÷êà íå îáÿçàòåëüíî äîëæíà ïðèíàäëåæàòü ñàìî-
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ìó ìíîæåñòâó X.

Îïð. 59 Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé, åñëè
îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó òî÷êè x
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé íåò äðóãèõ òî÷åê ìíî-
æåñòâà X, êðîìå ñàìîé x.

Îïð. 60 Òî÷êà x ∈ R íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâàX,
åñëè â ëþáîé å¼ îêðåñòíîñòè ñîäåðæàòñÿ êàê òî÷êè, ïðèíàä-
ëåæàùèå X, òàê è òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå X (ëåæàùèå
â äîïîëíåíèè R \ X). Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ òî÷åê îáðàçóåò
ãðàíèöó ∂X.

Íà îñíîâå ýòèõ îïðåäåëåíèé ââîäÿòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ïî-
íÿòèÿ îòêðûòîñòè è çàìêíóòîñòè:

Îïð. 61 Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè êàæäàÿ åãî
òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé (ò.å. X = intX).

Îïð. 62 Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò
âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Âàæíûå çàìå÷àíèÿ:

� Ìíîæåñòâà ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî îòêðûòûìè è çà-
ìêíóòûìè (íàïðèìåð, ∅ è R) èëè íè òåì, íè äðóãèì
(íàïðèìåð, ïîëóèíòåðâàë [a, b)).

� Ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðå-
îáðàçóåòñÿ â îòêðûòûå øàðû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ
ìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ìàøèííîì îáó÷åíèè (k-NN, êëà-
ñòåðèçàöèÿ).

� Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ÷àñòî ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðå-
ìóìà (îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ) àëãîðèòìà.
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Èíòåðåñíûå ïðèìåðû è êîíòðïðèìåðû

Èíòóèöèÿ ÷àñòî ìîæåò ïîäâîäèòü. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êëàñ-
ñè÷åñêèõ îáúåêòîâ:

Ïðèìåð 39 Ìíîæåñòâî Êàíòîðà
Ìíîæåñòâî, ïîëó÷àåìîå ïóòåì áåñêîíå÷íîãî óäàëåíèÿ ñðåä-
íèõ òðåòåé èç îòðåçêà [0, 1]. Ñíà÷àëà óäàëÿåì (1/3, 2/3),
çàòåì èç îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ óäàëÿåì èõ ñðåäíèå òðåòè è
ò.ä.
� Ýòî ìíîæåñòâî çàìêíóòî (êàê ïåðåñå÷åíèå çàìêíó-
òûõ ìíîæåñòâ), íå ñîäåðæèò íè îäíîãî èíòåðâàëà (åãî
âíóòðåííîñòü ïóñòà), íî ïðè ýòîì íå èìååò èçîëèðî-
âàííûõ òî÷åê.

� Ýòî êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû ñ
íóëåâîé ìåðîé, èñïîëüçóåìîé â òåîðèè ñæàòèÿ äàí-
íûõ.

Ïðèìåð 40 Ïóíêòèðîâàííàÿ ïðÿìàÿ
Ìíîæåñòâî X = R \ Z (ïðÿìàÿ áåç öåëûõ ÷èñåë).
� Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, òàê êàê ëþáàÿ
òî÷êà (íå öåëàÿ) âõîäèò â íåãî ñ íåêîòîðîé ìàëîé
îêðåñòíîñòüþ. Åãî ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ ñàìî ìíîæåñòâî
öåëûõ ÷èñåë Z.

Ïðèìåð 41 Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q
Ìíîæåñòâî, êîòîðîå ¾äûðÿâî¿ â êàæäîé ñâîåé òî÷êå.
� Îíî íå ÿâëÿåòñÿ íè îòêðûòûì (íè îäíà òî÷êà íå ÿâ-
ëÿåòñÿ âíóòðåííåé), íè çàìêíóòûì (âñå èððàöèîíàëü-
íûå ÷èñëà � åãî ïðåäåëüíûå òî÷êè, íî îíè â íåãî íå
âõîäÿò).

� Ðàáîòà ñ òèïîì äàííûõ float èëè double � ýòî âñå-
ãäà ðàáîòà ñ äèñêðåòíûì ïîäìíîæåñòâîì ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë, ÷òî ïîðîæäàåò îøèáêè îêðóãëåíèÿ èç-çà
îòñóòñòâèÿ ¾ïîëíîòû¿ (íàëè÷èÿ ïóñòîò ìåæäó ÷èñëà-
ìè).

Çàäà÷à 134. Ïóñòü X = {1, 1/2, 1/4, . . . , 1/2n, . . . } ∪ {0}.
Îïðåäåëèòü òèï ìíîæåñòâà.
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Ðåøåíèå:

1) Ïðåäåëüíûå òî÷êè: Åäèíñòâåííàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà � 0.
Îíà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî çàìêíó-
òî.

2) Âíóòðåííèå òî÷êè: Ëþáàÿ îêðåñòíîñòü ëþáîé òî÷êè 1/2n

ñîäåðæèò òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå X. Âíóòðåííîñòü ïóñòà.
Ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

3) Âñå òî÷êè âèäà 1/2n ÿâëÿþòñÿ èçîëèðîâàííûìè.

Çàäà÷à 135. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîæåñòâà, ó êîòîðîãî ãðà-
íèöà ñîâïàäàåò ñ ñàìèì ìíîæåñòâîì.

Ðåøåíèå:

Ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê èëè, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî

X = {1/n | n ∈ N} ∪ {0}.

Òàê êàê ó íåãî íåò âíóòðåííèõ òî÷åê, êàæäàÿ åãî òî÷êà ÿâ-
ëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé. Òàêæå ãðàíè÷íîé ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ òî÷êà,
ê êîòîðîé ìîæíî ïîäîéòè ñêîëü óãîäíî áëèçêî èçâíå.
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Ãëàâà 2

Ïðåäåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ðàçäåë 2.1

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: îò èíòó-
èöèè ê ñòðîãîñòè

Ïîíÿòèå ïðåäåëà � ýòî ôóíäàìåíò âñåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà. Îäíàêî ïóòü ê åãî ñîâðåìåííîìó, ñòðîãîìó îïðåäå-
ëåíèþ çàíÿë áîëåå äâóõ òûñÿ÷åëåòèé.

Äðåâíèå ïðîçðåíèÿ è ìåòîä èñ÷åðïûâàíèÿ

Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå èäåÿ ïðåäåëà èñïîëüçîâàëàñü åùå
â Äðåâíåé Ãðåöèè. Çåíîí Ýëåéñêèé (V âåê äî í.ý.) ñâîèìè
çíàìåíèòûìè ïàðàäîêñàìè ("Àõèëëåñ è ÷åðåïàõà") âïåðâûå
óêàçàë íà ñëîæíîñòè ðàáîòû ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíà-
ìè è áåñêîíå÷íûìè ñóììàìè � ïðîáëåìàìè, êîòîðûå ñòàëè
êàìíåì ïðåòêíîâåíèÿ äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïîêîëåíèé.
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Ýâäîêñ Êíèäñêèé è Àðõèìåä Ñèðàêóçñêèé ðàçðàáîòàëè ¾ìå-
òîä èñ÷åðïûâàíèÿ¿. Îíè âû÷èñëÿëè ïëîùàäè êðèâîëèíåé-
íûõ ôèãóð, âïèñûâàÿ â íèõ ìíîãîóãîëüíèêè ñ áåñêîíå÷íî
óâåëè÷èâàþùèìñÿ ÷èñëîì ñòîðîí. Ïî ñóòè, îíè èíòóèòèâíî
èñïîëüçîâàëè ïðåäåëüíûé ïåðåõîä: ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíè-
êîâ ¾èñ÷åðïûâàëà¿ ïëîùàäü êðóãà.

Ýïîõà èíôèíèòåçèìàëåé: ãåíèàëüíûå äîãàä-

êè è ëîãè÷åñêèé õàîñ (XVII âåê)

Â XVII âåêå Èñààê Íüþòîí è Ãîòôðèä Âèëüãåëüì Ëåéáíèö
Èñààê Íüþòîííåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñîçäàëè îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Èõ ìåòîäû áûëè íåâåðîÿòíî
ýôôåêòèâíû è ïðèâåëè ê ðåâîëþöèîííûì îòêðûòèÿì â ôè-
çèêå è àñòðîíîìèè.

Íüþòîí èñïîëüçîâàë ìåòîä ôëþêñèé äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñâî-
èõ òðåõ çàêîíîâ äâèæåíèÿ. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé ïîçâîëè-
ëî ñòðîãî îïðåäåëèòü ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü (êàê ïðîèçâîä-
íóþ ïóòè ïî âðåìåíè) è óñêîðåíèå (êàê âòîðóþ ïðîèçâîä-
íóþ).

Ãîòôðèä Ëåéáíèö, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà, ââåë
ïîíÿòèå ¾æèâîé ñèëû¿ (vis viva), ñòàâøåå ïðîîáðàçîì ñîâðå-
ìåííîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ýòî çàëîæèëî ôóíäàìåíò äëÿ
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Ãîòôðèä Ëåéáíèö

Â ñâîèõ ¾Íà÷àëàõ¿ Íüþòîí ïðèìåíèë áåñêîíå÷íî ìàëûå âå-
ëè÷èíû äëÿ èçó÷åíèÿ äâèæåíèÿ òåë â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ
ñðåäå è îñíîâ ãèäðîäèíàìèêè.

Ìàòàíàëèç ïîçâîëèë Íüþòîíó äîêàçàòü, ÷òî ñèëà, óäåðæèâà-
þùàÿ Ëóíó íà îðáèòå, è ñèëà, çàñòàâëÿþùàÿ ÿáëîêî ïàäàòü
íà Çåìëþ, èìåþò îäíó è òó æå ïðèðîäó.

Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå, Íüþòîí ìàòåìàòè÷åñêè
âûâåë çàêîíû Êåïëåðà, äîêàçàâ, ÷òî ïëàíåòû äîëæíû äâè-
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ãàòüñÿ èìåííî ïî ýëëèïòè÷åñêèì îðáèòàì ïîä äåéñòâèåì ñè-
ëû, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ.

Íüþòîí ñìîã îáúÿñíèòü ÿâëåíèå îêåàíñêèõ ïðèëèâîâ êàê ðå-
çóëüòàò ãðàâèòàöèîííîãî âîçäåéñòâèÿ Ëóíû è Ñîëíöà, ÷òî
áûëî áû íåâîçìîæíî áåç ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íî
ìàëûõ âîçäåéñòâèé (èíòåãðèðîâàíèÿ).

Ìàòàíàëèç ïîçâîëèë ïðåäñêàçûâàòü äâèæåíèå êîìåò è âîç-
ìóùåíèÿ â îðáèòàõ ïëàíåò, ïðåâðàòèâ àñòðîíîìèþ èç íàóêè
íàáëþäåíèé â òî÷íóþ ïðåäñêàçàòåëüíóþ äèñöèïëèíó.

Îäíàêî ýòè ãåíèàëüíûå ìåòîäû îïèðàëèñü íà çûáêèé ëî-
ãè÷åñêèé ôóíäàìåíò � êîíöåïöèþ áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè-
÷èí (èíôèíèòåçèìàëåé). ×òî òàêîå áåñêîíå÷íî ìàëàÿ? Ýòî
íå íîëü, íî è íå êîíå÷íîå ÷èñëî. Òàêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü âû-
çûâàëà êðèòèêó è ñòàâèëà ïîä ñîìíåíèå âåñü íîâûé ðàçäåë
ìàòåìàòèêè.

Ëåîíàðä Ýéëåð

Ëåîíàðä Ýéëåð è ¾àëõèìèÿ¿ áåñêîíå÷íîñòè

(XVIII âåê).

Äëÿ âåëè÷àéøåãî âû÷èñëèòåëÿ âñåõ âðåìåí, Ëåîíàðäà Ýé-
ëåðà, àíàëèç áûë èñêóññòâîì âîëøåáíûõ ïðåâðàùåíèé ôîð-
ìóë. Èìåííî Ýéëåð ñîçäàë òîò ¾äèçàéí¿ ôîðìóë, êîòîðûì
ìû ñåé÷àñ ïîëüçóåìñÿ.27 27

Èìåííî Ýéëåð

ââåë îáîçíà÷åíèÿ
f(x), e, i, π,

∑
, sin, cos,∆x.

Åãî àíàëèç � ýòî íå ïðîñòî âû÷èñëå-
íèÿ, à ñîçäàíèå ñîâåðøåííîãî ñèíòàêñèñà ìàòåìàòèêè. Ýéëåð
íå áîÿëñÿ ¾áåñêîíå÷íî áîëüøèõ¿ è ¾áåñêîíå÷íî ìàëûõ¿ ÷è-
ñåë, ñ÷èòàÿ èõ ïîëíîöåííûìè îáúåêòàìè. Îí ìîã íàïèñàòü,
÷òî n = ∞, è ïîëó÷èòü âåðíûé îòâåò, ïîëàãàÿñü íà êîëîñ-
ñàëüíóþ èíòóèöèþ.

Îäíàêî åãî ìåòîäû ðàáîòàëè â ðóêàõ ãåíèÿ, íî ïóãàëè ñîâðå-
ìåííèêîâ îòñóòñòâèåì ôóíäàìåíòà. Ìàòåìàòèêà òîãî âðåìå-
íè íàïîìèíàëà âåëèêîëåïíîå çäàíèå, ïîñòðîåííîå íà çûáó-
÷åì ïåñêå: îòâåòû áûëè òî÷íûìè, íî íèêòî íå ìîã îáúÿñíèòü,
ïî÷åìó ýòè ìåòîäû çàêîííû.
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Îãþñòåí Ëóè Êîøè: Ïîïûòêà íàâåñòè ïîðÿ-

äîê (íà÷àëî XIX âåêà).

Áàðîí Îãþñòåí-Ëóè Êîøè ïåðâûì îñîçíàë, ÷òî áåñêîíå÷íî
ìàëûì âåëè÷èíàì êàê ¾÷èñëàì¿ íåò ìåñòà â ìàòåìàòè÷åñêîì
àíàëèçå. Îí ïðîâîçãëàñèë: ¾Áåñêîíå÷íî ìàëàÿ � ýòî ïåðå-
ìåííàÿ âåëè÷èíà, ïðåäåë êîòîðîé ðàâåí íóëþ¿28 28

Ðàññêàçûâàþò, ÷òî ïî-

ñëå ñîáðàíèÿ Ôðàíöóçñêîé
àêàäåìèè íàóê, ãäå Êî-
øè èçëîæèë ñâîè èäåè î
ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, îáåñ-
ïîêîåííûé Ëàïëàñ çàïåð-
ñÿ ó ñåáÿ äîìà è íå âûõî-
äèë, ïîêà íå ïðîâåðèë, ÷òî
âñå ðÿäû, èñïîëüçîâàííûå
èì â ¾Íåáåñíîé ìåõàíè-
êå¿, ñõîäÿòñÿ, è ëèøü òî-
ãäà âçäîõíóë ñ îáëåã÷åíè-
åì.

.

Êîøè èçãíàë ìèñòèêó, íî âíåñ â ìàòåìàòèêó ¾äèíàìèêó¿. Â
åãî îïðåäåëåíèÿõ ÷óâñòâîâàëîñü âðåìÿ: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
¾ñòðåìèòñÿ¿, çíà÷åíèå ¾ïðèáëèæàåòñÿ¿. Íî êàê äîêàçàòü
÷òî-òî ìàòåìàòè÷åñêè, èñïîëüçóÿ ãëàãîëû äâèæåíèÿ? Ìàòå-
ìàòèêà âñå åùå áûëà ñëèøêîì ïîõîæà íà ôèçèêó.

Êàðë Âåéåðøòðàññ: òðèóìô ëîãèêè (ñåðåäè-

íà XIX âåêà).

Òî÷êó â ýòîì ñïîðå ïîñòàâèë ¾îòåö ñîâðåìåííîãî àíàëèçà¿
Êàðë Âåéåðøòðàññ. Îí ñîâåðøèë íåìûñëèìîå: ïîëíîñòüþ ¾îáåç-
äâèæèë¿ ìàòàíàëèç. Èç îïðåäåëåíèé èñ÷åçëî âðåìÿ, èñ÷åçëî
ñòðåìëåíèå. Îñòàëàñü ëèøü ñóõàÿ ëîãèêà íåðàâåíñòâ.

Âåéåðøòðàññ ðàçðàáîòàë ε− δ-ÿçûê (ýïñèëîí-äåëüòà), ïåðå-
âåë ðàñïëûâ÷àòîå ïîíÿòèå ¾ïðèáëèæåíèÿ¿ íà ÿçûê ñòðîãî
ïðîâåðÿåìûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ÷èñëàìè. Åãî îïðåäåëåíèå
óñòðàíèëî âñå äâóñìûñëåííîñòè è ïîçâîëèëî ñòðîãî äîêàçàòü
âñå òåîðåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ýòî îæíî íàçâàòü ïî-
áåäîé ñòàòèêè íàä äèíàìèêîé. Ìàòåìàòèêè íàêîíåö-òî îá-
ðåëè àáñîëþòíóþ óâåðåííîñòü â ñâîèõ âûâîäàõ, ïðåâðàòèâ
àíàëèç â ñîâåðøåííûé èíñòðóìåíò, ëèøåííûé ýìîöèé è ôè-
çè÷åñêèõ ìåòàôîð.

Êàðë Âåéåðøòðàññ
Ìû íà÷íåì èçëîæåíèå òåîðèè ïðåäåëà èìåííî ñ ýòîãî ñòðîãî-
ãî ÿçûêà, ïðèìåíèòåëüíî ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì � ôóíêöèÿì
íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà.
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Ðàçäåë 2.2

Ïîíÿòèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïð. 63 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèÿ

x : N → R.

Îáîçíà÷åíèå: x(n) = xn è {xn}∞n=1, {xn}, èëè x1, x2, . . . .

Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî îïðå-
äåëèòü êàê ìíîæåñòâî ïàð ÷èñåë (n; xn), â êîòîðûõ ïåðâîå
÷èñëî ïðèíèìàåò ïîñëåäîâàòåëüíî çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, . . . .

×èñëà x1, x2, . . . , xn, . . . íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè (èëè ÷ëå-
íàìè) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñèìâîë xn � îáùèì ýëåìåí-
òîì (n � ÷ëåíîì) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè; à ÷èñëî n � åãî íîìå-
ðîì.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé, åñëè óêàçàí ñïî-
ñîá ïîëó÷åíèÿ ëþáîãî åå ÷ëåíà.

Ïîäðàçäåë 2.2.1

Ñïîñîáû çàäàíèÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá (ôîðìóëîé îáùåãî ÷ëåíà).

Ïðèìåð 42 Ôîðìóëà xn = 1 + (−1)n çàäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:
0, 2, 0, 2, . . . .

Ïðèìåð 43 Ôîðìóëà xn =
1

n
çàäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

1,
1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . . .
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Ïðèìåð 44 Ôîðìóëà xn = sin
(nπ

2

)
çàäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

1, 0,−1, 0, . . . .

Ðåêóððåíòíûé ñïîñîá (÷åðåç ïðåäûäóùèå ÷ëåíû).

Çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå ÷ëåíû è ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó êàæäûé
ñëåäóþùèé ÷ëåí âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå.

Ïðèìåð 45 Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ: a1 = 3, an+1 = an + 5 çàäàåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: 3, 8, 13, 18 . . . .

Îïèñàòåëüíûé (ñëîâåñíûé) ñïîñîá:

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: 1, 2, 3, . . . ;

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ÷ëåíîâ, îáðàòíûõ íàòóðàëü-
íûì ÷èñëàì:

1,
1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . . ;

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, 0, 1, 0, . . . , â êîòîðîé íà ìåñòàõ ñ
íå÷åòíûìè íîìåðàìè íàõîäèòñÿ 1, à íà ìåñòàõ ñ ÷åòíû-
ìè íîìåðàìè íàõîäèòñÿ 0;

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 5, 5, 5, 5, . . . , íà êàæäîì ìåñòå êî-
òîðîé íàõîäèòñÿ ÷èñëî 5.

Ïðèìåð 46 Ïî äàííûì ïåðâûì ÷ëåíàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

6

7
;
9

10
;
14

15
;
21

22
;
30

31
; . . .

íàïèñàòü åå îáùèé ÷ëåí.
Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî çàäàíèåì íåñêîëüêèõ ïåðâûõ
÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå îïðåäåëÿåòñÿ âñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Îäíàêî óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî êàê íàïèñàííûå
÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàê è âñå ñëåäóþùèå çà íèìè
ñîñòàâëåíû ïî îäíîìó è òîìó æå çàêîíó ñîîòâåòñòâèÿ ìåæ-
äó íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè è ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Â íàøåì ñëó÷àå íåòðóäíî óñìîòðåòü, ÷òî ÷èñëèòåëü êàæäîé
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äðîáè ðàâåí êâàäðàòó íîìåðà ïëþñ ïÿòü:

6

7
=

12 + 5

(12 + 5) + 1
;
9

10
=

22 + 5

(22 + 5) + 1
;

14

15
=

32 + 5

(32 + 5) + 1
;
21

22
=

42 + 5

(42 + 5) + 1
;
30

31
=

52 + 5

(52 + 5) + 1
; . . .

Ò.å. ÷èñëèòåëü ðàâåí n2 + 5, à çíàìåíàòåëü êàæäîé äðîáè
íà åäèíèöó áîëüøå ÷èñëèòåëÿ, ò.å. ðàâåí n2+6. Èòàê, xn =
n2 + 5

n2 + 6
.

Ãåîìåòðè÷åñêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçîáðàæàåòñÿ íà êîîð-
äèíàòíîé ïðÿìîé â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê, êîîðäè-
íàòû êîòîðûõ ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè.

Ïðèìåð 47 Ìàòåìàòèêà è ïðèðîäà: ×èñëà Ôèáîíà÷÷è
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàåòñÿ ðåêóððåíòíî:
Fn = Fn−1 + Fn−2, ãäå F0 = 0, F1 = 1.

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .

Îòðàæàåò çàêîíîìåðíîñòè ôèëëîòàêñèñà (ðîñò ðàñòåíèé)
è ñâÿçàíà ñ ¾çîëîòûì ñå÷åíèåì¿ ÷åðåç ïðåäåë îòíîøåíèÿ

lim
n→∞

Fn+1

Fn
= ϕ.

Ïðèìåð 48 Ôóíäàìåíò àíàëèçà: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ ÷èñëà
e
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåäëîæåííàÿ ßêîáîì Áåðíóëëè ïðè
èçó÷åíèè ñëîæíûõ ïðîöåíòîâ:

xn =

(
1 +

1

n

)n

Äîêàçàòåëüñòâî å¼ ñõîäèìîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé ìàòàíàëèçà. Ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè � ÷èñëî Ýéëåðà e ≈ 2, 71828.

Ïðèìåð 49 Ïðîñòûå ÷èñëà
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Pn, ãäå êàæäîå ÷èñëî èìååò ðîâíî äâà
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äåëèòåëÿ:
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, . . .

Ôóíäàìåíò ñîâðåìåííîé êðèïòîãðàôèè (àëãîðèòì RSA).
Èññëåäîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ÷èñåë ïðèâåëî ê ñîçäà-
íèþ âàæíåéøèõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî àíàëèçà (Äçåòà-
ôóíêöèÿ Ðèìàíà).

Ïðèìåð 50 Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà: èòåðàöèè Íüþòîíà
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

√
a èñïîëüçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãå-

ðîíà (ìåòîä Íüþòîíà):

xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)

Äåìîíñòðèðóåò êâàäðàòè÷íóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Ýòî
îñíîâà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ â ïðîãðàììèðîâàíèè è èíæåíåð-
íûõ ðàñ÷åòàõ.

Ïðèìåð 51 Ôèçèêà è õàîñ: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîãèñòè÷åñêîãî
îòîáðàæåíèÿ
Çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì xn+1 = rxn(1 − xn). Èñïîëüçîâàëàñü
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîïóëÿöèé, íî â 1970-õ ãîäàõ ñòàëà
êëþ÷îì ê îòêðûòèþ äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà è óíèâåð-
ñàëüíûõ ïîñòîÿííûõ Ôåéãåíáàóìà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{xn + yn}, {xn − yn}, {xn · yn},
{
xn
yn

}

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñóììîé , ðàçíîñòüþ, ïðîèç-
âåäåíèåì è ÷àñòíûì äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: {xn} è
{yn} (äëÿ ÷àñòíîãî yn ̸= 0).
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Ðàçäåë 2.3

Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïð. 64 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé
ñâåðõó, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M , ÷òî äëÿ âñåõ
n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ an ≤ M . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó (an ≥ m).

Îïð. 65 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè îíà
îãðàíè÷åíà è ñâåðõó, è ñíèçó: ∃M > 0 : ∀n ∈ N |an| ≤ M .

Çàìå÷àíèå (Òèïè÷íûå îøèáêè) Íå ïóòàéòå íåîãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñ òîé, ÷òî ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

an = n · (−1)n

(−1, 2,−3, 4, . . . ) íåîãðàíè÷åíà, òàê êàê å¼ ìîäóëè ðàñòóò, íî
îíà íå ¾óõîäèò¿ â ïëþñ èëè ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü, à ïîñòîÿí-
íî ¾ïðûãàåò¿ ÷åðåç íîëü.

Ïðèìåð 52 Îãðàíè÷åííîñòü âàæíà ïðè ðàáîòå ñ òèïàìè äàííûõ. Íà-
ïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé èíäåêñà â ìàññèâå
ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà buffer[N] äîëæíà áûòü îãðàíè-
÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì N − 1 âî èçáåæàíèå bu�er over�ow.

Ïðèìåð 53 Ïðîâåðüòå íà îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an =
sin(n).
Ðåøåíèå: Îãðàíè÷åíà, òàê êàê | sin(n)| ≤ 1 äëÿ ëþáîãî
n. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî çíà÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíû ¾õàîòè÷íî¿,
îíè íèêîãäà íå ïîêèíóò îòðåçîê [−1, 1].

Ïðèìåð 54 Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an =
(−1)nn+ 1

n
îãðà-

íè÷åíà.
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Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî

|an| =
∣∣∣∣
(−1)nn+ 1

n

∣∣∣∣ ≤
|(−1)nn|+ 1

n
=

n+ 1

n
= 1 +

1

n
≤ 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà ÷èñëîì
M = 2.

Ðàçäåë 2.4

Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïð. 66 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ:
� Âîçðàñòàþùåé, åñëè an+1 > an äëÿ âñåõ n.
� Íåóáûâàþùåé, åñëè an+1 ≥ an äëÿ âñåõ n.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ óáûâàþùèå è íåâîçðàñòàþùèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âñå îíè îáúåäèíÿþòñÿ òåðìèíîì ìî-
íîòîííûå.

Ïðèìåð 55 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ¾Ïèíã-ïîíã¿: an =
1 + (−1)n

2
.

Îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, 0, 1 . . . .
� Îãðàíè÷åíà? Äà (M = 1).
� Ìîíîòîííà? Íåò, îíà îñöèëëèðóåò.

Ïðèìåð 56 Ôàêòîðèàë ïðîòèâ ýêñïîíåíòû: an =
2n

n!
.

Âûïèøåì ïåðâûå ÷ëåíû: 2, 2, 4/6, 8/24 . . .
(èëè 2, 2, 0.66, 0.33, 0.13 . . . ).
� Íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî ÷ëåíà (n = 2), ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñòðîãî óáûâàåò (ïðîâåðüòå).

� Îíà îãðàíè÷åíà ñíèçó íóëåì (òàê êàê âñå ÷ëåíû
ïîëîæèòåëüíû).

Ïðèìåð 57 ×èñëà Ôèáîíà÷÷è: Fn. 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . .
� Ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî ÷ëåíà).
� Íåîãðàíè÷åíà ñâåðõó.

Çàìå÷àíèå Ñâÿçü ïîíÿòèé � ïðåä÷óâñòâèå ïðåäåëà
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Âàæíåéøåå íàáëþäåíèå: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåóáûâà-
þùàÿ è ïðè ýòîì îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî îíà îáÿçàíà ¾ïðè-
æàòüñÿ¿ ê êàêîé-òî íåâèäèìîé ãðàíèöå. Îíà íå ìîæåò ðàñòè
âå÷íî (ìåøàåò îãðàíè÷åíèå) è íå ìîæåò ïîâåðíóòü íàçàä (ìå-
øàåò ìîíîòîííîñòü).

Ïîäðàçäåë 2.4.1

Çàäà÷è

Çàäà÷à 136. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà ðåêóððåíò-
íî:

x1 = 1, xn+1 =
√
2 + xn

ïðè n ≥ 1. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñòðî-
ãî âîçðàñòàþùåé è îãðàíè÷åííîé ñâåðõó ÷èñëîì 2.

Çàäà÷à 137.Èññëåäîâàòü íà ìîíîòîííîñòü è îãðàíè÷åííîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàííóþ ôîðìóëîé îáùåãî ÷ëåíà:

xn =
n2 − 1

n2 + 1
.

Çàäà÷à 138. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ôîðìóëîé îáùåãî
÷ëåíà

xn =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n
.

Äîêàçàòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé è îãðàíè-
÷åííîé ñâåðõó ÷èñëîì 1.

Çàäà÷à 139. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = n3 −
2n2 ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé.

Çàäà÷à 140. ßâëÿåòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = n ·(−1)n

îãðàíè÷åííîé?
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Çàäà÷à 141.Èññëåäîâàòü íà ìîíîòîííîñòü è îãðàíè÷åííîñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
2n

n!
.

Çàäà÷à 142. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = sin(n)
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé.

Çàäà÷à 143. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ôîðìóëîé îáùåãî

÷ëåíà xn =

(
1 +

1

n

)n

. Äîêàçàòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî

âîçðàñòàþùåé è îãðàíè÷åííîé ñâåðõó (íàïðèìåð, ÷èñëîì 3),
íå èñïîëüçóÿ ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ÷èñëà e.

Çàäà÷à 144. Îïðåäåëèòü ñïîñîá çàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè 1, 4, 9, 16, 25, . . . è çàäàòü åå ðåêóððåíòíûì è àíàëèòè÷å-
ñêèì (ôîðìóëîé îáùåãî ÷ëåíà) ñïîñîáàìè.

Çàäà÷à 145.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà àíàëèòè÷åñêè: xn =

(−1)n
n

n+ 1
. ßâëÿåòñÿ ëè îíà îãðàíè÷åííîé? ßâëÿåòñÿ ëè îíà

ìîíîòîííîé?

Ïîäðàçäåë 2.4.2

Çàäà÷è*

Çàäà÷à 146. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êâàäðàòíîãî êîð-
íÿ (Ìåòîä Ãåðîíà).

Ïóñòü

an+1 =
1

2

(
an +

2

an

)
, a1 = 2.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà ñíèçó è
ìîíîòîííî óáûâàåò, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî ÷ëåíà (ñõîäÿñü ê

√
2).

Ïðèìå÷àíèå: Ýòî êëàññè÷åñêèé ïðèìåð èòåðàöèîííîãî ïðî-
öåññà ñ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè.

Çàäà÷à 147. Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä è ïåðåïîëíåíèå.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà

Sn = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
.

Äîêàçàòü, ÷òî îíà ìîíîòîííî ðàñòåò, íî íå îãðàíè÷åíà.

Çàìå÷àíèå Õîòÿ lim
n→∞

Sn = ∞, ðîñò ïðîèñõîäèò êðàéíå ìåäëåííî (Sn ≈
lnn+ γ). Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóììà ïðåâûñèëà 100, ïîòðåáóåòñÿ
áîëüøå ñëàãàåìûõ, ÷åì àòîìîâ â íàáëþäàåìîé Âñåëåííîé.29 29

SN > 100 ⇔ N ≈ 1.5 ×
1043Ýòî ïðèìåð òîãî, êàê òåîðåòè÷åñêàÿ ðàñõîäèìîñòü ìîæåò èã-

íîðèðîâàòüñÿ â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ èç-çà îãðàíè÷å-
íèé âðåìåíè ðàáîòû.

Çàäà÷à 148. Îöåíêà â O-íîòàöèè.

Äîêàçàòü ìîíîòîííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an =
log2 n

n
ïðè

n ≥ 3. 30 30
Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî

âðåìÿ äîñòóïà ê ýëåìåí-
òàì â ñáàëàíñèðîâàííîì
äåðåâå ïîèñêà ðàñòåò ìåä-
ëåííåå, ÷åì êîëè÷åñòâî ñà-
ìèõ ýëåìåíòîâ.

Ðàçäåë 2.5

Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
ôîðìàëüíûé ïîäõîä

Ïîíÿòèå ïðåäåëà � ýòî ñïîñîá îïèñàòü ïîâåäåíèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ¾â áåñêîíå÷íîñòè¿ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ ÷èñåë.

Ïîäðàçäåë 2.5.1

Îïðåäåëåíèå

íà ÿçûêå ε−N

Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, ÷èñëî A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì, åñëè, êà-
êóþ áû ìàëóþ ïîãðåøíîñòü ε (¾ýïñèëîí¿) ìû íè çàäàëè, âñå
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÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàíî èëè ïîçäíî îêàæóòñÿ íà ðàñ-
ñòîÿíèè ìåíüøå ε îò ýòîãî ÷èñëà.

Îïð. 67 Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè31 31
Ýòî îïðåäåëåíèå � ïðè-

ñÿãà ìàòåìàòèêà! Êàêóþ
áû òî÷íîñòü ε íè çà-
ïðîñèë âàø ¾çàêàç÷èê¿,
âû âñåãäà ñìîæåòå âû÷èñ-
ëèòü ìîìåíò N , ïîñëå
êîòîðîãî ïîãðåøíîñòü âà-
øåãî àëãîðèòìà íå ïðåâû-
ñèò ýòîò ïîðîã.

×èñëî A ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{an}, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N
(çàâèñÿùèé îò ε), ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî:

|an − A| < ε

Çàïèñûâàåòñÿ ýòî òàê: lim
n→∞

an = A èëè an → A.

Íà ÿçûêå ëîãèêè ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê:

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N : |an − A| < ε

Ðàçáîð îïðåäåëåíèÿ äëÿ ïðîãðàììèñòà:

� ε� ýòî unit test íà òî÷íîñòü. Ìû òðåáóåì: ¾Õî÷ó, ÷òîáû
îøèáêà áûëà ìåíüøå 0.001¿.

� N � ýòî âðåìÿ ñòàáèëèçàöèè. Ýòî îòâåò ìàòåìàòèêè
íà âîïðîñ: ¾Ñ êàêîãî øàãà (èòåðàöèè) íàø àëãîðèòì
ãàðàíòèðîâàííî íà÷íåò âûäàâàòü îòâåò ñ òàêîé òî÷íî-
ñòüþ?¿.

� Âàæíî: N îáû÷íî ðàñòåò ïðè óìåíüøåíèè ε. ×åì âûøå
òî÷íîñòü, òåì áîëüøå èòåðàöèé íóæíî.

Ïîäðàçäåë 2.5.2

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Íåðàâåíñòâî |an − A| < ε ðàâíîñèëüíî A − ε < an < A + ε.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî an ïîïàäàåò â ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè A.

Ñìûñë îïðåäåëåíèÿ: Âíå ëþáîé, äàæå ñàìîé êðîøå÷íîé ε-
îêðåñòíîñòè òî÷êè A, ìîæåò ëåæàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
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÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (íå áîëåå N øòóê). Âñå îñòàëü-
íûå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÷ëåíîâ ¾æèâóò¿ âíóòðè îêðåñò-
íîñòè.

Ïîäðàçäåë 2.5.3

Ïðèìåðû

Ïðèìåð 58 Äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî lim
n→∞

1

n
= 0.

Ðåøåíèå.
1. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0.
2. Íàì íóæíî íàéòè òàêîå N , ÷òîáû ïðè âñåõ n > N âû-
ïîëíÿëîñü:

∣∣∣∣
1

n
− 0

∣∣∣∣ < ε.

3. Òàê êàê n > 0, èìååì

1

n
< ε =⇒ n >

1

ε
.

4. Åñëè ìû âîçüìåì N = ⌊1
ε
⌋ (öåëàÿ ÷àñòü), òî äëÿ ëþáîãî

n > N íåðàâåíñòâî áóäåò âåðíî.
Íàïðèìåð: Åñëè ε = 0.01, òî N = 100. Ñ 101-ãî ÷ëåíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ¾ñòàáèëèçèðóåòñÿ¿ â çîíå îøèáêè.

Ïðèìåð 59 Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäåë an =
2n+ 1

n+ 1
ðàâåí 2.

Ðåøåíèå.
1. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü:

|an − 2| =
∣∣∣∣
2n+ 1− 2(n+ 1)

n+ 1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
−1

n+ 1

∣∣∣∣ =
1

n+ 1
.

2. Ñòàâèì óñëîâèå:
1

n+ 1
< ε.
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3. Îòñþäà

n+ 1 >
1

ε
=⇒ n >

1

ε
− 1.

4. Âûáåðåì

N(ε) = max(1, ⌊1
ε
− 1⌋).

Ïîäðàçäåë 2.5.4

Çàäà÷è

Çàäà÷à 149. Èñïîëüçóÿ ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, äîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

n− 1

2n+ 1
=

1

2
.

Çàäà÷à 150. Èñïîëüçóÿ ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà, äîêà-
çàòü, ÷òî

lim
n→∞

(
√
n2 + n− n) =

1

2
.

Çàäà÷à 151. Èñïîëüçóÿ ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà, äîêà-
çàòü, ÷òî

lim
n→∞

2n

n!
= 0.

Çàäà÷à 152. Äîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

sin
(
n2
)

n+ 1
= 0.

Çàäà÷à 153. Äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî

lim
n→∞

n2 + 3n+ 1

n2 + 1
= 1.
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Ðàçäåë 2.6

Îñíîâíûå òåîðåìû
î ïðåäåëàõ

Â ýòîé ÷àñòè ìû äîêàæåì ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà ñõîäÿ-
ùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò íàì îïåðè-
ðîâàòü ïðåäåëàìè êàê îáû÷íûìè ÷èñëàìè.

Ïîäðàçäåë 2.6.1

Òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà

Òåîðåìà 10 Åäèíñòâåííîñòü
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, òî îí åäèíñòâåíåí.

Äîê-âî: 32 32
Òåîðåìà î åäèíñòâåí-

íîñòè äîêàçûâàåòñÿ ìå-
òîäîì ¾îò ïðîòèâíîãî¿
÷åðåç íåïåðåñåêàþùèåñÿ
îêðåñòíîñòè.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}
èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäåëà A è B (A ̸= B). Ïóñòü äëÿ
îïðåäåëåííîñòè B > A. Âûáåðåì òàêîå ìàëîå ðàññòîÿíèå ε,
÷òîáû îêðåñòíîñòè òî÷åê A è B íå ïåðåñåêàëèñü.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü ε =
B − A

2
.

1. Òàê êàê an → A, òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N1 âñå
÷ëåíû an ëåæàò â èíòåðâàëå (A− ε, A+ ε).
2. Òàê êàê an → B, òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N2 âñå
÷ëåíû an ëåæàò â èíòåðâàëå (B − ε, B + ε).
Âîçüìåì n > max(N1, N2). Òîãäà an äîëæåí îäíîâðåìåí-
íî íàõîäèòüñÿ â äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëàõ, ÷òî
íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïðåäïîëîæåíèå ëîæíî,
è A = B.
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Ïîäðàçäåë 2.6.2

Òåîðåìà îá îãðàíè÷åííîñòè

ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Òåîðåìà 11 Îãðàíè÷åííîñòü
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî îíà îãðàíè÷åíà.

Äîê-âî: 33 33
Òåîðåìà îá îãðàíè÷åí-

íîñòè äîêàçûâàåòñÿ ÷åðåç
ðàçäåëåíèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íà ¾õâîñò¿
(êîòîðûé ñèäèò â ε−
-îêðåñòíîñòè) è ¾ãîëîâó¿
(êîíå÷íûé íàáîð ïåðâûõ
ýëåìåíòîâ).

Ïóñòü limn→∞ an = A. Âîçüìåì ε = 1. Ïî îïðåäåëåíèþ
ïðåäåëà, íàéäåòñÿ íîìåð N , òàêîé ÷òî äëÿ âñåõ n > N
âûïîëíÿåòñÿ:

|an − A| < 1 =⇒ A− 1 < an < A+ 1

Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ
ñ N + 1, îãðàíè÷åíû. Îñòàëîñü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ:
a1, a2, . . . , aN . Ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÷èñåë èìååò ñâîé
ìàêñèìóì è ìèíèìóì.
Âûáåðåì M = max(|a1|, |a2|, . . . , |aN |, |A− 1|, |A+ 1|).
Òîãäà äëÿ âñåõ n ∈ N âåðíî |an| ≤ M , ÷òî è îçíà÷àåò îãðà-
íè÷åííîñòü.
Âàæíîå çàìå÷àíèå:Îáðàòíîå íåâåðíî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(−1)n îãðàíè÷åíà, íî íå ñõîäèòñÿ. Îãðàíè÷åííîñòü � ýòî
íåîáõîäèìîå, íî íå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè.

Ïîäðàçäåë 2.6.3

Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ

Òåîðåìà 12 Àðèôìåòèêà ïðåäåëîâ
Ïóñòü lim

n→∞
an = A è lim

n→∞
bn = B.

Òîãäà:
1. lim

n→∞
(an + bn) = A+B

2. lim
n→∞

(an · bn) = A ·B
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3. lim
n→∞

an
bn

=
A

B
(ïðè B ̸= 0 è bn ̸= 0)

Äîê-âî: 34 34
Àðèôìåòèêà ïðåäåëîâ

áàçèðóåòñÿ íà ¾ðàñïðåäå-
ëåíèè¿ îøèáêè ε ìåæäó
ñëàãàåìûìè.

1.Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñóììû
Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî |(an + bn) − (A + B)| ìîæåò
áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì
òðåóãîëüíèêà:

|(an+bn)−(A+B)| = |(an−A)+(bn−B)| ≤ |an−A|+|bn−B|

Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òàê êàê an → A, ñóùåñòâóåò
N1, òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ n > N1 =⇒ |an−A| < ε/2. Òàê êàê
bn → B, ñóùåñòâóåò N2, òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ n > N2 =⇒
|bn −B| < ε/2. Òîãäà äëÿ âñåõ n > max(N1, N2) ïîëó÷àåì:

|(an + bn)− (A+B)| < ε

2
+

ε

2
= ε

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
2.Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ
Íàì íóæíî îöåíèòü ðàçíîñòü |anbn−AB|. Èñïîëüçóåì êëàñ-
ñè÷åñêèé ïðèåì: âû÷òåì è äîáàâèì ïåðåêðåñòíîå ïðîèçâå-
äåíèå anB.

|anbn − AB| = |anbn − anB + anB − AB|

Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà (|x+ y| ≤ |x|+ |y|):

|anbn−AB| ≤ |an(bn−B)|+|B(an−A)| = |an|·|bn−B|+|B|·|an−A|

Òåïåðü îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå:
1. Òàê êàê {an} ñõîäèòñÿ, îíà îãðàíè÷åíà (ïî äîêà-

çàííîé ðàíåå òåîðåìå). Çíà÷èò, ∃M > 0, òàêîå ÷òî
|an| ≤ M äëÿ âñåõ n.

2. Ïóñòü çàäàíî ε > 0.
3. Òàê êàê bn → B, íàéäåòñÿ N1, òàêîé ÷òî äëÿ n > N1

âûïîëíÿåòñÿ |bn −B| < ε

2M
.

4. Òàê êàê an → A, íàéäåòñÿ N2, òàêîé ÷òî äëÿ n > N2
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âûïîëíÿåòñÿ |an − A| < ε

2(|B|+ 1)
(äîáàâëÿåì +1 â

çíàìåíàòåëü íà ñëó÷àé, åñëè B = 0).
Äëÿ âñåõ n > max(N1, N2) ïîäñòàâèì ýòè îöåíêè â íàøå
íåðàâåíñòâî:

|anbn − AB| < M · ε

2M
+ |B| · ε

2(|B|+ 1)
<

ε

2
+

ε

2
= ε

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ, lim(anbn) = AB.
3. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ÷àñòíîãî
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî lim 1

bn
= 1

B , à
çàòåì ïðèìåíèòü òåîðåìó î ïðîèçâåäåíèè äëÿ an · 1

bn
.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ 1/bn:

Îöåíèì ðàçíîñòü:

∣∣∣∣
1

bn
− 1

B

∣∣∣∣ =
|B − bn|
|bn| · |B|

.

Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü çäåñü � îãðàíè÷èòü çíàìåíàòåëü |bn|
ñíèçó, ÷òîáû äðîáü íå ñòàëà áåñêîíå÷íî áîëüøîé.
1. Òàê êàê bn → B, âûáåðåì ε0 =

|B|
2 .

Ñóùåñòâóåò íîìåð N1, òàêîé ÷òî äëÿ âñåõ n > N1 âûïîë-
íÿåòñÿ

|bn −B| < |B|
2
.

2. Èç ýòîãî ñëåäóåò (ïî ñâîéñòâó ìîäóëÿ), ÷òî

|bn| > |B| − |B|
2

=
|B|
2
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ¾îòäåëèëè¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îò íó-
ëÿ.
3. Òåïåðü âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0.
Ñóùåñòâóåò N2, òàêîé ÷òî äëÿ n > N2 âûïîëíÿåòñÿ

|bn −B| < ε · B
2

2
.

4. Äëÿ âñåõ n > max(N1, N2) èìååì:
∣∣∣∣
1

bn
− 1

B

∣∣∣∣ =
|bn −B|
|bn| · |B|

<
ε ·B2/2

(|B|/2) · |B|
=

ε ·B2/2

B2/2
= ε

Ïðèìåð 60 Âû÷èñëèòü ïðåäåë xn =
5n2 + n

2n2 − 3
.

� 108 �



Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà n2:

lim
n→∞

5 + 1/n

2− 3/n2
=

lim(5 + 1/n)

lim(2− 3/n2)
=

5 + 0

2− 0
= 2.5

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè àðèôìåòèêó ïðåäåëîâ è òîò ôàêò,
÷òî lim 1/nk = 0.

Ðàçäåë 2.7

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
â íåðàâåíñòâàõ

Òåîðåìà 13 Ñîõðàíåíèå çíàêà
Åñëè limn→∞ an = A è íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà an ≥ 0,
òî è A ≥ 0.

Äîê-âî: Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü A < 0.
Âîçüìåì ε = |A|/2 (èëè ε = −A/2).
Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N , âñå ÷ëå-
íû an äîëæíû ëåæàòü â ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè A:

A−ε < an < A+ε =⇒ A−(−A/2) < an < A+(−A/2) =⇒ an < A/2

Òàê êàê A < 0, òî è A/2 < 0. Çíà÷èò, an < 0 äëÿ âñåõ
n > N . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ an ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
A ≥ 0.

Ñëåäñòâèå 7 Î ñðàâíåíèè ïðåäåëîâ
Åñëè an ≤ bn äëÿ âñåõ n > N0 è îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñõîäÿòñÿ, òî lim an ≤ lim bn.

Âàæíîå çàìå÷àíèå: Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî an < bn â ïðåäåëå
ìîæåò ïðåâðàòèòüñÿ â ðàâåíñòâî. Ïðèìåð: an = 0, bn = 1/n.
Âñåãäà an < bn, íî ïðåäåëû ó îáîèõ ðàâíû 0.
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Ïîäðàçäåë 2.7.1

Òåîðåìà î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ

(î çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè)

Ýòà òåîðåìà � îñíîâíîé èíñòðóìåíò íàõîæäåíèÿ ïðåäåëîâ
¾ñëîæíûõ¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷åðåç èõ îöåíêó áîëåå ïðî-
ñòûìè.

Òåîðåìà 14 Ïóñòü äàíû òðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, {bn}, {cn}. Åñëè:
1. an ≤ bn ≤ cn äëÿ âñåõ n > N0,
2. lim

n→∞
an = lim

n→∞
cn = A,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} òàêæå ñõîäèòñÿ è limn→∞ bn =
A.

Äîê-âî: Çàäàäèì ε > 0.
Òàê êàê an → A, òî

∃N1 : ∀n > N1 =⇒ A− ε < an < A+ ε.

Òàê êàê cn → A, òî

∃N2 : ∀n > N2 =⇒ A− ε < cn < A+ ε.

Ïóñòü N = max(N0, N1, N2).
Òîãäà ïðè n > N âûïîëíÿþòñÿ îáà íåðàâåíñòâà è óñëîâèå
çàæàòîñòè:

A− ε < an ≤ bn ≤ cn < A+ ε

Îòñþäà
A− ε < bn < A+ ε,

÷òî ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò lim bn = A.

Ïðèìåð 61 Îñöèëëèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Íàéòè ïðåäåë bn =
sin(n)

n
.
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Ìû çíàåì, ÷òî −1 ≤ sin(n) ≤ 1. Ðàçäåëèì âñ¼ íà n (n > 0):

−1

n
≤ sin(n)

n
≤ 1

n

Òàê êàê lim(−1/n) = 0 è lim(1/n) = 0, òî ïî òåîðåìå î äâóõ

ìèëèöèîíåðàõ lim
sin(n)

n
= 0.

Ïðèìåð 62 Ñóììà ìíîãèõ ñëàãàåìûõ
Íàéòè ïðåäåë

bn =
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ · · ·+ 1√
n2 + n

.

Îöåíèì ñóììó ñâåðõó è ñíèçó:
� Ñâåðõó: çàìåíèì êàæäîå èç n ñëàãàåìûõ íà ñàìîå

áîëüøîå
1√

n2 + 1
.

bn < n · 1√
n2 + 1

→ 1 ïðè n → ∞.

� Ñíèçó: çàìåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå íà ñàìîå ìàëåíüêîå
1√

n2 + n
.

bn > n · 1√
n2 + n

→ 1 ïðè n → ∞.

Ïîäðàçäåë 2.7.2

Çàäà÷è

Çàäà÷à 154. Íàéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn =
sin(n) + cos

(
n2
)

n
,

èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ.

� 111 �



Çàäà÷à 155. Íàéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

yn =
1

n2 + 1
+

2

n2 + 2
+ · · ·+ n

n2 + n
,

èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ.

Çàäà÷à 156. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñæàòîé ïåðåìåííîé, íàé-

òè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn =

(
n

7n+ 3

)n

.

Çàäà÷à 157. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ ê ïðå-
äåëó A, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëó B. Èç-
âåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íîìåð N0 òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N0

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî an ≥ bn. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ïðå-
äåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ, ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î ñîîò-
íîøåíèè ìåæäó A è B?

Çàäà÷à 158.Íàéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn =
√
1 + 2n,

èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ.

Ðàçäåë 2.8

Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ÷àñòî âàæíî çíàòü, ñóùåñòâóåò ëè
ðåøåíèå â ïðèíöèïå, äàæå åñëè ìû íå ìîæåì íàéòè åãî òî÷-
íîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå.
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Ïîäðàçäåë 2.8.1

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà

î ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Òåîðåìà 15 Âåéåðøòðàññ35 35
Äàííàÿ òåîðåìà ýêâèâà-

ëåíòíà àêñèîìå ïîëíîòû!Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} òàêîâà, ÷òî:
1. ∀n ∈ N : an ≤ an+1 (ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå);
2. ∃M ∈ R : ∀n ∈ N : an ≤ M (îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó).

Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
n→∞

an = A.

Äîê-âî: Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S = {an : n ∈ N}, ñîñòîÿùåå èç
âñåõ ýëåìåíòîâ íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïî óñëîâèþ òåî-
ðåìû, ìíîæåñòâî S íå ïóñòî è îãðàíè÷åíî ñâåðõó ÷èñëîì
M .
Ñîãëàñíî àêñèîìå î ïîëíîòå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
(íåïðåðûâíîñòè), ëþáîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíî-
æåñòâî èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü. Ïóñòü:

A = supS

Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî A è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïðåäåëîì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà:
1. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0.
2. Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè (sup):
� ×èñëî A − ε íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà
S (òàê êàê îíî ìåíüøå A).

� Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè aN , òàêîé ÷òî:

aN > A− ε

3. Â ñèëó ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ
âñåõ íîìåðîâ n > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

an ≥ aN > A− ε
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4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê A � âåðõíÿÿ ãðàíü, òî äëÿ
âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ:

an ≤ A < A+ ε

5. Îáúåäèíÿÿ ïóíêòû 3 è 4, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n >
N :

A− ε < an < A+ ε ⇐⇒ |an − A| < ε

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Çàìå÷àíèå Â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà îáîñíîâûâàåò

êðèòåðèé îñòàíîâêè: åñëè øàã èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ñòàíî-
âèòñÿ ìåíüøå ε, à ïðîöåññ ìîíîòîíåí è îãðàíè÷åí, ìû ãàðàí-
òèðîâàííî íàõîäèìñÿ â îêðåñòíîñòè ïðåäåëà (òî÷êè ñõîäèìî-
ñòè).

Ïîäðàçäåë 2.8.2

Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =

(
1 +

1

n

)n

. Äîêàæåì,

÷òî îíà èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Âåéåð-
øòðàññà.

Òåîðåìà 16 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =

(
1 +

1

n

)n

ìîíîòîííî âîçðàñòàåò

è îãðàíè÷åíà ñâåðõó.

Äîê-âî: 1. Ìîíîòîííîñòü
Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè (1 + x)n ≥ 1 + nx.
Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ:

xn
xn−1

=
(1 + 1/n)n

(1 + 1/(n− 1))n−1
=

n+ 1

n
·
(
n+ 1

n
· n− 1

n

)n−1

=

=
n+ 1

n
·
(
1− 1

n2

)n−1
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Ïî íåðàâåíñòâó Áåðíóëëè:

(1− 1/n2)n−1 ≥ 1− n− 1

n2
.

Òîãäà:

xn
xn−1

≥ n+ 1

n

(
1− n− 1

n2

)
=

n+ 1

n
·n

2 − n+ 1

n2
=

n3 + 1

n3
> 1

Ñëåäîâàòåëüíî, xn > xn−1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîãî
âîçðàñòàåò.
2. Îãðàíè÷åííîñòü
Ðàçëîæèì xn ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà:

xn = 1 + n · 1
n
+

n(n− 1)

2!

1

n2
+ · · ·+ 1

nn
=

= 1 + 1 +
1

2!

(
1− 1

n

)
+

1

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ . . .

Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ñêîáêà (1− k/n) < 1. Òîãäà:

xn < 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!

Òàê êàê n! ≥ 2n−1, çàìåíèì ñëàãàåìûå íà ÷ëåíû ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè:

xn < 1 +

(
1 +

1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n−1

)
< 1 + 2 = 3

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì 3.

Îïð. 68 Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(
1 + 1

n

)n
ïðè n → ∞ íàçûâà-

åòñÿ ÷èñëîì e.

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e ≈ 2.71828...

Ïðèìåð 63 ×èñëî e âîçíèêàåò ïðè àíàëèçå ¾ðàâíîìåðíîãî¿ ðîñòà. Â
Computer Science îíî ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â àëãîðèòìàõ ñ ðàí-
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äîìèçàöèåé. Íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè õåøèðî-
âàíèè n êëþ÷åé â n ÿ÷ååê êîíêðåòíàÿ ÿ÷åéêà îñòàíåòñÿ
ïóñòîé (ïðè áîëüøèõ n), ñòðåìèòñÿ ê 1/e ≈ 0.37.

Ïîäðàçäåë 2.8.3

Çàäà÷è

Çàäà÷à 159. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü xn =
10n

n!
.

Çàäà÷à 160. Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü

xn =
1

12
+

1

22
+ · · ·+ 1

n2
.

Çàäà÷à 161. Èññëåäîâàòü xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)
,

ãäå a > 0, x1 >
√
a.

Çàäà÷à 162.Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü xn =

√
a+

√
a+ · · ·+

√
a

(n ðàäèêàëîâ, a > 0).

Çàäà÷à 163. Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn+1 =
√
2 + xn, x1 =

√
2.

Çàäà÷à 164. xn+1 =
xn
2

+
1

xn
, x1 = 2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäè-

ìîñòü.

Çàäà÷à 165. xn+1 = 1 +
1

xn
, x1 = 1. Íàéòè ïðåäåë.

Çàäà÷à 166. xn+1 =
1

2

(
x2n +

1

4

)
, x1 = 0. Äîêàçàòü ñõîäè-

ìîñòü.
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Çàäà÷à 167. Èññëåäîâàòü xn+1 = sin(xn), x1 = 1.

Çàäà÷à 168. xn+1 =
3(1 + xn)

3 + xn
, x1 = 1. Íàéòè ïðåäåë.

Êðèòåðèé Êîøè è ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè

Êðèòåðèé Êîøè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñõîäèìîñòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, íå èñïîëüçóÿ ñàìî çíà÷åíèå ïðåäåëà, à òîëüêî
àíàëèçèðóÿ áëèçîñòü å¼ ÷ëåíîâ äðóã ê äðóãó.

Îïð. 69 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
(èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò íîìåð N , òàêîé ÷òî äëÿ ëþáûõ n,m > N âû-
ïîëíÿåòñÿ

|an − am| < ε

Òåîðåìà 17 Êðèòåðèé Êîøè
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìåëà êîíå÷íûé ïðå-
äåë, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ôóíäàìåí-
òàëüíîé.

Ïðèìåð 64 Óñëîâèå îñòàíîâêè
Â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ (íàïðèìåð, ïðè îáó÷åíèè íåéðîñåòè
èëè ðàñ÷åòå ôèçè÷åñêîé ñèìóëÿöèè) ìû íå çíàåì ¾èñòèí-
íîãî¿ îòâåòà. Ìû ïðîâåðÿåì óñëîâèå |xn+1−xn| < tolerance.
Ýòî óïðîùåííûé âàðèàíò ïðîâåðêè íà ôóíäàìåíòàëüíîñòü:
åñëè èçìåíåíèÿ â ðåçóëüòàòàõ ñòàíîâÿòñÿ èñ÷åçàþùå ìàëû-
ìè, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñ÷èòàåòñÿ ñîøåäøèìñÿ.

Ïðèìåð 65 Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü

an =
n∑

k=1

sin k

2k
.
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Âîñïîëüçóåìñÿ ôóíäàìåíòàëüíîñòüþ. Ïóñòü m > n:

|am − an| =

∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

sin k

2k

∣∣∣∣∣ ≤
m∑

k=n+1

| sin k|
2k

<
m∑

k=n+1

1

2k
.

Ïî ôîðìóëå ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: |am−an| <
1
2n .
Ïðè n → ∞ âåëè÷èíà 1/2n → 0. Äëÿ ëþáîãî ε ìîæíî íàéòè
òàêîå N , ÷òî ïðè n,m > N ðàçíîñòü |am − an| < ε.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà =⇒ ïðåäåë ñóùå-
ñòâóåò.

Ïîäðàçäåë 2.8.4

Çàäà÷è íà êðèòåðèé Êîøè

Çàäà÷à 169. Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

an =
cos(1!)

1 · 2
+

cos(2!)

2 · 3
+ · · ·+ cos(n!)

n(n+ 1)
.

Çàäà÷à 170. Äîêàçàòü ðàñõîäèìîñòü ãàðìîíè÷åñêîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè

Hn = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
.

Çàäà÷à 171.Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an =
sin 1

2
+

sin 2

22
+ · · ·+ sinn

2n
.

Çàäà÷à 172. Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî

|an+1 − an| <
1

2n
.
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Çàäà÷à 173. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an =
√
n íå

ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, õîòÿ |an+1 − an| → 0.

Çàäà÷à 174. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü

an = 1 +
1√
2
+ · · ·+ 1√

n
.

Ðàçäåë 2.9

Áåñêîíå÷íî ìàëûå
è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè

Áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ÁÌÏ)

Îïð. 70 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé,
åñëè å¼ ïðåäåë ðàâåí íóëþ:

lim
n→∞

αn = 0

Íà ÿçûêå ε−N : ∀ε > 0 ∃N(ε) : ∀n > N =⇒ |αn| < ε.

Ñâîéñòâà ÁÌÏ:

1. Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÁÌÏ åñòü ÁÌÏ.

2. Ïðîèçâåäåíèå ÁÌÏ íà îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü åñòü ÁÌÏ.
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Áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ÁÁÏ)

Îïð. 71 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëü-
øîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà E > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð
N(E), òàêîé ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíÿåòñÿ

|xn| > E

Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò limn→∞ xn = ∞.

Çàìå÷àíèå Íå ïóòàéòå íåîãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è áåñêîíå÷-
íî áîëüøóþ.

� Äëÿ ÁÁÏ: âñå ÷ëåíû ñ íåêîòîðîãî íîìåðà äîëæíû áûòü
áîëüøå E.

� Äëÿ íåîãðàíè÷åííîé: õîòÿ áû îäèí ÷ëåí äëÿ êàæäîãî
E äîëæåí áûòü áîëüøå íåãî.

Ïðèìåð: xn = n(−1)n (÷ëåíû: 1/1, 2, 1/3, 4, . . . ) � íåîãðàíè÷å-
íà, íî íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé.

Ïîäðàçäåë 2.9.1

Ñâÿçü ìåæäó

ÁÌÏ è ÁÁÏ

Ýòà ñâÿçü ëåæèò â îñíîâå ðàáîòû ñî ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìîâ
è ïîçâîëÿåò ïåðåõîäèòü îò èññëåäîâàíèÿ ¾âçðûâíîãî¿ ðîñòà
ê èññëåäîâàíèþ ¾çàòóõàíèÿ¿.

Òåîðåìà 18 Î ñâÿçè ÁÌÏ è ÁÁÏ
1. Åñëè {xn} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(xn ̸= 0), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn = 1
xn

ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íî ìàëîé.

2. Åñëè {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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(αn ̸= 0), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = 1
αn

ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íî áîëüøîé.

Äîê-âî: Äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü. Ïóñòü {xn} � ÁÁÏ. Ýòî çíà÷èò

∀E > 0 ∃N : |xn| > E.

Âîçüìåì ε = 1/E. Òîãäà íåðàâåíñòâî |xn| > E ýêâèâàëåíò-
íî

1

|xn|
<

1

E
,

òî åñòü |αn| < ε. Ýòî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì
ÁÌÏ. Âòîðàÿ ÷àñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïîäðàçäåë 2.9.2

Ñðàâíåíèå ÁÌÏ

(Î-ñèìâîëèêà)

Îïð. 72 Åñëè lim
n→∞

αn

βn
= 0, òî αn íàçûâàåòñÿ ÁÌÏ áîëåå âûñîêîãî

ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì βn (αn = o(βn) )36 36
Èëè òàê: βn ≪ αn.

Îïð. 73 Åñëè lim
n→∞

αn

βn
= A ̸= 0, òî îíè íàçûâàþòñÿ ÁÌÏ îäíîãî

ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 66 Èññëåäîâàòü íà ÁÁÏ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
n2 + 1

n
.

Ðåøåíèå. Ðàçäåëèì ïî÷ëåííî: xn = n+ 1
n .

Òàê êàê n � ÁÁÏ, à 1/n � ÁÌÏ, èõ ñóììà ÿâëÿåòñÿ ÁÁÏ.
Äëÿ ëþáîãî E ïðè n > E çíà÷åíèå xn > E.
Îòâåò: ÁÁÏ.
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Èåðàðõèÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ

Ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îïðåäå-
ëÿåò êëàññè÷åñêóþ èåðàðõèþ:

lnn ≪ n ≪ n lnn ≪ ns ≪ an ≪ n! ≪ nn (s > 0, a > 1)

Äîêàæåì íåñêîëüêî êëþ÷åâûõ ïåðåõîäîâ.

1. Ñòåïåííàÿ ïðîòèâ ïîêàçàòåëüíîé:

ns ≪ an

(ãäå a > 1, s > 0).

Äîê-âî: Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
ns

an
ïðè a > 1.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè n ≥ 2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

xn =
ns

(n− 1)sa
xn−1.

Òàê êàê
ns

(n− 1)sa
−−−→
n→∞

1

a
< 1,

òî

∃n0 : ∀n > n0
ns

(n− 1)sa
< 1.

Çíà÷èò, ïðè n > n0 âûïîëíÿåòñÿ xn < xn−1, è, òåì
ñàìûì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîãî óáûâàåò.
Òàê êàê ê òîìó æå xn > 0, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå Âåé-
åðøòðàññà, ñóùåñòâóåò ïðåäåë xn. Íàçîâåì åãî A.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå

xn =
ns

(n− 1)sa
xn−1,
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ïîëó÷àåì, ÷òî

A =
1

a
· A ⇒ A = 0,

2. Ïîêàçàòåëüíàÿ ïðîòèâ ôàêòîðèàëà:

an ≪ n!37 37
Ôàêòîðèàë � ýòî

¾÷åðíàÿ äûðà¿ âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ñëîæíîñòè.
Ëþáîé àëãîðèòì ñ òàêîé
ñëîæíîñòüþ (íàïðè-
ìåð, ïîëíûé ïåðåáîð
çàäà÷è êîììèâîÿæåðà)
íåïðèãîäåí äëÿ áîëüøèõ
äàííûõ.

.

Äîê-âî: Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xn =
an

n!
.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè n ≥ 2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
xn =

a

n
xn−1.

Òàê êàê a
n → 0, òî, âçÿâ ε = 1,

∃n0 : ∀n > n0
a

n
< 1.

Çíà÷èò, ïðè n > n0 âûïîëíÿåòñÿ xn < xn−1 è, òåì
ñàìûì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîãî óáûâàåò.
Òàê êàê ê òîìó æå xn > 0, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå Âåé-
åðøòðàññà, ñóùåñòâóåò ïðåäåë xn.
Íàçîâåì åãî A.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå

xn =
a

n
xn−1,

ïîëó÷àåì, ÷òî

A = 0 · A ⇒ A = 0

3. Ëîãàðèôì ïðîòèâ ëèíåéíîé ôóíêöèè:

lnn ≪ n.

Äîê-âî: ×òîáû íå âïàäàòü â òåõíè÷åñêèå ñëîæíîñòè, äîêà-
æåì ïîçæå ñ ïîìîùüþ äèôôåðíöèàëüíîãî èñ÷èñëå-
íèÿ (ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ).

Çàìå÷àíèå Ýòî äîêàçàòåëüñòâî îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó áèíàðíûé ïîèñê
â ìàññèâå èç ìèëëèàðäà ýëåìåíòîâ (ñëîæíîñòü log2 n ≈
30 îïåðàöèé) � ýòî ïî÷òè ìãíîâåííàÿ îïåðàöèÿ, â òî

� 123 �



âðåìÿ êàê ëèíåéíûé ïîèñê (n = 109 îïåðàöèé) ìî-
æåò çàñòàâèòü ïîëüçîâàòåëÿ æäàòü íåñêîëüêî ñåêóíä.
Ðàçðûâ ìåæäó ëîãàðèôìîì è ëèíåéíîé ôóíêöèåé �
ýòî ïðîïàñòü, â êîòîðîé ðîæäàåòñÿ âûñîêàÿ ïðîèçâî-
äèòåëüíîñòü êîäà.

4. Ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ïðîòèâ ôàê-
òîðèàëà:

n! ≪ nn

Äîê-âî: Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xn =
n!

nn
.

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

xn+1 =
(n+ 1)nn

(n+ 1)n+1
xn =

(
n

n+ 1

)n

,

ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xn+1

xn
=

(
1 +

1

n

)−n

.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn óáûâàåò, à
ñíèçó îãðàíè÷åíà íóëåì, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ.
Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåäåë xn ðàâåí íóëþ.

Ïðèìåð 67 Ñðàâíèì n2 è 2n äëÿ n = 10 è n = 100:
� Ïðè n = 10: 102 = 100, 210 = 1024 (Ýêñïîíåíòà óæå â
10 ðàç áîëüøå).

� Ïðè n = 100: 1002 = 10, 000, à 2100 ≈ 1.26 · 1030.
Ýòî ÷èñëî (1030) áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî ìèëëèñåêóíä, ïðî-
øåäøèõ ñ ìîìåíòà Áîëüøîãî âçðûâà.
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Ïîäðàçäåë 2.9.3

Çàäà÷è

Çàäà÷à 175. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêî-
íå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áåñêîíå÷íî ìàëà.

Çàäà÷à 176. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áåñêîíå÷íî ìà-
ëî.

Çàäà÷à 177. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è îãðàíè÷åííîé áåñêîíå÷íî ìàëî.

Çàäà÷à 178. Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ íå
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, íî lim

n→∞
(an · an+1) = 0?

Çàäà÷à 179. Î ¾ñèëå¿ ýêñïîíåíòû

Èññëåäóéòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an =
n1000

1.001n
. ßâëÿåòñÿ ëè îíà áåñêîíå÷íî ìàëîé? Åñëè äà,

íàéäèòå íîìåð N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íà÷èíàþò óáûâàòü.

Çàäà÷à 180. Îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê ìàëîñòè

Ñðàâíèòå äâå ÁÌÏ:

αn = 1−cos
(
1
n

)
è βn =

√
n2 + 1−n. Îïðåäåëèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè

îäíà èç íèõ áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Çàäà÷à 181. Êîëåáàíèÿ è áåñêîíå÷íîñòü

Ïóñòü an =
(
n2 sin

πn

2
+ n
)
. ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé? Îãðàíè÷åíà ëè îíà ñíèçó?
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Çàäà÷à 182. Òåîðåìà Øòîëüöà38 38
Äèñêðåòíîå ïðàâèëî

Ëîïèòàëÿ

Íàéäèòå ïðåäåë

lim
n→∞

ln(n!)

n2
.

Ðàçäåë 2.10

Ïîëåçíûå òåîðåìû î ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿõ

Ïîäðàçäåë 2.10.1

Òåîðåìà Êîøè

î ñâÿçè ïðåäåëîâ

Òåîðåìà 19 Êîøè
Ïóñòü {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.
Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

xn+1

xn
= L,

òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

n
√
xn = L.

Äîê-âî: Ïóñòü lim
n→∞

xn+1

xn
= L.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà,

∀ε > 0∃N ∈ N : ∀n ≥ N =⇒ L− ε <
xn+1

xn
< L+ ε.

Çàïèøåì ïðîèçâåäåíèå íåðàâåíñòâ äëÿ èíäåêñîâ îò N äî
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n− 1:

(L− ε)n−N <
xN+1

xN
· xN+2

xN+1
. . .

xn
xn−1

< (L+ ε)n−N

(L− ε)n−N <
xn
xN

< (L+ ε)n−N

Èçâëåêàÿ êîðåíü n-é ñòåïåíè è ãðóïïèðóÿ êîíñòàíòû, èìå-
åì:

n

√
xN(L− ε)−N · (L− ε) < n

√
xn < n

√
xN(L+ ε)−N · (L+ ε)

Ïðè n → ∞ âûðàæåíèÿ n
√
C ñòðåìÿòñÿ ê 1. Ïî òåîðåìå î

çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

L− ε ≤ lim
n→∞

n
√
xn ≤ L+ ε

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε, ïðåäåë ðàâåí L.

Ïðèìåð 68 Âû÷èñëèòå ïðåäåë
lim
n→∞

n
n
√
n!
,

èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êîøè.

Ïóñòü xn =
nn

n!
.

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå

xn+1

xn
=

(n+ 1)n+1n!

(n+ 1)!nn
=

(n+ 1)n

nn
=

(
1 +

1

n

)n

.

Òàê êàê
lim
n→∞

xn+1

xn
= e,

òî
lim
n→∞

n
√
xn = lim

n→∞

n
n
√
n!

= e.
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Ïîäðàçäåë 2.10.2

Çàäà÷è

Çàäà÷à 183. lim
n→∞

1k + 2k + · · ·+ nk

nk+1

Çàäà÷à 184. lim
n→∞

n( n
√
x− 1), x > 0

Çàäà÷à 185. lim
n→∞

(
n2 + n+ 1

n2 − n+ 1

)√
n2+n

Çàäà÷à 186. lim
n→∞

sin
(
2π
√
n2 + n

)

Ïîäðàçäåë 2.10.3

Òåîðåìà Øòîëüöà

Òåîðåìà 20 Øòîëüö
Ïóñòü yn → +∞ è yn ñòðîãî âîçðàñòàåò. Åñëè ñóùåñòâóåò
ïðåäåë

lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= A,

òî ñóùåñòâóåò è ïðåäåë

lim
n→∞

xn
yn

= A.

Äîê-âî: Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîíå÷íîãî ïðåäåëà A. Ïî îïðåäåëåíèþ
ïðåäåëà, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N , òàêîé ÷òî
ïðè n > N :

A− ε <
xn − xn−1

yn − yn−1
< A+ ε
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Òàê êàê yn − yn−1 > 0, çàïèøåì:

(A− ε)(yn − yn−1) < xn − xn−1 < (A+ ε)(yn − yn−1)

Çàïèøåì òàêèå íåðàâåíñòâà äëÿ âñåõ èíäåêñîâ îò N + 1 äî
n è ïðîñóììèðóåì èõ:

(A−ε)
n∑

k=N+1

(yk−yk−1) <
n∑

k=N+1

(xk−xk−1) < (A+ε)
n∑

k=N+1

(yk−yk−1)

Èñïîëüçóåì ñâîéñòâî òåëåñêîïè÷åñêîé ñóììû

n∑

k=N+1

(yk − yk−1) = yn − yN :

(A− ε)(yn − yN) < xn − xN < (A+ ε)(yn − yN)

Ðàçäåëèì âñ¼ íà yn (ñ÷èòàåì yn > 0 ïðè áîëüøèõ n):

(A− ε)

(
1− yN

yn

)
<

xn
yn

− xN
yn

< (A+ ε)

(
1− yN

yn

)

Ïðåîáðàçóåì ê âèäó äëÿ xn

yn
:

(A− ε)

(
1− yN

yn

)
+

xN
yn

<
xn
yn

< (A+ ε)

(
1− yN

yn

)
+

xN
yn

Óñòðåìèì n → ∞. Ïîñêîëüêó yn → ∞, ñëàãàåìûå yN
yn

è
xN

yn
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïðåäåëû ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ïðè

n → ∞ ðàâíû A− ε è A+ ε ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó ïðîèç-
âîëüíîñòè ε, limn→∞

xn

yn
= A.
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Ðàçäåë 2.11

Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
è òåîðåìà Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà

Îïð. 74 Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}. Åñëè ìû âûáåðåì áåñ-
êîíå÷íóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ
èíäåêñîâ

n1 < n2 < n3 < . . . ,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk
}∞k=1 íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòüþ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà 21 (Î ïðåäåëå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè) Åñëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn} èìååò ïðåäåë A (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé),
òî ëþáàÿ å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêæå èìååò ïðåäåë A.

Ïîäðàçäåë 2.11.1

Òåîðåìà

Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà

Ýòî îäíà èç öåíòðàëüíûõ òåîðåì àíàëèçà, óòâåðæäàþùàÿ
âîçìîæíîñòü âûäåëåíèÿ ñõîäÿùåãîñÿ ïðîöåññà èç ëþáîãî îãðà-
íè÷åííîãî õàîñà.

Òåîðåìà 22 Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü.

Äîê-âî: Ïðèìåíèì ìåòîä äèõîòîìèè (ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåç-
êîâ Êàíòîðà):

1. Ïóñòü {xn} îãðàíè÷åíà, ò.å. âñå å¼ ÷ëåíû ëåæàò íà
îòðåçêå [a, b]. Îáîçíà÷èì åãî [a0, b0].

2. Ðàçäåëèì [a0, b0] ïîïîëàì. Õîòÿ áû â îäíîé èç ïîëî-
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âèí ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {xn}. Âûáåðåì ýòó ïîëîâèíó è íàçîâåì å¼
[a1, b1]. Èç áåñêîíå÷íîãî íàáîðà èíäåêñîâ âûáåðåì n1

òàêîé, ÷òî xn1
∈ [a1, b1].

3. Ïîâòîðèì ïðîöåññ: äåëèì [ak, bk] ïîïîëàì, âûáèðàåì
òó ÷àñòü, ãäå ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ, è íàçû-
âàåì å¼ [ak+1, bk+1]. Âûáèðàåì èíäåêñ nk+1 > nk òàêîé,
÷òî xnk+1

∈ [ak+1, bk+1].
4. Ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ, äëèíà êî-

òîðûõ (b − a)/2k → 0. Ñîãëàñíî ëåììå Êàíòîðà, ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà C, îáùàÿ äëÿ âñåõ îò-
ðåçêîâ.

5. Òàê êàê |xnk
−C| ≤ (b−a)/2k, òî ïî òåîðåìå î çàæàòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè limk→∞ xnk
= C.

Ïðèìåð 69 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ôàêòè÷åñêè îïèñûâàåò àëãîðèòì
áèíàðíîãî ïîèñêà. Äàæå åñëè äàííûå íå îòñîðòèðîâà-
íû, ìû ìîæåì ñóæàòü îáëàñòü ïîèñêà äî òåõ ïîð, ïîêà íå
¾çàæìåì¿ ïðåäåëüíóþ òî÷êó. Â àíàëèçå äàííûõ ýòî ñîîò-
íîñèòñÿ ñ ïîèñêîì óñòîé÷èâûõ ïàòòåðíîâ â çàøóìëåííîì
ñèãíàëå.

Ïîäðàçäåë 2.11.2

×àñòè÷íûå ïðåäåëû

Îïð. 75 Ïðåäåë ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâà-
åòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè.

Çàäà÷à 187. Íàéòè ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
xn = sin

(
πn
2

)
. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè: 1, 0,−1, 0, 1, 0,−1, 0, . . .

� Ïðè n = 4k + 1, xn = sin(π/2 + 2πk) = 1 → 1.

� Ïðè n = 2k, xn = sin(πk) = 0 → 0.

� Ïðè n = 4k + 3, xn = sin(3π/2 + 2πk) = −1 → −1.
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Îòâåò: Ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ � {−1, 0, 1}.

Èíòåðåñíûå ïðèìåðû è êîíòðïðèìåðû

1. Âñþäó ïëîòíûå ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû

Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷àñòè÷íûìè ïðåäåëà-
ìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå ÷èñëà îòðåçêà [0, 1]. Ïðèìå-
ðîì ìîæåò ñëóæèòü ïåðåíóìåðîâàííîå ìíîæåñòâî âñåõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íà ýòîì îòðåçêå. Èç íå¼ ìîæíî âû-
äåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê

√
2/2, ê

π/4 èëè ê ëþáîìó äðóãîìó ÷èñëó èç [0, 1].

2. Ðàñõîäÿùàÿñÿ, íî ñ ÷àñòè÷íûìè ïðåäåëàìè

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xn = (−1)n · n+ 1

n
.

Îíà íå èìååò ïðåäåëà, íî èìååò äâà ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëà:
1 è−1. Â ïðîãðàììèðîâàíèè ýòî ïîõîæå íà îñöèëëÿöèþ
(jitter) � ñèãíàë ïðûãàåò ìåæäó äâóìÿ óñòîé÷èâûìè
ñîñòîÿíèÿìè.

3. Òåîðåìà î âåðõíåì è íèæíåì ïðåäåëàõ

Íàèáîëüøèé èç ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ íàçûâàåòñÿ âåðõ-
íèì ( lim

n→∞
xn), à íàèìåíüøèé � íèæíèì ( lim

n→∞
xn).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà limxn = lim xn.
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Ïîäðàçäåë 2.11.3

Çàäà÷è

Çàäà÷à 188. Íàéòè âñå ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè

xn =
1 + (−1)n

2
+

(−1)n

n
.

Çàäà÷à 189. Íàéòè íèæíèé è âåðõíèé ïðåäåëû (lim è lim)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn = cos

(
2πn

3

)
.

Çàäà÷à 190. Ìîæåò ëè íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èìåòü ðîâíî îäèí ÷àñòè÷íûé ïðåäåë? Ïðèâåäèòå ïðèìåð.

Çàäà÷à 191.Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x2n},
{x2n+1} è {x3n} ñõîäÿòñÿ, òî è ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}
ñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à 192. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = sin(n) (àðãóìåíò
â ðàäèàíàõ) âûäåëèëè ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Êàêîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü å¼ ïðåäåë?

Ðàçäåë 2.12

Âû÷èñëèòåëüíûé ïðàêòèêóì:
Ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Çàäà÷à 193. Íàéòè lim
n→∞

(n+ 1)3 − (n− 1)3

5n2 + n
.
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Çàäà÷à 194. Íàéòè lim
n→∞

n! + (n+ 1)!

(n+ 2)!
.

Çàäà÷à 195. Íàéòè lim
n→∞

n
(√

n2 + 1− n
)
.

Çàäà÷à 196. Íàéòè lim
n→∞

(
3
√
n3 + n2 − n

)
.

Çàäà÷à 197. Íàéòè lim
n→∞

(
n+ 3

n− 1

)n+3

.

Çàäà÷à 198. Íàéòè lim
n→∞

n(ln(n+ 1)− lnn).

Çàäà÷à 199. Íàéòè lim
n→∞

2n + n5

3n + n!
.

Çàäà÷à 200. Íàéòè lim
n→∞

log2(n
2 + 1)

log3(n
3 + 1)

.

Çàäà÷à 201. Íàéòè lim
n→∞

sin
(
n2 + en

)

n
.

Çàäà÷à 202. Íàéòè lim
n→∞

n
√
2n + 3n + 5n.

Çàäà÷à 203. Íàéòè lim
n→∞

1 + 2 + · · ·+ n

n2
.

Çàäà÷à 204. Íàéòè lim
n→∞

(
1

n2
+

2

n2
+ · · ·+ n− 1

n2

)
.

Çàäà÷à 205. Íàéòè lim
n→∞

n
√
n

Çàäà÷à 206. Íàéòè lim
n→∞

n
√
a = 1 ïðè a > 0

Çàäà÷à 207. Ïóñòü lim
n→∞

an = A ãäå an > 0 è A > 0. Íàéòè

lim
n→∞

n
√
an
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Çàäà÷à 208. Íàéòè lim
n→∞

(
n2 + 1

n2 − 1

)n2

.

Çàäà÷à 209. Íàéòè lim
n→∞

n2

(
1− cos

1

n

)
.

Çàäà÷à 210. Íàéòè lim
n→∞

(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1
.

Çàäà÷à 211. Íàéòè lim
n→∞

√
n2 + 1−

√
n2 − 1√

n+ 1−
√
n− 1

.

Çàäà÷à 212. * Íàéòè lim
n→∞

(2n)!

(n!)2
.

Çàäà÷à 213. * Íàéòè lim
n→∞

1

n
n
√
n!.

Çàäà÷à 214. * Íàéòè lim
n→∞

n!

(n/e)n
.

Ìåòîä Øòîëüöà è ñóììèðîâàíèå

Âû÷èñëèòå ïðåäåëû, èñïîëüçóÿ äèñêðåòíûé àíàëîã ïðàâèëà
Ëîïèòàëÿ:

Çàäà÷à 215. (Âûâîä ôîðìóëû èíòåãðàëüíîé ñóììû)

lim
n→∞

1k + 2k + · · ·+ nk

nk+1
,

ãäå k ∈ N.

Çàäà÷à 216. lim
n→∞

ln(n!)

n lnn
.

Çàäà÷à 217. lim
n→∞

1

nk

n∑

i=1

ln

(
n

i

)
(Ñâÿçü ñ ýíòðîïèåé).
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Çàäà÷à 218. lim
n→∞

√
1 +

√
2 + · · ·+

√
n

n
√
n

.

Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

Çàäà÷à 219. lim
n→∞

(
n2 + n+ 1

n2 − n+ 1

)√
n2+n

.

Çàäà÷à 220. lim
n→∞

n( n
√
x− 1) ïðè x > 0.

Çàäà÷à 221. lim
n→∞

n
n
√
n!
.

Çàäà÷à 222. lim
n→∞

(
cos

x√
n

)n

.

Ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Èññëåäóéòå íà ñõîäèìîñòü è íàéäèòå ïðåäåëû:

Çàäà÷à 223. an+1 =
√
2 + an, a1 =

√
2.

Çàäà÷à 224. (Àëãîðèòì Ãåðîíà äëÿ
√
b) an+1 =

1

2

(
an +

b

an

)
,

ãäå b > 0, a1 > 0.

Çàäà÷à 225. an+1 = sin(an), a1 ∈ (0, π/2).

Çàäà÷à 226. an+1 = an+
1

a2n
, a1 = 1 (Äîêàçàòü ðàñõîäèìîñòü

è íàéòè ïîðÿäîê ðîñòà).

Òåîðåìà î ¾çàæàòîé¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è îöåíêè

Çàäà÷à 227. lim
n→∞

n
√

1k + 2k + · · ·+ nk.

Çàäà÷à 228. lim
n→∞

n∑

k=1

1√
n2 + k

.
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Çàäà÷à 229. (Êëàññè÷åñêàÿ èåðàðõèÿ ðîñòà) lim
n→∞

2n

n!
.

Çàäà÷à 230. lim
n→∞

1

n2

n∑

k=1

⌊kx⌋ äëÿ x ∈ R.

Ñëîæíûå êîìáèíàòîðíûå è èððàöèîíàëüíûå ôîð-
ìóëû

Çàäà÷à 231. (Ñðåäíåå êîëìîãîðîâñêîå) lim
n→∞

(
n
√
a+ n

√
b

2

)n

ïðè a, b > 0.

Çàäà÷à 232. lim
n→∞

sin
(
2π
√

n2 + n
)
.

Çàäà÷à 233. lim
n→∞

(n+ 1)k − nk

nk−1
.

Çàäà÷à 234. lim
n→∞

n∏

k=2

(
1− 1

k2

)
.
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Ãëàâà 3

Ïðåäåë è
íåïðåðûâíîñòü
ôóíêöèè

Ðàçäåë 3.1

Ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå

Îïð. 76 Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå D(f), x0 - ïðå-
äåëüíàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà, â ñàìîé òî÷êå x0 ôóíê-
öèÿ f ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåíà. Íàçîâ¼ì èíäóöèðîâàí-
íîé ïðîêîëîòîé δ-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 ìíîæåñòâî
V̇δ(x0):

V̇δ(x0) = U̇δ(x0) ∩D(f).

ãäå U̇δ(x0) � ïðîêîëîòàÿ δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè x0.

Îïð. 77 ((Î.-Ë. Êîøè)) ×èñëî A ∈ R íàçûâàþò ïðåäåëîì ôóíê-
öèè f(x) â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàé-
äåòñÿ òàêîå δ > 0, çàâèñÿùåå îò ε, òàêîå ÷òî äëÿ x ∈ D(f),
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óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ 0 < |x − x0| < δ, âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî |f(x)− A| < ε.

Îáîçíà÷åíèå:
lim
x→x0

f(x) = A, f(x) → A ïðè x → x0 èëè f(x) −−−→
x→x0

A

lim
x→x0

f(x) = A
def⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 :

(∀x ∈ D(f) ∧ 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− A| < ε)

Çàìå÷àíèå Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ f òîëü-
êî íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (òîëüêî èíäóöèðîâàííûå
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0), ïîýòîìó óêàçàíèå ¾∀x ∈ D(f)¿ áó-
äåì îïóñêàòü.

Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïîíÿòèÿ ïðåäåëà ôóíê-
öèè f(x) â òî÷êå x0. Âñå òî÷êè, àáñöèññû êîòîðûõ óäîâëå-
òâîðÿþò íåðàâåíñòâó

0 < |x− x0| < δ, =⇒ x0 − δ < x < x0 + δ, x ̸= x0
îáðàçóþò V̇δ(x0) � èíäóöèðîâàííóþ ïðîêîëîòóþ δ-îêðåñòíîñòü
òî÷êè x0. Íåðàâåíñòâî

|f(x)− A| < ε =⇒ A− ε < f(x) < A+ ε

ïîêàçûâàåò, ÷òî îáðàçû ýòèõ òî÷åê f(x) ïîïàäàþò â Uε(A) �
ε-îêðåñòíîñòü çíà÷åíèÿ ïðåäåëà A. Çíà÷èò, åñëè lim

x→x0

f(x) =

A, äëÿ ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè Uε(A) íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïðîêîëî-
òàÿ δ-îêðåñòíîñòü V̇δ(x0), îáðàç êîòîðîé f(V̇δ(x0)) ïîëíîñòüþ
ïîïàäåò â Uε(A). Ýòî ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëå-
íèå ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé.

Îïð. 78 ×èñëî A íàçûâàþò ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0,
åñëè äëÿ ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè Uε(A) íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïðîêî-
ëîòàÿ èíäóöèðîâàííàÿ δ-îêðåñòíîñòü V̇δ(x0), îáðàç êîòîðîé
f(V̇δ(x0)) ñîäåðæèòñÿ â îêðåñòíîñòè Uε(A).

lim
x→x0

f(x) = A
def⇐⇒ ∀Uε(A) ∃V̇δ(x0) : f

(
V̇δ(x0)

)
⊂ Uε(A)
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èëè
lim
x→x0

f(x) = A
def⇐⇒ ∀Uε(A) ∃V̇δ(x0) :

(
∀x ∈ V̇δ(x0) ⇒ f(x) ∈ Uε(A)

)

X

Y

x0x0 − δ x0 + δ

V̇δ(x0)

A

A+ ε

A− ε

Uε(A)

Ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå x0.

Â ñëó÷àå, êîãäà x0, A ∈ R, îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè A ∈ R, x0 = +∞
(ðèñ. 2), òî:

lim
x→+∞

f(x) = A
def⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 :

(
x > δ ⇒ |f(x)− A| < ε

)

(1.1)
èëè

lim
x→+∞

f(x) = A
def⇐⇒ ∀Uε(A) ∃Vδ(+∞) :

(
∀x ∈ Vδ(+∞) ⇒ f(x) ∈ Uε(A)

)
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X

Y

δ

A

A+ ε

A− ε

Uε(A)

Vδ(+∞)

Ïðåäåë ôóíêöèè ïðè x → +∞.

Ïðèìåð 70 Àíàëîãè÷íî äàéòå îïðåäåëåíèå lim f(x) = A, åñëè
a) A ∈ R, x → −∞; b) x → +∞, A → +∞; c) x ∈
R, A → −∞.

Ðåøåíèå Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèÿ îêðåñòíîñòåé +∞ è −∞, ïîëó÷èì:
a) íà ÿçûêå ¾ε�δ¿:

lim
x→−∞

f(x) = A
def⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 :

(
x < −δ ⇒ |f(x)− A| < ε

)

(1.2)
íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé:

lim
x→−∞

f(x) = A
def⇐⇒ ∀Uε(A) ∃Vδ(−∞) :

(
∀x ∈ Vδ(−∞) ⇒ f(x) ∈ Uε(A)

)

b)

lim
x→+∞

f(x) = +∞ def⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 :
(
x > δ ⇒ f(x) > ε

)

(1.3)

lim
x→+∞

f(x) = +∞ def⇐⇒ ∀Uε(+∞) ∃V̇δ(+∞) :
(
∀x ∈ V̇δ(+∞) ⇒ f(x) ∈ Uε(+∞)

)

c)

lim
x→x0

f(x) = −∞ def⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 :
(
0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) < −ε

)

(1.4)

lim
x→x0

f(x) = −∞ def⇐⇒ ∀Uε(−∞) ∃V̇δ(x0) :
(
∀x ∈ V̇δ(x0) ⇒ f(x) ∈ Uε(−∞)

)
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Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü åùå îäíî îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíê-
öèè f(x) â òî÷êå x0, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèåì ïðåäåëà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïð. 79 (Ã. Ãåéíå)
×èñëî A íàçûâàþò ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå
x0, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {xn} (xn ∈
D(f), xn ̸= x0, ∀n ∈ N), ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå x0, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè {f(xn)}
ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó A.

Òåîðåìà 23 Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå ýêâèâàëåíòíî
îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè.

Ïðèìåð 71 Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà (1), äîêàæèòå, ÷òî:
1. lim

x→−3

(
12− 6x− x2

)
= 21;

2. lim
x→+∞

x4 + 2

x− 1
= +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: äëÿ ëþ-

áîãî ε > 0 ïîäîáðàòü òàêîå δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ
âñåõ x ∈ D(f), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó 0 <
|x + 3| < δ(ε), áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî∣∣(12− 6x− x2)− 21

∣∣ < ε.
Íàéä¼ì çàâèñèìîñòü δ(ε).
Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðà-
âåíñòâà:

|(12− 6x− x2)− 21| = | − x2 − 6x− 9| =
|− (x2+6x+9)| = |x2+6x+9| = |(x+3)2| = (x+3)2.

Òîãäà èç íåðàâåíñòâà (x+ 3)2 < ε => |x+ 3| <
√
ε =

δ(ε).
Òàêèì îáðàçîì,
∀ε > 0 ∃δ =

√
ε :
(
0 < |x+3| < δ ⇒

∣∣(12− 6x− x2)− 21
∣∣ < ε

)
.

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà (1):
lim
x→−3

(
12− 6x− x2

)
= 21.

2. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïîäáåð¼ì òàêîå δ(ε) > 0, ÷òî ïðè
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x > δ(ε) âûïîëíÿåòñÿ:
x4 + 2

x− 1
> ε.

Ïðè x > 1 èìååì îöåíêó:
x4 + 2

x− 1
>

x4

x− 1
>

x4

x
= x3.

Èç íåðàâåíñòâà x3 > ε ïîëó÷àåì x > 3
√
ε = δ(ε).

Òî åñòü,

∀ε > 0 ∃δ = 3
√
ε :
(
x > δ ⇒ x4 + 2

x− 1
> ε
)
.

Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà (1.3), èìååì:

lim
x→+∞

x4 + 2

x− 1
= +∞.

X

Y

1

−1

y = sin
(π
x

)

Ãðàôèê ôóíêöèè y = sin
(
π
x

)
.

Ïðèìåð 72 Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = sin
(
π
x

)
íå èìååò ïðåäåëà

ïðè x → 0.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ïî Ãåéíå (2).
×òîáû äîêàçàòü, ÷òî â òî÷êå x = 0 íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà
ôóíêöèè f(x), äîñòàòî÷íî íàéòè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
àðãóìåíòà {xn} è {x′n}, òàêèå, ÷òî xn → 0, x′n → 0 è ñî-
îòâåòñòâóþùèå èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè
{f(xn)} è {f(x′n)} èìåþò ðàçëè÷íûå ïðåäåëû.
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à) Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}:

xn =
1

n
, n ∈ N, lim

n→∞
xn = 0,

f(xn) = sin(πn), lim
n→∞

f(xn) = 0.

á) Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′n}:

x′n =
2

4n− 1
, n ∈ N, lim

n→∞
x′n = 0,

f(x′n) = sin

(
(4n− 1)π

2

)
, lim

n→∞
f(x′n) = −1.

Ñ ó÷¼òîì ïóíêòîâ à) è á) ïîëó÷àåì 0 = lim
n→∞

f(xn) ̸=
lim
n→∞

f(x′n) = −1.

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f(x) = sin
(
π
x

)
íå èìååò ïðåäåëà ïðè

x → 0.

X

Y

y = x sin
(π
x

)
y
=
x

y
=
−
x

Ãðàôèê ôóíêöèè y = x sin
(π
x

)

Ôóíêöèÿ y = sin
π

x
òàêîâà, ÷òî îáðàçîì ëþáîé, ñêîëü óãîä-

íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 ÿâëÿåòñÿ [−1, 1]. Ïî-
ýòîìó èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ïîíÿòíî, ÷òî óñëî-
âèÿ îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà íå ìîãóò áûòü âûïîëíåíû. Îäíà-

� 144 �



êî, åñëè óìåíüøèòü ðàçáðîñ çíà÷åíèé ôóíêöèè â îêðåñò-
íîñòè x = 0 çà ñ÷¼ò óìíîæåíèÿ ñèíóñà íà x, ôóíêöèÿ

y = x sin
(π
x

)
áóäåò èìåòü ïðåäåë â íóëå: lim

x→0
x sin

(π
x

)
= 0.

Äîêàæåì ýòî.
Äëÿ ýòîãî îöåíèì ìîäóëü:∣∣∣x sin

(π
x

)
− 0
∣∣∣ = |x| ·

∣∣∣sin
(π
x

)∣∣∣ ≤ |x|.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ε > 0 âîçüì¼ì δ(ε) = ε > 0:

0 < |x| < δ ⇒
∣∣∣x sin

(π
x

)
− 0
∣∣∣ < ε.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
x→0

x sin
(π
x

)
= 0.

Ðàçäåë 3.2

Ñâîéñòâà ïðåäåëà ôóíêöèè

Òåîðåìà 24 Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðåäåë â òî÷êå x0, òî îí åäèí-
ñòâåííûé.

Òåîðåìà 25 Àðèôìåòèêà ïðåäåëîâ
Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû â òî÷êå
x0, òî òîãäà ñóùåñòâóþò ïðåäåëû ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è
÷àñòíîãî ýòèõ ôóíêöèé, ïðè÷¼ì

a) lim
x→x0

(
f(x) + g(x)

)
= lim

x→x0

f(x) + lim
x→x0

g(x),

b) lim
x→x0

(
f(x) · g(x)

)
= lim

x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x),

c) lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
,
(
lim
x→x0

g(x) ̸= 0
)
.

Òåîðåìà 26 Ïðåäåë êîìïîçèöèè ôóíêöèé.
Ïóñòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y = φ(x), îïðåäåë¼í-
íîé íà ìíîæåñòâå X, âõîäèò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
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öèè f(y).
Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

x→x0

φ(x) = B, ïðè÷¼ì φ(x) ̸=
B ïðè x ̸= x0, è ïðåäåë lim

y→B
f(y) = C, òî ôóíêöèÿ f ◦ φ

èìååò ïðåäåë â òî÷êå x0, ðàâíûé C (x0, B, C ∈ R).

Òåîðåìà 27 Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâå
Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) èìåþò ïðåäåëû â òî÷êå x0 è â
íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè f(x) ≥ g(x),
òî lim

x→x0

f(x) ≥ lim
x→x0

g(x).

Òåîðåìà 28 Î ïðåäåëå ñæàòîé ôóíêöèè
Åñëè ôóíêöèÿ f(x), g(x) è h(x), çàäàííûå â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè U̇ε(x0), óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó f(x) ≤
g(x) ≤ h(x) (∀x ∈ U̇ε(x0)) è ñóùåñòâóþò ïðåäåëû
lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

h(x) = A, òî ñóùåñòâóåò òàêæå ïðåäåë

lim
x→x0

g(x) = A.

Òåîðåìà 29 Î ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè, èìåþùåé
ïðåäåë
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë â òî÷êå x0, òî
îíà îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè x0.

Òåîðåìà 30 Î ñîõðàíåíèè çíàêà
Åñëè â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë ôóíêöèè lim

x→x0

f(x) =

A ̸= 0, òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü V̇δ(x0), â
êîòîðîé ôóíêöèÿ áóäåò èìåòü òîò æå çíàê, ÷òî è ïðåäåë A.

Ðàçäåë 3.3

Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû â òî÷êàõ

Ïóñòü ëþáàÿ îäíîñòîðîííÿÿ δ-îêðåñòíîñòü ïðåäåëüíîé òî÷-
êè x0 ∈ R îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) íå ÿâëÿåòñÿ
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ïóñòîé.

Îïð. 80 ×èñëî A ∈ R íàçûâàþò ëåâîñòîðîííèì ïðåäåëîì
ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0
íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, çàâèñÿùåå îò ε, òàêîå ÷òî åñëè
x0−δ < x < x0, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)−A| < ε.

Îáîçíà÷åíèå:

lim
x→x0−0

f(x) = A, f(x0 − 0).

lim
x→x0−0

f(x) = A
def⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 :

(
x0 − δ < x < x0 ⇒ |f(x)− A| < ε

)
.

Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå ëåâîñòîðîííåãî ïðåäåëà íà ÿçû-
êå îêðåñòíîñòåé.

Îïð. 81 ×èñëî A ∈ R íàçûâàþò ëåâîñòîðîííèì ïðåäåëîì
ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè
Uε(A) íàéä¼òñÿ òàêàÿ ëåâîñòîðîííÿÿ δ-îêðåñòíîñòü V −

δ (x0)
òî÷êè x0, ÷òî f

(
V −
δ (x0)

)
⊂ Uε(A).

lim
x→x0−0

f(x) = A
def⇐⇒ ∀Uε(A) ∃V −

δ (x0) :

(
x ∈ V −

δ (x0) ⇒ f(x) ∈ Uε(A)
)
.

Îïð. 82 ×èñëî A ∈ R íàçûâàþò ïðàâîñòîðîííèì ïðåäåëîì
ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0
íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, çàâèñÿùåå îò ε, òàêîå ÷òî åñëè
x0 < x < x0+δ, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)−A| < ε.

Îáîçíà÷åíèå:

lim
x→x0+0

f(x) = A, f(x0 + 0).
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lim
x→x0+0

f(x) = A
def⇐⇒

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 :
(
x0 < x < x0 + δ ⇒ |f(x)− A| < ε

)
.

Îïðåäåëåíèå ïðàâîñòîðîííåãî ïðåäåëà íà ÿçûêå îêðåñòíî-
ñòåé.

Îïð. 83 ×èñëî A ∈ R íàçûâàþò ïðàâîñòîðîííèì ïðåäå-
ëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîé ε-
îêðåñòíîñòè Uε(A) íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïðàâîñòîðîííÿÿ δ-
îêðåñòíîñòü V +

δ (x0), ÷òî f
(
V +
δ (x0)

)
⊂ Uε(A).

lim
x→x0+0

f(x) = A
def⇐⇒ ∀Uε(A)∃V +

δ (x0) :

∀x ∈ V +
δ (x0) ⇒ f(x) ∈ Uε(A)

Çàìå÷àíèå. 1) àíàëîãè÷íî ñëó÷àÿì (1.3-5) ìîæíî îïðåäå-
ëèòü áåñêîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè f(x) â
òî÷êå x0 ∈ R : f(x0 − 0) = ±∞ è f(x0 + 0) = ±∞; 2)
Ïîñêîëüêó îêðåñòíîñòè −∞ è +∞ ïî îïðåäåëåíèþ îäíîñòî-
ðîííèå:

Uδ(−∞) = (−∞,−δ), Uδ(+∞) = (δ,+∞)
òî ïðåäåëû ôóíêöèè lim

x→−∞
f(x) è lim

x→+∞
f(x) ÿâëÿþòñÿ îäíî-

ñòîðîííèìè.

Òåîðåìà 31 Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè V̇δ(x0), òî ñóùåñòâóþò êîíå÷íûé ëåâîñòîðîí-
íèé è ïðàâîñòîðîííèé ïðåäåëû ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0.

Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷-
êå

Òåîðåìà 32 Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå
c èñïîëüçîâàíèåì îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ
Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïðåäåë ôóíêöèè f(x) â òî÷êå
x0, ðàâíûé A, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâà-
ëè è áûëè ðàâíû A îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà ôóíêöèè â
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ýòîé òî÷êå:
lim
x→x0

f(x) = A ⇐⇒ ∃ lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x) = A.

Òåîðåìà 33 Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå
ïî Áîëüöàíî-Êîøè
Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàë êîíå÷íûé ïðåäåë ôóíêöèè
lim
x→x0

f(x), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî

ε > 0 íàøëàñü òàêàÿ îêðåñòíîñòü V̇δ(x0), ÷òî äëÿ ëþáûõ
x′, x′′ ∈ V̇δ(x0) âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |f(x′)−f(x′′)| < ε.

Ðàçäåë 3.4

Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû

Ïîäðàçäåë 3.4.1

Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

lim
x→0

sin(x)

x
= 1

Ïðèìåð 73 Äîêàæèòå î÷åâèäíûå ñëåäñòâèÿ èç ïåðâîãî çàìå÷àòåëüíîãî
ïðåäåëà:

1. lim
x→0

tg(x)

x
= 1 2. lim

x→0

arcsin (x)

x
= 1 3. lim

x→0

arctg (x)

x
= 1

1) Äåéñòâèòåëüíî,

lim
x→0

tg(x)

x
= lim

x→0

sin x

x · cos x
= lim

x→0

sin x

x
· 1

cos x
= 1;

2) Âòîðîé ïðåäåë äîêàæåì, èñïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííîé:

lim
x→0

arcsin x

x
=

[
x = sin t; t = arcsin x
x → 0 ⇒ t → 0

]
= lim

t→0

arcsin(sin t)

sin t
= lim

t→0

t

sin t
= 1;

3) Èñïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííîé, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùå-
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ìó ñëó÷àþ, ïîëó÷èì òðåòèé ïðåäåë:

lim
x→0

arctg x

x
=

[
x = tg t; t = arctg x
x → 0 ⇒ t → 0

]
= lim

t→0

arctg(tg t)

tg t
= lim

t→0

t

tg t
= 1.

Ïîäðàçäåë 3.4.2

Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë áûë ðàññìîòðåí â ðàçäåëå ¾Ïðå-
äåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè¿

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e

Ïðèìåð 74 Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäåë f(x) = (1 + 1
x)

x ïðè x → ±∞ òàêæå
ðàâåí e.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x > 0. Ïîëîæèì n = [x] ⇒ n ≤
x ≤ n+ 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:(
1 +

1

n+ 1

)n

≤
(
1 +

1

n+ 1

)x

<

(
1 +

1

x

)x

≤
(
1 +

1

n

)x

<

(
1 +

1

n

)n+1

Îòêóäà èìååì

(
1 +

1

[x] + 1

)[x]

<

(
1 +

1

x

)x

<

(
1 +

1

[x]

)[x]+1

(*)

Íàéäåì ïðåäåëû êðàéíèõ âûðàæåíèé íåðàâåíñòâà (*), ó÷è-
òûâàÿ x → +∞ è n = [x] → +∞.

lim
x→+∞

(
1 +

1

[x] + 1

)[x]

= lim
n→+∞

(
1 +

1

n+ 1

)n

= e

è

lim
x→+∞

(
1 +

1

[x]

)[x]+1

= lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n+1

= e.

Òîãäà èç òåîðåìû î ñæàòîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x

= e.
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Ïóñòü x < 0. Ðàññìîòðèì ïðåäåë ïðè x → −∞.

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x

=

[
t = −x− 1; x = −t− 1
x → −∞ ⇒ t → +∞

]
=

= lim
t→+∞

(
1 +

1

−t− 1

)−t−1

= lim
t→+∞

(
t

t+ 1

)−t−1

=

= lim
t→+∞

(
t+ 1

t

)t+1

=

= lim
t→+∞

(
1 +

1

t

)t+1

= e.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè:

lim
x→±∞

(
1 +

1

x

)x

= e. (**)

Ïðèìåð 75 Äîêàæèòå ñëåäñòâèå èç ïðåäåëà (**): lim
x→0

(1 + x)
1
x = e

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó, ïîëó÷èì

lim
x→0

(1 + x)
1
x =

[
t =

1

x
; x =

1

t
x → 0 ⇒ t → ∞

]
=

= lim
t→∞

(
1 +

1

t

)t

= e

Çàìå÷àíèå Ìû ïîïîëíèëè R äâóìÿ ýëåìåíòàìè: −∞ è +∞
R = R ∪ {−∞,+∞}.

Ñèìâîë áåñêîíå÷íîñòè∞ áåç çíàêà èñïîëüçóåòñÿ, ÷òîáû ïîä-
÷åðêíóòü, ÷òî ðàññóæäåíèÿ âåðíû è äëÿ x → 0 + 0 ⇒ t →
+∞, è äëÿ x → 0− 0 ⇒ t → −∞.

Ïîäðàçäåë 3.4.3

Äîïîëíèòåëüíûå

çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû
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lim
x→0

loga(1 + x)

x
=

1

ln a
(a > 0, a ̸= 1) ⇒ lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1,

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a (a > 0) ⇒ lim

x→0

ex − 1

x
= 1,

lim
x→0

(1 + x)m − 1

x
= m.

Ïðèìåð 76 Äîêàæèòå, ÷òî lim
x→0

loga(1 + x)

x
=

1

ln a
(a > 0, a ̸= 1).

Äîêàçàòåëüñòâî: Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè ëîãàðèô-
ìîâ

lim
x→0

1

x
·loga(1+x) = lim

x→0
loga(1+x)

1
x = loga lim

x→0
(1+x)

1
x = loga e =

1

ln a
.

Ïðèìåð 77 Äîêàæåì, ÷òî lim
x→0

ax − 1

x
= ln a (a > 0).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïåðåéä¼ì ê íîâîé ïåðåìåííîé
y = ax − 1 ⇒ x = loga(1 + y),
x → 0 ⇒ y → 0.

lim
x→0

ax − 1

x
= lim

y→0

y

loga(1 + y)
=

1

limy→0
loga(1 + y)

y

= ln a.

Ðàçäåë 3.5

Áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè

Îïð. 84 Ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå x0 ∈
R, åñëè lim

x→x0

f(x) = 0

Ïðèìåð 78 Ôóíêöèÿ f(x) = sin(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå
x0 = 0 òàê êàê lim

x→0
sin(x) = 0, îäíàêî íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷-

íî ìàëîé â òî÷êå x0 = π
4 , ò.ê. limx→π

4

sin(x) =
√
2
2 ̸= 0
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Ïðèìåð 79 Ôóíêöèÿ f(x) = (e
1
x − 1) · cos(x) áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè

x → +∞,
ò.ê. lim

x→+∞
(e

1
x − 1) · cos(x) = 0

Ïðèìåð 80 Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè lim
x→x0

f(x) = A, òî ðàçíîñòü α(x) =

f(x) − A, î÷åâèäíî, áóäåò áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèåé â
òî÷êå x0.
Äåéñòâèòåëüíî, |α(x)| = |f(x)−A| < ε äëÿ âñåõ x, ïîïàäàþ-
ùèõ â δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 ∈ R, çíà÷èò, lim

x→x0

|f(x)−A| =
0
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè α(x) = f(x)−A áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
â òî÷êå x0, òî f(x) = A+α(x) èìååò â òî÷êå x0 ïðåäåë, ðàâ-
íûé A. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè åù¼ îäèí êðèòåðèé
ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà ôóíêöèè.

Òåîðåìà 34 Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) èìåëà â òî÷êå x0 ∈ R êîíå÷-
íûé ïðåäåë lim

x→x0

f(x) = A, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ðàçíîñòü f(x)− A áûëà áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå x0.

Ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ:
1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ
â òî÷êå x0 ôóíêöèé åñòü ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå
x0.
2. Ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ â òî÷êå
x0 ôóíêöèé åñòü ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0.
3. Ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèè, îãðàíè÷åííîé â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x0, íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ â x0 åñòü áåñêîíå÷íî
ìàëàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ.

Ïîäðàçäåë 3.5.1

Ñðàâíåíèå

áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé

Ïóñòü α(x), β(x) - äâå áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè â òî÷êå
x0 ∈ R.
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Îïð. 85 Ôóíêöèÿ α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âû-
ñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì β(x) â òî÷êå x0, åñëè lim

x→x0

α(x)
β(x) = 0

Îáîçíà÷åíèå: α(x) = o(β(x)). ×èòàåòñÿ òàê: ¾α(x) ðàâíî o
ìàëîå îò β(x)¿.

Ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà:
1) o(β(x))± o(β(x)) = o(β(x))
2) åñëè α(x) = o(β(x)), òî o(β(x)± α(x)) = o(β(x))
3) åñëè α(x), β(x) áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè â òî÷êå x0, òî
α(x), β(x) èìååò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè, ÷åì êàæ-
äûé èç ñîìíîæèòåëåé, ò.å.

α(x) · β(x) = o(α(x)) è α(x) · β(x) = o(β(x))

4) o(o(β(x))) = o(β(x))

Îïð. 86 Ôóíêöèè α(x), β(x) íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè îä-
íîãî ïîðÿäêà (èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè) â
òî÷êå x0, åñëè lim

x→x0

α(x)
β(x) = K, ãäå K êîíå÷íîå ÷èñëî, îò-

ëè÷íîå îò íóëÿ.

Îïð. 87 Ôóíêöèè α(x), β(x) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè áåñêî-
íå÷íî ìàëûìè â òî÷êå x0, åñëè lim

x→x0

α(x)
β(x) = 1

Îáîçíà÷åíèå: α(x) ∼ β(x). ×èòàåòñÿ: ¾α(x) ýêâèâàëåíòíà
β(x)¿.
Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî. Ïóñòü
α(x), β(x), γ(x), çàäàííûå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Uδ(x0),
ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè â òî÷êå x0. Òîãäà:

a) α(x) ∼ α(x); â) α(x) ∼ β(x) ⇒ β(x) ∼ α(x); c){
α(x) ∼ β(x)
β(x) ∼ γ(x)

⇒ α(x) ∼ γ(x)
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Ðàçäåë 3.6

Ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå
ôóíêöèè ïðè x → 0

Ñëåäñòâèÿ ïåðâîãî
çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà

Ñëåäñòâèÿ âòîðîãî
çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà

sin x ∼ x ex − 1 ∼ x

tg x ∼ x ax − 1 ∼ x ln a

arcsin x ∼ x ln(1 + x) ∼ x

arctg x ∼ x loga(1 + x) ∼ x

ln a

1− cos x ∼ x2

2
(1 + x)m − 1 ∼ mx, m ∈ R

Ïðèìåð 81 Ôóíêöèÿ α(x) = x3 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñî-
êîãî ïîðÿäêà, ÷åì β(x) = x, òàê êàê

lim
x→0

α(x)

β(x)
= lim

x→0

x3

x
= lim

x→0
x2 = 0.

Ïðèìåð 82 Áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè

α(x) = log3

(
1 +

1

x

)
è β(x) =

1

x
ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìà-

ëûìè îäíîãî ïîðÿäêà ïðè x → +∞, òàê êàê

lim
x→+∞

log3
(
1 + 1

x

)
1
x

=


 t =

1

x
x → +∞ ⇒ t → 0


 =

= lim
t→0

log3(1 + t)

t
=

1

ln 3
, êîíå÷åí è îòëè÷åí îò íóëÿ.

Ïðèìåð 83 Áåñêîíå÷íî ìàëûå α(x) = arctg x, β(x) = ex − 1 â òî÷êå 0
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ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, òàê êàê

lim
x→0

α(x)

β(x)
= lim

x→0

arctg x

ex − 1
= 1.

Ïðèìåð 84 Äîêàæåì, ÷òî o(β(x))± o(β(x)) = o(β(x)).
Ïóñòü γ1(x) = o(β(x)) è γ2(x) = o(β(x)) ïðè x → x0, òîãäà

lim
x→x0

γ1(x)

β(x)
= 0, lim

x→x0

γ2(x)

β(x)
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
x→x0

γ1(x)± γ2(x)

β(x)
= lim

x→x0

γ1(x)

β(x)
± lim

x→x0

γ2(x)

β(x)
= 0,

òî åñòü γ1(x)± γ2(x) = o(β(x)) ïðè x → x0.

Òåîðåìà 35 (Î çàìåíå íà ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå.)
Ïóñòü α(x), α1(x), β(x), β1(x) � áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè
â òî÷êå x0. Åñëè α(x) ∼ α1(x), β(x) ∼ β1(x) ïðè x → x0, òî
lim
x→x0

α(x)
β(x) = lim

x→x0

α1(x)
β1(x)

Ïðèìåð 85 Íàéäèòå:

lim
x→0

sin(2x) · ln(1 + x)

cos(x) · (2x2 − 1)

Ðåøåíèå: íàéä¼ì ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå äëÿ áåñ-
êîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé ïðè x → 0 â ÷èñëèòåëå è çíàìåíà-
òåëå äðîáè: sin(2x) ∼ 2x, ln(1 + x) ∼ x, 2x

2 − 1 ∼ x2 · ln(2).
cos(x) íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå x0 = 0, òàê
êàê lim

x→0
cos(x) = 1.

Ïî òåîðåìå î çàìåíå íà ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå
ïîëó÷èì:

lim
x→0

sin(2x) · ln(1 + x)

cos(x) · (2x2 − 1)
= lim

x→0

2x · x
1 · x2 · ln(2)

=
2

ln(2)
.
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Ðàçäåë 3.7

Áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè

Îïð. 88 Ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå
x0 ∈ R, åñëè

lim
x→x0

|f(x)| = +∞.

Ìåæäó áåñêîíå÷íî áîëüøèìè è áåñêîíå÷íî ìàëûìè ôóíêöè-
ÿìè ñóùåñòâóåò îïðåäåë¼ííàÿ ñâÿçü.

Òåîðåìà 36 1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) â òî÷êå x0 áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ, òî â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ
1

f(x)
è îíà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå x0.
2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) â òî÷êå x0 áåñêîíå÷íî ìàëàÿ è
f(x) ̸= 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî ôóíêöèÿ
1

f(x)
â òî÷êå x0 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé.

Ñëåäñòâèå 8 Åñëè g(x) � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ â òî÷êå x0, à f(x) îãðàíè-

÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè, òî ôóíêöèÿ
f(x)

g(x)
� áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0.

Ñëåäñòâèå 9 Åñëè g(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0 è g(x) ̸= 0 â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, à f(x) òàêîâà, ÷òî ñóùåñòâóåò

lim
x→x0

f(x) = A ̸= 0, òî ôóíêöèÿ
f(x)

g(x)
� áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ

â òî÷êå x0.

Ðàçäåë 3.8

Íåîïðåäåë¼ííîñòè

Òåîðåìû î ïðåäåëå ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî ñ ó÷¼òîì
ïîíÿòèé áåñêîíå÷íî ìàëîé è áåñêîíå÷íî áîëüøîé âåëè÷èíû
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íå äàþò îòâåòà â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ, êîòîðûå Î.-Ë. Êî-
øè â ¾Àëãåáðàè÷åñêîì àíàëèçå¿ íàçâàë ¾íåîïðåäåë¼ííîñòÿ-
ìè¿:

1. á.ì
á.ì

− íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà � 00�

2. á.á
á.á

− íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà �∞∞�

3. á.ì · á.á− íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà �0 · ∞�

4. á.á− á.á− íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà �∞−∞�

Íåîïðåäåë¼ííîñòè ìîãóò âîçíèêíóòü è ó ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííîé
ôóíêöèè u(x)v(x):
¾1∞¿, ¾∞0¿, ¾00¿. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðèáåãàþò ëèáî ê ïðåîá-
ðàçîâàíèÿì, ëèáî ê çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëàì, êîòîðûå ïîç-
âîëÿþò ðàñêðûòü íåîïðåäåë¼ííîñòü (òî åñòü èçáàâèòüñÿ îò
íå¼).

Ïîäðàçäåë 3.8.1

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x), îïðåäåë¼ííóþ â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè Uδ(x0) òî÷êè x0 ∈ R.

Îïð. 89 Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 ∈ R,
åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå x0, ðàâíûé çíà-
÷åíèþ â ýòîé òî÷êå:

∃ lim
x→x0

f(x) = f(x0)

Îïð. 90 Òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà, íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x).

Çàìå÷àíèå Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íå â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè, à íà ìíîæåñòâå X è x0 ∈ X. Òîãäà ôóíêöèþ íàçûâà-
þò íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè ýòà òî÷êà � èçîëèðîâàííàÿ
òî÷êà ìíîæåñòâà X èëè x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà X è èìååò
ðàâåíñòâî lim

x→x0

f(x) = f(x0).

Ìîæíî äàòü åù¼ îäíî îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè.
Ðàâåíñòâî lim

x→x0

f(x) = f(x0) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó lim
x→x0

(f(x)−
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f(x0)) = 0.
Åñëè x → x0, òî ∆x → 0, çíà÷èò, äëÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå
x0 ôóíêöèè lim

∆x→0
∆f(x) = 0.

Îïð. 91 Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñ-
ëè áåñêîíå÷íî ìàëîìó ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà â ýòîé òî÷êå
ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè:

∆x → 0 ⇒ ∆f(x) → 0.

Ïðèìåð 86 Ôóíêöèÿ f(x) = c, c ∈ R íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå x0 ∈
(−∞,+∞).
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ýòîé ôóíêöèè ∆f(x) = f(x0 + ∆x) −
f(x0) = c− c = 0, ïîýòîìó lim

∆x→0
∆f(x) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.

Ïðèìåð 87 Ôóíêöèÿ f(x) = x2 + 3 íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 = 1.
Äîêàçàòåëüñòâî: f(1) = 4, ïîêàæåì, ÷òî lim

x→1
(x2 + 3) = 4.

Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà íà ÿçûêå ¾ε-δ¿ è ðàñ-
ñìîòðèì ìîäóëü ðàçíîñòè:

|(x2 + 3)− 4| = |x2 − 1| = |x− 1| · |x+ 1|
Òàê êàê â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = 1 |x+1| ≤ 3,
òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ δ = ε

3 , ÷òî åñëè âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî |x−1| < δ = ε

3 , òî |f(x)−4| = |(x2+3)−4| < ε.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà lim

x→1
(x2 + 3) = 4, è

ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 10 f(x) = x2+3 íåïðåðûâíà â òî÷êå
x0 = 1.

Ïðèìåð 88 Ôóíêöèÿ f(x) = x · (1− χ(x)), ãäå

χ(x) =

{
1, x ∈ Q,

0, x ∈ R \Q,

� ôóíêöèÿ Äèðèõëå, íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 = 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé
ôóíêöèè x íà îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ 1 − χ(x), ñîãëàñíî
ñâîéñòâó (3) áåñêîíå÷íî ìàëûõ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé
ôóíêöèåé â òî÷êå x0, lim

x→0
f(x) = 0 è f(0) = 0. Çíà÷èò,
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f(x) = x · (1− χ(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 = 0.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ëþáîé äðóãîé òî÷êå x0 ̸= 0 ïðåäåë
ôóíêöèè f(x) íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê íå ñóùåñòâóåò ïðåäåë
ôóíêöèè χ(x), à, çíà÷èò, ôóíêöèÿ f(x) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé â ëþáîé òî÷êå x0 ̸= 0.

Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ â òî÷êå
1. Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x0, òî â
ýòîé òî÷êå áóäóò òàêæå íåïðåðûâíû ôóíêöèè

C · f(x)(C ∈ R), f(x) + g(x); f(x) · g(x); f(x)
g(x)

(g(x0) ̸= 0).

2. Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òî îíà îãðàíè÷åíà
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.

3. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 è f(x0) ̸= 0, òî
ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, â êîòîðîé ôóíê-
öèÿ áóäåò èìåòü òîò æå çíàê, ÷òî è f(x0).

4. Åñëè ôóíêöèÿ φ(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0 è íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå, ôóíêöèÿ f(t) îïðåäåëå-
íà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t0 = φ(x0) è íåïðåðûâíà
â òî÷êå t0, òî ôóíêöèÿ f ◦ φ(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Ïîäðàçäåë 3.8.2

Îäíîñòîðîííÿÿ íåïðåðûâíîñòü

Îïð. 92 Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà â òî÷êå
x0 ∈ R, åñëè:

∃ lim
x→x0+0

f(x) = f(x0).

Îïð. 93 Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà â òî÷êå
x0 ∈ R, åñëè:

∃ lim
x→x0−0

f(x) = f(x0).
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Çàìå÷àíèå 1) î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) áûëà íåïðå-
ðûâíîé â òî÷êå x0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà
íåïðåðûâíà ñëåâà è íåïðåðûâíà ñïðàâà â ýòîé òî÷êå;
2) åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a; b], òî åñòå-
ñòâåííî ãîâîðèòü î íåïðåðûâíîñòè ñëåâà ôóíêöèè f(x) â òî÷-
êå x = b è íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå x = a.

Ïðèìåð 89 Ïðèâåä¼ì ïðèìåð îäíîñòîðîííåé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = [x], îíà íåïðåðûâíà òîëüêî
ñïðàâà âî âñåõ öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Îïð. 94 Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå X, åñ-
ëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà X.

Òåîðåìà 37 Ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå
å¼ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ðàçäåë 3.9

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè, íåïðåðûâ-
íîé íà îòðåçêå

Òåîðåìà 38 (1-ÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðå-
ðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî îíà îãðàíè÷åíà íà [a, b].

Òåîðåìà 39 (2-ÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.) Íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå
[a, b] ôóíêöèÿ f(x) ïðèíèìàåò íà ýòîì îòðåçêå íàèáîëüøåå
è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

Òåîðåìà 40 (1-ÿ òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè.) Åñëè ôóíêöèÿ íåïðå-
ðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è íà åãî êîíöàõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
ðàçíûõ çíàêîâ, òî âíóòðè îòðåçêà íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà
òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Òåîðåìà 41 (2-ÿ òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè.) Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x)
íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî, ïðèíèìàÿ ëþáûå äâà çíà÷å-
íèÿ íà [a, b], ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò è âñÿêîå ïðîìåæóòî÷íîå
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çíà÷åíèå.

Ðàçäåë 3.10

Òî÷êè ðàçðûâà

Îïð. 95 Òî÷êà x0, ïðåäåëüíàÿ òî÷êà D(f), íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàç-
ðûâà ôóíêöèè f(x), åñëè ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé â ýòîé òî÷êå x0. Ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò ðàçðûâ-
íîé â òî÷êå x0.

Ïîäðàçäåë 3.10.1

Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè

Óñòðàíèìûé ðàçðûâ

Îïð. 96 Åñëè ñóùåñòâóåò lim
x→x0

f(x) = A, íî ëèáî f(x0) ̸= A, ëèáî

x0 ̸∈ D(f), òî ðàçðûâ ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 íàçûâàþò
óñòðàíèìûì.

X

Y

A

B

x0

y = f(x)

Óñòðàíèìûé ðàçðûâ.
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Â ñàìîì äåëå, ýòîò ðàçðûâ ìîæíî ëåãêî óñòðàíèòü, äîîïðå-
äåëèâ ôóíêöèþ f(x) â òî÷êå x0 ïî íåïðåðûâíîñòè, ïîëîæèâ

f(x0)
def
= A. Çàäàííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ áóäåò íåïðå-

ðûâíà â òî÷êå x0.

Ïðèìåð 90 Ôóíêöèÿ

f(x) =





sin
(π
2
x
)
, åñëè x > 1,

0, åñëè x = 1,

2x− 1, åñëè x < 1.

èìååò óñòðàíèìûé ðàçðûâ

â òî÷êå x = 1, òàê êàê
{

lim
x→1+0

f(x) = lim
x→1+0

sin
(πx

2

)
= 1, lim

x→1−0
f(x) = lim

x→1−0
(2x− 1) = 1

}

⇒ ∃ lim
x→1

f(x) = 1 ̸= 0 = f(1).

Ïî òåîðåìå 11 ôóíêöèÿ sin
(πx

2

)
íåïðåðûâíà íà (1,+∞)

êàê ýëåìåíòàðíàÿ, àíàëîãè÷íî ôóíêöèÿ 2x− 1 íåïðåðûâíà
íà (−∞, 1), à â òî÷êå x = 1, f(x) ìîæíî äîîïðåäåëèòü ïî
íåïðåðûâíîñòè, èçìåíèâ å¼ çíà÷åíèå â òîé òî÷êå ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: f(1) = 1. Òîãäà ôóíêöèÿ

f1(x) =





sin
(π
2
x
)
, åñëè x > 1,

1, åñëè x = 1,

2x− 1, åñëè x < 1,

áóäåò íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.

Ïðèìåð 91 Ôóíêöèÿ f(x) = x · sin
(
π
x

)
(ñì. ðèñ. 4) èìååò óñòðàíèìûé

ðàçðûâ â òî÷êå x0 = 0.
Ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

x→0
x · sin

(
π
x

)
= 0, îäíàêî â òî÷êå x = 0

ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà.
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Äîîïðåäåëèì å¼ ïî íåïðåðûâíîñòè:

f1(x) =

{
x sin π

x , x ̸= 0,

0, x = 0.

Â ðåçóëüòàòå, f1(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x = 0 òàê êàê
lim
x→0

f1(x) = f1(0).

2. Ðàçðûâ I ðîäà (êîíå÷íûé ðàçðûâ, ñêà÷îê)

Îïð. 97 Òî÷êà x0 ∈ R íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 1-ãî ðîäà
(èëè òî÷êîé êîíå÷íîãî ðàçðûâà), åñëè â ýòîé òî÷êå ñó-
ùåñòâóåò äâà êîíå÷íûõ îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà, íå ðàâíûõ
äðóã äðóãó: f(x0 − 0) ̸= f(x0 + 0).

X

Y

y = f(x)

A

B

x0

Ðàçðûâ I ðîäà.
Ãîâîðÿò, ÷òî â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ äîïóñêàåò ñêà÷îê, âåëè÷è-
íà êîòîðîãî ðàâíà ðàçíîñòè îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ: f(x0 +
0)− f(x0 − 0).
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Ïðèìåð 92 Ôóíêöèÿ

f(x) =





1

e

(
1

x

)

− 1

, åñëè x ̸= 0,

0, åñëè x = 0.

èìååò ðàçðûâ I ðîäà â òî÷êå x = 0, òàê êàê
f(0− 0) = −1 ̸= 0 = f(0 + 0).
Âåëè÷èíà ñêà÷êà â òî÷êå x = 0 ðàâíà f(x0+0)−f(x0−0) =
0− (−1) = 1.

3. Ðàçðûâ II ðîäà (áåñêîíå÷íûé ðàçðûâ)

Îïð. 98 Òî÷êà x0 ∈ R íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 2-ãî ðîäà
(èëè òî÷êîé áåñêîíå÷íîãî ðàçðûâà), åñëè õîòÿ áû îäèí
èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ â ýòîé òî÷êå áåñêîíå÷åí èëè íå
ñóùåñòâóåò.

x

y

x0

y = f(x)
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Ïðèìåð 93 Ôóíêöèÿ f(x) =





5

x+ 3
, x ̸= −3,

1, x = −3.
èìååò ðàçðûâ âòîðîãî

ðîäà â òî÷êå x = −3, òàê êàê f(−3−0) = −∞, f(−3+0) =
+∞.

Ðàçäåë 3.11

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 235. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà, äîêàæèòå,
÷òî
1. lim

x→2
(4x+ 1) = 5;

2. lim
x→1

(x+ 3)2 = 16;

3. lim
x→1

x2 − 1

x− 1
= 2;

4. lim
x→5

√
x+ 4 = 3;

5. lim
x→0

sin x = 0;

6. lim
x→4

1

x
=

1

4
;

7. lim
x→0

x sin
1

x
= 0;

8. lim
x→2

3x2 − 7x+ 2

x2 + x− 6
= 1.

Çàäà÷à 236. Çàïèøèòå â ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå íà ÿçûêå ¾ε�
δ¿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà lim

x→x0

f(x) = A äëÿ ñëó÷àÿ:

a) A = +∞, x0 ∈ R; b) A = +∞, x0 = −∞;

c) A = −∞, x0 = +∞; d) A = −∞, x0 = −∞.
Çàäà÷à 237. Çàïèøèòå â ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå íà ÿçûêå
îêðåñòíîñòåé îïðåäåëåíèå ïðåäåëà lim

x→x0

f(x) = A äëÿ ñëó÷àÿ:

a) A = +∞, x0 ∈ R; b) A = +∞, x0 = −∞;

c) A = −∞, x0 = +∞; d) A = −∞, x0 = −∞.
Çàäà÷à 238. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà (1), äîêàæè-
òå, ÷òî

1. lim
x→4

1

(x− 4)2
= +∞;

2. lim
x→+∞

(5x− 3) = +∞;

3. lim
x→+∞

3x = +∞;

4. lim
x→−∞

3x = 0;

5. lim
x→+∞

(x2 − x) = +∞;

6. lim
x→+∞

(1−
√
x) = −∞;
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7. lim
x→+∞

2x+ 1

x− 1
= 2;

8. lim
x→+∞

sin x

x
= 0;

9. lim
x→2+0

e
1

x−2 = +∞;

10. lim
x→3−0

1

x− 3
= −∞.

Çàäà÷à 239. Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà
ôóíêöèè ÷åðåç îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû, âûÿñíèòå, ñóùåñòâó-
åò ëè ïðåäåë lim

x→x0

f(x):

1. f(x) =





x2 − x+ 2, x < 2,

4, x = 2,

2x, x > 2,

x0 = 2;

2. f(x) =
x+ 1

x2 − x− 6
, x0 = −3;

3. f(x) = arctg

(
x+ 2

x− 2

)
, x0 = 2;

4. f(x) =
1

7x−1
, x0 = 1;

5. f(x) =
|x− 1|
x− 1

, x0 = 1;

6. f(x) =
(
signx

)2
, ãäå ôóíêöèÿ ñèãíóì (îò ëàò. ¾çíàê¿)

signx =





−1, x < 0,

0, x = 0,

1, x > 0,

x0 = 0.

7. f(x) = [x], ãäå [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, x0 = n, n ∈ N.

Çàäà÷à 240. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïî Ãåéíå (2),
äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïðåäåëû íå ñóùåñòâóþò:
1. lim

x→+∞
cos x;

2. lim
x→0

cos
1

x
;

3. lim
x→0

arctg

(
sin

1

x

)
;

4. lim
x→+∞

{x},
ãäå {x} � äðîáíàÿ ÷àñòü
÷èñëà x.

Çàäà÷à 241. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ.
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1. lim
x→−∞

3x5 − 4x3 + x+ 6

2x4 + x2 + 1
;

2. lim
x→∞

2x4 − 5x3 + 4x2 − 7

x4 + 6x2 − 8

3. lim
x→∞

x6 + 2x4 − x3 − 3

x7 − 4x5 + x2 + 4

4. lim
x→∞

(x+ 5)5 + (x+ 6)5 + (x+ 7)5

x5 + 54

5. lim
x→∞

(1 + x11 + 7x13)3

(1 + x4)10

6. lim
x→∞

3x2 − 4x+ 1

2 +
√
x4 + 2x2 + 3

7. lim
x→∞

5x4 − 1√
x12 + 5x4 − 1

8. lim
x→∞

√
9x2 + 1− 3

√
x2 − 1

4
√
x4 + 1− 3

√
x4 − 1

9. lim
x→−∞

3
√
x7 + x3 + 1− 2x

x2 + 5
√
x+ 8

;

10. lim
x→+∞

2x2 + 3
√
x6 + 5x− 1

5
√
32x10 + 3

.

Çàäà÷à 242. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ.

1. lim
x→7

2x2 − 11x− 21

x2 − 9x+ 14

2. lim
x→1

x4 − 2x+ 1

x5 − 2x+ 1

3. lim
x→−1

x3 + x2 + x+ 1

x2 − x− 2

4. lim
x→1

x101 − 101x+ 100

(x− 1)2

5. lim
x→1

x3 − 2x2 − x+ 2

x2 − 4x+ 3

6. lim
x→1

xn − 1

xm − 1
, m, n ∈ N.

Çàäà÷à 243. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ.

1. lim
x→7

49− x2√
8− x

2. lim
x→2

x3 − 8√
14 + x− 4

3. lim
x→0

2
√
x3 + x+ 1− 2− x

x2

4. lim
x→2

√
7 + 2x− x2 −

√
1 + x+ x2

2x− x2

5. lim
x→1

3
√
x+ 26− 3

x2 − 1
;

6. lim
x→−4

2 3
√
x+ 5 + 3

√
x− 4√

2x+ 9− 1
;

7. lim
x→1

5
√
x− 1

4
√
x− 1

8. lim
x→1

n
√
x− 1

m
√
x− 1

, m, n ∈ N.

Çàäà÷à 244. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ.

1. lim
x→∞

(√
x2 + 10x− 9− x

)

2. lim
x→+∞

(√
x2 + 2−

√
x2 − 2

)
;

3. lim
x→+∞

(
x+

3
√

1− x3
)
;

4. lim
x→+∞

3
√
x
(

3
√
(x+ 2)2 −

3
√
(x− 2)2

)
;

5. lim
x→−2

(
20

4− x2
− 5

x+ 2

)

� 168 �



6. lim
x→2

(
2

2x− x2
− 1

x2 − 3x+ 2

)

7. lim
x→∞

(√
x2 +

√
x2 +

√
x2 −

√
x2

)
8. lim

x→1

(
n

1− xn
− m

1− xm

)
, m, n ∈

N;

9. lim
x→+∞

(
3
√
x3 + 3x2−

√
x2 − 2x

)
;

10. lim
x→+∞

(
x− ln

(
ex + e−x

))
.

Çàäà÷à 245. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ.

1. lim
x→∞

x2 sin
1

x2

2. lim
x→π

4

(π
4
− x
)
tg(2x)

3. lim
x→3

(3− x) tg
(π
6
x
)

4. lim
x→+∞

(x − 5)
(
ln(x− 3) −

ln x
)

5. lim
x→+∞

x2 · ln
(
cos

1

x

)
;

6. lim
x→+∞

x

(
π

4
− arctg

x

x+ 1

)
.

Çàäà÷à 246. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ.

1. lim
x→0

sin(αx)

sin(βx)
, β ̸= 0

2. lim
x→0

tg(ax)

sin(bx)

3. lim
x→0

1− cos 2x

x · sin 3x
;

4. lim
x→0

sin x

5−
√
x+ 25

5. lim
x→0

sin x

sin(6x)− sin(7x)

6. lim
x→0

e7x − e2x

tg x

7. lim
x→0

16x − 4x

x

8. lim
x→0

10x − 1

2x − 1

9. lim
y→0

log2(1 + 5y)

y

10. lim
x→0

4
√
1 + sin x− 1

x

11. lim
x→0

esin(5x) − esinx

ln(1 + 2x)

12. lim
x→0

x · tg x√
1 + sin2 2x−

√
1 + sin2 x

;

13. lim
x→0

ln(2 + x) + ln(2− x)− 2 ln 2

ln(1− x2)
;

14. lim
x→0

3
√

1 + sin2 x − 4
√

1− 2x2

x2
.

Çàäà÷à 247. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ.

1. lim
x→3

sin(x− 3)

27− x3

2. lim
x→π

ln(1 + sin x)

π − x
;

3. lim
x→π

4

ln(tg x)

cos 2x
;

4. lim
x→3

arcsin(x− 3)

x2 − 2x− 3
;
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5. lim
x→π

3

2 cos2 x+ 3 cos x− 2

2 cos2 x− 3 cos x+ 1
; 6. lim

x→+∞
x2
(
arctg x−arctg

√
x2 + 1

)
.

Çàäà÷à 248. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ.

1. lim
x→∞

(
x+ 5

x

)3x

;

2. lim
x→∞

(
x+ 3

x− 3

)x+5

3. lim
x→∞

(
5x+ 3

2x− 1

)x

4. lim
x→∞

(
x2 + 2x− 1

x2 − x+ 3

)x

;

5. lim
x→0

x
√
1 + 4x

6. lim
x→0

(cos 4x)
1

sin 2x

7. lim
x→0

(1 + 3x4)
1

sin7 x

8. lim
x→1

(3− 2x)
x

1−x

9. lim
x→1

xsin(πx);

10. lim
x→0+0

(√
x2 + 1

) 1√
x2+1−1 .

Çàäà÷à 249. Ñðàâíèòå áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè α(x) è
β(x) ïðè x → x0:
1) α(x) = x3 − x2 − x+ 1, β(x) = x3 − x, x0 = 1;

2) α(x) =
√

x2 + 1−
√

x2 − 1, β(x) =
1

x
, x0 = +∞;

3) α(x) =
1− x

1 + x
, β(x) = 1−

√
x, x0 = 1;

4) α(x) = sin2 x, β(x) =
√

cos(2x)− 1, x0 = 0.

Çàäà÷à 250. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ íà íåïðåðûâíîñòü:

1. f(x) =
2− x

x+ 1
;

2. f(x) =
1− cos x

x2
;

3. f(x) =
x+ 3√

(x2 + 5x+ 6)2
.

Çàäà÷à 251. Íàéäèòå òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè è îïðåäåëèòå
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õàðàêòåð ðàçðûâîâ:

1) f(x) = e
1
x 4) f(x) =

1

ln |x|

2) f(x) =
2− x√
x+ 1

5) f(x) =
2

1
x − 1

2
1
x + 1

3) f(x) =
cos x

x
6) f(x) =





x, x < −1,

0, x = −1,

x2 − 2, x > −1.

Çàäà÷à 252. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a
è b, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) áûëà íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé? Åñëè ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïàðàìåòðîâ
ôóíêöèÿ f(x) èìååò ðàçðûâû, òî îïðåäåëèòå èõ õàðàêòåð.
Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è b ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà
ñëåâà (ñïðàâà) â òî÷êàõ ðàçðûâà?

1. f(x) =

{
e−

1
x2 − 1, x ̸= 0,

a, x = 0;

2. f(x) =




1− cos(bx)

2x2
, x ̸= 0,

4, x = 0;

3. f(x) =
a

1− 2
1

x−1

;

4. f(x) =





a · 2
1

x+3 , x < −3,

b, x = −3,

2
1

x+3 , x > −3;

5. f(x) =





arcsin(ax)

x
, x < 0,

b, x = 0,
x√

x+ 4− 2
, x > 0;

6. f(x) =





1

ex−2
+ a, x < 2,

a+ b, x = 2,

ln
(
1 +

√
x− 2

)
√
x+ 2− 2

, x > 2;

7. f(x) =





4x+ a, x ≤ −2,

ax2 + bx, −2 < x ≤ 2,
5x3 − 18x2 + 12x+ 8

x3 − 3x2 + 4
, x > 2;

8. f(x) =





(cos x)
1
x2 , x < 0,

ax+ b, 0 ≤ x ≤ 1,
ln x

x− 1
, x > 1.

Çàäà÷à 253. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a ôóíêöèÿ

f(x) =

{
xa sin 1

x , x ̸= 0,

0, x = 0

áóäåò íåïðåðûâíîé â òî÷êå x = 0? Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a
ôóíêöèÿ f(x) áóäåò ðàçðûâíîé â òî÷êå x = 0? Îòâåò îáîñ-
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íóéòå.
Çàäà÷à 254.Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà aôóíêöèÿ

f(x) =

{
x2 − a, x ∈ Q,

x, x ∈ R \Q

ðàçðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé, à ïðè êàêèõ èìååò
õîòÿ áû îäíó òî÷êó íåïðåðûâíîñòè.
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