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52 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé . . . . . . . . . . . 4353 Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè . . . . . . . 4354 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà . . . . . . . . . 4355 Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïåðâîé ïðîèçâîäíîé . . . . . . . . 4356 Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé 4357 Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . 4458 Ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè . . . . 4459 Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè . . . . . . . . . . . . . . 4460 Ïðîèçâîäíàÿ íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè . . . . . . . . . 4461 Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè . . . 4462 Òåîðåìà Ðîëëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4563 Òåîðåìà Ëàãðàíæà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4564 Òåîðåìà Êîøè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4565 Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ-Áåðíóëëè . . . . . . . . . . . . . . . 4566 Ïðîèçâîäíàÿ 2-ãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ . . . . . . 4667 Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë âòîðîé ïðîèçâîäíîé . . . . . . . . 4668 Äèôôåðåíöèàë n-ãî ïîðÿäêà . . . . . . . . . . . . . . . . 4669 Ôîðìóëà Òåéëîðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4670 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè 4771 Òî÷êè ìèíèìóìà, ìàêñèìóìà è ýêñòðåìóìà ôóíêöèè . 4772 Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè . . . . . . . . . . . . . . . . 4773 Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà . . . . . . . . . . . . 4774 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè . . . . . . . 4775 Âûïóêëîñòü ãðàôèêà ôóíêöèè . . . . . . . . . . . . . . . 4776 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ãðàôèêà ôóíêöèè . . 4877 Òî÷êà ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè . . . . . . . . . . . . . 4878 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òî÷êè ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè 4879 Âåêòîð-ôóíêöèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4880 Ãîäîãðàô âåêòîð-ôóíêöèè . . . . . . . . . . . . . . . . . 4881 Ïðîèçâîäíàÿ âåêòîð-ôóíêöèè . . . . . . . . . . . . . . . 4882 Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé âåêòîð-ôóíêöèè . . 4983 Êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ ê ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé . . . . 4984 Íîðìàëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé . . . 494 Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 501 Îêðåñòíîñòü òî÷êè íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå . . . 502 Âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî . . 503 Ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî . . 504 Îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî . . . . . . . . . . . . . . . . . . 505 Ôóíêöèè äâóõ è òðåõ ïåðåìåííûõ . . . . . . . . . . . . 506 Ãðàôèê ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ . . . . . . . . . . . . 507 Ëèíèè óðîâíÿ è ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ . . . . . . . . . . . 518 Îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ . . . . 519 Ïðåäåë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ . . . . . . . . 515



10 Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ . . . 5111 ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5112 Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Äèô-ôåðåíöèàë . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5213 Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ . . . . . . . 5214 ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñëîæíîé ôóíêöèè . . . . . . . . 5215 Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè . . . . . . . . . 5316 Âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå . . . . . . . . . . . . . . . 5317 Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè . . . . . . . . . . . . . . 5318 Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ . . . 5419 Íåÿâíûå ôóíêöèè è èõ äèôôåðåíöèðîâàíèå . . . . . . 5420 Âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè . . . . . . . . . . . . . . 5421 Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè . . . . . . . . . . 5422 Òî÷êè ìàêñèìóìà, ìèíèìóìà è ýêñòðåìóìà ôóíêöèèäâóõ ïåðåìåííûõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5523 Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè äâóõ ïåðå-ìåííûõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5524 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè äâóõ ïåðå-ìåííûõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5525 Óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ . . . . 555 Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé 571 Ïåðâîîáðàçíàÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 572 Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë . . . . . . . . . . . . . . . . . 573 Èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èíòåãðè-ðóåìîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 574 Ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà . . . . . . . . . . . 585 Òàáëèöà îñíîâíûõ èíòåãðàëîâ . . . . . . . . . . . . . . . 586 Çàìåíà ïåðåìåííûõ â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå . . . . 587 Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå 598 Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë . . . . . . . . . . . . . . . . . . 599 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. . . . 6010 Ëèíåéíîñòü îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà . . . . . . . . . . 6011 Àääèòèâíîñòü îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà . . . . . . . . . 6012 Òåîðåìà îá îöåíêå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà . . . . . . 6013 Òåîðåìà î ñðåäíåì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6114 Òåîðåìà î ìîäóëå èíòåãðàëà . . . . . . . . . . . . . . . . 6115 Äèôôåðåíöèðîâàíèå èíòåãðàëà ïî ïåðåìåííîìó âåðõ-íåìó ïðåäåëó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6116 Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà . . . . . . . . . . . . . . . . 6117 Çàìåíà ïåðåìåííîé â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå . . . . . 6218 Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå . 6219 Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûì ïðåäåëîì . . . 626



20 Ýòàëîííûé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûì ïðå-äåëîì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6321 Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ íåñîáñòâåííûõ äëÿ èíòåãðàëîâ ñ áåñ-êîíå÷íûì ïðåäåëîì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6322 Ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ äëÿ íåñîáñòâåííûõ èí-òåãðàëîâ ñ áåñêîíå÷íûì ïðåäåëîì . . . . . . . . . . . . . 6323 Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ñ áåñ-êîíå÷íûì ïðåäåëîì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6324 Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèé . 6425 Ýòàëîííûé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò íåîãðàíè÷åííîéôóíêöèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6426 Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îòíåîãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé . . . . . . . . . . . . . . . . . 6427 Ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ äëÿ íåñîáñòâåííûõ èí-òåãðàëîâ îò íåîãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé . . . . . . . . . . 6528 Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îòíåîãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé . . . . . . . . . . . . . . . . . 6529 Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêà-ìè ôóíêöèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6530 Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà . . . . . 6531 Âû÷èñëåíèå äëèíû äóãè êðèâîé . . . . . . . . . . . . . . 6632 Âû÷èñëåíèå äëèíû äóãè êðèâîé, çàäàííîé â ïîëÿðíûõêîîðäèíàòàõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 666 Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 671 Îïðåäåëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà . . . . . . . . . . . . . 672 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äâîéíîãî èíòåãðàëà . . . . . . . 673 Ëèíåéíîñòü äâîéíîãî èíòåãðàëà . . . . . . . . . . . . . . 684 Àääèòèâíîñòü äâîéíîãî èíòåãðàëà . . . . . . . . . . . . 685 Òåîðåìà îá îöåíêå äâîéíîãî èíòåãðàëà . . . . . . . . . . 686 Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà . . . . . . . 687 Òåîðåìà î ìîäóëå äâîéíîãî èíòåãðàëà . . . . . . . . . . 688 Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ÷åðåç âû÷èñëåíèå ïî-âòîðíîãî èíòåãðàëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 699 Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå . . . . . . . . 6910 ßêîáèàí ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì . . . . . . . 6911 Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè îáëàñòè ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èí-òåãðàëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6912 Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ñ ïîìîùüþ äâîéíîãîèíòåãðàëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7013 Âû÷èñëåíèå îáúåìà îáëàñòè ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòå-ãðàëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7014 Îïðåäåëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà . . . . . . . . . . . . . 7015 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òðîéíîãî èíòåãðàëà . . . . . . . 717



16 Ëèíåéíîñòü òðîéíîãî èíòåãðàëà . . . . . . . . . . . . . . 7117 Àääèòèâíîñòü òðîéíîãî èíòåãðàëà . . . . . . . . . . . . 7118 Òåîðåìà îá îöåíêå òðîéíîãî èíòåãðàëà . . . . . . . . . . 7119 Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà . . . . . . . 7120 Òåîðåìà î ìîäóëå òðîéíîãî èíòåãðàëà . . . . . . . . . . 7221 Âû÷èñëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà ÷åðåç âû÷èñëåíèå ïî-âòîðíûõ èíòåãðàëîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7222 Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå . . . . . . . . 7223 ßêîáèàí ïåðåõîäà ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì . . . 7324 ßêîáèàí ïåðåõîäà ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì . . . . . 7325 Êóñî÷íî ãëàäêèå êðèâûå è ïîâåðõíîñòè . . . . . . . . . 7326 Îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7427 Ñêàëÿðíîå ïîëå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7428 Âåêòîðíîå ïîëå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7429 Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà . . . . . . . . . . 7430 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èí-òåãðàëà ïåðâîãî ðîäà è åãî ñâîéñòâà . . . . . . . . . . . 7531 Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà . 7532 Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà. Öèðêóëÿöèÿ . 7533 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èí-òåãðàëà âòîðîãî ðîäà è åãî ñâîéñòâà . . . . . . . . . . . . 7634 Öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ . . . . . . . . . . . . . . . 7635 Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà . 7736 Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà . . . . . . . . . . 7737 Âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà . . 7838 Îðèåíòàöèÿ ïîâåðõíîñòè. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòî-ðîãî ðîäà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7839 Âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà . . 7940 Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ è ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ 7941 Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ . . . . . . . . . . . . . . . 8042 Òåîðåìà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî . . . . . . . . . . . . . . 8043 Ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8044 Òåîðåìà Ñòîêñà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8145 Ôîðìóëà Ãðèíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8146 Ïîòåíöèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå . . . . . . . . . . . . . . 8147 Óñëîâèÿ ïîòåíöèàëüíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ . . . . . . . 8148 Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà îòïîòåíöèàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ . . . . . . . . . . . . . 8249 Ñîëåíîèäàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå . . . . . . . . . . . . . . 8250 Ãàðìîíè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå . . . . . . . . . . . . . . . 8251 Îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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Ãëàâà 1Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ1 Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòèÄåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè ñîñòîèò èç äâóõ âçàèìíî ïåð-ïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ. Ýòè ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ îñÿìè êîîðäèíàò. Òî÷êàO èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñëóæèò íà÷àëîì îòñ÷åòà äëÿ îáåèõ îñåé è íàçûâàåòñÿíà÷àëîì êîîðäèíàò. Îäíó èç êîîðäèíàòíûõ îñåé ðàñïîëàãàþò ãîðèçîíòàëü-íî è ïîëîæèòåëüíûì ñ÷èòàþò íàïðàâëåíèå âïðàâî. Ýòó îñü íàçûâàþò îñüþàáñöèññ è îáîçíà÷àþò Ox. Íà âåðòèêàëüíîé îñè, íàçûâàåìîé îñüþ îðäèíàòè îáîçíà÷àåìîé Oy, ïîëîæèòåëüíûì ñ÷èòàþò íàïðàâëåíèå ââåðõ.Êàæäîé òî÷êåM ïëîñêîñòè âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïàðà (x; y)äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë � êîîðäèíàò òî÷êè M . Ýòè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ êîîðäè-íàòàìè ïðîåêöèè òî÷êè M íà îñè Ox è Oy ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâàÿ êîîðäè-íàòà x íàçûâàåòñÿ àáñöèññîé òî÷êè M , à âòîðàÿ êîîðäèíàòà y � îðäèíàòîéòî÷êè M .2 Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàòÏîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñîñòîèò èç òî÷êè O, íàçûâàåìîé ïîëþñîì,è ëó÷à Ox, íàçûâàåìîãî ïîëÿðíîé îñüþ. Ïîëîæåíèå êàæäîé òî÷êè M íàïëîñêîñòè çàäàåòñÿ äâóìÿ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè: ïîëÿðíûì ðàäèóñîìr = jOM j è ïîëÿðíûì óãëîì ', êîòîðûé ðàâåí óãëó ìåæäó îñüþ Ox è îò-ðåçêîì OM . Çíà÷åíèÿ óãëà ' îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî 2�k (k� öåëîå ÷èñëî).Äåêàðòîâû è ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè M ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìèx = r cos' ; y = r sin'Åñëè çàäàíû äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (x; y) òî÷êè M , òî ïîëÿðíûé ðàäèóñ èïîëÿðíûé óãîë íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèér =px2 + y2 ; tg' = yxñ ó÷åòîì òîãî, â êàêîì êâàäðàíòå ëåæèò òî÷êà M .3 Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà ïëîñêîñòèÂ äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè, ðàññòîÿíèå ìåæäó äâó-ìÿ òî÷êàìè A(x1; y1) è B(x2; y2) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç jABj è âû÷èñëÿåòñÿ ïîôîðìóëå jABj =p(x2 � x1)2 + (y2 � y1)29



4 Äåëåíèå îòðåçêà íà ïëîñêîñòè â äàííîì îòíîøåíèèÄåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êèM(x; y), äåëÿùåé îòðåçîê AB â îòíîøåíèèjAM j : jMBj = �, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàìx = x1 + �x21 + � ; y = y1 + �y21 + �ãäå A(x1; y1) è B(x2; y2).5 Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòèÊàæäàÿ ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàòëèíåéíûì óðàâíåíèåì Ax+By + C = 0êîòîðîå íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè. Îáðàòíî, åñëèA è B íå ðàâíû îäíîâðåìåííî íóëþ, òî óðàâíåíèå Ax+ By + C = 0 çàäàåòïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè.6 Óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõÓðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ èìååò âèäxa + yb = 1Çäåñü (a; 0) è (0; b) � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ îñÿìè êîîðäèíàò.7 Óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîìÅñëè ïðÿìàÿ íå ïàðàëëåëüíà îñè Oy, òî åå îáùåå óðàâíåíèå ìîæíî ðàç-ðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïðÿ-ìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì y = kx+ bÏàðàìåòð k, íàçûâàåìûé óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì ïðÿìîé, îí ðàâåí òàí-ãåíñó óãëà �, êîòîðàÿ ïðÿìàÿ îáðàçóåò ñ îñüþ Ox. Ïàðàìåòð b � îðäèíàòàòî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ îñüþ Oy.8 Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè íà ïëîñêîñòèÓãîë ' ìåæäó ïðÿìûìèy = k1x+ b1 è y = k2x+ b2ïðè k1k2 6= �1 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîétg' = k2 � k11 + k1k2Åñëè k1k2 = �1, òî ' = �=2. 10



9 Óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ íà ïëîñ-êîñòèÏðÿìûå y = k1x+ b1 è y = k2x+ b2íà ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû, åñëè k1 = k2è ïåðïåíäèêóëÿðíû, åñëè k1 = � 1k210 Ïó÷îê ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòèÏó÷îê ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè ýòî ñîâîêóïíîñòü ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè,ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó M0(x0; y0). Óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ óãëîâûìêîýôôèöèåíòîì k èç äàííîãî ïó÷êà èìååò âèäy � y0 = k(x� x0)Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé èç äàííîãî ïó÷êà çàïèñûâàåòñÿ òàêA(x� x0) +B(y � y0) = 011 Óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå çàäàí-íûå òî÷êèÓðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êèM(x1; y1) è N(x2; y2), èìååò âèäy � y1y2 � y1 = x� x1x2 � x112 Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé íà ïëîñêîñòèÐàññòîÿíèå d îò òî÷êèM0(x0; y0) äî ïðÿìîé Ax+By+C = 0 íà ïëîñêîñòèîïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå d = jAx0 +By0 + CjpA2 +B213 Óðàâíåíèå îêðóæíîñòèÓðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êåM0(x0; y0) è ðàäèóñîì R èìååòâèä (x� x0)2 + (y � y0)2 = R211



14 Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìåÓðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå M0(x0; y0) è ðàäèóñîì R â ïà-ðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå èìååò âèäx = x0 +R cos t ; y = y0 +R sin t ; 0 6 t < 2�15 ÝëëèïñÝëëèïñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, ñóììà ðàññòîÿíèé îòêàæäîé èç êîòîðûõ äî äâóõ äàííûõ òî÷åê F1 è F2 åñòü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷è-íà, ðàâíàÿ 2a. Òî÷êè F1 è F2 íàçûâàþòñÿ ôîêóñàìè ýëëèïñà, à ðàññòîÿíèåjF1F2j = 2c � ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì.16 Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñàÊàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà èìååò âèäx2a2 + y2b2 = 1Çäåñü a � áîëüøàÿ ïîëóîñü, b = pa2 � c2 � ìàëàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà. Êàíî-íè÷åñêîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ýëëèïñ â ñèñòåìå êîîðäèíàò, îñü Ox êîòîðîéïðîõîäèò ÷åðåç ôîêóñû F1(�c; 0) è F2(c; 0), à íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ âñåðåäèíå îòðåçêà F1F2. Îòíîøåíèå e = c=a < 1 íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòå-òîì ýëëèïñà.17 Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñàÏàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè a è b è ñ öåíòðîì âòî÷êå M0(x0; y0) èìååò âèäx = x0 + a cos t ; y = y0 + b sin t ; 0 6 t < 2�18 ÃèïåðáîëàÃèïåðáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, ìîäóëü ðàçíîñòèðàññòîÿíèé îò êàæäîé èç êîòîðûõ äî äâóõ äàííûõ òî÷åê F1 è F2 åñòü ïîñòî-ÿííàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ 2a. Òî÷êè F1 è F2 íàçûâàþòñÿ ôîêóñàìè ãèïåðáîëû,à ðàññòîÿíèå jF1F2j = 2c � ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì.19 Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëûÊàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû èìååò âèäx2a2 � y2b2 = 112



ãäå b = pc2 � a2. Îíî îïèñûâàåò ãèïåðáîëó â ñèñòåìå êîîðäèíàò, îñü Oxêîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç ôîêóñû F1(�c; 0) è F2(c; 0), à íà÷àëî êîîðäèíàò íà-õîäèòñÿ â ñåðåäèíå îòðåçêà F1F2.Ïàðàìåòð a íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñüþ, ïàðàìåòð b � ìíèìîé ïî-ëóîñüþ. Îòíîøåíèå e = c=a > 1 íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì ãèïåðáîëû.20 Àñèìïòîòû ãèïåðáîëûÏðÿìûå y = bax è y = � baxíàçûâàþòñÿ àñèìïòîòàìè ãèïåðáîëûx2a2 � y2b2 = 1Ïðè äâèæåíèè òî÷êè ãèïåðáîëû íà áåñêîíå÷íîñòü, ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êèäî îäíîé èç àñèìïòîò ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.21 ÏàðàáîëàÏàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, ðàâíîóäàëåííûõ îòäàííîé òî÷êè F è äàííîé ïðÿìîé L. Òî÷êà F íàçûâàåòñÿ ôîêóñîì, à ïðÿìàÿL � äèðåêòðèñîé ïàðàáîëû.22 Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû×åðåç ôîêóñ ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ äèðåêòðèñå, è îáî-çíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ äèðåêòðèñîé áóêâîé C. Äëèíó îò-ðåçêà FC îáîçíà÷èì p. Ïðèìåì ïîñòðîåííóþ ïðÿìóþ çà îñü Ox, à ñåðåäèíóîòðåçêà FC � çà íà÷àëî êîîðäèíàò. Â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïàðàáîëàèìååò óðàâíåíèå y2 = 2pxíàçûâàåìîå êàíîíè÷åñêèì. Ïðè ýòîì, óðàâíåíèå äèðåêòðèñû x = �p=2, àêîîðäèíàòû ôîêóñà, î÷åâèäíî, ðàâíû F (p=2; 0).23 Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ñèñòåìû êîîðäèíàòÎäíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxy ìîæåò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ â äðó-ãóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò O0x0y0 ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíîãî ïåðå-íîñà. Êîîðäèíàòû (x; y) òî÷êè M â ñèñòåìå Oxy è êîîðäèíàòû (x0; y0) òîéæå òî÷êè M â ñèñòåìå O0x0y0 ïðè ïàðàëëåëüíîì ñäâèãå îñåé êîîðäèíàò èïåðåíîñå íà÷àëà êîîðäèíàò O â òî÷êó O0(a; b) ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè ñîîòíî-øåíèÿìè x = x0 + a ; y = y0 + b13



24 Ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàòÎäíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxy ìîæåò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ â äðó-ãóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò O0x0y0 ïðè ïîìîùè ïîâîðîòà. Êîîðäèíàòû(x; y) òî÷êè M â ñèñòåìå Oxy è êîîðäèíàòû (x0; y0) òîé æå òî÷êè M â ñè-ñòåìå O0x0y0 ïðè ïîâîðîòå îñåé íà óãîë ' âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò ñâÿçàíûñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìèx = x0 cos'� y0 sin' ; y = x0 sin'+ y0 cos'25 Îáùåå óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêàÎáùåå óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò âèäAx2 +Bxy + Cy2 +Dx+Ey + F = 026 Ïðèâåäåíèå îáùåãî óðàâíåíèÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ê êà-íîíè÷åñêîìó âèäóÏðè ïåðåõîäå ê ïîäõîäÿùåé íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îáùåå óðàâíåíèåêðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêàAx2 +Bxy + Cy2 +Dx+Ey + F = 0óïðîùàåòñÿ è ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåòëèáî ýëëèïñ, ëèáî ãèïåðáîëà, ëèáî ïàðàáîëà, ëèáî äâå èëè îäíà ïðÿìàÿ,ëèáî òî÷êà, ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî.Èñêîìîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ñïîìîùüþ ïîâîðîòà îñâîáîæäàåìñÿ îò ñëàãàåìîãî, ñîäåðæàùåãî ïðîèçâåäå-íèå êîîðäèíàò x0y0. Óãîë ïîâîðîòà ' îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîétg 2' = BA� Cåñëè A 6= C, ïðè A = C èìååì ' = �=4. Íà âòîðîì ýòàïå ïðè ïîìîùèïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ïðèõîäèì ê èñêîìîìó óðàâíåíèþ.27 Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâåÄåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîèò èç òðåõ âçàèìíîïåðïåíäèêóëÿðíûõ ÷èñëîâûõ îñåé (íàçûâàåìûõ îñÿìè êîîðäèíàò) ñ îáùèìíà÷àëîì îòñ÷åòà O. Îñè êîîðäèíàò îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç Ox, Oy, Oz è íà-çûâàþòñÿ îñÿìè àáñöèññ, îðäèíàò è àïïëèêàò. Êîîðäèíàòû (x; y; z) òî÷êèM îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîîðäèíàòû ïðîåêöèé ýòîé òî÷êè íà îñè êîîðäèíàò.Ïëîñêîñòè Oxy, Oyz è Ozy íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè.14



28 Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè â ïðîñòðàíñòâåÂ äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå, ðàññòîÿíèå ìåæäó äâó-ìÿ òî÷êàìè A(x1; y1; z1) è B(x2; y2; z2), îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç jABj è âû÷èñëÿ-åòñÿ ïî ôîðìóëåjABj =p(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + (z2 � z1)229 Äåëåíèå îòðåçêà â ïðîñòðàíñòâå â äàííîì îòíîøåíèèÄåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè M(x; y; z), äåëÿùåé îòðåçîê AB â îòíîøå-íèè jAM j : jMBj = �, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàìx = x1 + �x21 + � ; y = y1 + �y21 + � ; z = z1 + �z21 + �ãäå A(x1; y1; z1) è B(x2; y2; z2).30 Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòûÏîëîæåíèå òî÷êè M â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îïðåäåëèòü åå àïïëèêàòîé zè ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè r = jOP j è ' ïðîåêöèè P ýòîé òî÷êè íà êîîð-äèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oxy. Âåëè÷èíû (r; '; z) íàçûâàþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèìèêîîðäèíàòàìè òî÷êè M . Äåêàðòîâû è öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êèñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìèx = r cos' ; y = r sin' ; z = z31 Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòûÑôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò çàäàåò ïîëîæåíèå òî÷êè M ñëåäóþùè-ìè òðåìÿ âåëè÷èíàìè: ðàññòîÿíèåì r = jOM j, óãëîì � ìåæäó îñüþ Oz èîòðåçêîì OM è óãëîì ' ìåæäó ïëîñêîñòÿìè Oxz è OMz. Âåëè÷èíû (r; '; �)íàçûâàþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè M . Äåêàðòîâû è ñôåðè÷å-ñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìèx = r cos' sin � ; y = r sin' sin � ; z = r cos �32 ÂåêòîðûÂåêòîðîì íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûé îòðåçîê AB, ó êîòîðîãî òî÷êà Aðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íà÷àëî, à òî÷êà B � êàê êîíåö âåêòîðà. Âåêòîð îáî-çíà÷àåòñÿ ëèáî êàê �!AB, ëèáî îäíîé áóêâîé ~a. Äëèíà îòðåçêà AB íàçûâàåòñÿìîäóëåì âåêòîðà �!AB è îáîçíà÷àåòñÿ j�!ABj (èëè j~aj).15



33 Êîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ. Ðàâåíñòâî âåêòîðîâÂåêòîðû, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé èëè íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ íà-çûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè. Âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè êîëëè-íåàðíû, èìåþò îäèíàêîâûå ìîäóëè è íàïðàâëåíèÿ.34 Êîîðäèíàòû âåêòîðàÅñëè ïîìåñòèòü íà÷àëî âåêòîðà ~a â íà÷àëî êîîðäèíàò, ò.å. ïðåäñòàâèòüåãî íàïðàâëåííûì îòðåçêîì �!OA, òî êîîðäèíàòû (x; y; z) òî÷êè A íàçûâà-þòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ~a. Ïðè ýòîì ïèøóò ~a = (x; y; z). Âåêòîð �!OAíàçûâàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè A.Åñëè âåêòîð ~a èìååò íà÷àëî â òî÷êå B(x1; y1; z1) è êîíåö â òî÷êåC(x2; y2; z2), òî ~a = ��!BC = (x2 � x1; y2 � y1; z2 � z1)35 Ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî êîîðäèíàòíûì îðòàìÎáîçíà÷èì ÷åðåç~i, ~j è ~k åäèíè÷íûå âåêòîðû (îðòû) êîîðäèíàòíûõ îñåé,ò.å. ~i = (1; 0; 0) ; ~j = (0; 1; 0) ; ~k = (0; 0; 1)Òîãäà êàæäûé âåêòîð ~a = (ax; ay; az) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå ~a = ax~i+ ay~j + az~k36 Ìîäóëü âåêòîðàÅñëè çàäàí âåêòîð ~a = (ax; ay; az), òî åãî ìîäóëü âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìó-ëå j~aj =qa2x + a2y + a2z37 Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëîÏðîèçâåäåíèåì âåêòîðà ~a íà ÷èñëî � íàçûâàåòñÿ âåêòîð �~a, êîëëèíå-àðíûé âåêòîðó ~a, èìåþùèé ìîäóëü j�jj~aj è íàïðàâëåííûé îäèíàêîâî ñ ~a,åñëè � > 0, è ïðîòèâîïîëîæíî ~a ïðè � < 0. Åñëè ~a = (ax; ay; az), òî �~a =(�ax; �ay; �az).38 Ñóììà âåêòîðîâÑóììîé âåêòîðîâ ~a è ~b íàçûâàåòñÿ âåêòîð ~a +~b, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñëå-äóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðà ~b16



ñîâìåùàþò åãî íà÷àëî ñ êîíöîì âåêòîðà ~a. Ñóììà âåêòîðîâ ~a+~b � çàìûêà-þùèé âåêòîð, íà÷àëî êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì âåêòîðà ~a, à êîíåö � ñêîíöîì âåêòîðà ~b (ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà).Åñëè ~a = (ax; ay; az), ~b = (bx; by; bz), òî~a+~b = (ax + bx; ay + by; az + bz)39 Ðàçíîñòü âåêòîðîâÐàçíîñòü âåêòîðîâ ~a �~b îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà âåêòîðîâ ~a è �~b. Åñëè~a = (ax; ay; az), ~b = (bx; by; bz), òî~a�~b = (ax � bx; ay � by; az � bz)40 Íóëåâîé âåêòîðÂåêòîð, íà÷àëî êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ åãî êîíöîì, íàçûâàåòñÿ íóëåâûì èîáîçíà÷àåòñÿ ~0. Î÷åâèäíî, ÷òî ~0 = (0; 0; 0) è ~a+~0 = ~a.41 Îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâÑêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ~a è~b íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ïðî-èçâåäåíèþ èõ ìîäóëåé íà êîñèíóñ óãëà ' ìåæäó íèìè~a �~b = j~ajj~bj cos'42 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõÅñëè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ~a = (ax; ay; az), ~b = (bx; by; bz), òî~a �~b = axbx + ayby + azbz43 Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ1. ~a �~b = ~b � ~a2. ~a � (~b+ ~c) = ~a �~b+ ~a � ~c3. (�~a) �~b = ~a � (�~b) = �(~a �~b)4. ~a � ~a = j~aj2(ýòó âåëè÷èíó îáîçíà÷àþò òàêæå ~a2)17



44 Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè. Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñûÓãîë ' ìåæäó âåêòîðàìè ~a, ~b îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿcos' = ~a �~bj~ajj~bj45 Óñëîâèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè è ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ âåêòîðîâÓñëîâèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ âåêòîðîâ: âåêòîðû ~a = (ax; ay; az) è~b = (bx; by; bz) ïåðïåíäèêóëÿðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà~a �~b = 0 èëè axbx + ayby + azbz = 0Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè (êîëëèíåàðíîñòè) äâóõ âåêòîðîâ: âåêòîðû~a = (ax; ay; az) è ~b = (bx; by; bz) ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà~a = �~b èëè axbx = ayby = azbz = �46 Ïðîåêöèÿ âåêòîðàÏðîåêöèÿ âåêòîðà ~a íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà ~b, ðàâíàÿ j~aj cos', âû÷èñëÿ-åòñÿ ïî ôîðìóëå prb~a = ~a �~bj~bj47 Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðàÊîñèíóñû óãëîâ �, �,  ìåæäó âåêòîðîì ~a è îñÿìè êîîðäèíàò Ox, Oy, Ozíàçûâàþòñÿ íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè âåêòîðà ~a. Îòìåòèì, ÷òî~aj~aj = (cos�; cos �; cos ) è cos2 �+ cos2 � + cos2  = 148 Îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâÂåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ~a è ~b íàçûâàåòñÿ âåêòîð ~c = ~a �~b,îïðåäåëÿåìûé óñëîâèÿìè:1. âåêòîð ~c ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðàì ~a è ~b2. j~cj = j~ajj~bj sin', ãäå ' � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a è ~b3. âåêòîðà ~a, ~b, ~c îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó âåêòîðîâ, ò.å. åñëè íà÷àëî âåê-òîðîâ ~a, ~b è ~c ïîìåñòèòü â îäíó òî÷êó, òî êðàò÷àéøèé ïîâîðîò âåêòîðà~a ê ~b íàáëþäàåòñÿ ñ êîíöà âåêòîðà ~c ïðîèñõîäÿùèì ïðîòèâ ÷àñîâîéñòðåëêè. 18



49 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõÅñëè ~a = (ax; ay; az) è ~b = (bx; by; bz), òî~a�~b = ������ ~i ~j ~kax ay azbx by bz ������ = (aybz � azby;�axbz + azbx; axby � aybx)50 Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ1. ~a�~b = �~b� ~a2. ~a� (~b+ ~c) = ~a�~b+ ~a� ~c3. (�~a)�~b = ~a� (�~b) = �(~a�~b)4. âåêòîðû ~a è ~b êîëëèíåàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ~a�~b = ~05. ïëîùàäü S ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a è ~b, ðàâíàìîäóëþ èõ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ S = j~a�~bj51 Îïðåäåëåíèå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâÑìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ~a, ~b è ~c íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ~a~b~c, ðàâ-íîå ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðà ~a íà âåêòîð ~b� ~c, ò.å.~a~b~c = ~a � (~b� ~c)52 Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõÅñëè ~a = (ax; ay; az), ~b = (bx; by; bz), ~c = (cx; cy; cz), òî èõ ñìåøàííîåïðîèçâåäåíèå âû÷èñëÿåòñÿ êàê îïðåäåëèòåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà~a~b~c = ������ ax ay azbx by bzcx cy cz ������53 Ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ1. ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñîìíîæèòåëåé ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ìåíÿ-åò çíàê ~a~b~c = �~b~a~c = ~b~c~a = �~c~b~a = ~c~a~b = �~a~c~b2. âåêòîðû ~a, ~b è ~c êîìïëàíàðíû (ò.å. ïàðàëëåëüíû îäíîé ïëîñêîñòè) òî-ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ~a~b~c = 03. åñëè âåêòîðû ~a, ~b è ~c íå êîìïëàíàðíû, òî íà íèõ ìîæíî ïîñòðîèòüïàðàëëåëåïèïåä, åãî îáúåì V = j~a~b~cj.19



54 Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòèÎáùèì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå óðàâíåíèåAx+By + Cz +D = 0Ëþáàÿ ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ ýòèì óðàâíåíèåì.55 Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó ïåð-ïåíäèêóëÿðíî çàäàííîìó âåêòîðóÏîëîæåíèå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîéM0(x0; y0; z0), ëåæàùåé íà ýòîé ïëîñêîñòè, è ïåðïåíäèêóëÿðíûì åé âåêòî-ðîì ~N = (A;B;C), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïëîñêîñòè.Ïðè ýòîì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè èìååò âèäA(x� x0) +B(y � y0) + C(z � z0) = 056 Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó ïà-ðàëëåëüíî äâóì âåêòîðàìÓðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0(x0; y0; z0) è ïàðàë-ëåëüíîé äâóì íåêîëëèíåàðíûì âåêòîðàì ~N1 = (A1; B1; C1) è ~N2 = (A2; B2; C2),ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäåA(x� x0) +B(y � y0) + C(z � z0) = 0ãäå A, B, C � êîîðäèíàòû âåêòîðà ~N = ~N1 � ~N2.57 Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòèÐàññòîÿíèå d îò òî÷êè M0(x0; y0; z0) äî ïëîñêîñòè Ax+ By + Cz +D = 0âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëåd = jAx0 +By0 + Cz0 +DjpA2 +B2 + C258 Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìèÓãîë ' ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìèA1x+B1y + C1z +D1 = 0A2x+B2y + C2z +D2 = 0ðàâåí óãëó ìåæäó èõ íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè ~N1 = (A1; B1; C1) è ~N2 =(A2; B2; C2) è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåìcos' = ~N1 � ~N2j ~N1jj ~N2j = A1A2 +B1B2 + C1C2pA21 +B21 + C21pA22 +B22 + C2220



59 Óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïëîñêîñòåéÓñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ïëîñêîñòåé: äâå ïëîñêîñòèA1x+B1y + C1z +D1 = 0A2x+B2y + C2z +D2 = 0ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîëëèíåàðíû èõ íîðìàëüíûå âåê-òîðû ~N1 = (A1; B1; C1) è ~N2 = (A2; B2; C2), ò.å.A1A2 = B1B2 = C1C2Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïëîñêîñòåé: äâå ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíûòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðïåíäèêóëÿðíû èõ íîðìàëüíûå âåêòîðû ~N1 è~N2, ò.å. A1A2 +B1B2 + C1C2 = 060 Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâåÏðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü çàäàíà ñèñòåìîé äâóõ ëèíåéíûõóðàâíåíèé � A1x+B1y + C1z +D1 = 0A2x+B2y + C2z +D2 = 0ýòè óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò äâå ïëîñêîñòè, ïåðåñå÷åíèåì êîòîðûõ è ñëóæèòäàííàÿ ïðÿìàÿ.61 Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâåÏîëîæåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êàêîé-íèáóäüåå òî÷êîé M0(x0; y0; z0) è íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ~s = (m;n; p), ïàðàëëåëü-íûì ïðÿìîé. Ïðè ýòîì ïðÿìàÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðè÷åñêèìèóðàâíåíèÿìè 8<: x = x0 +mty = y0 + nt ; t 2 Rz = z0 + pt62 Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâåÏðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü òàêæå çàäàíà ñëåäóþùèìè êàíîíè-÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x� x0m = y � y0n = z � z0pçäåñü M0(x0; y0; z0) � òî÷êà ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò ïðÿìàÿ, ~s = (m;n; p) �íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé. 21



63 Óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå çà-äàííûå òî÷êèÏðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå äàííûå òî÷êèM1(x1; y1; z1) èM2(x2; y2; z2),ïðåäñòàâëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìèx� x1x2 � x1 = y � y1y2 � y1 = z � z1z2 � z164 Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè â ïðîñòðàíñòâåÓãîë ' ìåæäó ïðÿìûìè â ïðîñòðàíñòâå ðàâåí óãëó ìåæäó èõ íàïðàâ-ëÿþùèìè âåêòîðàìè ~s1 = (m1; n1; p1) è ~s2 = (m2; n2; p2) è âû÷èñëÿåòñÿ ïîôîðìóëå cos' = ~s1 � ~s2j~s1jj~s2j = m1m2 + n1n2 + p1p2pm21 + n21 + p21pm22 + n22 + p2265 Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþÓãîë ' ìåæäó ïðÿìîé ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ~s = (m;n; p) è ïëîñêî-ñòüþ ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ~N = (A;B;C) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿsin' = ~s � ~Nj~sjj ~N j = Am+Bn+ CppA2 +B2 +C2pm2 + n2 + p266 Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêàÏîâåðõíîñòÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàþòñÿ òàêèå ìíîæåñòâà òî÷åê âïðîñòðàíñòâå, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäàAx2 +By2 + Cz2 +Dxy +Eyz + Fzx+Gx+Hy +Kz + L = 067 Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêàÏðè ïîìîùè ïîâîðîòîâ è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà îñåé êîîðäèíàò âñÿêîåóðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê ïðî-ñòîìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Îñíîâíûå êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è íàçâàíèÿ22



ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòåé ïðèâåäåíû íèæå:x2a2 + y2b2 + z2c2 = 1 ýëëèïñîèäx2a2 + y2b2 � z2c2 = 1 îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèäx2a2 + y2b2 � z2c2 = �1 äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèäx2a2 + y2b2 � z2c2 = 0 êîíóñx2a2 + y2b2 = 2z ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèäx2a2 � y2b2 = 2z ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèäx2a2 + y2b2 = 1 ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäðx2a2 � y2b2 = 1 ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäðy2 = 2px ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäðx2a2 � y2b2 = 0 ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåéx2a2 = 1 ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåéx2 = 0 ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïëîñêîñòåé
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Ãëàâà 2Ëèíåéíàÿ àëãåáðà1 Àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöûÀëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aij êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = faijgîïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé Aij = (�1)i+jMij , ãäå Mij � ìèíîð ýëåìåíòà aij(îïðåäåëèòåëü (n� 1)-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåìûé èç îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû Aïóòåì âû÷åðêèâàíèÿ ñòðîêè è ñòîëáöà, ñîäåðæàùèõ äàííûé ýëåìåíò).2 ÎïðåäåëèòåëèÎïðåäåëèòåëåì âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî���� a11 a12a21 a22 ���� = a11a22 � a12a21Îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n � ýòî ÷èñëî, êîòîðîå çàäàåòñÿ êâàäðàòíîé òàáëè-öåé ÷èñåë, èìåþùåé n ñòðîê è n ñòîëáöîâ� = �������� a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n: : : : : : : : : : : : : : :an1 an2 : : : ann ��������ãäå aij � ýëåìåíòû îïðåäåëèòåëÿ.Îïðåäåëèòåëü ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ êàêîãî-íèáóäü ñòîëá-öà (ñòðîêè) íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ� = nXk=1 aikAik = nXk=1 akjAkjÈç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïîðÿäêà n ñâî-äèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëèòåëåé ïîðÿäêà (n� 1).3 Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåéÂûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé:1. Îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, åñëè åãî ñòðîêè çàìåíèòü ñòîëáöàìè, àñòîëáöû � ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòðîêàìè.2. Îáùèé ìíîæèòåëü ýëåìåíòîâ êàêîé-íèáóäü ñòðîêè (èëè ñòîëáöà) ìî-æåò áûòü âûíåñåí çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ.3. Îïðåäåëèòåëü ñ íóëåâîé ñòðîêîé èëè ñòîëáöîì ðàâåí íóëþ24



4. Åñëè ýëåìåíòû îäíîé ñòðîêè (ñòîëáöà) îïðåäåëèòåëÿ ñîîòâåòñòâåííîðàâíû ýëåìåíòàì äðóãîé ñòðîêè (ñòîëáöà), òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí íó-ëþ.5. Ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ) îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê.6. Îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê ýëåìåíòàì îäíîé ñòðîêè (ñòîëáöà)ïðèáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû äðóãîé ñòðîêè (ñòîëáöà), óìíî-æåííûå íà îäíî è òî æå ÷èñëî.4 ÌàòðèöûÌàòðèöåé ðàçìåðà m� n íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà ÷èñåë, ñî-ñòîÿùàÿ èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâA = 0BB@ a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n: : : : : : : : : : : : : : : :am1 am2 : : : amn 1CCA×èñëà aij íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû. Åñëè m = n, ìàòðèöà A íàçû-âàåòñÿ êâàäðàòíîé, à ÷èñëî n � å¼ ïîðÿäêîì.Äëÿ êàæäîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ìîæíî âû÷èñëèòü å¼ îïðåäåëèòåëü,îáîçíà÷àåìûé detA èëè jAj.5 Ñóììà ìàòðèöÑóììîé A+ B ìàòðèö A = faijg è B = fbijg îäèíàêîâîãî ðàçìåðà íàçû-âàåòñÿ ìàòðèöà C = fcijg òîãî æå ðàçìåðà, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé ðàâåíñóììå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö A è Bcij = aij + bij6 Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëîÏðîèçâåäåíèåì �A ìàòðèöû A = faijg íà ÷èñëî � íàçûâàåòñÿ ìàòðèöàB = fbijg, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû A óìíîæåíèåì âñåõ åå ýëåìåíòîâ íà �bij = �aij7 Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöÏðîèçâåäåíèåì AB (m � p)-ìàòðèöû A = faijg íà (p� n) ìàòðèöó B =fbijg íàçûâàåòñÿ (m � n)-ìàòðèöà C = fcijg, ýëåìåíò êîòîðîé cij , ñòîÿùèé25



â i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå, ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ìàòðèöû A è j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû Bcij = pXk=1 aikbkjÂàæíî îòìåòèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå AB 6= BA (ò.å. ìàòðèöû íåëüçÿ ïåðå-ñòàâëÿòü).Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö îäèíàêîâîãî ïî-ðÿäêà ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé ýòèõ ìàòðèödet(AB) = detA detB8 Ìèíîðû k-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöûÂûäåëèì â ìàòðèöå k ïðîèçâîëüíûõ ñòðîê è k ïðîèçâîëüíûõ ñòîëáöîâ.Îïðåäåëèòåëü k-ãî ïîðÿäêà, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõíà ïåðåñå÷åíèè âûäåëåííûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì k-ãîïîðÿäêà ýòîé ìàòðèöû.9 Ðàíã ìàòðèöûÐàíãîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèé ïîðÿäîê îòëè÷íûõ îò íóëÿìèíîðîâ ýòîé ìàòðèöû. Ðàíã ìàòðèöû A îáîçíà÷àåòñÿ rang(A) èëè r(A).10 Ñâîéñòâà ðàíãà ìàòðèöûÐàíã ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-íèÿõ:1. çàìåíå ñòðîê ñòîëáöàìè, à ñòîëáöîâ � ñòðîêàìè2. ïåðåñòàíîâêå ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû3. óìíîæåíèè êàêîé-ëèáî ñòðîêè (ñòîëáöà) íà ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ4. âû÷åðêèâàíèè ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíûíóëþ5. ïðèáàâëåíèè ê ýëåìåíòàì îäíîé ñòðîêè (ñòîëáöà) ñîîòâåòñòâóþùèõýëåìåíòîâ äðóãîé ñòðîêè (ñòîëáöà)26



11 Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöàÊâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âèäàE = 0BB@ 1 0 : : : 00 1 : : : 0: : : : : : : : : :0 0 : : : 1 1CCAíàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà AE = A è EB = B (åñëèïðîèçâåäåíèÿ â ëåâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ îïðåäåëåíû).12 Îáðàòíàÿ ìàòðèöûÊâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè detA 6= 0, è îá-ðàòèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà B, ÷òî AB = BA = E. Ìàòðèöà Bíàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ìàòðèöåé ê ìàòðèöå A. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà îáðàòèìàòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íåâûðîæäåííàÿ. Îáðàòèìàÿ ìàòðèöà A èìå-åò òîëüêî îäíó îáðàòíóþ ìàòðèöó, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ A�1 è âû÷èñëÿåòñÿïî ôîðìóëå A�1 = 1detA 0BB@ A11 A21 : : : An1A12 A22 : : : An2: : : : : : : : : : : : : : : :A1n A2n : : : Ann 1CCAãäå Aij � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aij .13 Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéÑèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò âèä8>><>>: a11x1 + a12x2 + : : : + a1nxn = b1a21x1 + a22x2 + : : : + a2nxn = b2: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :am1x1 + am2x2 + : : : + amnxn = bm (1)ãäå aij � êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû, bj � ñâîáîäíûå ÷ëåíû, xi � íåèçâåñòíûåâåëè÷èíû.Ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè îíà èìååò õîòÿ áû îäíîðåøåíèå. Åñëè æå ñèñòåìà íå èìååò íè îäíîãî ðåøåíèÿ, òî îíà íàçûâàåòñÿíåñîâìåñòíîé. Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé, åñëè îíà èìå-åò òîëüêî îäíî ðåøåíèå, è íåîïðåäåëåííîé, åñëè îíà èìååò áîëüøå îäíîãîðåøåíèÿ.ÌàòðèöûA = 0BB@ a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n: : : : : : : : : : : : : : : :am1 am2 : : : amn 1CCA ; (Aj~b) = 0BB@ a11 a12 : : : a1n b1a21 a22 : : : a2n b2: : : : : : : : : : : : : : : :am1 am2 : : : amn bm 1CCA27



íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöåé è ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû(1).Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëè: äëÿ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (1) íåîáõîäèìîè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàíã ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû áûë ðàâåí ðàíãó ðàñøè-ðåííîé ìàòðèöû rang(A) = rang(Aj~b).14 Ïðàâèëî ÊðàìåðàÅñëè ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì óðàâíå-íèé, ò.å. ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä8>><>>: a11x1 + a12x2 + : : : + a1nxn = b1a21x1 + a22x2 + : : : + a2nxn = b2: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :an1x1 + an2x2 + : : : + annxn = bnè ìàòðèöà ñèñòåìû A = faijg íåâûðîæäåíà, òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîåðåøåíèå, êîòîðîå íàõîäèòñÿ ïî ïðàâèëó Êðàìåðàxk = �k� ; k = 1; 2; : : : ; nâ ýòèõ ôîðìóëàõ � = det(A) � îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû, à �k � îïðåäåëè-òåëü, ïîëó÷åííûé èç îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû çàìåíîé k-ãî ñòîëáöà ñòîëáöîìñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.15 Ìàòðè÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìûÑèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé8>><>>: a11x1 + a12x2 + : : : + a1nxn = b1a21x1 + a22x2 + : : : + a2nxn = b2: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :am1x1 + am2x2 + : : : + amnxn = bmÌîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîé ôîðìåA~x = ~bãäå A = faijg � ìàòðèöà ñèñòåìû, ~x = fxig � ìàòðèöà-ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ,~b = fbjg � ìàòðèöà-ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.Åñëè ìàòðèöà A êâàäðàòíàÿ è íåâûðîæäåííàÿ, òî ðåøåíèå ñèñòåìû ìî-æåò áûòü çàïèñàíî â ìàòðè÷íîé ôîðìå~x = A�1~b28



16 Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ âåêòîðîâ RnÂñÿêàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü èç n ÷èñåë íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè-÷åñêèì âåêòîðîì è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì~x = (x1; x2; : : : ; xn)×èñëà x1; x2; : : : ; xn íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè àðèôìåòè÷åñêîãî âåêòîðà~x. Íàä àðèôìåòè÷åñêèìè âåêòîðàìè ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè.Ñëîæåíèå: åñëè~x = (x1; x2; : : : ; xn) ; ~y = (y1; y2; : : : ; yn)òî ~x+ ~y = (x1 + y1; x2 + y2; : : : ; xn + yn)Óìíîæåíèå íà ÷èñëî: åñëè � � ÷èñëî è ~x = (x1; x2; : : : ; xn) � àðèôìåòè÷å-ñêèé âåêòîð, òî �~x = (�x1; �x2; : : : ; �xn)Ìíîæåñòâî âñåõ àðèôìåòè÷åñêèõ n-êîìïîíåíòíûõ âåêòîðîâ ñ ââåäåí-íûìè âûøå îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ëè-íåéíûì ïðîñòðàíñòâîì àðèôìåòè÷åñêèõ âåêòîðîâ è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîìRn .17 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå RnÑêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ~x = (x1; x2; : : : ; xn)è ~y = (y1; y2; : : : ; yn) ïðîñòðàíñòâà Rn íàçûâàåòñÿ ÷èñëî~x � ~y = x1y1 + x2y2 + : : :+ xnyn18 Îðòîãîíàëüíûå âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå RnÄâà âåêòîðà ~x = (x1; x2; : : : ; xn) è ~y = (y1; y2; : : : ; yn) ïðîñòðàíñòâà Rníàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.Òî åñòü, åñëè ~x � ~y = x1y1 + x2y2 + : : :+ xnyn = 019 Íîðìà (ìîäóëü) âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå RnÍîðìîé (ìîäóëåì) âåêòîðà ~x = (x1; x2; : : : ; xn) íàçûâàåòñÿ ÷èñëîj~xj = p~x � ~x =qx21 + x22 + : : :+ x2n29



20 Ñâîéñòâà íîðìû âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå Rn1. j~xj > 0, j~xj = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ~x = ~02. j�~xj = j�jj~xj, � � ÷èñëî3. j~x+ ~yj 6 j~xj + j~yj � íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà4. j~x~yj 6 j~xjj~yj � íåðàâåíñòâî Êîøè-ÁóíÿêîâñêîãîÏðîñòðàíñòâî Rn â êîòîðîì ââåäåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íàçûâàþò åâ-êëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.21 Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü è áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå RnÂåêòîðû ~x1 ; ~x2 ; : : : ; ~xk ïðîñòðàíñòâà Rn ëèíåéíî çàâèñèìû (íåçàâèñè-ìû), åñëè ñóùåñòâóþò (íå ñóùåñòâóþò) òàêèå ÷èñëà �1 ; �2 ; : : : ; �k, íå âñåðàâíûå íóëþ, ÷òî �1~x1 + �2~x2 + : : :+ �k~xk = ~022 Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâÂåêòîð ~x = �1~x1 + �2~x2 + : : :+ �k~xkíàçûâàþò ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ ~x1 ; ~x2 ; : : : ; ~xk.23 Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå RnÁàçèñîì íàçûâàþò ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ~e1 ; ~e2 ; : : : ; ~enïðè óñëîâèè, ÷òî ëþáîé âåêòîð ~x 2 Rn ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-íàöèè ~x = x1~e1 + x2~e2 + : : :+ xn~en×èñëà x1 ; x2 ; : : : ; xn íàçûâàþò êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ~x 2 Rn â äàííîì áà-çèñå è ïèøóò ~x = (x1 ; x2 ; : : : ; xn). ×èñëî n âåêòîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ áàçèñ,íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà Rn .24 Ñòàíäàðòíûé Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå RnÏðèìåðîì áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå Rn ñëóæàò âåêòîðà~e1 = (1; 0; : : : ; 0)~e2 = (0; 1; : : : ; 0): : : : : : : : : : : : : : :~en = (0; 0; : : : ; 1)Ýòîò áàçèñ íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Rn .30



25 Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû×èñëî � íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ìàòðèöû A ïîðÿäêà n, åñëèìîæíî íàéòè òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð ~x 2 Rn , ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîA~x = �~xÂåêòîð ~x íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, îòâå÷àþùèì ñîá-ñòâåííîìó ÷èñëó �.26 Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìàòðèöûÑîáñòâåííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿdet(A� �E) = �������� a11 � � a12 : : : a1na21 a22 � � : : : a2n: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :an1 an2 : : : ann � � �������� == pn�n + pn�1�n�1 + : : :+ p1�+ p0 = 0íàçûâàåìîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ìàòðèöû A.Êîîðäèíàòû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííî-ìó ÷èñëó �, óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé(A� �E)~x = ~0
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Ãëàâà 3Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèéîäíîé ïåðåìåííîé1 Îïðåäåëåíèå ôóíêöèèÏóñòü D � R � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Åñëèêàæäîìó ÷èñëó x 2 D ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ÷èñëî y = f(x),òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå D îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f . Ìíîæåñòâî D íà-çûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, à ìíîæåñòâî E âñåõ ÷èñåë âèäà y = f(x) �ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè f . Äëÿ ôóíêöèè y = f(x) ïðèíÿòî ñëåäóþ-ùèå îáîçíà÷åíèå f : D ! E2 Ìîíîòîííûå ôóíêöèèÔóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) íà ìíîæå-ñòâå D � R, åñëè äëÿ ëþáûõ x1 ; x2 2 D, èç íåðàâåíñòâà x1 < x2 ñëåäóåòíåðàâåíñòâî f(x1) < f(x2) (ñîîòâåòñòâåííî f(x1) > f(x2)). Âîçðàñòàþùèå èóáûâàþùèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè.3 Ñëîæíàÿ ôóíêöèÿÏóñòü çàäàíû ôóíêöèè u = g(x) è y = f(u) òàêèå, ÷òîg : D ! E ; f : E ! Gòîãäà ôóíêöèÿ y = f(g(x)) íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé èëè ñóïåðïîçè-öèåé ôóíêöèé.Ïóñòü îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ y = f(x) òàêàÿ, ÷òîf : D ! E4 Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿÎáðàòíîé ôóíêöèåé ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè y = f(x)f : D ! Eíàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ x = g(y), ÷òîg : E ! Dè g(f(x)) = x è f(g(y)) = y. Îáðàòíóþ ê f ôóíêöèþ îáîçíà÷àþò f�1.Äëÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò. Äëÿòîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü îáðàòíóþ ôóíêöèþ x = f�1(y), ñëåäóåò èç ðàâåíñòâày = f(x) âûðàçèòü x ÷åðåç y. 32



5 Íåÿâíî çàäàííàÿ ôóíêöèèÃîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ y = f(x), x 2 D, íåÿâíî çàäàíà óðàâíåíèåìF (x; y) = 0 åñëè äëÿ âñåõ x 2 DF (x; f(x)) = 06 Ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííàÿ ôóíêöèÿÏóñòü çàäàíû ôóíêöèèx = '(t) ; y =  (t) ; t 2 (�; �)Åñëè ïðè ýòîì x = '(t) èìååò îáðàòíóþ t = '�1(x), òî îïðåäåëåíà íîâàÿôóíêöèÿ y(x) =  �'�1(x)�íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè.7 Îïðåäåëåíèå ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèÅñëè êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ñîïîñòàâëåíî íåêîòîðîå ÷èñëî xn,òî òåì ñàìûì îïðåäåëåíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ îáîçíà÷à-þò fxng, xn íàçûâàþò îáùèì ÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.8 Îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüÏîñëåäîâàòåëüíîñòü fxng íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé (îãðàíè÷åííîé ñâåð-õó, îãðàíè÷åííîé ñíèçó), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M , ÷òî jxnj < M(ñîîòâåòñòâåííî xn < M , M < xn) äëÿ âñåõ n = 1; 2; : : :.9 Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fxng, åñëè äëÿ ëþáîãî� > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N , ÷òî jxn � aj < � ïðè n > N .Åñëè a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fxng, òî ïèøóòlimn!1xn = a èëè xn ! aÏîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåäåë êîòîðîé ñóùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.10 Ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî îíà èìååò òîëüêî îäèí ïðåäåë.2. Ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, è èç ëþáîé îãðà-íè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëå-äîâàòåëüíîñòü. 33



3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó a, òî ëþáàÿ åå ïîäïîñëåäî-âàòåëüíîñòü òàêæå ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó a.11 Àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ íàä ïðåäåëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéÅñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fxng, fyng ñõîäÿòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòèfxn + yng, fxnyng, fxn=yng òàêæå ñõîäÿòñÿ, ïðè÷åìlimn!1(xn + yn) = limn!1xn + limn!1 ynlimn!1(xn � yn) = limn!1xn � limn!1 ynlimn!1 xnyn = limn!1xnlimn!1 yn ; yn 6= 0 ; limn!1 yn 6= 012 Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â íåðàâåíñòâàõ1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fxng, fyng ñõîäÿòñÿ è xn 6 yn, òîlimn!1xn 6 limn!1 yn2. Åñëè xn 6 yn 6 zn è limn!1xn = a ; limn!1 zn = aòî limn!1 yn = a13 Ïðåäåë ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèÏîñëåäîâàòåëüíîñòü fxng íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (íåóáûâàþùåé), åñ-ëè äëÿ ëþáîãî n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî xn < xn+1 (xn 6 xn+1). Ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü fxng íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé (íåâîçðàñòàþùåé), åñëè äëÿëþáîãî n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî xn+1 < xn (xn+1 6 xn). Âñå óêàçàííûåïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ìîíîòîííûìè.Òåîðåìà: ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò êîíå÷íûéïðåäåë.14 Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåëÏîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = �1 + 1n�nâîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó, ñëåäîâàòåëüíî îíà ñõîäèòñÿ. Å¼ ïðåäåë îáî-çíà÷àåòñÿ e e = limn!1�1 + 1n�n ; e = 2; 71828 : : :34



è íàçûâàåòñÿ âòîðûì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì.Ëîãàðèôì ÷èñåë ïî îñíîâàíèþ e íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíûì ëîãàðèôìîì,îáîçíà÷àåòñÿ lnx.15 Áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòèÅñëè ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò ïî àáñî-ëþòíîé âåëè÷èíå ñ ðîñòîì n, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîáîëüøîé èëè ñòðåìÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Îáîçíà÷åíèålimn!1xn =1Åñëè ïðè ýòîì ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, ïî-ëîæèòåëüíû (îòðèöàòåëüíû), òî ãîâîðÿò, ÷òî xn ñòðåìèòñÿ ê ïëþñ (ìèíóñ)áåñêîíå÷íîñòè, è ïèøóòlimn!1xn = +1 ; � limn!1xn = �1�16 Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè â êîíå÷íîé òî÷êå×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê a,åñëè äëÿ ëþáîãî � > 0, ñóùåñòâóåò Æ > 0 òàêîå, ÷òî jf(x) � Aj < � ïðè0 < jx� aj < Æ.Îáîçíà÷åíèå:limx!a f(x) = A ; èëè f(x)! A ; ïðè x! a17 Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê +1,åñëè äëÿ ëþáîãî � > 0, ñóùåñòâóåò N > 0 òàêîå, ÷òî jf(x) � Aj < � ïðèx > N .Îáîçíà÷åíèå:limx!+1 f(x) = A ; èëè f(x)! A ; ïðè x! +1Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ïðåäåëû ïðè x! �1 è x!1.18 Ïðåäåë ôóíêöèè ñëåâà×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ñëåâà ôóíêöèè f(x) ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿê a, åñëè äëÿ ëþáîãî � > 0, ñóùåñòâóåò Æ > 0 òàêîå, ÷òî jf(x) � Aj < � ïðèa� Æ < x < a.Îáîçíà÷åíèå: limx!a�0 f(x) = A ; èëè f(a� 0) = A35



19 Ïðåäåë ôóíêöèè ñïðàâà×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ñïðàâà ôóíêöèè f(x) ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿê a, åñëè äëÿ ëþáîãî � > 0, ñóùåñòâóåò Æ > 0 òàêîå, ÷òî jf(x) � Aj < � ïðèa < x < a+ Æ.Îáîçíà÷åíèå: limx!a+0 f(x) = A ; èëè f(a+ 0) = A20 Àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ íàä ïðåäåëàìè ôóíêöèéÏóñòü a � ÷èñëî èëè îäèí èç ñèìâîëîâ 1, +1, �1. Åñëè ñóùåñòâóþòêîíå÷íûå ïðåäåëû limx!a f(x) è limx!a g(x), òîlimx!a (f(x) + g(x)) = limx!a f(x) + limx!a g(x)limx!a f(x) � g(x) = limx!a f(x) � limx!a g(x)limx!a f(x)g(x) = limx!a f(x)limx!a g(x) ; g(x) 6= 0 ; limx!a g(x) 6= 021 Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ôóíêöèé â íåðàâåíñòâàõÏóñòü f(x) 6 g(x) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a (x 6= a). Òîãäàlimx!a f(x) 6 limx!a g(x)åñëè ýòè ïðåäåëû ñóùåñòâóþò.Åñëè f(x) 6 g(x) 6 h(x) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a (x 6= a) èlimx!a f(x) = limx!ah(x) = Aòî limx!a g(x) = A22 Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëûÏåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåëlimx!0 sin xx = 1Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåëlimx!1�1 + 1x�x = e36



Íåêîòîðûå äðóãèå ïðåäåëûlimx!0 (1 + x)� � 1x = � limx!0 1� cos2 xx2 = 12limx!0 arcsin xx = 1 limx!0 arctg xx = 1limx!0 ax � 1x = lna limx!0 loga(1 + x)x = loga e23 Áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿÏóñòü a � ÷èñëî èëè îäèí èç ñèìâîëîâ 1, +1, �1. Ôóíêöèÿ f(x) íà-çûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x! a, åñëèlimx!a f(x) = 024 Áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ôóíêöèÿÏóñòü a � ÷èñëî èëè îäèí èç ñèìâîëîâ 1, +1, �1. Ôóíêöèÿ f(x) íà-çûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x! a, åñëèlimx!a f(x) =125 Ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ è áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ôóíêöèé1. Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèéÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ôóíêöèÿìè.2. Ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x ! a ôóíêöèè íà îãðàíè÷åí-íóþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ôóíêöèþ, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìàëîé ôóíêöèåé3. limx!a f(x) = Aòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) = A+ g(x)ãäå g(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x! a ôóíêöèÿ.4. Ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x! a òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ g(x) = 1f(x)� áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x! a.37



26 Ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèèÁåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè x ! a ôóíêöèè f(x) è g(x) íàçûâàþòñÿ ýêâèâà-ëåíòíûìè, åñëè limx!a f(x)g(x) = 1Îáîçíà÷åíèå: f(x) � g(x) ïðè x! aÏðèìåðû ýêâèâàëåíòíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé(1 + �)� � 1 � n� a� � 1 � � ln aloga(1 + �) � � loga e sin � � �1� cos � � 12 �2 arcsin � � �tg � � � arctg � � �ãäå � = �(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x! a.27 Áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè îäèíàêîâîãî ïîðÿäêàÃîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèè f(x), g(x) � áåñêîíå÷íî ìàëûå îäèíàêîâîãî ïî-ðÿäêà ïðè x! a è ïèøóòf(x) = O (g(x)) ïðè x! aåñëè limx!a f(x)g(x) = K ; 0 < jKj < +128 Áåñêîíå÷íî ìàëûå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêàÔóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïîñðàâíåíèþ ñ ôóíêöèåé g(x) ïðè x! a, åñëèlimx!a f(x)g(x) = 0Îáîçíà÷åíèå: f(x) = o (g(x)) ïðè x! a29 Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèèÔóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x = a, åñëè îíà îïðåäå-ëåíà â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè èlimx!a f(x) = f(a)38



30 Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ñïðàâàÔóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà â òî÷êå x = a, åñëè îíàîïðåäåëåíà â òî÷êå a è ñïðàâà îò íåå èf(a+ 0) = limx!a+0 f(x) = f(a)31 Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ñëåâàÔóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà â òî÷êå x = a, åñëè îíàîïðåäåëåíà â òî÷êå a è ñëåâà îò íåå èf(a� 0) = limx!a�0 f(x) = f(a)32 Êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êåÄëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) áûëà íåïðåðûâíîé â òî÷êå x = a, íåîá-õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà íåïðåðûâíîé ñïðàâà è ñëåâà â ýòîéòî÷êå. Ïðè ýòîì f(a) = f(a+ 0) = f(a� 0)33 Íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà ìíîæåñòâåÔóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå D, åñëè îíà íåïðå-ðûâíà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà.34 Àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ íàä íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìèÅñëè ôóíêöèè f(x), g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x = a, òî ôóíêöèèf(x)� g(x) ; f(x) � g(x) ; f(x)g(x) (g(a) 6= 0)òàêæå íåïðåðûâíû â ýòîé òî÷êå.35 Ñîõðàíåíèå çíàêà íåïðåðûâíîé ôóíêöèèÅñëè f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x = a, è f(a) > 0 (f(a) < 0), òî ñóùåñòâóåòòàêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x = a, ÷òî â ýòîé îêðåñòíîñòè f(x) > 0 (f(x) < 0).36 Ñâîéñòâà ôóíêöèé íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå1. Ôóíêöèÿ f(x), íåïðåðûâíàÿ â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [a; b], îãðàíè÷åíàíà ýòîì îòðåçêå è äîñòèãàåò íà íåì ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãîçíà÷åíèÿ. 39



2. Íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèÿ f(x) ïðèíèìàåò íà ýòîì îò-ðåçêå ëþáîå çíà÷åíèå èç îòðåçêà [m;M ], ãäå m � íàèìåíüøåå, M �íàèáîëüøåå çíà÷åíèå f(x) íà [a; b].37 Íåïðåðûâíîñòü ñëîæíîé ôóíêöèèÅñëè ôóíêöèÿ y = g(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x = a, à ôóíêöèÿ z = f(y)íåïðåðûâíà â òî÷êå y = g(a), òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ z = f(g(x)) íåïðåðûâíàâ òî÷êå x = a.38 Îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèéÎñíîâíûìè ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ1. ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ y = x�, � � ëþáîå ÷èñëî.2. ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y = ax, a > 0, a 6= 13. ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y = loga x, a > 0, a 6= 14. òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè y = sinx, y = cos x, y = tg x, y = ctg x5. îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè y = arcsinx, y = arccos x, y =arcctg x, y = arcctg xÔóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, åñëè îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ ïî-ìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è ñóïåðïîçèöèé íàä îñ-íîâíûìè ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè.39 Íåïðåðûâíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèéËþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà,âõîäÿùåãî â åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ.40 Òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèèÒî÷êè â êîòîðûõ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, íàçûâàþòñÿ òî÷-êàìè ðàçðûâà.41 Òî÷êà ðàçðûâà ôóíêöèè ïåðâîãî ðîäàÒî÷êà x = a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ôóíêöèè f(x),åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû f(a+ 0), f(a� 0), íî íåâûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿf(a+ 0) = f(a� 0) = f(a)40



42 Òî÷êà ðàçðûâà ôóíêöèè âòîðîãî ðîäàÒî÷êà x = a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà ôóíêöèè f(x), åñëèõîòÿ áû îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ f(a + 0), f(a � 0) íå ñóùåñòâóåòèëè ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè.43 Òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà ôóíêöèèÅñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû f(a+ 0), f(a� 0) èf(a+ 0) = f(a� 0) 6= f(a)òî òî÷êà x = a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà ôóíêöèè f(x).44 Íàêëîííàÿ àñèìïòîòà ãðàôèêà ôóíêöèèÏóñòü äëÿ ôóíêöèè y = f(x) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðÿìàÿ, ÷òî ðàññòîÿíèåîò òî÷êèM(x; f(x)) ãðàôèêà ôóíêöèè äî ýòîé ïðÿìîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðèáåñêîíå÷íîì óäàëåíèè òî÷êè M îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Òîãäà òàêàÿ ïðÿìàÿíàçûâàåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè.45 Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íàêëîííîé àñèìïòîòûÄëÿ òîãî, ÷òîáû ó ôóíêöèè y = f(x) ñóùåñòâîâàëà íàêëîííàÿ àñèìïòîòày = kx+ b íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ ïðåäåëîâlimx!1 f(x)x = k ; limx!1 (f(x)� kx) = bÏðè ýòîì óêàçàííûå ïðåäåëû ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû ïðè x! +1 (äëÿ ïðà-âîé íàêëîííîé àñèìïòîòû) è ïðè x ! �1 (äëÿ ëåâîé íàêëîííîé àñèìïòî-òû).46 Âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà ãðàôèêà ôóíêöèèÏðÿìàÿ x = a íàçûâàåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèèy = f(x), åñëè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M(x; f(x)) ãðàôèêà ôóíêöèè äî ýòîéïðÿìîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà êîîðäèíàòà x òî÷êè M ñòðåìèòñÿ ê ÷èñëóa.47 Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòûäëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû ó ãðàôèêà ôóíêöèè y =f(x) â òî÷êå x = a íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû õîòÿ áû îäèí èç ïðåäåëîâlimx!a�0 f(x)áûë ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè. 41



48 Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèèÏðîèçâîäíîé f 0(x) ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíî-øåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè�y = f(x+�x)� f(x)ê ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà �x ïðè �x ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþf 0(x) = lim�x!0 �y�x = lim�x!0 f(x+�x)� f(x)�xÈñïîëüçóþòñÿ òàêèå îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîéf 0(x) = y0 = _y = dydx49 Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèèÔóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x, åñëè ïðèðàùå-íèå ôóíêöèè �y = f(x+�x)� f(x)â ýòîé òî÷êå ïðåäñòàâèìî â âèäå�y = A�x+ o(�x)Äèôôåðåíöèðóåìîñòü f(x) â òî÷êå x ðàâíîñèëüíà òî÷ó, ÷òî ó f(x) ñóùå-ñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå. Ïðè ýòîìf 0(x) = AÅñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, òî îíà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî: èç íåïðåðûâíîñòè íå ñëåäóåò äèôôåðåí-öèðóåìîñòü.50 Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè íà ìíîæåñòâåÔóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé (íåïðåðûâíî äèôôåðåí-öèðóåìîé) íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå D, åñëè â êàæäîé òî÷êå x 2 D ñóùå-ñòâóåò (íåïðåðûâíàÿ) ïðîèçâîäíàÿ f 0(x).51 Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèèÏðèðàùåíèå �x íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëîì íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé èîáîçíà÷àþò ÷åðåç dx. Äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x íàçû-âàþò âûðàæåíèå dy = f 0(x)dxÈç ôîðìóëû �y = dy + o(dx)ñëåäóåò, ÷òî äèôôåðåíöèàë dy = f 0(x)dx ôóíêöèè y = f(x) � ýòî ãëàâíàÿëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ �y ôóíêöèè â òî÷êå x.42



52 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîéÇíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé f 0(x0) ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0 ðàâíî óãëîâî-ìó êîýôôèöèåíòó êàñàòåëüíîé k = tg' = f 0(x0) ê ãðàôèêó ýòîé ôóíêöèè,ïðîâåäåííîé ÷åðåç òî÷êó M0(x0; f(x0)).53 Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèèÓðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x) â åãî òî÷êåM0(x0; f(x0)) èìååò âèä y � f(x0) = f 0(x0)(x� x0)54 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëàÄèôôåðåíöèàë dy = f 0(x0)dx ðàâåí ïðèðàùåíèþ îðäèíàòû êàñàòåëüíîéê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå M0 (x0; f(x0)) ïðè ïðèðàùåíèè àðãó-ìåíòà, ðàâíîì dx = x� x0.55 Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïåðâîé ïðîèçâîäíîéÅñëè x = x(t) � ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ çàêîí äâèæåíèÿ ìàòåðèàëü-íîé òî÷êè, òî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ x0(t) åñòü ñêîðîñòü ýòîé òî÷êè â ìîìåíòâðåìåíè t.56 Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèéC0 = 0 (x�)0 = �x��1(ex)0 = ex (ax)0 = ax ln a(lnx)0 = 1x (loga x)0 = 1x ln a(sinx) = cos x (cosx)0 = � sinx(tg x)0 = 1cos2 x (ctg x)0 = � 1sin2 x(arcsin x)0 = 1p1� x2 (arccos x)0 = � 1p1� x2(arctg x)0 = 11 + x2 (arcctg x)0 = � 11 + x243



57 Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿÏóñòü C � ïîñòîÿííàÿ è f(x), g(x) � ôóíêöèè ó êîòîðûõ ñóùåñòâóþòïðîèçâîäíûå. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ(Cf)0 = Cf 0 (f + g)0 = f 0 + g0(fg)0 = f 0g + fg0 �fg�0 = fg0 � f 0gg2 (g0 6= 0)58 Ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèèÏóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0, à ôóíêöèÿ z =g(y) èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå y0 = f(x0). Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ z =g(f(x)) â òî÷êå x0 èìååò ïðîèçâîäíóþ, ðàâíóþz0(x0) = g0(y0)f 0(x0)59 Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèèÅñëè x = x(y) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê y = y(x), òîx0(y) = 1y0(x(y))60 Ïðîèçâîäíàÿ íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèèÃîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ y = f(x), x 2 (a; b), íåÿâíî çàäàíà óðàâíåíèåìF (x; y) = 0 åñëè äëÿ âñåõ x 2 (a; b)F (x; f(x)) = 0 (1)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f(x) ñëåäóåò òîæäåñòâî (1) ïðî-äèôôåðåíöèðîâàòü êàê ñëîæíóþ ôóíêöèþ ïî x, à çàòåì èç ïîëó÷åííîãîóðàâíåíèÿ âûðàçèòü f 0(x).61 Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêèÏóñòü çàäàíû ôóíêöèèx = '(t) ; y =  (t) ; t 2 (�; �)Åñëè ïðè ýòîì x = '(t) íà èíòåðâàëå (�; �) èìååò îáðàòíóþ t = '�1(x), òîîïðåäåëåíà íîâàÿ ôóíêöèÿ y(x) =  �'�1(x)�44



íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèèy(x) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëåy0(x) =  0(t)'0(t) ����t='�1(x)62 Òåîðåìà ÐîëëÿÅñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], äèôôåðåíöèðóåìà ïðèx 2 (a; b) è f(a) = f(b), òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ñòàöèîíàðíàÿòî÷êà c 2 (a; b), ò.å. òî÷êà â êîòîðîé f 0(c) = 0.63 Òåîðåìà ËàãðàíæàÅñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], äèôôåðåíöèðóåìà ïðèx 2 (a; b), òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà c 2 (a; b) òàêàÿ, ÷òîf(b)� f(a) = f 0(c)(b� a)64 Òåîðåìà ÊîøèÅñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a; b], äèôôåðåíöèðó-åìû ïðè x 2 (a; b) è g0(x) 6= 0 äëÿ âñåõ x 2 (a; b), òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåéìåðå îäíà òî÷êà c 2 (a; b) òàêàÿ, ÷òîf(b)� f(a)g(b)� g(a) = f 0(c)g0(c)65 Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ-ÁåðíóëëèÏóñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x = a ôóíêöèè f(x) è g(x)äèôôåðåíöèðóåìû âñþäó, êðîìå, ìîæåò áûòü, ñàìîé òî÷êè x = a, è ïóñòüg(x) 6= 0 â U . Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ëèáî áåñ-êîíå÷íî ìàëûìè, ëèáî áåñêîíå÷íî áîëüøèìè ïðè x ! a è ïðè ýòîì ñóùå-ñòâóåò ïðåäåë limx!a f 0(x)g0(x)òî ñóùåñòâóåò òàêæå ïðåäåë limx!a f(x)g(x)ïðè÷åì limx!a f(x)g(x) = limx!a f 0(x)g0(x)Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ-Áåðíóëëè ïðèìåíèìî è â òîì ñëó÷àå, êîãäà a ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé îäèí èç ñèìâîëîâ 1, +1, �1.45



66 Ïðîèçâîäíàÿ 2-ãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâÏðîèçâîäíàÿ 2-ãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿîò åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, ò.å.f 00(x) = (f 0(x))0Âîîáùå, ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà (èëè n-é ïðîèçâîäíîé) íàçûâàåòñÿ ïðî-èçâîäíàÿ îò ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà (n� 1), ò.å.f (n)(x) = �f (n�1)(x)�0Äëÿ ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y = f(x) èñïîëüçóåòñÿ òàêæå îáî-çíà÷åíèå dnydxn = f (n)(x)67 Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë âòîðîé ïðîèçâîäíîéÅñëè x = x(t) � ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ çàêîí äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîéòî÷êè, òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ x00(t) åñòü óñêîðåíèå ýòîé òî÷êè â ìîìåíòâðåìåíè t.68 Äèôôåðåíöèàë n-ãî ïîðÿäêàÄèôôåðåíöèàë n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿâûðàæåíèå dny = f (n)(x0)dxnãäå dxn = (x� x0)n � n-ÿ ñòåïåíü ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà.69 Ôîðìóëà ÒåéëîðàÅñëè ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò ïðîèçâîäíûå äî (n + 1) ïîðÿäêà âêëþ÷è-òåëüíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî äëÿ âñåõ x èç ýòîé îêðåñòíîñòèñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðàf(x) = f(x0) + f 0(x0)1! (x� x0) + f 00(x0)2! (x� x0)2 + : : :: : :+ f (n)(x0)n! (x� x0)n + o ((x� x0)n)èëè â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå ÷åðåç äèôôåðåíöèàëûy = y0 + dy1! + d2y2! + : : :+ dnyn! + o (dxn)çäåñü y0 = f(x0). 46



70 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèèÔóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) íà ìíîæå-ñòâå D � R, åñëè äëÿ ëþáûõ x1 ; x2 2 D, èç íåðàâåíñòâà x1 < x2 ñëåäóåòíåðàâåíñòâî f(x1) < f(x2) (ñîîòâåòñòâåííî f(x1) > f(x2)). Âîçðàñòàþùèå èóáûâàþùèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè.Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a; b) è f 0(x) > 0 ïðèx 2 (a; b), òî ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò íà (a; b); åñëè æå f 0(x) < 0 ïðè âñåõx 2 (a; b), òî f(x) óáûâàåò íà ýòîì èíòåðâàëå.71 Òî÷êè ìèíèìóìà, ìàêñèìóìà è ýêñòðåìóìà ôóíêöèèÅñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êèx 6= x0 ýòîé îêðåñòíîñòè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) > f(x0) (èëè f(x) <f(x0)), òî òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) ôóíêöèèy = f(x), à ÷èñëî f(x0) � ìèíèìóìîì (ìàêñèìóìîì) ýòîé ôóíêöèè. Òî÷-êè ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ åå òî÷êàìè ýêñòðåìóìà.72 Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèèÒî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè f(x), åñëè f 0(x0) = 0èëè f 0(x0) íå ñóùåñòâóåò.73 Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìàÅñëè x0 � òî÷êà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x), òî f 0(x0) = 0 èëè f 0(x0) íåñóùåñòâóåò, ò.å. x0 � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ýòîé ôóíêöèè.74 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèèÏóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â êðèòè÷åñêîé òî÷êå x0è â íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè. Åñëè f 00(x0) < 0, òî x0 � òî÷êà ìàêñèìóìàôóíêöèè f(x), åñëè f 00(x0) > 0, òî x0 � òî÷êà ìèíèìóìà. Åñëè æå f 00(x0) = 0,òî òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ.75 Âûïóêëîñòü ãðàôèêà ôóíêöèèÃðàôèê äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ âûïóêëûìâíèç íà èíòåðâàëå (a; b), åñëè äóãà êðèâîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå ðàñïîëîæåíàâûøå êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x) â ëþáîé òî÷êåx 2 (a; b).Åñëè æå íà èíòåðâàëå (a; b) âñÿêàÿ êàñàòåëüíàÿ ðàñïîëàãàåòñÿ âûøå äó-ãè êðèâîé, òî ãðàôèê äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè íà ýòîì èíòåðâàëå íà-çûâàåòñÿ âûïóêëûì ââåðõ. 47



76 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ãðàôèêà ôóíêöèèÅñëè ôóíêöèÿ y = f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a; b)è f 00(x) > 0 (f 00(x) < 0), òî åå ãðàôèê ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì âíèç (ââåðõ) íàýòîì èíòåðâàëå.77 Òî÷êà ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèèÒî÷êà â êîòîðîé íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè ãðàôèêà ôóíêöèè ìåíÿåòñÿíà ïðîòèâîïîëîæíîå, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè.78 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òî÷êè ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèèÏóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñò-íîñòè òî÷êè x0, â êîòîðîé f 00(x0) = 0 èëè f 00(x0) íå ñóùåñòâóåò. Åñëè ïðèýòîì ïðîèçâîäíàÿ f 00(x) ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0, òî x0 �òî÷êà ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè.79 Âåêòîð-ôóíêöèÿÅñëè êàæäîìó çíà÷åíèþ äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé t 2 D � R, ïîñòàâ-ëåí â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð ~a(t) â ïðîñòðàíñòâå, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâåD çàäàíà âåêòîð-ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé ~a = ~a(t).Çàäàíèå âåêòîð-ôóíêöèè ~a = ~a(t) ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ òðåõ ñêàëÿðíûõôóíêöèé ax(t), ay(t), az(t) � êîîðäèíàò âåêòîðà ~a(t):~a(t) = (ax(t); ay(t); az(t)) = ax(t)~i+ ay(t)~j + az(t)~k80 Ãîäîãðàô âåêòîð-ôóíêöèèÃîäîãðàôîì âåêòîð-ôóíêöèè ~a = ~a(t) íàçûâàåòñÿ ëèíèÿ, îïèñûâàåìàÿ âïðîñòðàíñòâå êîíöîì âåêòîðà ~a(t). Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ãîäîãðàôàx = ax(t) ; y = ay(t) ; z = az(t)81 Ïðîèçâîäíàÿ âåêòîð-ôóíêöèèÏðîèçâîäíîé âåêòîð-ôóíêöèè ~a = ~a(t) ïî àðãóìåíòó t íàçûâàåòñÿ íîâàÿâåêòîð-ôóíêöèÿ ~a 0(t) = d~adt = lim�t!0 ~a(t+�t)� ~a(t)�tÅñëè ~a(t) = (ax(t); ay(t); az(t)), òî~a 0(t) = �a0x(t); a0y(t); a0z(t)�Ïðîèçâîäíàÿ ~a 0(t) åñòü âåêòîð, íàïðàâëåííûé ïî êàñàòåëüíîé ê ãîäîãðàôóâåêòîð ôóíêöèè ~a(t) â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ àðãóìåíòà t.48



82 Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé âåêòîð-ôóíêöèèÅñëè âåêòîð ~r = ~r(t) ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè M(x; y; z), à t �âðåìÿ, òî ~a 0(t) = ~v(t) åñòü âåêòîð ñêîðîñòè äâèæåíèÿ êîíöà âåêòîðà ~r(t).83 Êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ ê ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîéÓðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïðÿìîé ê ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé x = x(t),y = y(t), z = z(t) â òî÷êå M0(x0; yy; z0), êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèåïàðàìåòðà t0, èìååò âèä x� x0x0(t0) = y � y0y0(t0) = z � z0z0(t0)84 Íîðìàëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîéÓðàâíåíèå íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè ê ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé x = x(t),y = y(t), z = z(t) â òî÷êå M0(x0; yy; z0), êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèåïàðàìåòðà t0, èìååò âèä(x� x0)x0(t0) + (y � y0)y0(t0) + (z � z0)z0(t0) = 0
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Ãëàâà 4Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèéíåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ1 Îêðåñòíîñòü òî÷êè íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâåÎêðåñòíîñòüþ ðàäèóñà � òî÷êè M0 íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå íà-çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê M òàêèõ, ÷òî �(M;M0) < �, ãäå �(M;M0) � ðàñ-ñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M è M0.2 Âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà. Îòêðûòîå ìíîæåñòâîÂíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà D íàçûâàåòñÿ òàêàÿ òî÷êà, â íåêîòîðîéîêðåñòíîñòè êîòîðîé ëåæàò òîëüêî òî÷êè ìíîæåñòâà D. Îòêðûòûì íàçûâà-åòñÿ ìíîæåñòâî, âñå òî÷êè êîòîðîãî âíóòðåííèå.3 Ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâîÃðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà D íàçûâàåòñÿ òî÷êà, â ëþáîé îêðåñòíîñòèêîòîðîé íàõîäÿòñÿ êàê òî÷êè ìíîæåñòâà D, òàê è òî÷êè, íå ïðèíàäëåæà-ùèå D. Çàìêíóòûì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå ñâîè ãðàíè÷-íûå òî÷êè.4 Îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâîÎãðàíè÷åííûì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîéîêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, åñëè òàêîé îêðåñòíîñòè íå ñóùåñòâóåò, òîìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì.5 Ôóíêöèè äâóõ è òðåõ ïåðåìåííûõÃîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå D çàäàíà ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, åñëè êàæäîéòî÷êå M 2 D ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííîå ÷èñëî. Åñëè ìíî-æåñòâî D ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè, òî òî÷êà M 2 D îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿêîîðäèíàòàìè M(x; y), è ôóíêöèÿ z = f(M) = f(x; y) íàçûâàåòñÿ ôóíêöè-åé äâóõ ïåðåìåííûõ. Åñëè D ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå, òî ãîâîðÿò î ôóíêöèèu = f(M) = f(x; y; z) òðåõ ïåðåìåííûõ. Ìíîæåñòâî D íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþîïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.6 Ãðàôèê ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõÃðàôèêîì ôóíêöèè z = f(x; y) äâóõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüâ òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, òî÷êè (x0; y0; z0) êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-50



íåíèþ z0 = f(x0; y0)7 Ëèíèè óðîâíÿ è ïîâåðõíîñòè óðîâíÿËèíèÿ óðîâíÿ ôóíêöèè z = f(x; y) � ýòî ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè Oxy, âîâñåõ òî÷êàõ êîòîðîé f(x; y) = c, ãäå c � ïîñòîÿííàÿ. Ïîâåðõíîñòü óðîâíÿôóíêöèè u = f(x; y; z) � ýòî ïîâåðõíîñòü, âî âñåõ òî÷êàõ êîòîðîé f(x; y; z) =c, ãäå c � ïîñòîÿííàÿ.8 Îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõÔóíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ f(M) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé íàìíîæåñòâå D, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C, ÷òî äëÿ âñåõ M 2 D âû-ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî jf(M)j 6 C.9 Ïðåäåë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(M) â òî÷êå M0, åñëè äëÿ ëþ-áîãî � > 0 íàéäåòñÿ Æ > 0 òàêîå,÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê M èç îáëàñòè îïðåäåëå-íèÿ ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 < d(M;M0) < Æ, áóäåò âûïîë-íÿòüñÿ íåðàâåíñòâî jf(M) �Aj < �. Çàïèñûâàþò ýòî òàêlimM!M0 f(M) = A10 Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõÔóíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ f(M) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷-êå M0, åñëè limM!M0 f(M) = f(M0)Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå D, åñëè îíà íåïðåðûâíà âêàæäîé òî÷êå D. Åñëè ôóíêöèÿ f(M) íåïðåðûâíà íà çàìêíóòîì îãðàíè÷åí-íîì ìíîæåñòâå, òî îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì ìíîæåñòâå è äîñòèãàåò íà íåìñâîèõ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé.11 ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå×àñòíûìè ïðèðàùåíèÿìè ôóíêöèè z = f(x; y) ïî x è ïî y íàçûâàþòñÿñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíû�xz = f(x+�x; y)� f(x; y)�yz = f(x; y +�y)� f(x; y)51



×àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèè z = f(x; y) ïî x è ïî y â òî÷êå M(x; y)íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíû@z@x = lim�x!0 �xz�x ; @z@y = lim�y!0 �yz�yïðè óñëîâèè, ÷òî ýòè ïðåäåëû ñóùåñòâóþò. Äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èñ-ïîëüçóþòñÿ òàêæå äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ@z@x = z0x = f 0x(x; y) ; @z@y = z0y = f 0y(x; y)12 Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Äèôôåðåíöè-àëÏðèðàùåíèåì ôóíêöèè z = f(x; y) â òî÷êå M(x; y) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà�z = f(x+�x; y +�y)� f(x; y)Ôóíêöèÿ z = f(x; y) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå M(x; y), åñëèåå ïðèðàùåíèå â ýòîé òî÷êå ïðåäñòàâèìî â âèäå�z = A(x; y)�x+B(x; y)�y + o(�) ; � =p(�x)2 + (�y)2Â ýòîì ñëó÷àå â òî÷êå M(x; y) ó ôóíêöèè z = f(x; y) ñóùåñòâóþò ÷àñòíûåïðîèçâîäíûå, ïðè÷åì z0x = A(x; y) ; z0y = B(x; y)Îáðàòíî, åñëè ôóíêöèÿ èìååò â òî÷êå M(x; y) íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðî-èçâîäíûå, òî îíà äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå.13 Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõÄèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x; y) íàçûâàåòñÿ âå-ëè÷èíà dz = z0xdx+ z0ydyãäå dx = �x, dy = �y � äèôôåðåíöèàëû íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.14 ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñëîæíîé ôóíêöèèÏóñòü z = f(u; v), ïðè÷åì u = u(x; y), v = v(x; y). Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òîôóíêöèÿ z = f(u(x; y); v(x; y))ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ x; y.52



×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñëîæíîé ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì@z@x = @z@u @u@x + @z@v @v@x@z@y = @z@u @u@y + @z@v @v@yèëè â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ z0x = z0uu0x + z0vv0xz0y = z0uu0y + z0vv0y15 Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèèÏóñòü z = z(t; x; y), ïðè÷åì x = x(t), y = y(t). Òîãäà z â êîíå÷íîì ñ÷åòåçàâèñèò òîëüêî îò t z = z(t; x(t); y(t))Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé t âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-ìóëå dzdt = @z@t + @z@x dxdt + @z@y dydt16 Âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûåÂòîðûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèè z = f(x; y) íàçûâàþòñÿ ÷àñò-íûå ïðîèçâîäíûå îò åå ïåðâûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Èõ îáîçíà÷àþò òàê(z0x)0x = z00xx = @2z@x2 ; (z0y)0y = z00yy = @2z@y2(z0x)0y = z00xy = @2z@x@y ; (z0y)0x = z00yx = @2z@y@xÏðîèçâîäíûå z00xy è z00yx íàçûâàþòñÿ ñìåøàííûìè. Åñëè â ðàññìàòðèâàåìîéòî÷êå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû, òî îíè ðàâíû â ýòîé òî÷êå.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå áîëåå âûñîêèõ ïîðÿä-êîâ.17 Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèèÂòîðûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè z = f(x; y) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöè-àë îò åå ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëàd2z = d(dz) = (dz)0xdx+ (dz)0ydy = z00xxdx2 + 2z00xydxdy + z00yydy2ãäå dx2 = (dx)2 = (�x)2, dy2 = (dy)2 = (�y)2.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ d3z,d4z è ò.ä.. 53



18 Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõÅñëè â òî÷êåM(x; y) ôóíêöèÿ z = f(x; y) èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî(n + 1)-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, òî åå ïðèðàùåíèå�z = f(x+�x; y +�y)� f(x; y)â äàííîé òî÷êå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå�z = dz1! + d2z2! + : : :+ dnzn! + o(�n) ; � =p(�x)2 + (�y)219 Íåÿâíûå ôóíêöèè è èõ äèôôåðåíöèðîâàíèåÐàññìîòðèì óðàâíåíèå F (x; y; z) = 0. Åñëè F (x0; y0; z0) = 0 è â îêðåñò-íîñòè òî÷êè M0(x0; y0; z0) ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûåF 0x, F 0y, F 0z, ïðè÷åì F 0z(x0; y0; z0) 6= 0, òî óðàâíåíèå F (x; y; z) = 0 â íåêî-òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0; y0) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z = f(x; y).Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ z = f(x; y) íåïðåðûâíà è èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûåïðîèçâîäíûå, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàìz0x = �F 0xF 0z ; z0y = �F 0yF 0z20 Âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòèÅñëè ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì z = f(x; y), òî âåêòîð íîðìàëè êïîâåðõíîñòè â òî÷êå M(x0; y0; z0) (z0 = f(x0; y0)) ðàâåí~N = (�f 0x(x0; y0);�f 0y(x0; y0); 1)Åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ íåÿâíî óðàâíåíèåì F (x; y; z) = 0, òî âåêòîðíîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå M(x0; y0; z0) (F (x0; y0; z0) = 0) ðàâåí~N = �F 0x(x0; y0; z0); F 0y(x0; y0; z0); F 0z(x0; y0; z0)�21 Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòèÅñëè ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì z = f(x; y), òî óðàâíåíèå êàñà-òåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå M(x0; y0; z0) (z0 = f(x0; y0)) èìååòâèä z = f(x0; y0) + f 0x(x0; y0)(x� x0) + f 0y(x0; y0)(y � y0)Åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ íåÿâíî óðàâíåíèåì F (x; y; z) = 0, òî óðàâíå-íèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êåM(x0; y0; z0)(F (x0; y0; z0) = 0) èìååò âèäF 0x(x0; y0; z0)(x� x0) + F 0y(x0; y0; z0)(y � y0) + F 0z(x0; y0; z0)(z � z0) = 054



22 Òî÷êè ìàêñèìóìà, ìèíèìóìà è ýêñòðåìóìà ôóíêöèè äâóõ ïå-ðåìåííûõÒî÷êà M0(x0; y0) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) ôóíêöèèz = f(x; y), åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 ôóíêöèÿ îïðåäåëåíàè óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó f(x; y) > f(x0; y0) (ñîîòâåòñòâåííî f(x; y) <f(x0; y0)). Òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ýêñòðåìóìàôóíêöèè.23 Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõÅñëè â òî÷êå ýêñòðåìóìà ôóíêöèÿ èìååò ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå,òî îíè îáðàùàþòñÿ â ýòîé òî÷êå â íóëü. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íàõîæäå-íèÿ òî÷åê ýêñòðåìóìà ôóíêöèè z = f(x; y) ñëåäóåò ðåøèòü ñèñòåìó óðàâ-íåíèé f 0x(x; y) = 0 ; f 0y(x; y) = 0Òî÷êè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé, íàçû-âàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèè. Ñðåäè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ìîãóòáûòü òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà, à òàê æå òî÷êè, íå ÿâëÿþùèåñÿ òî÷êà-ìè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè.24 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõÏóñòü ôóíêöèÿ z = f(x; y) èìååò â êðèòè÷åñêîé òî÷êå íåïðåðûâíûå âòî-ðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Åñëè â ýòîé òî÷êå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå� = ���� z00xx z00xyz00yx z00yy ���� = z00xxz00yy � (z00xy)2 > 0òî îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ïðè z00xx > 0 è òî÷êîé ìàêñèìóìà ïðèz00xx < 0. Åñëè â êðèòè÷åñêîé òî÷êå � < 0, òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðå-ìóìà. Â ñëó÷àå � = 0 òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå õàðàêòåðàêðèòè÷åñêîé òî÷êè.25 Óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõÒî÷êà M0(x0; y0) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà)ôóíêöèè z = f(x; y) ïðè óñëîâèè '(x; y) = 0, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòüòî÷êèM0(x0; y0), â êîòîðîé ôóíêöèè f(x; y) è '(x; y) îïðåäåëåíû è â êîòîðîéf(x; y) > f(x0; y0) (ñîîòâåòñòâåííî f(x; y) < f(x0; y0)) äëÿ âñåõ òî÷åêM(x; y),êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ '(x; y) = 0.Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷åê óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿËàãðàíæà L(x; y; �) = f(x; y) + �'(x; y)55



Ðåøàÿ ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèéF 0x = 0 ; F 0y = 0 ; F 0� = 0íàõîäÿò êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Â ýòèõ êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõìîæåò áûòü óñëîâíûé ýêñòðåìóì.
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Ãëàâà 5Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé îäíîéïåðåìåííîé1 ÏåðâîîáðàçíàÿÔóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè f(x) íà íåêîòî-ðîì èíòåðâàëå, åñëè âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî èíòåðâàëà F (x) äèôôåðåíöèðóåìàè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ F 0(x) = f(x)èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñîîòíîøåíèþdF (x) = f(x)dx2 Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàëÅñëè F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè f(x), òî âûðàæåíèå F (x) + C,ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ ñîäåðæèò âñå ïåðâîîáðàçíûå äëÿ f(x).Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ íåîïðå-äåëåííûì èíòåãðàëîì îò f(x) è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîìZ f(x) dx:Ïðè ýòîì, çíàê Z íàçûâàåòñÿ çíàêîì èíòåãðàëà, f(x) � ïîäûíòåãðàëüíîéôóíêöèåé, f(x) dx � ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì, x � ïåðåìåííîé èíòå-ãðèðîâàíèÿ. Îïåðàöèþ íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà íàçûâàþòèíòåãðèðîâàíèåì. Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþZ f(x)dx = F (x) + C ;ãäå F (x) � îäíà èç ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f(x), à C � ïðîèçâîëüíàÿ ïî-ñòîÿííàÿ.3 Èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìî-ñòèÔóíêöèè ó êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë íà íåêîòî-ðîì èíòåðâàëå, íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè èíòåãðèðóåìûìè íà ýòîì èíòåðâà-ëå. Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íàýòîì èíòåðâàëå. 57



4 Ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà1. �Z f(x) dx�0 = f(x)2. Z f 0(x)dx = f(x) +C3. Z af(x)dx = aZ f(x)dx ; a = const4. Z (f(x) + g(x)) dx = Z f(x)dx+ Z g(x)dx5 Òàáëèöà îñíîâíûõ èíòåãðàëîâZ x� dx = x�+1�+ 1 + C ; (� 6= �1) ; Z dxx = ln jxj +CZ ax dx = axln a + C ; (0 < a 6= 1) ; Z ex dx = ex +CZ sinx dx = � cosx+ C ; Z cosx dx = sin x+ CZ dxcos2 x = tg x+ C ; Z dxsin2 x = � ctg x+ CZ dxcos x = ln ���tg �x2 + �4 ����+ C Z dxsinx = ln ���tg x2 ���+ CZ dxa2 � x2 = 12a ln ����1 + x1� x ����+ C ; Z dxa2 + x2 = 1a arctg xa + C ;Z dxpa2 � x2 = arcsin xa + C ; Z dxpa+ x2 = ln ���x+pa+ x2���+ C6 Çàìåíà ïåðåìåííûõ â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëåÅñëè íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå ItZ f(t) dt = F (t) + C ;58



è t = '(x), ãäå ' : Ix ! It � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæå-íèå èíòåðâàëà Ix â It, òî íà èíòåðâàëå Ix ñïðàâåäëèâû äâå ýêâèâàëåíòíûåôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííîé â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëåZ f ('(x)) � '0(x)dx = F ('(x)) +CZ f ('(x))d'(x) = F ('(x)) + C7 Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëåÄëÿ ôóíêöèé u(x) è v(x) èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå, ñïðàâåä-ëèâà ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿìZ u(x)dv(x) = u(x)v(x)� Z v(x)du(x)8 Îïðåäåëåííûé èíòåãðàëÌíîæåñòâî òî÷åê xk, k = 0; 1; : : : ; n òàêèõ, ÷òî a = x0 < x1 < : : : < xn = b,çàäàåò ðàçáèåíèå îòðåçêà [a; b] íà n îòðåçêîâ. Ðàçáèåíèå áóäåì îáîçíà÷àòüRn, à íàèáîëüøóþ èç äëèí �xk = xk � xk�1 îòðåçêîâ [xk�1; xk] ÷åðåç � (ýòóâåëè÷èíó íàçûâàþò äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ).Ïóñòü íà [a; b] çàäàíà ôóíêöèÿ y = f(x). Âîçüìåì íà êàæäîì îòðåçêå[xk�1; xk] ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ck è ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó�n = nXk=1 f(ck)�xkÅñëè ïðè �! 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì, êîòîðûéíå çàâèñèò íè îò âèäà ðàçáèåíèÿ Rn, íè îò âûáîðà òî÷åê ck 2 [xk�1; xk], òîòàêîé ïðåäåë îáîçíà÷àåòñÿ bZa f(x)dx (1)è íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x) ïî îòðåçêó [a; b].Òàêèì îáðàçîì bZa f(x) dx = lim�!0 nXk=1 f(ck)�xkÅñëè èíòåãðàë (1) ñóùåñòâóåò, òî ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîéíà îòðåçêå [a; b]. 59



Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþòaZb f(x)dx = � bZa f(x)dx ; aZa f(x)dx = 0Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè: Íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a; b]ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå.9 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë bZa f(x) dxïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó ïëîùàäåé ôèãóð, îãðàíè÷åííûõãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x), îñüþ Ox è ïðÿìûìè x = a è x = b, ïðè÷åìïëîùàäè ðàñïîëîæåííûå âûøå îñè Ox, âõîäÿò â ýòó ñóììó ñî çíàêîì ïëþñ,à ïëîùàäè, ðàñïîëîæåííûå íèæå îñè Ox, � ñî çíàêîì ìèíóñ.10 Ëèíåéíîñòü îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëàÅñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû íà îòðåçêå [a; b], òîbZa (Af(x) +Bg(x))dx = A bZa f(x) dx+B bZa g(x)dxäëÿ ëþáûõ ÷èñåë A è B.11 Àääèòèâíîñòü îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëàÅñëè c 2 [a; b] è ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a; b], òîbZa f(x)dx = cZa f(x) dx+ bZc f(x)dx12 Òåîðåìà îá îöåíêå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëàÅñëè íà [a; b] èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà m 6 f(x) 6M , òîm(b� a) 6 bZa f(x)dx 6M(b� a)60



13 Òåîðåìà î ñðåäíåìÅñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a; b], òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c 2[a; b], ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîbZa f(x)dx = f(c)(b� a)×èñëî f(c) = 1b� a bZa f(x) dxíàçûâàåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a; b].14 Òåîðåìà î ìîäóëå èíòåãðàëàÅñëè f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a; b], òî jf(x)j òàêæå èíòåãðèðóåìà íà [a; b],ïðè÷åì ������ bZa f(x) dx������ 6 bZa jf(x)j dx15 Äèôôåðåíöèðîâàíèå èíòåãðàëà ïî ïåðåìåííîìó âåðõíåìó ïðå-äåëóÅñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], òî èíòåãðàë ñ ïåðåìåí-íûì âåðõíèì ïðåäåëîì F (x) = xZa f(t) dtÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè f(x), ò.å.F 0(x) = 0@ xZa f(t)dt1A0 = f(x) x 2 [a; b]16 Ôîðìóëà Íüþòîíà-ËåéáíèöàÅñëè F (x) � îäíà èç ïåðâîîáðàçíûõ íåïðåðûâíîé íà [a; b] ôóíêöèè f(x),òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Íüþòîíà-ËåéáíèöàbZa f(x) dx = F (x)jba = F (b)� F (a)61



17 Çàìåíà ïåðåìåííîé â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëåÅñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], à ôóíêöèÿ x = '(t)íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [�; �], ïðè÷åì a = '(�), b = '(�),òî Z ba f(x)dx = Z �� f('(t))'0(t)dt18 Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëåÅñëè ôóíêöèè u(x) è v(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå[a; b], òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿìZ ba u(x) dv(x) = u(x)v(x)jba � Z ba v(x)du(x)19 Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûì ïðåäåëîìÍåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûì ïðåäåëîì+1Za f(x) dxïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí +1Za f(x)dx = limb!+1 bZa f(x) dxÅñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû, òî íåñîá-ñòâåííûé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâó-åò, òî � ðàñõîäÿùèìñÿ.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðàëbZ�1 f(x) dxè èíòåãðàë +1Z�1 f(x) dx = lima!�1 cZa f(x) dx+ limb!+1 bZc f(x)dx62



20 Ýòàëîííûé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûì ïðåäåëîìÍåñîáñòâåííûé èíòåãðàë +1Z1 dxx� ; � > 0ñõîäèòñÿ, åñëè � > 1 è ðàñõîäèòñÿ, åñëè � 6 1.21 Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ íåñîáñòâåííûõ äëÿ èíòåãðàëîâ ñ áåñêîíå÷-íûì ïðåäåëîìÏóñòü 0 6 f(x) 6 g(x) ïðè a 6 x < +1. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëûIf = +1Za f(x) dx ; Ig = +1Za g(x)dxÅñëè èíòåãðàë Ig ñõîäèòüñÿ, òî ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë If , ïðè÷åì If 6 Ig.Åñëè èíòåãðàë If ðàñõîäèòüñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ è èíòåãðàë Ig.22 Ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðà-ëîâ ñ áåñêîíå÷íûì ïðåäåëîìÅñëè f(x) > 0, g(x) > 0 ïðè a 6 x < +1 è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåëlimx!+1 f(x)g(x) 6= 0òî èíòåãðàëû +1Za f(x) dx ; +1Za g(x)dxñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.23 Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ñ áåñêîíå÷-íûì ïðåäåëîìÅñëè ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë+1Za jf(x)j dxòî ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë +1Za f(x) dx (2)ïðè ýòîì èíòåãðàë (2) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ.63



24 Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèéÅñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà ïðè a 6 x < b è f(b) =1, òî ïî îïðåäå-ëåíèþ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèé ðàâåíbZa f(x) dx = limt!b�0 tZa f(x) dxÅñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû, òî íåñîá-ñòâåííûé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâó-åò, òî � ðàñõîäÿùèìñÿ.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò íåîãðàíè÷åííîéôóíêöèè â ñëó÷àå f(a) =1. Â ñëó÷àå, êîãäà f(c) =1, ãäå c 2 (a; b) � òî÷êàðàçðûâà, èìååìbZa f(x) dx = limt1!c�0 t1Za f(x) dx+ limt2!c+0 bZt2 f(x)dx25 Ýòàëîííûé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò íåîãðàíè÷åííîé ôóíê-öèèÍåñîáñòâåííûé èíòåãðàëbZa dx(b� x)� ; � > 0ñõîäèòñÿ, åñëè � < 1 è ðàñõîäèòñÿ, åñëè � > 1.26 Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò íåîãðà-íè÷åííûõ ôóíêöèéÏóñòü 0 6 f(x) 6 g(x) ïðè a 6 x < b è f(b) = g(b) = 1. Ðàññìîòðèìèíòåãðàëû If = bZa f(x)dx ; Ig = bZa g(x)dxÅñëè èíòåãðàë Ig ñõîäèòüñÿ, òî ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë If , ïðè÷åì If 6 Ig.Åñëè èíòåãðàë If ðàñõîäèòüñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ è èíòåãðàë Ig.64



27 Ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðà-ëîâ îò íåîãðàíè÷åííûõ ôóíêöèéÏóñòü f(x) > 0, g(x) > 0 ïðè a 6 x < b è f(b) = g(b) = 1. Åñëè ñóùå-ñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limx!b f(x)g(x) 6= 0òî èíòåãðàëû bZa f(x) dx ; bZa g(x)dxñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.28 Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò íåîãðà-íè÷åííûõ ôóíêöèéÏóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà ïðè a 6 x < b è f(b) =1. Åñëè ñõîäèò-ñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë bZa jf(x)j dxòî ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë bZa f(x)dx (3)ïðè ýòîì èíòåãðàë (3) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ.29 Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêàìè ôóíê-öèéÏëîùàäü îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêàìè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé y =f(x), y = g(x), f(x) 6 g(x), è äâóìÿ ïðÿìûìè x = a, x = b âû÷èñëÿåòñÿ ïîôîðìóëå S = bZa (g(x)� f(x)) dx30 Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðàÏëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà, îãðàíè÷åííîãî äóãîé ãðàôèêà ôóíê-öèè r = r('), � 6 ' 6 �, ãäå ' è r � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, âû÷èñëÿåòñÿ ïîôîðìóëå S = 12 �Z� r2(') d'65



31 Âû÷èñëåíèå äëèíû äóãè êðèâîéÄëèíà äóãè êðèâîé, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x), x 2 [a; b]ðàâíà l = bZa q1 + (f 0(x))2 dxÅñëè êðèâàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x = x(t), y = y(t),t1 6 t 6 t2, òî äëèíà åå äóãè ðàâíàl = t2Zt1 q(x0t)2 + (y0t)2 dtÀíàëîãè÷íî âûðàæàåòñÿ äëèíà äóãè êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå, çàäàííîé ïà-ðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x = x(t), y = y(t), z = z(t), t1 6 t 6 t2l = t2Zt1 q(x0t)2 + (y0t)2 + (z0t)2 dt32 Âû÷èñëåíèå äëèíû äóãè êðèâîé, çàäàííîé â ïîëÿðíûõ êîîð-äèíàòàõÄëèíà äóãè êðèâîé, çàäàííîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ r è ' óðàâíåíèåìr = r('), � 6 ' 6 � âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëål = �Z� qr2 + (r0)2 d'
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Ãëàâà 6Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèéíåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ1 Îïðåäåëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëàÐàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè Oxy. Ðàçîáüåì îá-ëàñòü D íà n íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÿ÷åéêè Dk, k = 1; : : : ; n. Ìàêñèìàëüíûéèç äèàìåòðîâ ÿ÷ååê Dk íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ�. Ïóñòü â îáëàñòè D çàäàíà ôóíêöèÿ f(x; y). Âûáåðåì â êàæäîé èç ÿ÷ååêDk ïî îäíîé ïðîèçâîëüíîé òî÷êå Mk(xk; yk) 2 Dk è ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþñóììó �n = nXk=1 f(xk; yk)�Skãäå �Sk � ïëîùàäü Dk.Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ñóìì �n ïðè �! 0 è ýòîò ïðåäåë íåçàâèñèò íè îò âèäà ðàçáèåíèÿ îáëàñòè D íà ÿ÷åéêè Dk, íè îò âûáîðà òî÷åêMk(xk; yk) 2 Dk, òî îí îáîçíà÷àåòñÿZZD f(x; y)dxdy (1)è íàçûâàåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x; y) ïî îáëàñòè D. Òàêèìîáðàçîì ZZD f(x; y) dxdy = lim�!0 nXk=1 f(xk; yk)�SkÅñëè f(x; y) íåïðåðûâíà â îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòè D, òî îíàèíòåãðèðóåìà â ýòîé îáëàñòè, ò.å. äâîéíîé èíòåãðàë (1) ñóùåñòâóåò.2 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äâîéíîãî èíòåãðàëàÏóñòü f(x; y) > 0 â îáëàñòè D. Òîãäà äâîéíîé èíòåãðàëZZD f(x; y)dxdyðàâåí îáúåìó öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà, îñíîâàíèåì êîòîðîãî ñëóæèò îáëàñòüD ïëîñêîñòè z = 0 è êîòîðîå ñâåðõó îãðàíè÷åíî ïîâåðõíîñòüþ z = f(x; y).67



3 Ëèíåéíîñòü äâîéíîãî èíòåãðàëàÅñëè ôóíêöèè f(x; y) è g(x; y) èíòåãðèðóåìû â îáëàñòè D, òîZZD (af(x; y) + bg(x; y))dxdy = aZZD f(x; y)dxdy + b ZZD g(x; y)dxdyãäå a è b � íåêîòîðûå ÷èñëà.4 Àääèòèâíîñòü äâîéíîãî èíòåãðàëàÅñëè f(x; y) èíòåãðèðóåìà â êàæäîé èç îáëàñòåé D1 è D2, íå èìåþùèõîáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, è D � îáúåäèíåíèå îáëàñòåé D1 è D2, òîZZD f(x; y)dxdy = ZZD1 f(x; y) dxdy+ ZZD2 f(x; y)dxdy5 Òåîðåìà îá îöåíêå äâîéíîãî èíòåãðàëàÅñëè â îáëàñòè D âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà m 6 f(x; y) 6M , òîmS 6 ZZD f(x; y)dxdy 6MSãäå S � ïëîùàäü îáëàñòè D.6 Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëàÅñëè f(x; y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè D, òî â ýòîé îáëàñòè íàéäåòñÿ õîòÿáû îäíà òî÷êà M0(x0; y0) òàêàÿ, ÷òîZZD f(x; y)dxdy = f(x0; y0)Sãäå S � ïëîùàäü îáëàñòè D. ×èñëîf(x0; y0) = 1S ZZD f(x; y)dxdyíàçûâàåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(x; y) â îáëàñòè D.7 Òåîðåìà î ìîäóëå äâîéíîãî èíòåãðàëàÅñëè f(x; y) � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè D, òî jf(x; y)j � òàêæåèíòåãðèðóåìà â D è������ZZD f(x; y) dxdy������ 6 ZZD jf(x; y)j dxdy68



8 Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ÷åðåç âû÷èñëåíèå ïîâòîðíîãîèíòåãðàëàÏóñòü îáëàñòü D îãðàíè÷åíà êðèâûìè y = '1(x), y = '2(x), x = a, x = b,ïðè÷åì âñþäó íà [a; b] ôóíêöèè '1(x) è '2(x) íåïðåðûâíû è '1(x) 6 '2(x).Òîãäà ZZD f(x; y)dxdy = bZa dx '2(x)Z'1(x) f(x; y)dyÈíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû íàçûâàåòñÿ ïîâòîðíûì. Â ïîâòîð-íîì èíòåãðàëå ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ âíóòðåííèé èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé y(x � ïàðàìåòð), à çàòåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò èíòåãðèðóåòñÿ ïî x.9 Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëåÏóñòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèèx = x(u; v) ; y = y(u; v) (2)âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþò îáëàñòü Duv ïëîñêîñòè Ouv íà îáëàñòü Dxyïëîñêîñòè Oxy, à ôóíêöèÿ f(x; y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè Dxy. ÒîãäàZZDxy f(x; y) dxdy = ZZDuv f(x(u; v); y(u; v)) � jJ(u; v)j dudvãäå J(u; v) = ���� x0u x0vy0u y0v ���� = x0uy0v � x0vy0uÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ (2).10 ßêîáèàí ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàìÄëÿ îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì r è 'x = r cos' ; y = r sin'ÿêîáèàí ðàâåí J(r; ') = r11 Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè îáëàñòè ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëàÏëîùàäü S îáëàñòè D íà ïëîñêîñòè Oxy âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëåS = ZZD dxdy69



12 Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòå-ãðàëàÏëîùàäü ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåìz = f(x; y) ; (x; y) 2 Dãäå D � îáëàñòü íà ïëîñêîñòè Oxy, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëåS = ZZD q1 + (z0x)2 + (z0y)2 dxdy13 Âû÷èñëåíèå îáúåìà îáëàñòè ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëàÎáúåì V îáëàñòè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ óðàâíå-íèÿìè f(x; y) 6 z 6 g(x; y) ; (x; y) 2 Dãäå D � îáëàñòü íà ïëîñêîñòè Oxy, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëåV = ZZD (g(x; y)� f(x; y))dxdy14 Îïðåäåëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëàÐàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü G â ïðîñòðàíñòâå. Ðàçîáüåì îáëàñòüG íà n íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÿ÷ååê Gk, k = 1; : : : ; n. Ìàêñèìàëüíûé èç äèàìåò-ðîâ ÿ÷ååê Gk íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ �. Ïóñòü âîáëàñòè G çàäàíà ôóíêöèÿ f(x; y; z). Âûáåðåì â êàæäîé èç ÿ÷ååê Gk ïî îä-íîé ïðîèçâîëüíîé òî÷êå Mk(xk; yk; zk) 2 Gk è ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóì-ìó �n = nXk=1 f(xk; yk; zk)�Vkãäå �Vk � îáúåì Gk.Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ñóìì �n ïðè � ! 0 è ýòîò ïðåäåë íåçàâèñèò íè îò âèäà ðàçáèåíèÿ îáëàñòè G íà ÿ÷åéêè Gk, íè îò âûáîðà òî÷åêMk(xk; yk; zk) 2 Gk, òî îí îáîçíà÷àåòñÿZZZG f(x; y; z)dxdydz (3)è íàçûâàåòñÿ òðîéíûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x; y; z) ïî îáëàñòè G. Òà-êèì îáðàçîì ZZZG f(x; y; z) dxdydz = lim�!0 nXk=1 f(xk; yk; zk)�Vk70



Åñëè f(x; y; z) íåïðåðûâíà â îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòè G, òî îíàèíòåãðèðóåìà â ýòîé îáëàñòè, ò.å. òðîéíîé èíòåãðàë (3) ñóùåñòâóåò.15 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òðîéíîãî èíòåãðàëàÎáúåì V îáëàñòè G â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëåV = ZZZG dxdydz16 Ëèíåéíîñòü òðîéíîãî èíòåãðàëàÅñëè ôóíêöèè f(x; y; z) è g(x; y; z) èíòåãðèðóåìû â îáëàñòè G, òîZZZG (af(x; y; z) + bg(x; y; z)) dxdydz == aZZZG f(x; y; z) dxdydz + bZZZG g(x; y; z) dxdydzãäå a è b � íåêîòîðûå ÷èñëà.17 Àääèòèâíîñòü òðîéíîãî èíòåãðàëàÅñëè f(x; y; z) èíòåãðèðóåìà â êàæäîé èç îáëàñòåé G1 è G2, íå èìåþùèõîáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, è G � îáúåäèíåíèå îáëàñòåé G1 è G2, òîZZZG f(x; y; z)dxdydz = ZZZG1 f(x; y; z) dxdydz + ZZZG2 f(x; y; z)dxdydz18 Òåîðåìà îá îöåíêå òðîéíîãî èíòåãðàëàÅñëè â îáëàñòè G âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà m 6 f(x; y; z) 6M , òîmV 6 ZZZG f(x; y; z)dxdydz 6MVãäå V � îáúåì îáëàñòè G.19 Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ òðîéíîãî èíòåãðàëàÅñëè f(x; y; z) íåïðåðûâíà â îáëàñòè G, òî â ýòîé îáëàñòè íàéäåòñÿ õîòÿáû îäíà òî÷êà M0(x0; y0; y0) òàêàÿ, ÷òîZZZG f(x; y; z) dxdydz = f(x0; y0; z0)V71



ãäå V � îáúåì îáëàñòè G. ×èñëîf(x0; y0; y0) = 1V ZZZG f(x; y; z) dxdydzíàçûâàåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(x; y; z) â îáëàñòè G.20 Òåîðåìà î ìîäóëå òðîéíîãî èíòåãðàëàÅñëè f(x; y; z) � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè G, òî jf(x; y; z)j �òàêæå èíòåãðèðóåìà â G è������ZZZG f(x; y; z) dxdydz������ 6 ZZZG jf(x; y; z)j dxdydz21 Âû÷èñëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà ÷åðåç âû÷èñëåíèå ïîâòîðíûõèíòåãðàëîâÏóñòü îáëàñòü G â ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîâåðõíîñòüþ z = 2(x; y), à ñíèçó � ïîâåðõíîñòüþ z =  1(x; y), ïðîåêöèåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿîáëàñòü D íà ïëîñêîñòè Oxy. Äðóãèìè ñëîâàìè, îáëàñòü G çàäàåòñÿ óñëîâè-ÿìè  1(x; y) 6 z 6  2(x; y) ; (x; y) 2 DÒîãäà ZZZG f(x; y; z) dxdydz = ZZG dxdy  2(x;y)Z 1(x;y) f(x; y; z) dzÅñëè îáëàñòü D ïëîñêîñòè Oxy çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìèa 6 x 6 b ; '1(x) 6 y 6 '2(x) ; (x; y) 2 Dòî ZZZG f(x; y; z)dxdydz = bZa dx '2(x)Z'1(x) dy  2(x;y)Z 1(x;y) f(x; y; z)dz22 Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëåÏóñòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèèx = x(u; v; w) ; y = y(u; v; w) ; z = z(u; v; w) (4)72



âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþò îáëàñòü Guvw ïðîñòðàíñòâà Ouvw íà îá-ëàñòü Gxyz ïðîñòðàíñòâà Oxyz, à ôóíêöèÿ f(x; y; z) íåïðåðûâíà â îáëàñòèGxyz. Òîãäà ZZZGxyz f(x; y; z)dxdydz == ZZZGuvw f(x(u; v; w); y(u; v; w); z(u; v; w)) � jJ(u; v; w)j dudvdwãäå J(u; v; w) = ������ x0u x0v x0wy0u y0v y0wz0u z0v z0w ������ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ (4).23 ßêîáèàí ïåðåõîäà ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàìÄëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò (r; '; z) ñâÿçàííûõ ñ äåêàðòîâûìè êîîð-äèíàòàìè ôîðìóëàìèx = r cos' ; y = r sin' ; z = zÿêîáèàí ðàâåí J(r; '; z) = r24 ßêîáèàí ïåðåõîäà ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàìÄëÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò (r; '; �) ñâÿçàííûõ ñ äåêàðòîâûìè êîîðäè-íàòàìè ôîðìóëàìèx = r cos' sin �; ; y = r sin' sin �; ; z = r cos �ÿêîáèàí ðàâåí J(r; '; �) = r2 sin �25 Êóñî÷íî ãëàäêèå êðèâûå è ïîâåðõíîñòèÊðèâàÿ íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè óíåå â êàæäîé òî÷êå ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ. Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íîãëàäêîé, åñëè åå ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ãëàäêèõ êðèâûõ.Ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ó íåå â êàæäîéòî÷êå ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü. Ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ êóñî÷íîãëàäêîé, åñëè åå ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé.73



26 Îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòüÎáëàñòü íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëèëþáîé çàìêíóòûé êîíòóð ëåæàùèé â ýòîé îáëàñòè ìîæíî ñòÿíóòü â òî÷êóíå âûõîäÿ çà ïðåäåëû îáëàñòè.27 Ñêàëÿðíîå ïîëåÏóñòü G � îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå. Ãîâîðÿò, ÷òî â îáëàñòè G çàäàíîñêàëÿðíîå ïîëå, åñëè â G çàäàíà âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿu = f(x; y; z)Àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå ââîäÿòñÿ è íà ïëîñêîñòè.28 Âåêòîðíîå ïîëåÅñëè êàæäîé òî÷êå îáëàñòè G ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð~a(x; y; z) = ax(x; y; z)~i+ ay(x; y; z)~j + az(x; y; z)~kòî ãîâîðÿò, ÷òî â îáëàñòè G çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå. Àíàëîãè÷íîå îïðåäåëå-íèå ââîäÿòñÿ è íà ïëîñêîñòè.29 Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäàÏóñòü íà êðèâîé  â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ôóíêöèÿ f(x; y; z). Âûáîð íàêðèâîé  òî÷åê mk, k = 0; 1; : : : ; n (m0, m1 � íà÷àëî è êîíåö êðèâîé) çàäàåòðàçáèåíèå Rn. Ìàêñèìàëüíàÿ èç äëèí õîðä [mk�1;mk] íàçûâàåòñÿ äèàìåò-ðîì ðàçáèåíèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ �. Íà êàæäîé èç äóã mk�1mk âûáåðåì îäíóïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ck(xk; yk; zk) è ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó�n = nXk=1 f(xk; yk; zk)�lkãäå �lk � äëèíà äóãè mk�1mk.Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ñóìì �n ïðè �! 0 íå çàâèñÿùèé íèîò âèäà ðàçáèåíèÿ Rn, íè îò âûáîðà òî÷åê ck, òî îí íàçûâàåòñÿ êðèâîëè-íåéíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà ïî êðèâîé  è îáîçíà÷àåòñÿZ f(x; y; z)dlòàêèì îáðàçîì Z f(x; y; z) dl = lim�!0 nXk=1 f(xk; yk; zk)�lk74



30 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðà-ëà ïåðâîãî ðîäà è åãî ñâîéñòâàÅñëè ôóíêöèÿ f(x; y; z) íåïðåðûâíà íà êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé , òîêðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäàZ f(x; y; z) dlñóùåñòâóåò.Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ äâè-æåíèÿ âäîëü êðèâîé , â îñòàëüíîì åãî ñâîéñòâà àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàìîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.31 Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà1. Åñëè êðèâàÿ  íà ïëîñêîñòè çàäàíà â âèäå ãðàôèêà ôóíêöèè y = y(x),x 2 [a; b], òî Z f(x; y)dl = bZa f(x; y(x))q1 + (y0(x))2 dx2. Åñëè êðèâàÿ  â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìèx = x(t) ; y = y(t) ; z = z(t) ; t 2 [t1; t2]òî Z f(x; y; z)dl = t2Zt1 f(x(t); y(t); z(t))q(x0(t))2 + (y0(t))2 + (z0(t))2 dtÀíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà èìååò ìåñòî äëÿ ôóíêöèè f(x; y), îïðåäåëåííîéíà ïëîñêîé êðèâîéx = x(t) ; y = y(t) ; t 2 [t1; t2]32 Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà. ÖèðêóëÿöèÿÏóñòü íà êðèâîé  â ïðîñòðàíñòâå çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå~a(x; y; z) = ax(x; y; z)~i+ ay(x; y; z)~i+ az(x; y; z)~kÂûáîð íà êðèâîé  òî÷åêmk, k = 0; 1 : : : ; n (m0,m1 � íà÷àëî è êîíåö êðèâîé)çàäàåò ðàçáèåíèå Rn. Ìàêñèìàëüíàÿ èç äëèí õîðä [mk�1;mk] íàçûâàåòñÿ75



äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ �. Íà êàæäîé èç äóã mk�1mk âûáåðåìîäíó ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ck(xk; yk; zk) è ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó�n = nXk=1~a(xk; yk; zk) ��~lkãäå �~lk = �����!mk�1mk � âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè mk�1 è mk, òî÷êîé îáî-çíà÷åíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ñóìì �n ïðè � ! 0 íå çàâèñÿùèéíè îò âèäà ðàçáèåíèÿ Rn, íè îò âûáîðà òî÷åê ck, òî îí íàçûâàåòñÿ êðè-âîëèíåéíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà îò âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ïî êðèâîé  èîáîçíà÷àåòñÿZ ~a � d~l = Z ax(x; y; z) dx+ ay(x; y; z) dy + az(x; y; z)dzòàêèì îáðàçîì Z ~a � d~l = lim�!0 nXk=1~a(xk; yk; zk) ��~lk33 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðà-ëà âòîðîãî ðîäà è åãî ñâîéñòâàÅñëè âåêòîðíîå ïîëå ~a(x; y; z) íåïðåðûâíî íà êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé ,òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäàZ ~a � d~lñóùåñòâóåò.Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ äâèæå-íèÿ âäîëü êðèâîé , à èìåííîZ ~a � d~l = � Z�1 ~a � d~lãäå  è �1 � êðèâûå ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè íàïðàâëåíèÿìè îáõîäà.34 Öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿÊðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà îò âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ïî çàìêíó-òîìó êîíòóðó  íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿöèåé ïîëÿ ~a ïî êîíòóðó  è îáîçíà÷à-åòñÿ I ~a � d~l76



35 Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà1. Åñëè êðèâàÿ  íà ïëîñêîñòè çàäàíà â âèäå ãðàôèêà ôóíêöèè y = y(x),x 2 [a; b], òîZ ax(x; y) dx+ ay(x; y)dy = bZa �ax(x; y(x)) + ay(x; y(x))y0(x)� dx2. Ïóñòü êðèâàÿ  â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà âåêòîð-ôóíêöèåé~r(t) = x(t)~i+ y(t)~j + z(t)~k ; t 2 [t1; t2]Òîãäà Z ax(x; y; z)dx+ ay(x; y; z)dy + az(x; y; z) dz == t2Zt1 �ax x0(t) + ay y0(t) + az z0(t)� dtãäå â ïðàâîì èíòåãðàëå ax = ax(x(t); y(t); z(t)), ay = ay(x(t); y(t); z(t)),az = az(x(t); y(t); z(t)).Àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà èìååò ìåñòî äëÿ êðèâîé è âåêòîðíîãî ïîëÿ íàïëîñêîñòè.36 Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäàÏóñòü íà ïîâåðõíîñòè S çàäàíà ôóíêöèÿ f(x; y; z). Ïðîèçâåäåì ðàçáè-åíèå Rn ýòîé ïîâåðõíîñòè íà n íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ÿ÷ååê. Äèàìåòðîì �ðàçáèåíèÿ Rn íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé èç äèàìåòðîâ ÿ÷ååê. Âûáåðåì âêàæäîé èç ÿ÷ååê îäíó ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ck(xk; yk; zk) è ñîñòàâèì èíòå-ãðàëüíóþ ñóììó �n = nXk=1 f(xk; yk; zk)�Skãäå �Sk � ïëîùàäü k-é ÿ÷åéêè.Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ñóìì �n ïðè � ! 0 íå çàâèñÿùèéíè îò âèäà ðàçáèåíèÿ Rn, íè îò âûáîðà òî÷åê ck, òî îí íàçûâàåòñÿ ïîâåðõ-íîñòíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà îò ôóíêöèè f(x; y; z) ïî ïîâåðõíîñòè S èîáîçíà÷àåòñÿ ZZS f(x; y; z) dS77



òàêèì îáðàçîì ZZS f(x; y; z) dS = lim�!0 nXk=1 f(xk; yk; zk)�Sk37 Âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäàÅñëè ïîâåðõíîñòü S çàäàíà óðàâíåíèåìz = z(x; y) ; (x; y) 2 Dãäå D � ïðîåêöèÿ ïîâåðõíîñòè S íà ïëîñêîñòè Oxy, òî âû÷èñëåíèå ïîâåðõ-íîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ äâîéíîãî èíòåãðà-ëà ZZS f(x; y; z)dS = ZZD f(x; y; z(x; y))q1 + (z0x)2 + �z0y�2 dxdy38 Îðèåíòàöèÿ ïîâåðõíîñòè. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðî-äàÏîâåðõíîñòü S â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííåé, åñ-ëè íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè ïðè îáõîäå ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó, ëå-æàùåìó íà ïîâåðõíîñòè S, âîçâðàùàåòñÿ â ïåðâîíà÷àëüíîå ïîëîæåíèå. Âû-áîð îïðåäåëåííîé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè, ò.å. âûáîð íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè êïîâåðõíîñòè, íàçûâàåòñÿ îðèåíòàöèåé ïîâåðõíîñòè.Ïóñòü íà îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè S çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå ôóíê-öèÿ ~a(x; y; z) = ax(x; y; z)~i+ ay(x; y; z)~j + az(x; y; z)~kÏðîèçâåäåì ðàçáèåíèå Rn ýòîé ïîâåðõíîñòè íà n íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ÿ÷ååê.Äèàìåòðîì � ðàçáèåíèÿ Rn íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé èç äèàìåòðîâ ÿ÷ååê.Âûáåðåì â êàæäîé èç ÿ÷ååê îäíó ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ck(xk; yk; zk) è ñîñòà-âèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó�n = nXk=1~a(xk; yk; zk) � �~Skãäå �~Sk � âåêòîð, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà ïëîùàäè k-é ÿ÷åéêè, à íàïðàâëå-íèå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà íîðìàëè â òî÷êå ck.Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ñóìì �n ïðè �! 0 íå çàâèñÿùèé íèîò âèäà ðàçáèåíèÿ Rn, íè îò âûáîðà òî÷åê ck, òî îí íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñò-íûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà îò âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a(x; y; z) ïî ïîâåðõíîñòèS è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåçZZS ~a � d~S = ZZS ax dydz + ay dxdz + az dxdy (5)78



òàêèì îáðàçîì ZZS ~a � d~S = lim�!0 nXk=1~a(xk; yk; zk) � �~SkÅñëè âåêòîðíîå ïîëå ~a(x; y; z) íåïðåðûâíî íà êóñî÷íî-ãëàäêîé îðèåíòèðî-âàííîé ïîâåðõíîñòè S, òî èíòåãðàë (5) ñóùåñòâóåò.Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà íàçûâàþò òàêæå ïîòîêîì âåêòîð-íîãî ïîëÿ ~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S. Ïåðåõîä ê äðóãîé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòèìåíÿåò íàïðàâëåíèå íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè, à ïîòîìó è çíàê ïîâåðõíîñò-íîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà.39 Âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäàÂû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà îò âåêòîðíîãî ïîëÿ~a(x; y; z) = ax(x; y; z)~i+ ay(x; y; z)~j + az(x; y; z)~kïî ïîâåðõíîñòè S ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâî-ãî ðîäà ZZS ~a � d~S = ZZS (~a � ~n) dSãäå ~n � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè, èëè ê âû÷èñëåíèþ ñóììû òðåõäâîéíûõ èíòåãðàëîâZZS ~a � d~S = ZZDyz ax(x(y; z); y; z)dydz++ ZZDxz ay(x; y(x; z); z) dxdz + ZZDxy az(x; y; z(x; y))dxdyãäå Dyz, Dxz, Dxy � ïðîåêöèè ïîâåðõíîñòè S ñîîòâåòñòâåííî íà ïëîñêî-ñòè Oyz, Oxz, Oxy, à x(y; z), y(x; z), z(x; y) � âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûå èçóðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè S ðàçðåøåíèåì îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ êî-îðäèíàò.40 Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ è ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿÏóñòü ~s = (sx; sy; sz) � åäèíè÷íûé âåêòîð äàííîãî íàïðàâëåíèÿ s, ~r0� ðàäèóñ-âåêòîð ôèêñèðîâàííîé òî÷êè M0(x0; y0; z0), à ~r � ðàäèóñ-âåêòîðïåðåìåííîé òî÷êè M(x; y; z). Ïðîèçâîäíàÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u(~r) = u(x; y; z)â òî÷êå M0 ïî íàïðàâëåíèþ s îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì@u@~s = limt!0 u(~r0 + t~s)� u(~r0)t79



è õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ u(~r) â íàïðàâëåíèè s.Ãðàäèåíòîì ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u(~r) = u(x; y; z) íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïîëågrad u = @u@x~i+ @u@y ~j + @u@z ~kÏðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå@u@~s = sx @u@x + sy @u@y + sz @u@z sz = ~s � grad u41 Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿÄèâåðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ~a(x; y; z) = ax(x; y; z)~i+ ay(x; y; z)~j + az(x; y; z)~kîáîçíà÷àåìîé ÷åðåç div~a íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿdiv~a = @ax@x + @ay@y + @az@z42 Òåîðåìà Ãàóññà-ÎñòðîãðàäñêîãîÏîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü S, â íàïðàâëåíèèåå âíåøíåé íîðìàëè, ðàâåí òðîéíîìó èíòåãðàëó ïî îáëàñòè G, îãðàíè÷åí-íîé ýòîé ïîâåðõíîñòüþ, îò äèâåðãåíöèè ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, ò.åZZS (~a � ~n)dS = ZZZG div~a dxdydz43 Ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿÐîòîðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ~a(x; y; z) = ax(x; y; z)~i+ ay(x; y; z)~j + az(x; y; z)~kîáîçíà÷àåìûì rot~a, íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-äóþùèì îáðàçîìrot~a = �������� ~i ~j ~k@@x @@y @@zax ay az �������� = �@az@y � @ay@z �~i+�@ax@z � @az@x �~j+�@ay@x � @ax@y �~k80



44 Òåîðåìà ÑòîêñàÖèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ïî ïðîèçâîëüíîìó êóñî÷íî ãëàäêîìó çà-ìêíóòîìó êîíòóðó  ðàâíà ïîòîêó âåêòîðà rot~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S, îãðà-íè÷åííóþ ýòèì êîíòóðîì I ~a � d~l = ZZS rot~a � d~SÏðè ýòîì íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðà  äîëæíî ïðîèñõîäèòü ïðîòèâ ÷àñî-âîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü ñ êîíöà âåêòîðà íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S.45 Ôîðìóëà ÃðèíàÅñëè çàìêíóòûé êîíòóð  è âåêòîðíîå ïîëå~a(x; y) = ax(x; y)~i+ ay(x; y)~jëåæàò íà ïëîñêîñòè, òî èç òåîðåìû Ñòîêñà ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà ÃðèíàI ax dx+ ay dy = ZZD �@ay@x � @ax@y � dxdyçäåñü D � îáëàñòü íà ïëîñêîñòè Oxy, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà êîíòóðîì . Ïðèýòîì îáõîä êîíòóðà  ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.46 Ïîòåíöèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëåÂåêòîðíîå ïîëå ~a(x; y; z) íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿãðàäèåíòîì íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x; y; z)~a = grad fÔóíêöèÿ f(x; y; z) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ~a(x; y; z).47 Óñëîâèÿ ïîòåíöèàëüíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿÍåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïîòåíöèàëüíîñòè ïîëÿ ~a(x; y; z) âîäíîñâÿçíîé îáëàñòè G ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ðîòîðà ýòîãî ïîëÿ â ýòîéîáëàñòè rot~a = ~0 ; (x; y; z) 2 G81



48 Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà îò ïîòåí-öèàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿÊðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà îò ïîòåíöèàëüíîãî âåêòîðíîãîïîëÿ âäîëü êðèâîé  ðàâåí ïðèðàùåíèþ ïîòåíöèàëà f(x; y; z) ýòîãî ïîëÿâäîëü ýòîé êðèâîé Z ~a � d~l = f(B)� f(A)ãäå A è B � íà÷àëî è êîíåö êðèâîé .49 Ñîëåíîèäàëüíîå âåêòîðíîå ïîëåÂåêòîðíîå ïîëå~a(x; y; z) = ax(x; y; z)~i+ ay(x; y; z)~j + az(x; y; z)~kíàçûâàåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì â íåêîòîðîé îáëàñòè G, åñëè äèâåðãåíöèÿ ýòî-ãî ïîëÿ ðàâíà íóëþ â Gdiv~a = @ax@x + @ay@y + @az@z = 0Â òàêîì ïîëå â ñèëó òåîðåìû Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî ðàâåí íóëþ ïîòîê âåê-òîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç ëþáóþ çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü, ïðèíàäëåæàùóþ îáëà-ñòè G.50 Ãàðìîíè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëåÂåêòîðíîå ïîëå ~a íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì â íåêîòîðîé îáëàñòè G, åñ-ëè îíî îäíîâðåìåííî è ïîòåíöèàëüíîå è ñîëåíîèäàëüíîå â G, ò.å. åñëèrot~a = ~0 ; div~a = 0â îáëàñòè G.51 Îïåðàòîð ÃàìèëüòîíàÂñå îïåðàöèè âåêòîðíîãî àíàëèçà ìîæíî âûðàçèòü ïðè ïîìîùè îïåðàòî-ðà Ãàìèëüòîíà � ñèìâîëè÷åñêîãî âåêòîðà r (íàáëà), îïðåäåëÿåìîãî ðàâåí-ñòâîì r =~i @@x +~j @@y + ~k @@z82



Ïðèìåíÿÿ èçâåñòíûå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî, ñêàëÿðíîãî èâåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ, íàõîäèìgrad u = u0x~i + u0y~j + u0z~k = ru@u@~s = ~s � grad u = ~s � rudiv~a = @ax@x + @ay@y + @az@z = r � ~arot~a = �������� ~i ~j ~k@@x @@y @@zax ay az �������� = r� ~a
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Â 2007 ãîäó ÑÏáÃÓ ÈÒÌÎ ñòàë ïîáåäèòåëåì êîíêóðñà èííîâàöèîííûõîáðàçîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì âóçîâ Ðîññèè íà 2007-2008 ãîäû. Ðåàëèçàöèÿ èí-íîâàöèîííîé îáðàçîâàòåëüíîé ïðîãðàììû ¾Èííîâàöèîííàÿ ñèñòåìà ïîäãî-òîâêè ñïåöèàëèñòîâ íîâîãî ïîêîëåíèÿ â îáëàñòè èíôîðìàöèîííûõ è îïòè-÷åñêèõ òåõíîëîãèé¿ ïîçâîëèò âûéòè íà êà÷åñòâåííî íîâûé óðîâåíü ïîäãî-òîâêè âûïóñêíèêîâ è óäîâëåòâîðèòü âîçðàñòàþùèé ñïðîñ íà ñïåöèàëèñòîââ èíôîðìàöèîííîé, îïòè÷åñêîé è äðóãèõ âûñîêîòåõíîëîãè÷íûõ îòðàñëÿõýêîíîìèêè.
ÊÀÔÅÄÐÀ ÂÛÑØÅÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈÊàôåäðà âûñøåé ìàòåìàòèêè - êðóïíåéøàÿ â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîìãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ìåõàíèêèè îïòèêè. Ñ ìîìåíòà îñíîâàíèÿ íà íåé ðàáîòàëè òàêèå âûäàþùèåñÿó÷åíûå, êàê È.Ï.Íàòàíñîí, Â.À.Òàðòàêîâñêèé, Â.Í.Ïîïîâ, È.À.Ìîëîòêîâ,À.Ã.Àëåíèöûí, Â.Â.Æóê è äðóãèå. Íàó÷íûå èíòåðåñû ñîòðóäíèêîâ ïîêðû-âàþò ïðàêòè÷åñêè âñå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè. Íà êàôåäðå ñëîæèëàñü ìîùíàÿíàó÷íàÿ øêîëà ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ñëîæíûõ ôèçè÷åñêèõñèñòåì. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñíàíîôèçèêîé è íàíîòåõíîëîãèÿìè, êâàíòîâûì êîìïüþòåðîì è êâàíòîâû-ìè êîììóíèêàöèÿìè. Ñîòðóäíèêè êàôåäðû àêòèâíî ó÷àñòâóþò â ìåæäóíà-ðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ, ðàáîòàþò â ðàìêàõ Ðîññèéñêèõ è ìåæäó-íàðîäíûõ íàó÷íûõ ïðîåêòîâ. Ñëîæèëîñü òåñíîå íàó÷íîå ñîòðóäíè÷åñòâî ñÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêèì ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì, Ïåòåðáóðãñêèì îò-äåëåíèåì Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èìåíè Â.À.Ñòåêëîâà ÐÀÍ, ëàáîðàòî-ðèåé ôèçèêîõèìèè íàíîñèñòåì Èíñòèòóòà õèìèè ñèëèêàòîâ ÐÀÍ è äðóãè-ìè íàó÷íûìè öåíòðàìè êàê â Ðîññèè, òàê è çà ðóáåæîì: óíèâåðñèòåòàìèÌàðñåëÿ è Òóëîíà (Ôðàíöèÿ), Þâÿñêèëÿ (Ôèíëÿíäèÿ), Ãóìáîëüäòîâñêèìóíèâåðñèòåòîì Áåðëèíà (Ãåðìàíèÿ).
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Â àâòîðñêîé ðåäàêöèèÊîìïüþòåðíûé íàáîð è âåðñòêà À.Ï. Òàí÷åíêîÄèçàéí îáëîæêè À.Ï. Òàí÷åíêîÐåäàêöèîííî-èçäàòåëüñêèé îòäåë ÑÏáÃÓ ÈÒÌÎÇàâ. ÐÈÎ Í.Ô. ÃóñàðîâàËèöåíçèÿ ÈÄ � 00408 îò 05.11.99Ïîäïèñàíî ê ïå÷àòè Çàêàç � 2032Îòï. íà ðèçîãðàôå
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