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Ãëàâà 1×èñëîâûå ðÿäû1 ×èñëîâîé ðÿäÂûðàæåíèå u1 + u2 + :::+ uk + ::: = 1Xk=1ukãäå fukgk2N çàäàííàÿ ÷èñëîâàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ èëè êîìïëåêñíàÿ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì.2 ×àñòè÷íûå ñóììû ðÿäàÊîíå÷íûå ñóììû S1 = u1S2 = u1 + u2: : :Sn = u1 + u2 + : : :+ uníàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà.3 Ñõîäÿùèéñÿ ðÿäÅñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóììS = limn!1Sn = limn!1(u1 + u2 + : : :+ un)òî ðÿä íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, à ÷èñëî S ñóììîé ðÿäà 1Pk=1uk.4 Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäàÄëÿ òîãî ÷òîáû ÷èñëîâîé ðÿä 1Pk=1uk áûë ñõîäÿùèìñÿ, íåîáõîäèìî è äî-ñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî � > 0 ñóùåñòâîâàëî N = N(�) òàêîå, ÷òî äëÿâñåõ k > N è p = 1; 2; ::: âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâîjSk+p � Skj = juk+1 + uk+2 + :::+ uk+pj < �5 Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäàÅñëè ðÿä 1Pk=1uk ñõîäèòñÿ, òî limk!1uk = 05



6 Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäàÐÿä 1Pk=1uk íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿäà èçìîäóëåé ÷ëåíîâ ýòîãî ðÿäà, ò.å. ñõîäèòñÿ ðÿäju1j+ ju2j+ :::+ jukj+ ::: = 1Xk=1 jukj7 Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ ðÿäîâÅñëè ÷ëåíû ðÿäà 1Pk=1 ak äëÿ âñåõ k > N0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ jakj 6bk, ïðè÷åì çíàêîïîëîæèòåëüíûé ðÿä 1Pk=1 bk, ñõîäèòñÿ, òî ðÿä 1Pk=1ak ñõîäèòñÿàáñîëþòíî.Åñëè äëÿ k > N1 ÷ëåíû ðÿäà 1Pk=1ak óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 0 < ck � jakj,ïðè÷åì ðÿä 1Pk=1 ck ðàñõîäèòñÿ, òî è ðÿä 1Pk=1 ak ðàñõîäèòñÿ.8 Ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ ðÿäîâÅñëè ðÿä 1Pk=1 bk ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåëlimk!1 ����akbk ���� = q < +1òî, ðÿä 1Pk=1ak òàê æå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.Åñëè æå ÷ëåíû ðÿäîâ ak è bk ïîëîæèòåëüíû è0 < limk!1 akbk < +1òî ðÿäû 1Pk=1 ak è 1Pk=1 bk ëèáî îáà ñõîäÿòñÿ, ëèáî îáà ðàñõîäÿòñÿ.9 Ïðèçíàê ÄàëàìáåðàÅñëè ÷ëåíû ðÿäà 1Pk=1 ak òàêîâû,÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåëlimk!1 ����ak+1ak ���� = dòî ïðè 0 6 d < 1 ðÿä 1Pk=1 ak ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, ïðè d > 1 � ðàñõîäèòñÿ, àïðè d = 1 òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèå.6



10 Ïðèçíàê ÊîøèÏóñòü limk!1 kpjakj = còîãäà, åñëè 0 6 c < 1, òî ðÿä 1Pk=1 ak ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, åñëè c > 1 �- ðÿäðàñõîäèòñÿ, à ïðè c = 1 òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèå.11 Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäàÏóñòü ôóíêöèÿ f(x) ïîëîæèòåëüíà è ìîíîòîííà ïðè x > 1, è ïóñòü äëÿâñåõ k 2 N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f(k) = jakj. Òîãäà ÷èñëîâîé ðÿä 1Pk=1 jakjñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì+1Zc f(x) dx ; c > 112 Ðÿä ÄèðèõëåÐÿä 1Xk=1 1kpíàçûâàåòñÿ ðÿäîì Äèðèõëå. Ðÿä Äèðèõëå ñõîäèòñÿ ïðè p > 1 è ðàñõîäèòñÿïðè p 6 1.13 Ðÿä áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèèÐÿä 1Xk=0 qkíàçûâàåìûé áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé. Ðÿä ñõîäèòñÿ ïðèjqj < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè jqj > 1. È åãî ñóììà ðàâíà S = 1=(1� q).14 Çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäûÇíàêî÷åðåäóþùèìñÿ íàçûâàåòñÿ ðÿä, â êîòîðîì ëþáûå äâà ñîñåäíèõ÷ëåíà èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ýòî ðÿä âèäàa1 � a2 + a3 � a4 + :::+ (�1)n+1an + ::: = 1Xn=1(�1)n+1an7



èëè �a1 + a2 � a3 + a4 + :::+ (�1)nan + ::: = 1Xn=1(�1)nanãäå âñå an � ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.15 Ïðèçíàê ËåéáíèöàÏóñòü ÷ëåíû an çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäàa1 � a2 + a3 � a4 + :::+ (�1)n+1an + ::: = 1Xn=1(�1)n+1anäåéñòâèòåëüíû è ìîíîòîííî óáûâàþò, ò.å.a1 > a2 > a3 > : : : > an > : : : ;è limn!1 an = 0:Òîãäà ðÿä 1Pn=1(�1)n+1an ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì äëÿ åãî ñóììû èìååò ìåñòî îöåí-êà S < a1.16 Çíàêîïåðåìåííûé ðÿäÐÿä, ñîäåðæàùèé è ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ÷ëåíû, íàçûâàåòñÿçíàêîïåðåìåííûì. Â ÷àñòíîñòè, âñÿêèé çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä ÿâëÿåòñÿçíàêîïåðåìåííûì.17 Àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ çíàêîïåðåìåííûé ðÿäÏóñòü äàí çíàêîïåðåìåííûé ðÿä 1Pn=1 an, ãäå an � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà(äåéñòâèòåëüíûå èëè êîìïëåêñíûå). Åñëè ðÿä 1Pn=1 janj, ñîñòàâëåííûé èç àá-ñîëþòíûõ âåëè÷èí åãî ÷ëåíîâ, ñõîäèòñÿ, òî äàííûé ðÿä 1Pn=1 an òàê æå ñõî-äèòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå çíàêîïåðåìåííûé ðÿä 1Pn=1 an íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíîñõîäÿùèìñÿ.18 Óñëîâíî ñõîäÿùèéñÿ çíàêîïåðåìåííûé ðÿäÅñëè æå çíàêîïåðåìåííûé ðÿä 1Pn=1 an ñõîäèòñÿ, à ðÿä 1Pn=1 janj ðàñõîäèò-ñÿ, òî èñõîäíûé ðÿä 1Pn=1 an íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ.8



19 Ïðèçíàê Àáåëÿ-ÄèðèõëåÏóñòü ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ìîíîòîííî óáûâàþòb1 > b2 > : : : > bn > : : :è limn!1 bn = 0à ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn = a1 + a2 + : : : + an, n = 1; 2; : : : ; îãðàíè÷åíû âñîâîêóïíîñòè, ò.å. ����� nXk=1 ak����� 6M äëÿ âñåõ n 2 Nòîãäà ðÿä 1Pn=1 an � bn ñõîäèòñÿ.20 Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿäÏóñòü ôóíêöèè fn(z), n 2 N îïðåäåëåíû â îáëàñòè D êîìïëåêñíîé ïëîñ-êîñòè. Âûðàæåíèåf1(z) + f2(z) + :::+ fn(z) + : : : = 1Xn=1 fn(z); z 2 Díàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì.21 Ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäàÅñëè äëÿ z0 2 D ÷èñëîâîé ðÿä 1Pn=1 fn(z0) ñõîäèòñÿ, òî ãîâîðèì, ÷òî ôóíê-öèîíàëüíûé ðÿä 1Pn=1 fn(z) ñõîäèòñÿ â òî÷êå z0.Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä 1Pn=1 fn(z) ñõîäèòñÿ â îáëàñòè D, åñëè îí ñõîäèòñÿâ êàæäîé òî÷êå z 2 D.22 Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäàÄëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä 1Pn=1 fn(z) áûë ñõîäÿùèìñÿ â îáëà-ñòè D, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî � > 0 è ëþáîãî z 2 Dñóùåñòâîâàëî ÷èñëî N = N(�; z) òàêîå, ÷òîjfn+1(z) + fn+2(z) + ::: + fn+p(z)j < �äëÿ âñåõ n > N(�; z) è p 2 N. 9



23 Ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ôóíêöèîíàëüíûé ðÿäÑõîäÿùèéñÿ â îáëàñòè D ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä 1Pn=1 fn(z) íàçûâàåòñÿ ðàâ-íîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ â ýòîé îáëàñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî � > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëîN = N(�) òàêîå, ÷òî äëÿ îñòàòêà ðÿäàRn(z) = 1Xk=n+1 fk(z)ïðè âñåõ n > N(�) è z 2 D èìååò ìåñòî îöåíêà jRn(z)j < �.24 Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿ-äàÄëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä 1Pn=1 fn(z) áûë ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-ùèìñÿ â îáëàñòè D, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî � > 0ñóùåñòâîâàëî ÷èñëî N = N(�) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n > N(�) è z 2 D âûïîë-íÿëèñü íåðàâåíñòâàjfn+1(z) + fn+2(z) + :::+ fn+p(z)j < �; p = 1; 2; : : :25 Ïðèçíàê ÂåéåðøòðàññàÏóñòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä 1Pn=1 fn(z) ñõîäèòñÿ â îáëàñòè D è ïóñòü ñó-ùåñòâóåò ñõîäÿùèéñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíûé ÷èñëîâîé ðÿä 1Pn=1 an òàêîé, ÷òîäëÿ âñåõ z 2 D è äëÿ n > N0 ÷ëåíû ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèþ jfn(z)j � an, òîãäà ðÿä 1Pn=1 fn(z) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåð-íî â îáëàñòè D.26 Ñòåïåííîé ðÿäÔóíêöèîíàëüíûé ðÿä âèäàc0 + c1(z � z0) + c2(z � z0)2 + : : :+ cn(z � z0)n + : : : = 1Xn=0 cn(z � z0)nãäå z0 è c0; c1; c2; : : : � ïîñòîÿííûå ÷èñëà (äåéñòâèòåëüíûå èëè êîìïëåêñ-íûå), à z � ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà (òàêæå äåéñòâèòåëüíàÿ èëè êîìïëåêñíàÿ)íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì.×èñëà c0; c1; c2; : : : íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåííîãî ðÿäà.10



27 Òåîðåìà ÀáåëÿÅñëè ñòåïåííîé ðÿä P1n=0 cn(z � z0)n ñõîäèòñÿ â òî÷êå z = z1 6= z0, òîîí àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ z òàêèõ, ÷òî jz � z0j < jz1 � z0j, ïðè÷åìñõîäèìîñòü áóäåò ðàâíîìåðíîé â ëþáîì çàìêíóòîì êðóãå jz � z0j 6 r <jz1 � z0j.Åñëè æå ðÿäP1n=0 cn(z�z0)n ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå z = z2, òî îí ðàñõîäèòñÿäëÿ âñåõ z òàêèõ, ÷òî jz � z0j > jz2 � z0j.28 Êðóã ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäàÊðóãîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäàP1n=0 cn(z� z0)n íàçûâàåòñÿ òàêîéêðóã jz � z0j < R, ÷òî â êàæäîé åãî òî÷êå ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, à âêàæäîé òî÷êå, ëåæàùåé âíå êðóãà jz � z0j 6 R, ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Íà ãðàíèöåêðóãà, ò.å. â òî÷êàõ jz�z0j = R, ðÿä ìîæåò êàê ñõîäèòñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ.×èñëî R íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.29 Ñâîéñòâà ñòåïåííîãî ðÿäàÑòåïåííîé ðÿä P1n=0 cn(z � z0)n îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. Â êðóãå ñõîäèìîñòè jz � z0j < R ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà f(z) ÿâëÿåòñÿôóíêöèåé àíàëèòè÷åñêîé.2. Â êðóãå ñõîäèìîñòè jz�z0j < R ñòåïåííîé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôå-ðåíöèðîâàòü ëþáîå ÷èñëî ðàç, ïðè÷åì ïðîäèôôåðåíöèðîâàííûå ðÿäûèìåþò òîò æå ñàìûé êðóã ñõîäèìîñòèjz � z0j < R.3. Ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü ïî ëþáîé êðèâîé, ëåæàùåé â êðó-ãå ñõîäèìîñòè, ïðè÷åì èíòåãðàë çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëà è êîíöàêðèâîé èíòåãðèðîâàíèÿ, à ðÿä ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâà-íèÿ, èìååò òîò æå êðóã ñõîäèìîñòè.30 Îðòîãîíàëüíîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ôóíêöèéÒðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé1 ; cosx ; sinx ; cos 2x ; sin 2x ; : : : cosnx ; sinnx ; : : :ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé íà îòðåçêå [�� ; �] ò.å. èíòåãðàë ïî ýòîìó îòðåç-êó îò ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ýòîé ñèñòåìû ðàâåííóëþ. 11



31 Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå×èñëàak = 1� �Z�� f(x) cos kx dx ; bk = 1� �Z�� f(x) sin kxdx ; k = 0; 1; 2 : : :íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè f(x).32 Ðÿä ÔóðüåÐÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ ðÿä âèäàa02 + 1Xk=1(ak cos kx+ bk sin kx)ãäå ak, bk � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x).33 Ðàâåíñòâî ÏàðñåâàëÿÏóñòü ak, bk � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x), òîãäà ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ1� �Z�� f2(x)dx = a202 + 1Xk=1 �a2k + b2k�34 Ðÿä Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå×èñëà ck = 12� �Z�� f(x)e�ikx dx ; k = 0 ;�1 ; : : :íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå ôóíêöèè f(x).Ïóñòü ck � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x) â êîìïëåêñíîé ôîðìå.Ðÿä 1Xk=�1 ckeikxíàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f(x) â êîìïëåêñíîé ôîðìå.35 Êóñî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿÔóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêîé íà îòðåçêå [a; b], åñëè ñàìàôóíêöèÿ f(x) è åå ïðîèçâîäíàÿ f 0(x) èìåþò íà [a; b] êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åêðàçðûâà 1-ãî ðîäà. 12



36 Ïðèçíàê ÆîðäàíàÅñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(x) ñ ïåðèîäîì 2� êóñî÷íî ãëàäêàÿ íàîòðåçêå [�� ; �], òî åå ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ f(x) â êàæäîé ååòî÷êå íåïðåðûâíîñòè è ê çíà÷åíèþ [f(x+0) + f(x� 0)]=2 â òî÷êàõ ðàçðûâà,ò.å. f(x+ 0) + f(x� 0)2 = 1Xk=�1 ckeikxÅñëè, äîïîëíèòåëüíî, f(x) íåïðåðûâíà íà âñåé îñè, òî ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿê f(x) ðàâíîìåðíî.37 Àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿÔóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé íà âåùåñòâåííîéîñè, åñëè ñóùåñòâóåò èíòåãðàë+1Z�1 jf(x)j dx <138 Èíòåãðàë ÔóðüåÅñëè ôóíêöèÿ f(x) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà âåùåñòâåííîé îñè è êó-ñî÷íî ãëàäêà íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå äåéñòâèòåëüíîé îñè, òî îíà ïðåä-ñòàâèìà â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüåf(x+ 0) + f(x� 0)2 = 12� +1Z�1 F (!)ei!x d!ãäå F (!) = +1Z�1 f(x)e�i!x dx39 Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîð-ìåÏðåîáðàçîâàíèå F (!) = +1Z�1 f(x)e�i!x dxíàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå.13



Ïðåîáðàçîâàíèåf(x+ 0) + f(x� 0)2 = 12� +1Z�1 F (!)ei!x d!íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå.40 Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â äåéñòâèòåëüíîéôîðìåÂ äåéñòâèòåëüíîé ôîðìå ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èìååò âèäa(!) = 1� +1Z�1 f(x) cos!xdx ; b(!) = 1� +1Z�1 f(x) sin!xdxà îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå çàïèñûâàåòñÿ â âèäåf(x+ 0) + f(x� 0)2 = +1Z0 (a(!) cos!x+ b(!) sin!x) d!41 Êîñèíóñ è ñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèå ÔóðüåÅñëè ôóíêöèÿ f(x) ÷åòíàÿ, òî åå ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-ðüå â âåùåñòâåííîé ôîðìå çàïèñûâàþòñÿ â âèäåa(!) =r 2� +1Z0 f(x) cos!xdxf(x+ 0) + f(x� 0)2 =r 2� +1Z0 a(!) cos!xd!è íàçûâàþòñÿ ïàðîé êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå.Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íå÷åòíàÿ, òî åå ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèåÔóðüå â âåùåñòâåííîé ôîðìå çàïèñûâàþòñÿ â âèäåa(!) =r 2� +1Z0 f(x) sin!xdxf(x+ 0) + f(x� 0)2 =r 2� +1Z0 a(!) sin!xd!è íàçûâàþòñÿ ïàðîé ñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå.14



Ãëàâà 2Òåîðèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé1 Ñâÿçíîå ìíîæåñòâî íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòèÌíîæåñòâî òî÷åê íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñ-ëè ëþáûå äâå åãî òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé êðèâîé, âñå òî÷êèêîòîðîé ïðèíàäëåæàò äàííîìó ìíîæåñòâó.2 Îáëàñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòèÑâÿçíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿîáëàñòüþ.3 Ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãîÅñëè êàæäîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z = x+iy, ïðèíàäëåæàùåìó îáëàñòèD, ïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå îäíî èëè íåñêîëüêîêîìïëåêñíûõ ÷èñåë w = u+ iv, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå D îïðåäåëåíàîïðåäåëåíà ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è çàïèñûâàþòw = f(z) = u+ iv = u(x; y) + iv(x; y)ãäå u(x; y) = Re f(z) ; v(x; y) = Im f(z)4 Ïðåäåë ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî×èñëî A 6= 1 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(z) ïðè z ! z0 è îáîçíà-÷àåòñÿ limz!z0 f(z) = Aåñëè äëÿ ëþáîãî � > 0 íàéäåòñÿ Æ = Æ(�) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ z 6=z0, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó jz � z0j < Æ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîjf(z) �Aj < �.5 Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãîÔóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå z0, åñëè îíà îïðåäåëåíàâ ýòîé òî÷êå è limz!z0 f(z) = f(z0). Ôóíêöèÿ f(z), íåïðåðûâíàÿ â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè D, íàçûâàåòñÿ íåïðå-ðûâíîé â ýòîé îáëàñòè. 15



6 Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Äèôôåðåí-öèðóåìîñòüÅñëè â òî÷êå z 2 D ñóùåñòâóåò ïðåäåëlim4z!0 f(z +4z)� f(z)4z ; z +4z 2 Dòî îí íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåçf 0(z) èëè df(z)dz .Åñëè â òî÷êå z 2 D ôóíêöèÿ f(z) èìååò ïðîèçâîäíóþ f 0(z), òî ãîâîðèì,÷òî ôóíêöèÿ f(z) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z.7 Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿÔóíêöèÿ f(z), äèôôåðåíöèðóåìàÿ â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè D è èìåþ-ùàÿ â ýòîé îáëàñòè íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ f 0(z), íàçûâàåòñÿ àíàëè-òè÷åñêîé â îáëàñòè D. Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî f(z) àíàëèòè÷åñêàÿ âòî÷êå z0 2 D, åñëè f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòèòî÷êè z0.8 Óñëîâèÿ Êîøè-ÐèìàíàÄëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f(z) = u(x; y) + iv(x; y) áûëà àíàëèòè÷åñêîé âîáëàñòè D, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå â ýòîé îáëàñòè íåïðå-ðûâíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé u(x; y) è v(x; y), óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà@u(x; y)@x = @v(x; y)@y ; @u(x; y)@y = �@v(x; y)@x9 Ñâîéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèéÅñëè f(z) è g(z) � àíàëèòè÷åñêèå â îáëàñòè D ôóíêöèè, òî ôóíêöèèf(z)� g(z), f(z) � g(z) òàêæå àíàëèòè÷åñêèå â îáëàñòè D, à ÷àñòíîå f(z)=g(z)� àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè D, â êîòîðûõ g(z) 6= 0.Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî ôîðìóëû(f(z)� g(z))0 = f 0(z)� g0(z)(f(z) � g(z))0 = f 0(z) � g(z) + f(z) � g0(z)�f(z)g(z)�0 = f 0(z)g(z)� f(z)g0(z)g2(z)16



10 Àíàëèòè÷íîñòü ñëîæíîñòü ôóíêöèèÏóñòü f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèéG = ff(z) : z 2 Dg, è ïóñòü ôóíêöèÿ '(w) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè G. Òîãäàñëîæíàÿ ôóíêöèÿ F (z) = ' (f(z)) � àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ èåå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíàF 0(z) = '0 (f(z)) � f 0(z) ; z 2 D11 Èíòåãðàë îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîéÅñëè 
 � íàïðàâëåííàÿ êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ â ïëîñêîñòè (z) è äëÿâñåõ z 2 
 îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f(z), òî ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëàâ ïðàâîé ÷àñòè ïîëàãàþò ïî îïðåäåëåíèþZ
 f(z) dz = limmax j4zkj!0 nXk=1 f(ck)4zkçäåñü 4zk = zk � zk�1, zk 2 
, k = 0; 1; : : : ; n, òî÷êè ck 2 
 âûáðàíû íàó÷àñòêàõ 
 ìåæäó òî÷êàìè zk è zk+1.12 Ñâîéñòâà èíòåãðàëà îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîéÈíòåãðàë îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé îáëàäàåò ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè1) Ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ èíòåãðàë èçìåíèòçíàê, ò.å. Z
+ f(z) dz = � Z
� f(z) dz2) Åñëè a1 è a2 � ïîñòîÿííûå, òîZ
 (a1f1(z) + a2f2(z)) dz = a1 Z
 f1(z)dz + a2 Z
 f2(z)dz3) Åñëè êðèâàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ 
 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êðèâûõ 
1 è
2, òî Z
 f(z) dz = Z
1 f(z)dz + Z
2 f(z) dz4) Èìååò ìåñòî îöåíêà ������Z
 f(z) dz������ 6 Z
 jf(z)j dsãäå ds � äèôôåðåíöèàë äóãè. 17



13 Îäíîñâÿçíàÿ è ìíîãîñâÿçíàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòèÎáëàñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè åå ãðà-íèöà ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáëàñòü íàçûâà-åòñÿ ìíîãîñâÿçíîé.14 Òåîðåìà ÊîøèÅñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîéêîíòóðîì �, è 
 � çàìêíóòûé êîíòóð â D, òîI
 f(z) dz = 015 Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà ÊîøèÅñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D, z0 2 D è 
 � D � êîíòóð,îõâàòûâàþùèé òî÷êó z0, òî ñïðàâåäëèâà èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøèf(z0) = 12�i I
 f(z)z � z0 dz = 016 Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèèÅñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D, òî f(z) èìååò âñþäó â Dïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ôîðìóëûf (k)(z0) = k!2�i I
 f(z)(z � z0)k+1 dz ; k = 1; 2; : : :çäåñü z0 2 D è 
 � D � êîíòóð, îõâàòûâàþùèé òî÷êó z0.17 Ðàçëîæåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â ðÿä ÒåéëîðàÔóíêöèÿ f(z), àíàëèòè÷åñêàÿ â êðóãå jz � z0j < R, îäíîçíà÷íî ïðåäñòà-âèìà â ýòîì êðóãå ñâîèì ðÿäîì Òåéëîðàf(z) = 1Xk=0 ck(z � z0)kêîýôôèöèåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàìck = f (k)(z0)k! = 12�i Ijz�z0j=r<R f(z)(z � z0)k+1 dz ; k = 0; 1; 2; : : :Åñëè z0 = 0, òî ðÿä Òåéëîðà íàçûâàþò òàêæå ðÿäîì Ìàêëîðåíà.18



18 Ðÿä ËîðàíàÐÿäîì Ëîðàíà íàçûâàåòñÿ ðÿä1Xk=�1 ck(z � z0)kïðè ýòîì ðÿä f1(z) = �1Xk=�1 ck(z � z0)kíàçûâàåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ ðÿäà Ëîðàíà, à ðÿäf2(z) = 1Xk=0 ck(z � z0)k� ïðàâèëüíîé ÷àñòüþ ðÿäà Ëîðàíà.19 Ñõîäèìîñòü ðÿäà ËîðàíàÐàññìîòðèì ðÿä Ëîðàíàf(z) = 1Xk=�1 ck(z � z0)kÅñëè limk!1 kpjc�kj = r < R = 1limk!1 kpjckjòî îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ðÿäà Ëîðàíà ÿâëÿåòñÿ êîëüöî K = fz : 0 6 r <jz � z0j < Rg. Â ýòîì êîëüöå K ñóììà ðÿäà f(z) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé àíàëè-òè÷åñêîé, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ðÿäà ck ñâÿçàíû ñ ôóíêöèåé f(z) ïîñðåä-ñòâîì ôîðìóëck = 12�i Ijz�z0j=r0 f(z)(z � z0)k+1 dz ; k = 0;�1;�2; : : :ãäå r < r0 < R.20 Òåîðåìà ËîðàíàÅñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â êîëüöå 0 6 r < jz � z0j < R, òî â ýòîìêîëüöå îíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìà â âèäå ðÿäà Ëîðàíàf(z) = 1Xk=�1 ck(z � z0)k19



êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàìck = 12�i Ijz�z0j=r0 f(z)(z � z0)k+1 dz ; k = 0;�1;�2; : : :ãäå r < r0 < R.21 Îñîáàÿ òî÷êàÒî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé òî÷êîé äëÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè Dôóíêöèè f(z), åñëè ñóùåñòâóåò ñòåïåííîé ðÿä P1n=0 cn(z � z0)n ñ ðàäèóñîìñõîäèìîñòè r > 0, òàêîé, ÷òî â îáùåé ÷àñòè êðóãà ñõîäèìîñòè jz � z0j <r è îáëàñòè D ñóììà ýòîãî ðÿäà ñîâïàäàåò ñ f(z). Òî÷êè, íå ÿâëÿþùèåñÿïðàâèëüíûìè, íàçûâàþòñÿ îñîáûìè.22 Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êàÒî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f(z), åñëèf(z) � îäíîçíà÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â êîëüöå 0 < jz � z0j < R, à z0� îñîáàÿ òî÷êà.23 Óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êàÈçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà z0 ôóíêöèè f(z) íàçûâàåòñÿ óñòðàíèìîéîñîáîé òî÷êîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limz!z0 f(z) = a 6=1.24 ÏîëþñÈçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà z0 ôóíêöèè f(z) íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì ïî-ðÿäêà m > 1, åñëè äëÿ ôóíêöèè g(z) = 1=f(z) òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ íóëåìïîðÿäêà m, ò.å. g(z) èìååò âèä g(z) = (z � z0)m'(z), '(z0) 6= 0.25 Ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êàÈçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà z0 ôóíêöèè f(z) íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîîñîáîé òî÷êîé, åñëè limz!z0 f(z) íå ñóùåñòâóåò.26 Âû÷åò ôóíêöèèÅñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, çàèñêëþ÷åíèåì ìîæåò áûòü ñàìîé òî÷êè z0, òî âû÷åòîì ôóíêöèè f(z) â òî÷êåz0, îáîçíà÷àåìûì res [f(z); z0] íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîåres [f(z); z0] = 12�i IC f(z) dz20



ãäå C � íåêîòîðûé ïðîñòîé çàìêíóòûé êîíòóð, ëåæàùèé â îáëàñòè àíàëè-òè÷íîñòè f(z) è ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ òîëüêî îäíó îñîáóþ òî÷êó z0.27 Âû÷èñëåíèå âû÷åòà ôóíêöèèÂû÷åò ôóíêöèè ðàâåí êîýôôèöèåíòó c�1 ðàçëîæåíèÿ f(z) â ðÿä Ëîðàíàïî ñòåïåíÿì (z � z0), ò.åres [f(z); z0] = c�1 = 12�i Ijz�z0j=r0 f(z) dz28 Âû÷èñëåíèå âû÷åòà ôóíêöèè â ñëó÷àå ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêàÅñëè z0 � ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(z), òîres [f(z); z0] = limz!z0(z � z0)f(z)ïðè÷åì, åñëè f(z) ïðåäñòàâèìà â âèäå f(z) = '(z)= (z), ãäå '(z0) 6= 0, (z0) = 0,  0(z0) 6= 0, òî res [f(z); z0] = '(z0) 0(z0)29 Âû÷èñëåíèå âû÷åòà ôóíêöèè â ñëó÷àå ïîëþñà âûñîêîãî ïî-ðÿäêàÅñëè z0 � ïîëþñ ïîðÿäêà m > 2 ôóíêöèè f(z), òîres [f(z); z0] = 1(m� 1)! limz!z0 dm�1 [(z � z0)mf(z)]dzm�130 Ïåðâàÿ òåîðåìà î âû÷åòàõÅñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D, çà èñêëþ÷åíèåì èçîëèðî-âàííûõ îñîáûõ òî÷åê z1; z2; : : : ; zN , ëåæàùèõ â ýòîé îáëàñòè, òî äëÿ ëþáîãîïðîñòîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà 
 � D, îõâàòûâàþùåãî òî÷êè z1; z2; : : : ; zNI
 f(z) dz = 2�i NXk=1 res [f(z); zk]31 Âòîðàÿ òåîðåìà î âû÷åòàõÅñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çà èñ-êëþ÷åíèåì èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê z1; z2; : : : ; zN , òîNXk=1 res [f(z); zk] = 021



Ãëàâà 3Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿñòàòèñòèêà1 Òåîðåìà î ïåðåìíîæåíèè ÷èñëà ñïîñîáîâÏóñòü ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ A = fa1; a2; : : : ; ang, à ìíî-æåñòâî B � èç m ýëåìåíòîâ B = fb1; b2; : : : ; bmg. Òîãäà ìîæíî îáðàçîâàòüðîâíî n �m ïàð (ai; bj), âçÿâ ïåðâûé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà A, à âòîðîé èçìíîæåñòâà B.2 Ñïîñîáû âûáîðà øàðîâ èç óðíû1) Âûáîð ñ âîçâðàùåíèåì: êàæäûé âûáðàííûé øàð âîçâðàùàåòñÿ â óðíó.Â ïîëó÷åííîì íàáîðå èç k íîìåðîâ øàðîâ ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ îäíè è òåæå íîìåðà.2) Âûáîð áåç âîçâðàùåíèÿ: âûíóòûå øàðû â óðíó íå âîçâðàùàþòñÿ. Âïîëó÷åííîì íàáîðå èç k íîìåðîâ øàðîâ íå ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ îäíè èòå æå íîìåðà.3) Âûáîð ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà: äâà íàáîðà íîìåðîâ øàðîâ ñ÷èòàþòñÿ ðàç-ëè÷íûìè, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ ñîñòàâîì èëè ïîðÿäêîì íîìåðîâ.4) Âûáîð áåç ó÷åòà ïîðÿäêà: äâà íàáîðà íîìåðîâ øàðîâ ñ÷èòàþòñÿ ðàç-ëè÷íûìè, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ ñîñòàâîì. Íàáîðû, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøüïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ íîìåðîâ, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.3 Êîëè÷åñòâî íàáîðîâ ñ âîçâðàùåíèåì è ñ ó÷åòîì ïîðÿäêàÎáùåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ ïðè âûáîðå k ýëåìåíòîâ èç n ñâîçâðàùåíèåì è ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà ðàâíÿåòñÿ nk.4 ×èñëî ðàçìåùåíèéÎáùåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ ïðè âûáîðå k ýëåìåíòîâ èç n áåçâîçâðàùåíèÿ è ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà ðàâíÿåòñÿAkn = n(n � 1) � : : : � (n � k + 1) = n!(n� k)!è íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k.Ñëåäñòâèå: Åñëè â ìíîæåñòâå n ýëåìåíòîâ, òî ñóùåñòâóåò ðîâíî n! ïåðå-ñòàíîâîê ýòèõ ýëåìåíòîâ. 22



5 ×èñëî ñî÷åòàíèéÎáùåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ ïðè âûáîðå k ýëåìåíòîâ èç n áåçâîçâðàùåíèÿ è áåç ó÷åòà ïîðÿäêà ðàâíÿåòñÿCkn = Aknk! = n!k!(n � k)!è íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k.6 ×èñëî ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìèÎáùåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ ïðè âûáîðå k ýëåìåíòîâ èç n ñâîçâðàùåíèåì è áåç ó÷åòà ïîðÿäêà ðàâíÿåòñÿCkn = Ckn+k�1è íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k.7 Ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíòÑëó÷àéíûì íàçûâàþò ýêñïåðèìåíò, ðåçóëüòàò êîòîðîãî íåëüçÿ ïðåäñêà-çàòü çàðàíåå, íî êîòîðûé ìîæíî âîñïðîèçâåñòè â îäíèõ è òåõ æå óñëîâèÿõ.8 Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâÏðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ 
 íàçûâàþò ìíîæåñòâî, ñîäåð-æàùåå âñå âîçìîæíûå ðåçóëüòàòû äàííîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà, èçêîòîðûõ â ýêñïåðèìåíòå ïðîèñõîäèò ðîâíî îäèí. Ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæå-ñòâà íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè è îáîçíà÷àþò áóêâîé !.9 ÑîáûòèÿÑîáûòèÿìè ìû áóäåì íàçûâàòü ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà 
. Ãîâîðÿò,÷òî â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà ïðîèçîøëî ñîáûòèå A � 
, åñëè â ýêñïå-ðèìåíòå ïðîèçîøåë îäèí èç ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâîA.10 Äîñòîâåðíîå ñîáûòèåÄîñòîâåðíûì íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå îáÿçàòåëüíî ïðîèñõîäèò âðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà, ò.å. åäèíñòâåííîå ñîáûòèå, âêëþ÷àþùåå âñå ýëå-ìåíòàðíûå èñõîäû � ñîáûòèå 
. 23



11 Íåâîçìîæíîå ñîáûòèåÍåâîçìîæíûì íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå íå ìîæåò ïðîèçîéòè â ðå-çóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà, ò.å. ñîáûòèå, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòàð-íîãî èñõîäà � ïóñòîå ìíîæåñòâî ?. Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà ? � 
.12 Îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìèÎáúåäèíåíèåì A [ B ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå âòîì, ÷òî ïðîèçîøëî ëèáî A, ëèáî B, ëèáî îáà ñîáûòèÿ îäíîâðåìåííî. Íàÿçûêå òåîðèè ìíîæåñòâ A[B åñòü ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå êàê ýëåìåíòàð-íûå èñõîäû èç ìíîæåñòâà A, òàê è èç ìíîæåñòâà B.Ïåðåñå÷åíèåì A \ B ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå âòîì, ÷òî ïðîèçîøëè îáà ñîáûòèÿ A è B îäíîâðåìåííî. Íà ÿçûêå òåîðèèìíîæåñòâ A \B åñòü ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû âõîäÿ-ùèå îäíîâðåìåííî â ìíîæåñòâà A è B.ÄîïîëíåíèåìAnB ñîáûòèÿ B äî A íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì,÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå A, íî íå ïðîèçîøëî ñîáûòèå B. Ò.å. ìíîæåñòâî AnBñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûå èñõîäû, âõîäÿùèå â ìíîæåñòâî A, íî íå âõîäÿùèåâ ìíîæåñòâî B.Ïðîòèâîïîëîæíûì (èëè äîïîëíèòåëüíûì) ê ñîáûòèþ A íàçûâàåòñÿ ñî-áûòèå A = 
nA, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ñîáûòèå A â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòàíå ïðîèçîøëî. Ò.å. ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, íå âõî-äÿùèõ â A.Ãîâîðÿò, ÷òî ñîáûòèå A âëå÷åò ñîáûòèå B, è ïèøóò A � B, åñëè âñå-ãäà, êàê òîëüêî ïðîèñõîäèò ñîáûòèå A, ïðîèñõîäèò è ñîáûòèå B. Íà ÿçûêåòåîðèè ìíîæåñòâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî A ñîäåðæèòñÿ â B (A � ïîä-ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà B).13 Íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿÑîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, åñëè A\B = ?, ò.å. îíè íåìîãóò ïðîèçîéòè îäíîâðåìåííî.Ñîáûòèÿ A1; : : : ; An íàçûâàþòñÿ ïîïàðíî íåñîâìåñòíûìè, åñëè ñîáûòèÿAi è Aj íåñîâìåñòíû äëÿ ëþáûõ i 6= j, ãäå 1 6 i; j 6 n.14 Äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâÏðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì, åñëè îíîêîíå÷íî èëè ñ÷åòíî 
 = f!1; !2; : : : ; !n; : : :g.24



15 Âåðîÿòíîñòü íà äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõî-äîâÏóñòü 
 � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Ïîñòàâèìêàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó èñõîäó !i 2 
 â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî pi 2 [0; 1] òàê,÷òî X!i2
 pi = 1Íàçîâåì ÷èñëî pi âåðîÿòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà !i. Âåðîÿòíîñòüþ ñî-áûòèÿ A íàçîâåì ÷èñëî P(A) = X!i2A piðàâíîå ñóììå âåðîÿòíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâîA. Â ñëó÷àå A = ? ïîëîæèì P(A) = 0.16 Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòèÏðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ èñõî-äîâ, ñîñòîÿùèì èç êîíå÷íîãî ÷èñëà N ýëåìåíòîâ 
 = f!1; !2; : : : ; !Ng.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç êàêèõ-ëèáî ñîîáðàæåíèé ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ýëåìåí-òàðíûå èñõîäû ðàâíîâîçìîæíûìè, ò.å. èìåþùèìè ðàâíûå âåðîÿòíîñòè. Òî-ãäà âåðîÿòíîñòü ëþáîãî èç íèõ ðàâíà 1=N .Åñëè ñîáûòèå A = f!i1 ; !i2 ; : : : ; !ikg ñîñòîèò èç k ýëåìåíòàðíûõ èñõî-äîâ, òî âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà îòíîøåíèþ k=NP(A) = pi1 + : : :+ pik = k � 1N = jAjj
jãäå ñèìâîëîì jAj îáîçíà÷åíî ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A, j
j =N . Ôîðìóëó P(A) = jAj=j
j ÷èòàþò òàê ¾âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà îò-íîøåíèþ ÷èñëà èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ A, ê îáùåìó ÷èñëóèñõîäîâ¿.17 Íåïðåðûâíîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâÏðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ 
 íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëèòî÷êè â 
 ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòüþ �(!), ïðè÷åìZ
 �(!)d! = 125



18 Âåðîÿòíîñòü íà íåïðåðûâíîì ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñ-õîäîâÂ ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ 
, êîãäàòî÷êè â 
 ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòüþ �(!) âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A � 
îïðåäåëÿåòñÿ êàê P(A) = ZA �(!)d!19 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòüÐàññìîòðèì êàêîå-íèáóäü ìíîæåñòâî 
 â Rn (íà ïðÿìîé, íà ïëîñêîñòè,â ïðîñòðàíñòâå). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåðà 
 (äëèíà, ïëîùàäü, îáúåì, ñîîò-âåòñòâåííî) êîíå÷íà. Ïóñòü ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ñëó÷àéíîì âûáîðå òî÷êèèç ìíîæåñòâà 
. Òåðìèí ¾ñëó÷àéíûé¿ îçíà÷àåò, ÷òî âûáîð ëþáîé òî÷êèìíîæåñòâà ðàâíîâîçìîæåí. Ïóñòü A � 
 � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî. Ðàñ-ñìîòðèì ñîáûòèå A, êîòîðîå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ òî÷êàïîïàëà â ìíîæåñòâî A.Ýêñïåðèìåíò óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ¾ãåîìåòðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âå-ðîÿòíîñòè¿, åñëè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A íå çàâèñèò îò ôîðìû èëè ðàñïî-ëîæåíèÿ A âíóòðè 
, à çàâèñèò ëèøü îò ìåðû ìíîæåñòâà A è ïðîïîðöèî-íàëüíà ýòîé ìåðå P(A) = mes(A)mes(
)ãäå mes(A) îáîçíà÷àåò ìåðó ìíîæåñòâà A (äëèíó, ïëîùàäü, îáúåì è ò.ä.).20 Ñèãìà-àëãåáðà ñîáûòèéÌíîæåñòâî S, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà
 (íå îáÿçàòåëüíî âñå) íàçûâàåòñÿ �-àëãåáðîé (�-àëãåáðîé ñîáûòèé), åñëèâûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ1) 
 2 S2) åñëè A 2 S, òî A 2 S3) åñëè A1; A2; : : : 2 S, òî A1 [A2 [ : : : 2 S21 Àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòèÏóñòü 
 � ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, S � �-àëãåáðà åãî ïîä-ìíîæåñòâ (ñîáûòèé). Âåðîÿòíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ P : S ! R, îá-ëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè1) äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A 2 S âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî P(A) > 026



2) äëÿ ëþáîãî ñ÷åòíîãî íàáîðà ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèéA1; A2; : : : 2 S èìååò ìåñòî ðàâåíñòâîP 1[i=1Ai! = 1Xi=1 P(Ai)3) âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà åäèíèöå P(
) = 122 Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòåé1) Âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà íóëþP(?) = 02) Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèéA1; A2; : : : ; An 2 S èìååò ìåñòî ðàâåíñòâîP n[i=1Ai! = nXi=1 P(Ai)3) Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A âûïîëíåíîP(A) +P(A) = 14) Åñëè A � B, ò.å. ñîáûòèå A âëå÷åò çà ñîáîé ñîáûòèå B, òîP(A) 6 P(B)5) Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A, BP(A [B) = P(A) +P(B)�P(A \B)6) Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A, BP(A [B) 6 P(A) +P(B)23 Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòüÓñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáû-òèå B, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî P(AjB) = P(A \ B)P(B)Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü îïðåäåëåíà òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà P(B) > 0.27



24 Âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ñîáûòèéÄëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A, B âåðíî ðàâåíñòâîP(A \B) = P(A) �P(BjA) = P(B) � P(AjB)åñëè âñå ó÷àñòâóþùèå â íåì óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè îïðåäåëåíû.25 Íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèéÑîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëèP(A \ B) = P(A) �P(B)26 Ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé, ãèïîòåçûÊîíå÷íûé èëè ñ÷åòíûé íàáîð ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé H1; H2; : : :òàêèõ, ÷òî P(Hk) > 0 äëÿ âñåõ k è H1 [ H2 [ : : : = 
, íàçûâàåòñÿ ïîëíîéãðóïïîé ñîáûòèé èëè ðàçáèåíèåì ïðîñòðàíñòâà 
.Ñîáûòèÿ H1; H2; : : :, îáðàçóþùèå ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé, ÷àñòà íàçû-âàþò ãèïîòåçàìè.27 Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòèÏóñòü äàíà ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé H1; H2; : : :. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ëþáî-ãî ñîáûòèÿ A ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëåP(A) =Xk P(Hk) � P(AjHk)28 Ôîðìóëà ÁàéåñàÏóñòü H1; H2; : : : � ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé, è A � íåêîòîðîå ñîáûòèå,âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî ïîëîæèòåëüíà. Òîãäà óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òîèìåëî ìåñòî ñîáûòèå Hk, åñëè â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà íàáëþäàëîñü ñî-áûòèå A, ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëåP(HkjA) = P(Hk) � P(AjHk)P(A)29 Ñõåìà ÁåðíóëëèÑõåìîé Áåðíóëëè íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ â ñîâî-êóïíîñòè èñïûòàíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ âîçìîæíû ëèøü äâà èñõîäà �¾óñïåõ¿ è ¾íåóäà÷à¿, ïðè ýòîì óñïåõ â îäíîì èñïûòàíèè ïðîèñõîäèò ñ âåðî-ÿòíîñòüþ p 2 (0; 1), à íåóäà÷à � ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1� p.28



30 Ôîðìóëà ÁåðíóëëèÎáîçíà÷èì ÷åðåç Pn(k) � âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü k óñïåõîâ â n èñïûòà-íèÿõ ñõåìû Áåðíóëëè. Äëÿ ëþáîãî k = 0; 1; : : : ; n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâîPn(k) = Cknpk(1� p)n�k = Cknpkqn�k31 Òåîðåìà ÏóàññîíàÏóñòü n ! 1 è pn ! 0, òàê, ÷òî npn ! � > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k > 0âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü k óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ ñõåìû Áåðíóëëè ñ âåðîÿò-íîñòüþ óñïåõà pn ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå �ke��=k!Cknpkn(1� pn)n�k ! �kk! e��32 Ôóíêöèÿ ÃàóññàÔóíêöèÿ '(x) = 1p2� e� x22íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãàóññà, à åå ãðàôèê � êðèâîé âåðîÿòíîñòåé.33 Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-ËàïëàñàÏóñòü p 6= 0, p 6= 1. Òîãäà âåðîÿòíîñòü Pn(k) ïîëó÷èòü k óñïåõîâ â n èñ-ïûòàíèÿõ ñõåìû Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p ìîæåò áûòü âû÷èñëåíàïî ïðèáëèæåííîé ôîðìóëåPn(k) � 1pnpq � '�k � nppnpq �ãäå '(x) � ôóíêöèÿ Ãàóññà. Ýòà ôîðìóëà òåì òî÷íåå, ÷åì áîëüøå n.34 Ôóíêöèÿ ËàïëàñàÔóíêöèÿ �(x) = 1p2� xZ�1 e� t22 dtíàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàïëàñà. 29



35 Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-ËàïëàñàÏóñòü p 6= 0, p 6= 1. Òîãäà âåðîÿòíîñòü Pn(k1 6 k 6 k2) ïîëó÷èòü îò k1 äîk2 óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ ñõåìû Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p ìîæåòáûòü âû÷èñëåíà ïî ïðèáëèæåííîé ôîðìóëåPn(k1 6 k 6 k2) � ��k2 � nppnpq �� ��k1 � nppnpq �ãäå �(x) � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà. Ýòà ôîðìóëà òåì òî÷íåå, ÷åì áîëüøå n.36 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàÑëó÷àéíîé âåëè÷èíîéX íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿX = X(!),îïðåäåëåííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ 
 è òàêàÿ, ÷òî ïðèëþáîì äåéñòâèòåëüíîì x ìíîæåñòâî òåõ !, äëÿ êîòîðûõ X(!) < x, ïðèíàä-ëåæèò �-àëãåáðå ñîáûòèé äëÿ äàííîãî ýêñïåðèìåíòà.37 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûÔóíêöèÿ FX(x) äåéñòâèòåëüíîé x, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîéFX(x) = P(X < x)íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.38 Ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿÔóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè1) 0 6 FX(x) 6 1, �1 < x < +12) FX(�1) = 0, FX(+1) = 13) FX(x) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà âñåé îñè4) FX(x) � íåïðåðûâíàÿ ñëåâà, ò.å. limx!x0�0FX(x) = FX(x0)5) Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íà ïðîèçâîëüíûé èí-òåðâàë äåéñòâèòåëüíîé îñè [x1; x2) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîéP(x1 6 X < x2) = FX(x2)� FX(x1)39 Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàÑëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé, åñëè ìíîæåñòâî åå âîç-ìîæíûõ çíà÷åíèé fx1; x2; : : :g êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî.30



40 Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûÏåðå÷åíü âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì çíà÷åíèÿì âåðîÿòíîñòåé íàçûâàåòñÿ çàêîíîì ðàñ-ïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.41 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûÇíàÿ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ìîæíîâû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè P(X = xk) = pk > 0, Pk pk = 1 è åå ôóíêöèþ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ FX(x) = Xxk<xP(X = xk)ãäå ñóììèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå çíà÷åíèÿ èíäåêñà k, äëÿ êîòî-ðûõ xk < x.Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òîFX(xk + 0)� FX(xk) = P(X = xk)ò.å. ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èñïûòûâàåòñêà÷êè â òî÷êàõ x, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòüñîáûòèÿ fX = xg.42 Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòåéÑëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿíåîòðèöàòåëüíàÿ, èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ ôóíê-öèÿ fX(x), íàçûâàåìàÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ÷òî ïðèâñåõ x 2 R FX(x) = P(X < x) = xZ�1 fX(t)dt43 Ñâîéñòâà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåéÏëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-ìè1) fX(x) > 0, �1 < x < +12) +1Z�1 fX(x)dx = 131



3) Â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè fX(x)ddxFX(x) = fX (x)4) P(x1 6 X < x2) = x2Zx1 fX(x)dx44 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûÌàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ äåé-ñòâèòåëüíîå ÷èñëîmX =M(X) = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
Xk xkpkåñëè X � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà+1Z�1 xfX(x)dxåñëè X � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà45 Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûÄèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëîDX =M �(X �mX)2� = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
Xk (xk �mX)2pkåñëè X � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà+1Z�1 (x�mX)2fX(x)dxåñëè X � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà46 Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûÑðåäíåêâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿíåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî �X = pDX .47 Ðàñïðåäåëåíèå ÁåðíóëëèÄèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåííîé ïî çàêî-íó Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p 2 (0; 1), åñëè åå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû0; 1; 2; : : : ; n, à ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîéP(X = k) = Cknpk(1� p)n�k ; k = 0; 1; 2; : : : ; n32



48 Ðàñïðåäåëåíèå ÏóàññîíàÄèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåííîé ïî çà-êîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì � > 0, åñëè åå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû0; 1; 2; : : :, à ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîéP(X = k) = �kk! e�� ; k = 0; 1; 2; : : :49 Ðàâíîìåðíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿÍåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåííîé ðàâ-íîìåðíî íà îòðåçêå [a; b], åñëè åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåéïîñòîÿííà íà äàííîì îòðåçêåfX(x) = ( 0 åñëè x =2 [a; b]1b� a åñëè x 2 [a; b]50 Ïîêàçàòåëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿÍåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåííîé ïî ïî-êàçàòåëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðîì � > 0, åñëè åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-íèÿ âåðîÿòíîñòåé çàäàåòñÿ ôîðìóëîéfX(x) = � 0 åñëè x 6 0�e��x åñëè x > 051 Íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿÍåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåííîé ïî íîð-ìàëüíîìó (ãàóññîâñêîìó) çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè m 2 R è � > 0, åñëè ïëîò-íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé èìååò âèäfX(x) = 1�p2� e� (x�m)22�252 Ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûÅñëè êàæäîìó âîçìîæíîìó çíà÷åíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ïî îïðå-äåëåííîìó ïðàâèëó ' ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèè îäíî âîçìîæíîå çíà÷åíèåñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y , òî Y íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.33



53 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûÅñëè X � äèñêðåòíàÿ èëè íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ èçâåñò-íûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ è Y = '(X) � ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Y ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî ôîðìóëåmY =M(Y ) = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
Xk '(xk)P(X = xk)åñëè X � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà+1Z�1 '(x)fX(x)dxåñëè X � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà54 Äèñïåðñèÿ ôóíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûÅñëè X � äèñêðåòíàÿ èëè íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ èçâåñò-íûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ è Y = '(X) � ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,òî äèñïåðñèÿ Y ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëåDY =M �(Y �mY )2� = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
Xk ('(xk)�mY )2P(X = xk)åñëè X � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà+1Z�1 ('(x)�mY )2fX(x)dxåñëè X � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà55 Êîððåëÿöèîííûé ìîìåíòÊîððåëÿöèîííûé ìîìåíò (èëè êîâàðèàöèÿ) äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç KXY èëè cov(X;Y ) è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëåKXY = cov(X;Y ) =M ((X �mX)(Y �mY ))56 Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ1) Äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X, Y è ïîñòîÿííûõ a, b, c ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî M (aX + bY + c) = aM(X) + bM(Y ) + c2) M(XY ) =M(X)M(Y ) +KXY34



57 Ñâîéñòâà äèñïåðñèè1) Äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X, Y è ïîñòîÿííûõ a, b, c ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî D (aX + bY + c) = a2D(X) + b2D(Y ) + 2abKXY2) D(XY ) = D(X)D(Y ) +m2XD(Y ) +m2YD(X)58 Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-íûÅñëè X � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è Y = '(X), òî Y � òàê-æå äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðè÷åì åå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ yk ='(xk). Åñëè âñå yk ðàçëè÷íû, òî P(Y = yk) = P(X = xk). Åñëè æå ñðåäè ykèìåþòñÿ îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, òîP(Y = yk) = Xi:'(xi)=ykP(X = xi)ò.å. íåîáõîäèìî ñëîæèòü âåðîÿòíîñòè òåõ çíà÷åíèé xi, äëÿ êîòîðûõ '(xi) =yk.59 Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè-÷èíûÅñëè X � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è Y = '(X), ïðè÷åì '(x) �ìîíîòîííàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî Y � òàêæå íåïðå-ðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðè÷åìFY (y) = P(Y < y) = '�1(y)Z�1 fX(x)dxfY (y) = F 0Y (y) = fX �'�1(y)� ����d'�1(y)dy ����ãäå '�1(y) � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê '(x).60 Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ×åáûøåâàÅñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò êîíå÷íûé ïåðâûé àáñîëþòíûé ìî-ìåíòM(jXj), òî 8� > 0 P(jXj > �) 6 M(jXj)�35



61 Âòîðîå íåðàâåíñòâî ×åáûøåâàÅñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò êîíå÷íûé âòîðîé ìîìåíòM �X2�, òî8� > 0 P(jX �mX j > �) 6 DX�262 Ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòèÏîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1; X2; : : : íàçûâàåòñÿ ñõîäÿ-ùåéñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ïðè n !1 ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå X (êðàòêîå îáî-çíà÷åíèå Xn p�! X ïðè n!1), åñëè 8� > 0limn!1P(jXn �Xj > �) = 063 Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë (òåîðåìà ×åáûøåâà)Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X1; X2; : : : ïîïàðíî íåçà-âèñèìû, à èõ äèñïåðñèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþlimn!1 1n2 nXk=1D(Xk) = 0òî 8� > 0 limn!1P ����� 1n nXk=1Xk � 1n nXk=1M(Xk)�����! = 064 Ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòüÑîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäëåæàùèõ èçó÷åíèþ îáúåêòîâ èëè âîçìîæíûõ ðå-çóëüòàòîâ âñåõ ìûñëèìûõ íàáëþäåíèé, ïðîâîäèìûõ â íåèçìåííûõ óñëîâè-ÿõ íàä îäíèì îáúåêòîì, íàçûâàåòñÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ.65 Âûáîðî÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü (âûáîðêà)Âûáîðî÷íîé ñîâîêóïíîñòüþ (âûáîðêîé) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü îáú-åêòîâ, îòîáðàííûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.66 Ðåàëèçàöèÿ âûáîðêèÊîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ âûáîðêè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé,íàçûâàþò ðåàëèçàöèåé âûáîðêè. 36



67 Âàðèàöèîííûé ðÿäÎïåðàöèÿ ðàñïîëîæåíèÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïî íåóáûâàíèþíàçûâàåòñÿ ðàíæèðîâàíèåì ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îá-ðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ âàðè-àöèîííûì ðÿäîì.68 ×àñòîòû âàðèàíò×èñëà nk, ïîêàçûâàþùèå, ñêîëüêî ðàç âñòðå÷àþòñÿ âàðèàíòû xk â ðÿäåíàáëþäåíèé, íàçûâàþòñÿ ÷àñòîòàìè, à èõ îòíîøåíèå ê îáúåìó âûáîðêè �îòíîñèòåëüíûìè ÷àñòîòàìè p�k, ò.å.p�k = nkn ; ãäå n = kXi=1 ni69 Ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿäÏåðå÷åíü âàðèàíòîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ÷àñòîò íàçûâàåòñÿ ñòàòè-ñòè÷åñêèì ðÿäîì.70 Ýìïèðè÷åñêàÿ (ñòàòèñòè÷åñêàÿ) ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿÝìïèðè÷åñêîé (ñòàòèñòè÷åñêîé) ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàåò-ñÿ ôóíêöèÿ F �n(x), îïðåäåëÿþùàÿ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ x îòíîñèòåëüíóþ÷àñòîòó ñîáûòèÿ fX < xg F �n(x) = p�(X < x)Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè óäîáíî F �n (x) çàïèñàòü ââèäå F �n (x) = nxnãäå n � îáúåì âûáîðêè, nx � ÷èñëî íàáëþäåíèé, ìåíüøèõ x.71 Âûáîðî÷íîå ñðåäíååÏóñòü fxi; nig, i = 1; 2; 3; : : : ; k � ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âûáîðêèîáúåìà n. Âûáîðî÷íûì ñðåäíèì xâ íàçûâàåòñÿ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîåâñåõ çíà÷åíèé âûáîðêè xâ = 1n kXi=1 xi � ni = kXi=1 xi � p�i37



72 Âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿÏóñòü fxi; nig, i = 1; 2; 3; : : : ; k � ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âûáîðêèîáúåìà n. Âûáîðî÷íîé äèñïåðñèåé Dâ íàçûâàåòñÿ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîåêâàäðàòîâ îòêëîíåíèé çíà÷åíèé âûáîðêè îò âûáîðî÷íîé ñðåäíåé xâ, ò.å.Dâ = 1n kXi=1(xi � xâ)2 � ni = kXi=1(xi � xâ)2 � p�i73 Âûáîðî÷íàÿ ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèåÂûáîðî÷íîå ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå âûáîðêè îïðåäåëÿåòñÿôîðìóëîé �â =qDâãäå Dâ � âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ âûáîðêè.
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