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Введение 
Изображение есть подобие с отличительными 
свойствами первообраза, вместе с тем имеющее и 
некоторое в отношение к нему различие. 

Иоанн Дамаскин 

Формирование изображений играет важную роль в жизнедеятельности 
человека. Большую часть информации об окружающих предметах и их 
свойствах человек получает посредством изображений, формируемых его 
зрительной системой. Для человека изображение – это процесс мгновенного 
«среза» действительности, создания реального представления о ней. 
Ограничения зрительного аппарата (такие как ограниченные пространственное 
разрешение и пороговая контрастность, ограниченная спектральная 
чувствительность и другие), а так же удалённость одних и микроскопичность 
других объектов определяют потребность человека в использовании 
разнообразных оптических приборов, формирующих изображение для 
последующего наблюдения или регистрации. В настоящее время формирование 
изображений используется не только для преодоления ограничений зрительной 
системы человека, но и в процессах не связанных со зрением (например, в 
процессе бесконтактных оптических измерений, в процессе 
фотолитографической проекции и других). 

Физически формирование оптического изображения заключается в 
преобразовании различными оптическими системами света, излучаемого, 
отражаемого или пропускаемого реальными объектами. Объекты существуют в 
пространстве предметов, а изображение формируется в пространстве 
изображений. Свет, приходящий из пространства предметов, оптическая 
система преобразует в распределение энергии в пространстве изображений. 
Обычно анализируется распределение интенсивности на некоторой 
поверхности в пространстве изображений, которая называется поверхностью 
анализа. Такое распределение называется воздушным изображением. 
Полученное распределение интенсивности может быть зарегистрировано с 
использованием какого-либо приёмника изображения. Зарегистрированные 
изображения могут иметь различную физическую природу и называться по-
разному (например, фотографии, голограммы, цифровые изображения). 

Сложная природа световых явлений, происходящих в процессе 
формирования изображения, требует для своего описания применения теорий, 
построенных на основе различных концепций. Выбор теории, на основе 
которой строится модель, определяется характером светового явления. Ряд 
оптических явлений, имеющих важное практическое значение, могут быть 
описаны простыми моделями геометрической (лучевой) оптики [3, 18], в 
основу которой положена концепция прямолинейного распространения света и 
понятие световых лучей. Например, с использованием геометрической оптики 
объясняются преломление и отражение света на поверхностях раздела двух 
сред. Интерференция, дифракция и поляризация света описываются волновой 
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оптикой [1, 3], которая основана на предположении о том, что свет является 
электромагнитной волной. Сложные процессы оптического излучения и 
взаимодействия света с веществом описываются квантовой оптикой [1], в 
которой свет представляется в виде потока фотонов – световых квантов. 

Для создания модели формирования изображения оптической системой 
необходимо выявить основные явления, играющие определяющую роль в этом 
процессе. При формировании оптического изображения не происходит 
поглощения световой энергии с преобразованием в электрическую, 
химическую, тепловую или другие виды энергии. Поэтому, для описания света 
при анализе работы оптической системы не требуется привлечение квантовой 
теории. Свет, проходящий через оптическую систему, преломляется и 
отражается на поверхностях раздела оптических сред, а главное – претерпевает 
дифракцию на оправах и диафрагмах. Дифракционные явления играют 
определяющую роль при формировании изображения, а значит, методы 
волновой оптики должны быть основой для адекватного моделирования этого 
явления. 

Глава 1 посвящена описанию света на основе электромагнитной теории. В 
ней вводится концепция монохроматического поля, описываются его 
характеристики и свойства. В главе 2 рассматриваются дифракционные 
явления, происходящие в оптической системе при формировании изображения. 
Представлена модель распространения комплексной амплитуды поля через 
оптическую систему, построенная на основе концепции дифракции только на 
апертурной диафрагме. Затем описываются модели формирования изображений 
самосветящихся и освещаемых предметов. Особое внимание уделяется 
формированию изображения при различных условиях освещения предмета. 

Для описания формирования изображений и анализа их качества может 
использоваться альтернативный подход, основанный на теории сигналов. Этот 
подход рассматривается в главе 3. Оптическая система представляется в виде 
преобразователя сигналов, для которого входным сигналом является предмет, а 
выходным – изображение. Использование подхода на основе теории сигналов 
позволяет получить передаточные функции, напрямую связывающие предмет и 
изображение, не только для оптических систем, но и для других 
преобразователей, входящих в состав изображающей системы. 

Глава 4 посвящена особенностям компьютерной реализации 
моделирования формирования изображений. Развитие и широкое 
распространение компьютерной техники сделало возможным решение задачи 
моделирования изображений разнообразных предметов с учётом различных 
факторов (условий освещения, влияния оптической системы и других). 
Благодаря правильному осуществлению дискретизации функций и 
использованию быстрых алгоритмов, можно реализовать адекватное и точное 
моделирование с высокой вычислительной эффективностью.  

В заключение приводятся приложение с описанием систем канонических 
координат, приложение с описанием свойств преобразования Фурье и 
справочными таблицами фурье-образов некоторых функций, а так же список 
основной и дополнительной литературы. 
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Параметры в пространстве предметов и в пространстве изображений, 
имеющие подобный смысл обозначаются одними и теми же символами, но 
параметры, относящиеся к пространству изображений, отмечаются штрихом. 
Например, положение точки в пространстве предметов обозначается ( )zyx ,, , а 
соответствующая ей точка в пространстве изображений – ( )zyx ′′′ ,, . Функция 
распределения интенсивности в пространстве предметов обозначается ( )zyxI ,, , 
а в пространстве изображений – ( )zyxI ′′′′ ,, . Другие используемые обозначения 
приведены далее в списке. 

Список основных обозначений 

A  – аналитический сигнал; 
A  – обобщённая апертура; 
a  – амплитуда; 
B  – яркость; 
c  – скорость распространения света; 
D – оптическая передаточная 
функция; 
E  – электрическая напряжённость; 
E  – эйконал; 
F  – оператор преобразования Фурье; 
f  – зрачковая функция; 
H – магнитная напряжённость; 
H – обобщённая светосила; 
h  – функция рассеяния точки 
(импульсный отклик); 
I  – интенсивность; 

12J  – взаимная интенсивность; 
K – дифракционная функция; 
k  – контраст; 
L  – изображающий оператор; 
M – модуляционно-передаточная 
функция; 
n  – показатель преломления; 
R  – область определения функции; 
S  – функция рассеяния линии; 
s  – обобщённая пространственная 
частота; 
T  – период; 
T  – комплексное пропускание 
предмета; 
 
 
 

t  – время; 
U  – комплексная амплитуда поля; 
V  – скалярное возмущение; 
V  – обобщённое увеличение; 
υ  – скорость; 
W – волновая аберрация; 
 
α  – угол дифракции; 
δ  – дельта-функция Дирака; 
ε  – диэлектрическая проницаемость; 
Φ – поток; 
Φ  – фазово-передаточная функция; 
ϕ  – фаза; 
η  – обобщённая предметная 
координата; 
λ  – длина волны; 
μ  – магнитная проницаемость; 

12μ – степень когерентности; 
ν  – пространственная частота; 
ρ  – обобщённая зрачковая 
координата; 
σ  – коэффициент когерентности; 
τ  – амплитудное пропускание; 
ω  – частота гармонических 
колебаний; 
ψ  – разность фаз; 
ξ  – каноническая координата на 
источнике. 
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Глава 1. Основы электромагнитной теории света 
Свет является электромагнитным возмущением, 
распространяющимся через поле в соответствии с 
законами электромагнетизма. 

Джеймс Максвелл 

1.1. Моделирование распространения света 
Задача моделирования формирования оптических изображений решается с 

использованием моделей и методов волновой оптики, в основу которой 
положено представление о распространении света в виде электромагнитных 
волн. Вообще, электромагнитная теория описывает взаимодействие между 
электрически заряженными частицами или телами. Это взаимодействие 
осуществляется посредством электромагнитного поля – особой формы 
материи, связывающей части в единые системы и передающей с конечной 
скоростью действия одних частей этой системы на другие. Для описания 
электромагнитного поля используются уравнения Максвелла [1, 3], которые для 
случая однородной среды можно записать следующим образом: 

tc ∂
∂
⋅−=

HE μrot ; (1.1) 

tc ∂
∂
⋅=

EH εrot ; (1.2) 

0div =E ; (1.3) 
0div =H , (1.4) 

где E  – напряжённость электрического поля, H  – напряжённость магнитного 
поля, c  – электродинамическая постоянная, равная скорости распространения 
электромагнитных волн в вакууме, μ  – магнитная проницаемость среды, ε  – 
диэлектрическая проницаемость среды, t∂∂  – оператор дифференцирования по 
времени, rot  – ротор векторного поля, а div  – дивергенция векторного поля. В 
декартовых координатах ротор и дивергенция напряжённости электрического 
поля (впрочем, как и магнитного) определяются следующими выражениями [4]: 

kjiE ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂
+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
−

∂
∂

=
y

E
x

E
x

E
z

E
z

E
y

E xyzxyzrot ; (1.5) 

z
E

y
E

x
E zyx

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=Ediv . (1.6) 

В теории электродинамики уравнения Максвелла имеют следующий 
смысл [21]. Уравнение (1.1) представляет собой обобщение закона 
электромагнитной индукции Фарадея и выражает идею Максвелла о том, что с 
переменным магнитным полем неразрывно связано вихревое индуктированное 
электрическое поле независимо от того, находятся в нём проводники или нет. 
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Уравнение (1.2) является обобщением закона полного тока и показывает, что 
переменное электрическое поле, так же как и электрический ток, является 
источником магнитного поля. Уравнение (1.3) выражает факт отсутствия 
статического электрического поля в вакууме. Уравнение (1.4) постулирует 
отсутствие магнитных зарядов. Таким образом, переменные электрическое и 
магнитное поля неразрывно связаны друг с другом, образуя единое 
электромагнитное поле. Возмущение, возникшее в каком-либо месте 
пространства, становится источником возмущений в соседних областях 
пространства. От этих областей системы возмущение переходит к смежным с 
ними, распространяясь от точки к точке в виде электромагнитной волны. 

Теория электромагнитного поля была разработана Максвеллом на основе 
анализа явлений электричества и магнетизма, но экспериментальные данные, 
полученные различными исследователями [1], показали, что скорость 
распространения электромагнитных волн и скорость света совпадают. Это 
позволило Максвеллу сделать заключение о том, что свет представляет собой 
электромагнитную волну [3]. 

Из системы уравнений Максвелла (1.1 – 1.4) можно вывести волновые 
уравнения [1, 3], которые описывают распространение электромагнитных волн: 

01
2

2

2 =⋅−Δ
t∂

∂
υ

EE ; 01
2

2

2 =⋅−Δ
t∂

∂
υ

HH , (1.7) 

где 222222 zyx ∂∂∂∂∂∂ ++=Δ  – оператор Лапласа [4], εμυ c=  – 
скорость распространения волны в среде, 22 t∂∂  – вторая производная по 
времени. Решением этих уравнений являются функции описывающие 
изменения электрической напряжённости ( )t,rE  и магнитной напряжённости 
( )t,rH  в пространстве и во времени (r  – радиус-вектор в некоторой декартовой 

системе координат, t  – время). 
При решении задач моделирования изображений рассматривается 

распространение света в однородной среде в пространстве, свободном от токов 
и зарядов. В этом случае каждая из декартовых компонент векторов 
электромагнитного поля удовлетворяет волновому уравнению [3]. Поле в 
каждой точке такого пространства в каждый момент времени удобно описывать 
скалярным возмущением ( )t,V r , которое удовлетворяет одному волновому 
уравнению: 

0V1V 2

2

2 =⋅−Δ
t∂

∂
υ

. (1.8) 

Вместо скалярной функции V  в волновое уравнение (1.8) можно подставить 
любую составляющую векторов электрической или магнитной напряжённости 
и оно останется справедливым. 

Для моделирования световых явлений часто используются понятие 
монохроматического поля [3], в котором возмущение ( )t,V r , вызванное волной 
в некоторой точке пространства, зависит только от времени, и эта зависимость 
не произвольная, а гармоническая: 
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( ) ( )( ) ( )( )rrrrr ϕϕω −⋅=−⋅= kctVtVt cos)(cos)(,V , (1.9) 
где ( )rϕ  – фаза, а kc=ω  – циклическая частота гармонических колебаний, 

λπ2=k  – волновое число, λ  – длина волны. В этом случае вместо 
действительной функции ( )t,V r  удобнее использовать комплексную функцию 
( )t,A r , которая называется аналитическим сигналом [3]. Вещественная часть 

этой функции представляет собой скалярное возмущение V : 
( )[ ] ( )tt ,V,ARe rr = . (1.10) 

Мнимая часть аналитического сигнала A  и скалярное возмущение V  связаны 
через преобразование Гильберта [3, 8]: 

( )[ ] ( )
∫
+∞

∞−

′
−′
′

= td
tt
tt ,V1,AIm rr

π
, (1.11) 

где t′  – смещение во времени относительно t . Таким образом, 
монохроматическое поле описывается аналитическим сигналом, который 
может быть представлен в экспоненциальной форме: 

( ) ( ) ikcteUt −⋅= rr,A . (1.12) 
Комплексная функция ( )rU  зависит только от координат рассматриваемой 

точки и называется комплексной амплитудой поля [3]. Как и любую другую 
комплексную функцию её можно представить в виде: 

( ) ( ) ( )rrr ϕieaU ⋅= , (1.13) 
где ( ) ( )rr Ua =  – амплитуда поля, а ( ) ( )[ ]rr Uarg=ϕ  – фаза поля. Часто вместо 
фазы используется понятие эйконала поля [3], которое определяется 
следующим образом: 

( ) ( ) ( )λ
π

ϕϕ
2

rrr ==
k

E . (1.14) 

Как видно из последней части выражения (1.14), эйконал удобно измерять в 
длинах волн. Если изменение эйконала кратно λ , то изменение фазы кратно 
π2 . 

При анализе распространения и состояния монохроматического поля 
также используется понятие волновой поверхности или волнового фронта [3]. 
Это геометрическое место точек, в которых фаза поля имеет одинаковые 
значения. Нормали к волновой поверхности представляют собой световые лучи, 
которые используются в качестве модели света в геометрической оптике [3, 18]. 
Путь l , который проходит волновой фронт в однородной среде вдоль 
некоторого луча, определяет значение фазы поля и связан с приращением 
эйконала следующим соотношением: 

( ) ( ) ( )2112 ,rrrr lnEE ⋅+= , (1.15) 

где εμ=n  – показатель преломления среды, в которой распространяется 
волна из точки с радиус-вектором 1r  в 2r . Произведение показателя 
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преломления однородной среды и геометрической длины пути в выражении 
(1.15) называется оптической длиной. 

Полученные выражения для описания монохроматических полей можно 
подставить в волновое уравнение. После подстановки вещественной части 
выражения (1.12) в уравнение (1.8) получается волновое уравнение для 
комплексной амплитуды, которое называется уравнением Гельмгольца [3]: 

( ) ( ) 022 =+Δ rr UnkU . (1.16) 
При анализе распространения светового возмущения обычно 

рассматривается именно изменение комплексной амплитуды поля. Это 
изменение называют распространением комплексной амплитуды поля или 
распространением поля. Таким образом, решение уравнения Гельмгольца 
позволит определить состояние поля в любой точке пространства. 

  

а) б) 
Рис. 1.1 Сечения сферического (а) и плоского (б) волнового фронта. 

Хорошо известными и полезными при описании оптических явлений 
являются решения уравнения (1.16), которые описывают плоскую и 
сферическую волну [1, 16]. Например, распространение поля в однородной 
среде вблизи точечного источника можно описать сферической волной (Рис. 1.1, 
а). В этом случае выражение для комплексной амплитуды поля имеет 
следующий вид: 

( )
r

eaU
ikr

⋅=r , (1.17) 

где a  – постоянная амплитуда волны, 222 zyxr ++=  – длина радиус-вектора 
рассматриваемой точки с координатами ( )zyx ,, . Распространение поля в 
однородной среде на бесконечном расстоянии от источника можно описать 
плоской волной (Рис. 1.1, б). В этом случае при распространении вдоль оси z  
комплексная амплитуда поля зависит только от координаты z : 

( ) ( ) ikzeazUU ⋅==r . (1.18) 

z

r

y

z

r
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Комплексная амплитуда поля – это величина, которую непосредственно 
наблюдать невозможно. Приёмники изображения не воспринимают 
комплексную амплитуду, так как они не могут регистрировать быстрые 
изменения поля с частотой 1510≈λc  с-1 [1, 16]. В силу инерционности любой 
приёмник реагирует на средний квадрат возмущения поля за время t , которое 
значительно больше периода колебаний ( )cλ=T . Эта усреднённая величина – 
интенсивность – пропорциональна квадрату модуля комплексной амплитуды 
поля ( )rU : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )rrrrr *2
T

T

2,U
T
1 UUUdttI ⋅=== ∫
−

. (1.19) 

Таким образом, монохроматическое поле в пространстве полностью 
определено, если известна длина волны λ  и комплексная амплитуда поля ( )rU  
в каждой точке пространства. Комплексная амплитуда монохроматического 
поля полностью определяет состояние поля, его интенсивность и, 
соответственно, реакцию приёмника. 

1.2. Суперпозиция световых волн с учётом их когерентности 
Необходимо напомнить, что монохроматическое поле – это 

математическая абстракция. Во-первых, комплексная амплитуда и фаза 
реального поля претерпевают нерегулярные флуктуации. Во-вторых, в поле, 
создаваемом реальным источником, частота волн не постоянна, а находится в 
некотором диапазоне ωΔ . Но поле можно считать квазимонохроматическим, 
если этот диапазон гораздо меньше среднего значения частоты ( )ωω <<Δ . 
Таким образом, для анализа поле можно представить как суперпозицию 
множества квазимонохроматических полей с различными длинами волн и 
различными комплексными амплитудами. Это возможно, так как световые 
волны разных частот и направлений распространяются независимо друг от 
друга [1, 3]. Кроме того, математически суперпозиция полей является 
следствием линейности волнового уравнения. Если комплексные амплитуды 
поля 1U , …, nU  являются решением волнового уравнения (1.16), то его 
решением оказывается и сумма полей: 

∑=
n

nUU . (1.20) 

Суперпозиция полей должна осуществляться с учётом их когерентных 
свойств. Когерентность – способность монохроматических электромагнитных 
волн коррелировать (интерферировать) между собой. Экспериментальным 
путём установлено [3], что в отличие от электромагнитных волн других типов 
световых волны имеют следующие особенности: 

 световые волны, исходящие из двух различных источников, не 
интерферируют; 

 световые волны, исходящие из различных точек одного источника, не 
интерферируют; 
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 световые волны, исходящие из одной точки источника, интерферируют 
только в том случае, когда разность их фаз не превышает некоторой 
небольшой величины. 
В электромагнитной теории света выделяют два типа когерентности: 

временная и пространственная [3, 7]. Временная когерентность – это 
способность световой волны интерферировать с запаздывающим, но не 
смещённым в пространстве, вариантом этой волны. Поля ( )t,U r  и ( )Δtt +,U r , 
приходящее со смещением во времени Δt , когерентны, если Δt  намного 
меньше времени когерентности, то есть ωΔΔt 1<< . Пространственная 
когерентность – это способность световой волны интерферировать со 
смещённым в пространстве, но не задержанным во времени, вариантом этой 
волны. В этом случае, поля ( )t,U 1r  и ( )t,U 2r  когерентны, если разность 
временных задержек, приобретаемых ими при прохождении расстояний 1r  и 2r  
от источника, намного меньше времени когерентности, то есть 
( ) ωΔcrr 112 <<− . При моделировании формирования и регистрации 
изображений важен именно этот тип когерентности. В этом случае когерентные 
свойства полей при их интерференции учитываются следующим образом [3]. 

Пусть 1U  и 2U  – комплексные амплитуды поля, которые обусловлены 
возмущением в точке источника, находящейся в начале системы координат. 
Тогда, согласно принципу суперпозиции комплексная амплитуда поля в точке 
на конце некоторого радиус-вектора r  в момент времени t  определяется как 
сумма ( ) ( ) ( )ttt ,U,U,U 21 rrr += , а интенсивность поля в этой точке 
определяется выражением, которое называют законом интерференции: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ψψIIIII −⋅⋅⋅++= 12122121 cos2 μrrrrr , (1.21) 

где 12μ  – комплексная степень когерентности двух волн [3], 12ψ  – эффективная 
разность фаз колебаний, 122 tωπψ =  – разность фаз, возникшая из-за разности 
хода интерферирующих волн от источника до рассматриваемой точки, 12t  – 
время задержки одной волны относительно другой. Модуль комплексной 
степени когерентности колебаний (или степень когерентности) находится в 
диапазоне 10 12 ≤≤ μ .  

В пространственно когерентном свете изменение амплитуды комплексных 
функций 1U  и 2U  происходит одновременно во всех точках. В этом случае 
степень когерентности 112 =μ . При этом фазы полей меняются согласованно, и 
их эффективная разность остаётся постоянной. Если разность фаз, возникшая 
из-за разности хода интерферирующих волн и эффективная разность фаз равны, 
то выражение (1.21) принимает вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
212121 2 rrrrrrr UUIIIII +=⋅++= . (1.22) 

В случае пространственно некогерентного света амплитуда и фаза 
комплексных функций 1U  и 2U  изменяются независимо во всех точках, 
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интерференционных эффектов не возникает, а 012 =μ . Выражение (1.21) 
принимает вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
2

2
121 rrrrr UUIII +=+= . (1.23) 

На практике чаще всего имеют дело с промежуточным случаем, когда 
колебания световых волн частично когерентны. Для наглядности выражение 
(1.21), можно преобразовать так: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+−⋅⋅++⋅= ψψIIIII 12212112 cos2 rrrrr μ
( ) ( ) ( )( )rr 21121 II +⋅−+ μ , (1.24) 

где первое слагаемое описывает интенсивность когерентной, а второе – 
некогерентной суперпозиции волн. Как видим, степень когерентности 
характеризует долю когерентной составляющей в суперпозиции 
интенсивностей при частично когерентных колебаниях. 

Таким образом, при моделировании распространения света можно 
рассмотреть распространение отдельных квазимонохроматических полей, а 
затем применить принцип суперпозиции с учётом их когерентных свойств. 

1.3. Моделирование дифракционных явлений 
При формировании изображения оптическими системами определяющее 

значение имеет явление дифракции. Понятие дифракция в оптике связано с 
нарушением прямолинейности распространения света [1, 3]. В теории 
дифракции решаются задачи описания распространения волн от одной точки 
пространства к другой, когда на их пути возникают различные препятствия 
(экраны, отверстия). 

 
Рис. 1.2 Принцип Гюйгенса 

В волновой теории под дифракцией понимают совокупность явлений, 
которые претерпевает поле при наличии препятствий его распространению. 

вторичные 
волновые 

поверхности 

первичная 
волновая 

поверхность 

новая волновая 
поверхность  

(как огибающая) 
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Существующая теория дифракции описывает распространение поля в 
соответствии с принципом Гюйгенса [3]. Задолго до открытия 
электромагнитной природы света, Гюйгенс предложил трактовать 
распространение света с использованием понятия волновых поверхностей 
(Рис. 1.2). 

Пусть известна какая-либо волновая поверхность. Тогда каждую точку 
этой поверхности можно рассматривать как вторичный источник колебаний, а 
затем, следующие волновые поверхности находить как огибающие 
сферических волн испускаемых этими точечными источниками. Френель дал 
математическую формулировку принципа Гюйгенса и предложил учитывать 
фазы колебаний, пришедших от различных точек, при их сложении [3]. 

Основная задача теории дифракции формулируется следующим образом. 
Пусть в точке M  комплексная амплитуда поля ( )MU r  известна. Необходимо 
найти поле в произвольной точке P , то есть комплексную амплитуду ( )PU r  
(Рис. 1.3). 

 
Рис. 1.3 Основная задача теории дифракции 

В соответствии с принципом Гюйгенса поле в точке P  находится как 
суперпозиция полей, приходящих в эту точку от различных точек поверхности 

MS . Выделим на ней некоторую элементарную площадку MdS . Действие поля 
от площадки MdS  в точке P  пропорционально комплексной амплитуде поля 
( )MU r  в точке M  и размеру площадки MdS , обратно пропорционально 

расстоянию r  между точками M  и P , а также зависит от наклона площадки к 
направлению MP . Зависимость ориентации данного элемента поверхности от 
наклона описывает функция ( )αK . Эйконал в точке P  будет отличаться на 
оптическую длину, равную произведению rn ⋅ . Таким образом, вклад 
комплексной амплитуды поля в точке M  в комплексную амплитуду поля в 
точке P  определяется следующим образом: 
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( ) ( ) ( ) M

iknr

MP dSK
r

eUdU α⋅⋅=
−

rr . (1.25) 

Для того чтобы получить полное поле в точке P , необходимо 
просуммировать действие всех элементарных площадок MdS  поверхности MS . 
Комплексная амплитуда ( )PU r  находится как интеграл по поверхности MS : 

( ) ( ) ( )∫∫ ⋅⋅=
−

MS
M

iknr

MP dSK
r

eUU αrr . (1.26) 

Выражение (1.26) является математической формулировкой принципа 
Гюйгенса и называется дифракционным интегралом или интегралом Гюйгенса-
Френеля [3]. Множитель re iknr−  в подынтегральном выражении описывает 
распространение элементарной вторичной сферической волны от поверхности 

MS  к поверхности PS . 
Существуют различные формы дифракционных интегралов [1, 3]. Они 

отличаются друг от друга множителем ( )αK , который описывает зависимость 
вклада в комплексную амплитуду поля от угла дифракции α . Независимо от 
формы дифракционного интеграла начальное значение этой функции 
( ) λiK 10 = . Френель полагал, что ( )αK  убывает от начального значения до 

нуля при изменении угла от 0 до 2π , но окончательное выражение не 
определил. Кирхгоф рассмотрел распространение сферических волн через 
отверстия, решая уравнение Гельмгольца (1.16) с учётом граничных условий, 
описывающих свойства экрана и отверстия, и пришёл к выводу, что 

( ) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
⋅=

2
cos11 α

λ
α

i
K . (1.27) 

В формулировке Рэлея-Зоммерфельда множитель ( )αK  определяется 
следующим образом: 

( ) ( )α
λ

α cos1
⋅=

i
K . (1.28) 

Применение дифракционного интеграла (1.26) для описания 
распространения поля имеет свои ограничения. В частности, при решении 
задачи дифракции на экране с отверстием выражение (1.26) справедливо, если 
точка P  удалена от поверхности MS  на расстояние гораздо большее длины 
волны. Для анализа дифракционных картин в области, прилегающей к экрану с 
отверстием, когда λ<r , следует непосредственно искать решение волнового 
уравнения с учётом жёстких граничных условий, описывающих свойства 
экрана и отверстия. Для расчёта дифракционных картин на достаточном 
удалении от экрана с отверстием, когда λ>>r , широко применяются 
приближённые и более простые решения задачи дифракции: приближение 
Френеля и приближение Фраунгофера. 

Приближение Френеля описывает дифракцию слаборасходящихся 
световых пучков [1], когда расстояние z  много больше области анализа (то есть 
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yxyxz ′′>>  , , , ), и расстояние r  (Рис. 1.3) можно определить приближённо 
следующим образом: 

( ) ( )
z

yyxxzr
2

22 ′−+′−
+= . (1.29) 

В приближении Френеля полагается, что экран с отверстием находится в 
плоскости xy , а дифракционная картина анализируется на плоскости yx ′′ , 
параллельной экрану и находящейся на расстоянии z  от него (Рис. 1.3). 
Зависимость ( )αK  полагается постоянной и равной константе λi1 . Подставляя 
выражение (1.29) в (1.26) и пренебрегая отличием r  от z , получаем: 

( ) ( )
( ) ( )[ ]

∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

′−+′−⋅−−
⋅⋅⋅=′′ dxdyeyxU

z
e

i
zyxU

yyxx
z

ikniknz 22

2,1,,
λ

. (1.30) 

Качественная особенность приближения Френеля заключается в 
изменении формы вторичных волновых поверхностей, которая, согласно 
выражению (1.30), является параболической, а не сферической. Выражение 
(1.30) представляет собой решение задачи дифракции в приближении Френеля, 
когда: 

 поверхность, на которой комплексная амплитуда известна, и поверхность 
анализа, на которой комплексная амплитуда должна быть определена, 
являются плоскостями; 

 расстояние между этими плоскостями много больше области, в которой 
осуществляется анализ комплексной амплитуды поля; 

 вклад вторичных волн в комплексную амплитуду поля не зависит от угла 
дифракции. 
Экспериментальные данные показывают [1], что, начиная с некоторого 

расстояния от экрана, распределение интенсивности поля перестает зависеть от 
координаты z . Дифракционная картина приобретает устойчивую структуру, 
вид которой зависит только от распределения поля в плоскости xy . Это 
свойство используется при решении задачи дифракции в приближении 
Фраунгофера. 

В отличие от подхода Френеля в приближении Фраунгофера для 
определения r  используется не z , а расстояние or  (Рис. 1.3) от некоторой 
базовой точки O  в области отверстия до точки P : 

222 yxzro ′+′+= . (1.31) 
Это делается из-за того, что на большом удалении от отверстия размеры 
картины дифракции достаточно велики и разница между r  и z  становится 
существенной. Если расстояние r  много больше области анализа, то его 
значение можно приближённо представить в виде следующей суммы: 

oo
o r

yyxx
r

yxrr
′+′

−
+

+=
2

22
. (1.32) 
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Рис. 1.4 Границы применения моделей дифракции 
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В приближении Фраунгофера поверхности анализа являются плоскостями, 
а зависимость от угла дифракции полагается равной константе λi1 . Подставляя 
выражение (1.32) в (1.26) и пренебрегая отличием r  от or , получаем: 

( ) ( )
( ) ( )

∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

′+′+−−
⋅⋅⋅⋅=′′ dxdyeeyxU

r
e

i
zyxU

yyxx
r

iknyx
r

ikn

o

iknr
oo

o
22

2,1,,
λ

. (1.33) 

Выражение (1.33) представляет собой решение задачи дифракции в 
приближении Фраунгофера. Из него следует, что в области больших значений 
z , а точнее, при 122 <<orkd , где 22 yxd +=  – начальный поперечный 
размер области анализа (светового пучка), устанавливается устойчивое угловое 
распределение поля. Расстояние 22kdrz od =≈  называется дифракционной 
длиной пучка. Область пространства, где dzz >> , называется зоной 
Фраунгофера или дальней зоной дифракции [1]. Для описания дифракционной 
картины в этой области выражение (1.33) можно упростить: 

( ) ( )
( )

∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

′+′−
⋅⋅⋅=′′ dxdyeyxU

r
e

i
zyxU

yyxx
r
ikn

o

iknr
o

o

,1,,
λ

. (1.34) 

Согласно выражению (1.34), которое представляет собой решение задачи 
дифракции в дальней зоне, качественной особенностью приближения 
Фраунгофера является замена сферических вторичных волновых фронтов на 
плоские. 

На рисунке 1.4 представлены области применения различных решений 
задачи дифракции в зависимости от расстояния z  между экраном с отверстием 
диаметром 50 мкм и поверхностью анализа. Рассматривается распространение 
волн с длиной 365 нм и 680 нм (границы видимого диапазона) в воздухе. 
Пределы применения того или иного приближения весьма условны, но для 
оценки порядка величин на рисунке отмечены ключевые значения расстояний 
(без соблюдения масштаба). При этом для оценки границ применимости 
приближения Френеля принято, что анализ дифракционных картин ведётся на 
плоскости в области с диаметром 200 мкм, то есть в 4 раза больше отверстия. 

Таким образом, выбор той или иной модели определяется размерами 
области анализа и расстоянием, которое проходит поле от поверхности, на 
которой его комплексная амплитуда известна, до поверхности анализа. 
Например, для моделирования интегральной оптики [25], в которой волны 
проходят расстояния порядка десятков длин волн, следует использовать 
решения задачи дифракции в более строгих формулировках Френеля-Кирхгофа 
или Рэлея-Зоммерфельда. Но для моделирования дифракционных явлений в 
большинстве оптических систем формирующих изображение вполне 
применимо приближение Фраунгофера. Хотя в некоторых случаях, например, 
при анализе дифракции в оптических системах с предельно большой апертурой, 
когда является существенным уже векторный характер поля, решение задачи 
дифракции должно быть пересмотрено [3]. 
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Выводы 
Для моделирования формирования оптических изображений используется 

электромагнитная теория. Электромагнитное поле описывается уравнениями 
Максвелла (1.1 – 1.4), а распространение электромагнитных волн в любой точке 
пространства описывается с помощью волновых уравнений (1.7) или (1.8). 
Монохроматическое поле в пространстве полностью определяется функцией 
комплексной амплитуды поля U  и длиной волны λ , а распространение волн – 
уравнением Гельмгольца (1.16). Моделирование распространения 
монохроматического поля заключается в определении его комплексной 
амплитуды в любой момент времени в любой точке пространства. При 
моделировании распространения света следует рассмотреть распространение 
отдельных квазимонохроматических полей, а затем применить принцип 
суперпозиции с учётом их когерентных свойств в соответствии с законом 
интерференции (1.21). 

Дифракция является основным явлением, которое происходит в 
оптических системах при формировании изображений. Существует несколько 
решений задачи дифракции, каждое из которых получено, исходя из 
определённых допущений, и имеет свои ограничения. В большинстве 
оптических систем рассматривается дифракция слаборасходящихся пучков в 
дальней дифракционной зоне, поэтому вполне применимо приближение 
Фраунгофера. 

Вопросы 
Какие свойства световых полей описывают уравнения Максвелла и 

волновые уравнения? 
Почему для описания некоторых световых явлений достаточно одного 

волнового уравнения? 
Какое световое поле называется монохроматическим? Какое поле можно 

считать квазимонохроматическим? 
Что является математической моделью монохроматического поля? 
Что описывают волновой фронт и эйконал поля? Как определяется 

оптическая длина прошедшего полем пути? 
Приведите примеры решения уравнения Гельмгольца 
Какие характеристики поля могут быть зарегистрированы в физическом 

эксперименте? 
При выполнении каких условий возможна интерференция световых полей? 
Какими характеристиками описываются когерентные свойства световых 

полей? 
Как учитываются когерентные свойства световых полей при их 

суперпозиции? 
Какую роль играет множитель ( )αK  в различных формулировках 

дифракционного интеграла? 
При каких условиях для моделирования дифракционных явлений может 

использоваться приближение Френеля? 
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При каких условиях для моделирования дифракционных явлений может 
использоваться приближение Фраунгофера? 

Задачи 
1.1. На каком расстоянии начинается дальняя зона дифракции при 

рассмотрении пучка диаметром 100 мкм на длине волны 0.5 мкм. 
1.2. В дифракционном эксперименте квадратное отверстие в непрозрачном 

экране освещается когерентно. Найти аналитическое выражение, 
описывающее распределение интенсивности в дифракционной картине 
Фраунгофера. 

1.3. В дифракционном эксперименте непрозрачный квадратный экран 
освещается когерентно. Найти аналитическое выражение, описывающее 
распределение интенсивности в дифракционной картине Фраунгофера. 

1.4. Диафрагма с диаметром отверстия 1 мм расположена за некогерентным 
источником. Свет, прошедший через отверстие используется в 
дифракционном эксперименте, в котором требуется когерентно освещать 
область поверхности диаметром 1 мм. Предполагая, что средняя длина 
волны равна 550 нм, определить минимально допустимое расстояние 
между диафрагмой и поверхностью анализа. 

1.5. Диаметр солнечного диска при наблюдении с Земли приблизительно равен 
32' (0.0093 рад) Предполагая, что средняя длина волны равна 550 нм и 
выполняются условия квазимонохроматичности, определить размеры 
области на поверхности Земли, в которой солнечный свет будет 
когерентным. 

1.6. Точечный источник освещает две узкие параллельные щели, 
расположенные горизонтально на непрозрачном экране (опыт Юнга). 
Расстояние между щелями 2 мм. Получить выражение, описывающее 
распределение интенсивности на плоскости, параллельной экрану и 
удалённой от него на расстояние 1 м. Вычисления производить для двух 
случаев: а) щель бесконечно тонкая, б) щель имеет ширину а. 
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Примеры решения задач 

Задача 1.2: В дифракционном эксперименте квадратное отверстие в 
непрозрачном экране освещается когерентно. Найти аналитическое выражение, 
описывающее распределение интенсивности в дифракционной картине 
Фраунгофера. 

Для вычисления распределения комплексной амплитуды поля в 
дифракционной картине Фраунгофера воспользуемся выражением (1.34): 

( ) ( )
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. Выполним замену переменных под 

интегралом, обозначим x
r
n

o
x ′=

λ
ν , y

r
n

o
y ′=

λ
ν . Тогда получится: 

( )yx yxie ννπ +⋅2
.  

Теперь подставим преобразованную экспоненту обратно в выражение 

(1.34): ( ) ( ) ( )
∫ ∫
+∞
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внимательно, то можно заметить, что интеграл полностью совпадает с 
выражением для преобразования Фурье (Б.1), только получается обратное 
преобразование Фурье (из-за знака при экспоненте): 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]yxfFdydxeyxff yx yxi
yx ,,,~ 2 =⋅= ∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−

+− ννπνν . Таким образом, 

выражение для дифракции ( ) ( )[ ]yxUF
r

e
i

zyxU
o

iknro
,1,, 1−

−
⋅⋅=′′

λ
. Постоянными 

множителями, вынесенными за преобразование Фурье можно пренебречь, т.к. 
нас интересует характер картины, а не ее масштаб, то есть  
( ) ( )[ ]yxUFzyxU ,,, =′′ . 

Теперь опишем комплексную амплитуду квадратного отверстия шириной 

a : ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

a
yrect

a
xrectyxU , .  

Преобразование Фурье от комплексной амплитуды квадратного отверстия 

( ) ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′′

a
yrect

a
xrectFyxU , . Фурье-образ двумерной функций с 

разделяющимися переменными – это произведение фурье-образов 
составляющих её множителей (выражение Б.5): 
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⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

a
yrectF

a
xrectF

a
yrect

a
xrectF . Фурье-образ функции rect 

(таблица Б.3) ( )[ ] ( )xxrectF πνsinc= . Воспользуемся свойствами преобразования 

Фурье (таблица Б.1.): ( )[ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=

ba
f

ab
byaxfF yx νν ,~1, . Тогда 

( )xaa
a
xrectF νπsinc⋅=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . Аналогично, ( )yaa

a
yrectF νπsinc⋅=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . 

Итоговое выражение для комплексной амплитуды поля: 

( ) ( ) ( )yx aaa
a
yrect

a
xrectFyxU νπνπ sincsinc, 2 ⋅⋅=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′′ . 

Зная комплексную амплитуду поля, можно определить интенсивность 
(выражение 1.19): ( ) ( ) ( ) ( )yx aaayxUyxI νπνπ 2242 sincsinc,, ⋅⋅=′′=′′ . 
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Глава 2. Дифракционная теория формирования изображения 
Изображение можно представить в виде 
суперпозиции импульсных реакций на воздействие 
независимыми точечными источниками, 
распределёнными по всей плоскости предметов. 

Эдвард О’Нейл 

2.1. Моделирование распространения света через 
оптическую систему 

Основной задачей теории формирования изображения является описание 
распространения электромагнитных волн от предмета до изображения через 
оптическую систему (Рис. 2.1). Для моделирования оптическую систему 
можно представить как совокупность оптических (прозрачных, однородных) 
сред in , разделённых оптическими поверхностями iS  (регулярными гладкими 
поверхностями определённой формы) [17]. 

 
Рис. 2.1 Моделирование прохождения волнового фронта 

через оптическую систему 

Волновой фронт, исходящий из точки предмета, преломляется 
(отражается) на оптических поверхностях, а затем сходится к точке 
изображения. В процессе этих преобразований происходит нарушение формы 
волнового фронта (то есть изменение фазы поля). Кроме того, волновой фронт 
ограничивается оправами и диафрагмами (экраны с отверстиями), на которых 
поле претерпевает дифракцию. При прохождении через поверхности и среды 
оптической системы ослабляется интенсивность поля. 

Для описания распространения света через оптическую систему в 
уравнении Гельмгольца (1.16) показатель преломления n  следует заменить 
функцией )(rN , описывающей влияние оптической системы на комплексную 
амплитуду проходящего поля: 

( ) ( ) ( ) 02 =⋅⋅+Δ rrr UNkU . (2.1) 

поверхность 
предмета 

поверхность
изображения 

 n 
 n1 n2 ni

 n' 

 S1 S2
Si

оптическая система
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Функция )(rN  описывает оптические среды, форму и расположение 
преломляющих и отражающих поверхностей, а также оправы и диафрагмы в 
виде совокупности граничных условий [17]. Частное решение уравнения 
Гельмгольца, соответствующее заданной функции )(rN  (то есть заданным 
параметрам поверхностей и сред) и заданной комплексной амплитуде поля на 
поверхности предмета, будет описывать поле в любой точке пространства 
между предметом и изображением. Однако получить такое универсальное 
решение для произвольной системы практически невозможно, а решение для 
какой-либо конкретной системы не позволяет сделать практически ценных 
обобщений. Поэтому, распространение поля через произвольную оптическую 
систему описывается частными решениями этого уравнения, полученными с 
использованием дополнительных приближений и допущений.  

При прохождении поля через оптическую систему, определяющую роль 
играют дифракционные явления. Дифракция происходит на оправах 
оптических деталей и диафрагмах, которые представляют собой отверстия 
обычно круглой или прямоугольной формы. Использование теории дифракции 
позволяет описать распространение электромагнитного поля от предмета до 
изображения через оптическую систему и построить адекватную модель 
формирования изображения. 

 
Рис. 2.2 Дифракционное распространение поля в оптической системе 

Рассмотрим решение задачи дифракции, когда поверхности MS  и PS  
разделены оптической системой, то есть набором последовательно 
расположенных оптических поверхностей 1S , …, iS , между которыми среды 
имеют показатели преломления 1n , …, 1−in  (Рис. 2.2). Предположим, что эти 
поверхности гладкие по сравнению с длиной волны λ , а показатели 
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преломления либо постоянны, либо плавно меняются. В этом случае 
дифракцией на поверхностях 1S , …, iS  и на неоднородностях показателя 
преломления можно пренебречь. Предположим также, что поверхности MS  и 

PS  не сопряжены оптически, то есть существует не более одного луча, 
соединяющего любую пару точек этих поверхностей из окрестностей 
достаточно протяжённых по сравнению с длиной волны λ . 

Сравнивая рисунки 1.3 и 2.2, легко увидеть, что расстояние r  между 
точками M  и P  на рисунке 1.3, входящее в показатель экспоненты выражения 
(1.26), заменяется на оптический путь между этими точками, то есть 
координатный эйконал ( )PME rr , . Множитель r1  заменяется на 

( )( )α ′⋅⋅Ω cos2
PdSnd , где Ωd  – элементарный телесный угол лучевой трубки, 

выходящей из точки M , PdS  – элементарная площадка, вырезаемая этой 
трубкой на поверхности PS , а ( )α ′cos  – проекция орта луча q′  на нормаль n′  к 
поверхности PS . Кроме того, необходимо учесть возможные потери при 
прохождении поля через систему, введя неотрицательный коэффициент 
энергетического пропускания ( )PM rr ,τ . Таким образом, общее выражение для 
описания дифракции при прохождении поля через оптическую систему 
записывается следующим образом [17]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ⋅⋅⋅= −

M

PM

S
MPM

ikE
PMMP dSKeU

i
U rrrrrr rr ,,1 ,2

1
τ

λ
, (2.2) 

где множитель ( ) ( ) ( )( )αα ′⋅⋅Ω⋅= coscos, 2
PPM dSndK rr , а ( )αcos  – 

проекция орта луча q  на нормаль к поверхности MS . 
Множители, описывающие влияние оптической системы на поле 

прошедшее от точки M  до точки P , в подынтегральной части выражения (2.2) 
объединяются в коэффициент комплексного пропускания оптической системы 
[17]: 

( ) ( ) ( )PMikE
PMPM ef rrrrrr ,,, 2

1 −⋅=τ . (2.3) 
Таким образом, обобщённое выражение, описывающее распространение 

поля в оптической системе с учётом явления дифракции, можно записать так: 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ⋅⋅=
MS

MPMPMMP dSKfU
i

U rrrrrr ,,1
λ

. (2.4) 

Cтрогая модель формирования изображения должна учитывать действие 
всех диафрагм, а также оправ линз, и рассматривать распространение поля как 
ряд последовательных дифракций на каждой оправе и диафрагме [17]. 
Построение такой модели не только затруднительно, но и бесполезно: на фоне 
неизбежной сложности потеряются общие закономерности, описывающие связь 
между предметом и его изображением. Поэтому используются упрощённые, но 
универсальные модели, в которых учитывается дифракция только на одной 
диафрагме (или её изображении, то есть зрачке). 
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2.2. Модели формирования изображений оптической 
системой 

Одну из первых моделей работы оптической системы при формировании 
изображения сформулировал Аббе [3, 13, 19]. Он впервые использовал 
волновую теорию света в прикладной оптике, бывшей до этого исключительно 
сферой применения геометрической оптики. Исходя из результатов 
экспериментальных исследований объективов микроскопов при наблюдении 
объектов, имеющих периодическую структуру, Аббе предложил модель 
формирования изображения с двойной дифракцией (Рис. 2.3). 

 
Рис. 2.3 Модель Аббе, описывающая формирование изображений  

Согласно Аббе, предмет ведёт себя как дифракционная решётка, и 
поэтому, при анализе формирования изображения, в первую очередь, следует 
рассмотреть распространение дифрагированного поля от предмета до задней 
фокальной плоскости объектива. Опыты Аббе показали, что дифракционная 
картина в этой плоскости в приближении Фраунгофера, согласно выражению 
(1.34), представляет собой спектр плоских волн. На втором этапе так же с 
использованием приближения Фраунгофера рассматривается распространение 
поля от фокальной плоскости до плоскости изображения. Эта модель имеет ряд 
недостатков. В частности, она описывает преобразование поля между 
поверхностями предмета и изображения, но не учитывает влияние оптической 
системы на амплитуду и фазу проходящих волн. Адекватная модель 
формирования изображения также требует учёта ограничения размеров 
волнового фронта, проходящего через оптическую систему. 

В модификациях модели Аббе рассмотрение дифракции переносится в 
пространство предметов или изображений, а ограничение волнового фронта не 
связывается с реальным положением диафрагм в системе. Такой подход 
позволяет получить достаточно простые и универсальные модели [18], отличие 
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которых заключается в выборе поверхности интегрирования в дифракционном 
интеграле. С целью получения наиболее простых и удобных выражений часто 
выбирается поверхность сферической формы. Исходя из различных 
соображений, поверхность интегрирования помещается в бесконечность или в 
зрачок, положение которого в общем случае не определяется однозначно. 

 
Рис. 2.4 Модель формирования изображения 
с учётом дифракции на апертурной диафрагме 

Наиболее близкой к реальным процессам, происходящим в оптической 
системе, является модель, построенная на основе концепции апертурной 
диафрагмы [17]. Эта модель основана на предположении о том, что в 
оптической системе световой пучок, исходящий из любой точки предмета 
ограничивается одной апертурной диафрагмой, а размеры всех других 
диафрагм настолько больше размеров проходящего через них пучка, что 
влиянием дифракции на них можно пренебречь. Другими словами, все 
диафрагмы системы заменяются одной эквивалентной им по ограничению 
пучка апертурной диафрагмой. Дифракция в этой модели выносится за пределы 
оптической системы в пространство предметов и пространство изображений. 
Роль оптической системы в процессе формирования изображения сводится к 
переносу поля от входной поверхности, которая находится в пространстве 
предметов, до выходной поверхности в пространстве изображений (Рис. 2.4). 

Таким образом, процесс распространения поля через оптическую систему 
в этой модели разбивается на три этапа: 

1. Дифракционное распространение поля от предмета до входной 
поверхности. 

2. Прохождение поля от входной до выходной поверхности. 
3. Дифракционное распространение поля в пространстве изображений. 

Рассмотрим этапы распространения поля через оптическую систему более 
подробно. 
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2.3. Дифракционное распространение поля в пространстве 
предметов 

Решение задачи дифракции в пространстве предметов осуществляется 
следующим образом [17]. Пусть MS  – поверхность предмета, oM  – центр 
некоторой зоны на поверхности предмета, M  – произвольная точка в 
окрестности oM , PS  – некоторая входная поверхность, P  – произвольная точка 
на этой поверхности, or  – вектор с началом в точке oM  и концом в точке P , а 
r  – вектор с началом в точке M  и концом в точке P  (Рис. 2.5). 

 
Рис. 2.5 Дифракционное распространение поля в пространстве предметов 

Предположим, что входная поверхность PS  удалена от поверхности 
предмета MS , так что выполняется неравенство: ΔMr >> . Тогда, угол между 
вектором r  и нормалью к поверхности PS  в точке P  будет достаточно мал, и 
зависимость от него можно считать постоянной. Это возможно, если телесный 
угол, в котором распространяется поле, не слишком велик, то есть, угловая 
апертура оптической системы невелика [17]. 

Согласно (1.26) полное поле в точке P  с точностью до постоянной 
величины 0c  описывается следующим выражением: 

( ) ( )∫∫
−

⋅=
MS

M

iknr

MP dS
r

eUcU rr 0 . (2.5) 

Заменим расстояние r  между точками M  и P  суммой Δrro + , где Δr  – длина 
проекции вектора MΔ  на вектор r , которая определяется их скалярным 
произведением rM ⋅= ΔΔr , и преобразуем выражение (2.5): 

( ) ( ) ( )∫∫ ⋅−
−

⋅
+

⋅=
M

o

S
M

Δrikn

o

iknr

MP dSe
Δrr

eUcU rr 0 . (2.6) 
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Так как ΔMr >> , то Δrro >> , то ( ) oooo rrΔrrΔrr ≈+⋅=+ 1 . Таким образом, 

множитель ( )Δrre o
iknro +−  не зависит от переменной интегрирования и может 

быть вынесен за знак интеграла. В общем случае он зависит от положения 
точки P , причём эта зависимость определяется формой поверхности, по 
которой осуществляется интегрирование. Для упрощения выражения выбирают 
входную поверхность таким образом, чтобы зависимость or  от точки P  была 
как можно более простой. Если в качестве этой поверхности выбрать сферу с 
центром в точке oM , то зависимость ( ) constr Po =r  и выражение можно 
переписать, объединив все постоянные в 1c : 

( ) ( )∫∫ ⋅−⋅=
MS

M
Δrikn

MP dSeUcU rr 1 . (2.7) 

Это выражение описывает дифракцию в пространстве предметов, то есть 
распространение поля от поверхности предмета до входной поверхности, 
которая имеет форму сферы концентричной точке oM . 

Для получения простых выражений необходимо перейти к декартовым 
координатам на предмете и входной сфере (Рис. 2.5). На предмете декартову 
систему удобно выбрать таким образом, чтобы координаты вектора MΔ  были 
равны обобщённым координатам на предмете ( )yx,  [15]. Тогда, для предмета 
близкого типа начало координат будет находиться в точке oM , а ось z  
направлена перпендикулярно поверхности предмета. В случае удалённого 
предмета начало координат помещается в центре зрачка oP , а ось z  проходит 
через точку oM . Положение входного зрачка определяется как положение 
изображения апертурной диафрагмы в пространстве предметов. Зрачковую 
систему координат удобно установить так, чтобы координаты вектора r  были 
пропорциональны предметным направляющим косинусам ( )xX αcos=  и 

( )yY αcos= . В этом случае зрачковые координаты определяются как 
произведение показателя преломления на направляющий косинус 
( )nYpnXp yx == , . Таким образом, скалярное произведение векторов MΔ  и r  
определяется суммой произведений их координат: 

n
ypxp

yYxXΔΔr yx +=+=⋅= rM . (2.8) 

Подставляя выражение (2.8) в (2.7) и переходя от интеграла по поверхности к 
интегрированию по координатной плоскости, получаем: 

( ) ( ) ( )
∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+−⋅= dxdyeyxUcppU yx ypxpik
yx ,, 1 . (2.9) 

Итак, распространение поля в пространстве предметов описывается 
преобразованием Фурье [6, 12], в котором интегрирование производится по 
плоскости предмета, а поле определяется на входной поверхности. В качестве 
входной поверхности выбрана сфера, которая проходит через центр входного 
зрачка, а её центр располагается в центре рассматриваемой зоны предмета. 
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Для получения универсального выражения, описывающего дифракцию в 
пространстве предметов различных оптических систем, воспользуемся 
системой канонических координат [15, 26] (Приложение А). Зрачковые 
канонические координаты определяют относительное положение на зрачке: 

x

x
x A

p
=ρ ; 

y

y
y A

p
=ρ , (2.10) 

где xA  и yA  – передние обобщённые апертуры. Предметные канонические 
координаты являются приведёнными и определяются следующим образом: 

λ
η x

x
Ax ⋅= ; 

λ
η y

y
A

y ⋅= . (2.11) 

Таким образом, при подстановке (2.10) и (2.11) в выражение (2.9) степень 
экспоненциального множителя видоизменяется следующим образом: 

( ) =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅+⋅⋅=+⋅ yy

y
yxx

x
xyx A

A
A

A
ypxpk ρληρλη

λ
π2  

( )yyxx ρηρηπ +⋅= 2 . (2.12) 

Теперь выражение (2.9) можно переписать, заменив переменные 
интегрирования и объединив все постоянные множители в 2c : 

( ) ( ) ( )
∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+−⋅= yx
i

yxyx ddeUcU yyxx ηηηηρρ ρηρηπ2
2 ,, . (2.13) 

Замена декартовых координат каноническими позволила описать 
дифракцию в пространстве предметов преобразованием Фурье без масштабных 
множителей. Простое и универсальное выражение (2.13) справедливо для 
предметов как ближнего, так и дальнего типа. 

Преобразуем и рассмотрим подынтегральную часть выражения (2.13): 

( ) ( ) ( )yyxxyyxx ii
yxyx eUeddU ρηρηπρηρηπηηηη +−+− ⋅=⋅ 2

0
2, . (2.14) 

Это выражение представляет собой частное решение уравнения Гельмгольца 
(1.16) для плоской волны. Оно описывает комплексную амплитуду волны, 
фронт которой является плоским и перпендикулярным вектору 
распространения. Следовательно, согласно выражению (2.13) исходное поле 
рассматривается как сумма (суперпозиция) полей, образованных в точке 
( )yx ηη ,  элементарными плоскими волнами. В силу линейности волнового 
уравнения Гельмгольца распространение поля от плоскости предмета можно 
представить в виде независимого распространения множества таких плоских 
волн. На входной поверхности их комплексные амплитуды складываются. 
Таким образом, выражение (2.13) описывает разложение поля на плоскости 
предмета в спектр плоских волн и сборку прошедших волн в поле на входной 
поверхности оптической системы. 
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2.4. Геометрическое распространение поля через оптическую 
систему 

Рассмотрим модель прохождения поля от входной до выходной 
поверхности оптической системы. Если размеры апертурной диафрагмы 
несравнимо больше длины волны, то дифракционными явлениями, 
происходящими в узкой области вблизи её краёв, можно пренебречь и считать, 
что внутри оптической системы дифракции не происходит [17]. Размеры поля 
проходящего через систему ограничивает только апертурная диафрагма. В 
области апертурной диафрагмы поле проходит, а за её пределами поле не 
проходит (обрезается). В этом случае можно пользоваться геометрическим 
приближением, в котором полагается, что поле распространяется через 
оптическую систему вдоль лучей, соединяющих входную и выходную 
поверхности. 

 
Рис. 2.6 Геометрическое распространение поля через оптическую систему 

Пусть поверхности PS  и PS ′′  являются входной и выходной сферой 
соответственно (Рис. 2.6). Луч входит в систему через точку P  на входной 
сфере, проходит через оптическую систему и выходит через точку P′  на 
выходной сфере. Зная комплексную амплитуду поля ( )PU r , необходимо найти 
комплексную амплитуду поля ( )PU ′′′ r . В геометрическом приближении 
полагают, что поле распространяется вдоль лучей внутри узких световых 
трубок, соединяющих элементарные площадки PdS  и PSd ′′  волнового фронта. 

Световые потоки PdΦ  и Pd ′Φ′ , прошедшие через площадки PdS  и PSd ′′  
соответственно, отличаются только множителем ( )PP ′′rr ,τ , который 
характеризует пропускание среды вдоль луча PP ′ : 

( )PPPP dd ′′ ′⋅Φ=Φ′ rr ,τ . (2.15) 

r'P' 
rP 

 py 

 px 

SP 

P 

 p'y 

 p'x

 S'P' 

P' 

апертурная 
диафрагма 



Глава 2. Дифракционная теория формирования изображения 

 34 

Световой поток, прошедший через некоторую площадку, пропорционален её 
площади, квадрату амплитуды поля a  и показателю преломления оптической 
среды [1]: 

( ) PPP dSand ⋅⋅=Φ r2 , ( ) PPP Sdand ′′′ ′⋅′′⋅′=Φ′ r2 . (2.16) 
Таким образом, изменение амплитуды поля можно описать следующим 
образом: 

( ) ( ) ( )
2

1

2
1

, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

⋅
′

⋅′⋅=′′
′

′′
P

P
PPPP Sd

dS
n
naa rrrr τ . (2.17) 

В свою очередь, эйконал поля в точке P  будет отличаться от эйконала в 
точке P′  на величину ( )PPΔE ′′rr , : 

( ) ( ) ( )PPPP ΔEEE ′′ ′+=′′ rrrr , . (2.18) 
Объединим выражения (2.17) и (2.18) в соответствии с (1.13). После 

преобразования получаем выражение, описывающее распространение 
комплексной амплитуды поля в геометрическом приближении: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1

2
1 ,, ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

′
⋅
′

⋅⋅′⋅=′
′

′⋅−
′

′

p

PΔEik
PPPP Sd

dS
n
neUU PP rrrrrr τ  (2.19) 

или 

( ) ( ) ( )
2

1

, ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

′
⋅
′

⋅′⋅=′′
′

′′
p

P
PPPP Sd

dS
n
nfUU rrrr , (2.20) 

где ( ) ( ) ( )PPΔEik
PPPP ef ′′⋅−
′′ ⋅′=′ rrrrrr ,,, 2

1
τ  – комплексное пропускание, которое 

описывает изменение амплитуды и эйконала при прохождении полем 
пространства от точки P  до точки P′ . После перехода к декартовым 
координатам и выделения всех постоянных множителей в константу 0c  это 
выражение примет вид: 

( ) ( ) ( )
2

1

,,, 0 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

′′
⋅⋅⋅=′′′

yx

yx
yxyxyx pdpd

dpdp
ppfppUcppU , (2.21) 

где ( ) ( ) ( )yx ppΔEik
yxyx eppppf ,,, 2

1 ⋅−⋅=τ  – функция комплексного пропускания 
оптической системы или зрачковая функция. В общем случае координаты на 
входной и выходной поверхности связаны преобразованиями ( )yxxx pppp ,′=′  и 

( )yxyy pppp ,′=′ . Но в пределах небольших зон они пропорциональны, и 
последний множитель в выражении (2.21) можно считать постоянным. После 
объединения всех постоянных множителей в константу 1c  получаем: 

( ) ( ) ( )yxyxyx ppfppUcppU ,,, 1 ⋅⋅=′′′ . (2.22) 

Таким образом, зрачковая функция играет роль передаточной 
характеристики оптической системы в процессе преобразования комплексной 
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амплитуды поля. Если бы оптическая система не влияла на проходящее поле, то 
зрачковая функция ( )yx ppf ,  была бы равна единице и комплексная амплитуда 
поля на выходной поверхности была бы равна комплексной амплитуде поля на 
входной поверхности. Изображение было бы в точности подобно предмету, но 
это невозможно по ряду причин. Во-первых, размеры оптической системы 
ограничены, а значит, поле на выходной поверхности будет обрезано по 
сравнению с полем на входной поверхности. Во-вторых, в области своего 
существования зрачковая функция может отличаться от единицы из-за 
неравномерности влияния на амплитуду поля в различных его точках. 
Непостоянство, которое вызывается различием в оптическом пути, проходимом 
лучами, а так же различием в углах падения лучей на поверхности раздела сред 
(и соответственно неодинаковостью френелевского отражения и поглощения), 
описывает функция амплитудного пропускания ( )yx pp ,τ . В-третьих, в области 
своего существования зрачковая функция может отличаться от единицы из-за 
непостоянства оптической длины хода лучей и, соответственно, 
неравномерности влияния на эйконал поля в различных его точках. Изменение 
эйконала поля описывает функция ( )yx ppΔE , , равная оптической длине луча, 
который проходит от предмета через входную сферу в точке ( )yx pp , , всю 
оптическую систему до изображения: 

( ) ( )∑
=

=
n

0i
ii ,, yxyx pplnppΔE , (2.23) 

где n  – количество сред, через которые проходит поле в оптической системе. 
Таким образом, зрачковая функция в общем случае определяется 

выражением: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ,,

;,

,0
,,,

,2
1

Ω∉
Ω∈

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ⋅=

⋅−

yx

yx
ppΔEik

yx
yx pp

ppeppppf
yxτ  (2.24) 

где Ω  – область существования зрачковой функции, которая определяется 
формой апертурной диафрагмы.  

Фазовая компонента зрачковой функции может быть преобразована: 

( ) ( ) ( )yxyxyx ppWpplnppΔEk ,2,2,
n

0i
ii π

λ
π

=⋅=⋅ ∑
=

, (2.25) 

где ( )yx ppW ,  – функция волновой аберрации, выраженная в единицах длин 
волн и описывающая разность оптических длин хода произвольного луча и 
главного луча пучка. 

После перехода к каноническим координатам зрачковая функция 
оптической системы с круглым зрачком принимает следующий вид: 

( ) ( ) ( )
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;1

,0
,,, 22

22,22
1

>+

≤+
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⎪
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yx
yx

yxef
ρρ
ρρρρτρρ

ρρπ
 (2.26) 
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Это выражение используется для описывания влияния оптической системы на 
проходящее поле при формировании изображения данной точки предмета на 
данной длине волны. 

Итак, комплексная амплитуда ( )yxU ρρ ′′′ ,  поля на выходной поверхности с 
точностью до постоянного множителя равна произведению комплексной 
амплитуды поля на входной поверхности на зрачковую функцию оптической 
системы для данной точки поля: 

( ) ( ) ( )yxyxyx fUU ρρρρρρ ,,, ⋅=′′′ . (2.27) 

Геометрическое приближение отличается крайней простотой, но 
справедливо только при соблюдении следующего существенного требования: 
амплитуда поля и амплитудное пропускание оптической системы не должны 
иметь резких изменений, размеры которых сравнимы с длиной волны. Это 
требование не соблюдаются вблизи поверхности предмета и изображения, а 
также вблизи краёв диафрагм, где функция пропускания претерпевает резкое 
изменение до 0. Распространение поля в этих условиях обязательно должно 
учитывать явление дифракции. 

2.5. Дифракционное распространение поля в пространстве 
изображений 

При рассмотрении дифракции в пространстве изображений в качестве 
выходной поверхности выбирается сфера, которая проходит через центр 
выходного зрачка P′ , а её центр располагается в точке oM ′  – центре 
рассматриваемой зоны изображения (Рис. 2.7). Положение выходного зрачка 
определяется как положение изображения апертурной диафрагмы в 
пространстве изображений оптической системы. 

 
Рис. 2.7 Дифракционное распространение поля в пространстве изображений 

Распространение поля в пространстве изображений, то есть от выходной 
поверхности PS ′′  до поверхности изображения MS ′′ , описывается 
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дифракционным интегралом. По аналогии с выводом выражения (2.6), 
описывающего дифракцию в пространстве предметов, получим выражение для 
дифракционного распространения поля от выходной сферы до изображения: 

( ) ( )∫∫
′′

′
′−

′′ ′⋅′′=′′
PS

P
riknΔ

PM SdeUU rr . (2.28) 

В случае конечного расстояния до изображения начало декартовой 
системы координат помещают в точку oM ′ , а ось z  – нормальна поверхности. В 
случае бесконечно удалённого изображения начало системы координат 
помещается в точку P′  – центр выходного зрачка, а ось z  направляется в точку 

oM ′  – центр зоны изображения. В декартовых координатах скалярное 
произведение векторов M′Δ  и r′  определяется следующим выражением: 

n
pypx

YyXxΔrΔ yx

′

′′+′′
−=′′−′′−=′⋅′=′ rM . (2.29) 

Подставляя выражение (2.29) в (2.28) и переходя от интеграла по поверхности к 
интегрированию по координатной плоскости, с точностью до постоянного 
множителя получаем: 

( ) ( ) ( )
∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

′′+′′ ′′⋅′′′=′′′ yx
ypxpik

yx pdpdeppUyxU yx,, . (2.30) 

После перехода к каноническим координатам, пренебрегая постоянным 
множителем, получаем окончательное выражение для описания дифракции в 
пространстве изображений: 

( ) ( ) ( )
∫ ∫
+∞

∞−

′′+′′
+∞

∞−

′′⋅′′′=′′′ yx
i

yxyx ddeUU yyxx ρρρρηη ηρηρπ2,, . (2.31) 

Таким образом, распространение поля в пространстве изображений 
описывается обратным преобразованием Фурье, в котором интегрирование 
осуществляется по выходной поверхности, а поле определяется на поверхности 
изображения. Так же как и (2.13) выражение (2.31) показывает разложение поля 
на выходной поверхности в спектр плоских волн и сборку прошедших волн в 
поле на поверхности изображения.  

2.6. Алгоритм моделирования распространения поля через 
оптическую систему 

Полученные выражения пригодны для осуществления численной 
реализации моделирования распространения поля через оптические системы. 
Входными данными для моделирования являются ( )yxU ηη ,  – комплексная 
амплитуда поля на предмете и ( )yxf ρρ ,  – зрачковая функция, описывающая 
влияние оптической системы на проходящее поле. Алгоритм распространение 
поля от предмета через оптическую систему до изображения c точностью до 
постоянных множителей можно описать следующим образом: 
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1) Дифракционное распространение поля от плоскости предмета до входной 
сферы: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]yxyx
i

yxyx UFddeUU yyxx ηηηηηηρρ ρηρηπ ,,, 2 =⋅= ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+− . (2.32) 

2) Геометрическое распространение поля от входной до выходной сферы: 
( ) ( ) ( )yxyxyx fUU ρρρρρρ ,,, ⋅=′′′ . (2.33) 

3) Дифракционное распространение поля от выходной сферы до плоскости 
изображения: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]yxyx
i

yxyx UFddeUU yyxx ρρρρρρηη ρηρηπ ′′′=′′⋅′′′=′′′ −
+∞

∞−

′′+′′
+∞

∞−
∫ ∫ ,,, 12 . (2.34) 

4) Вычисление распределения интенсивности на изображении: 

( ) ( )2
,, yxyx UI ηηηη ′′′=′′′ . (2.35) 

Объединяя выражения (2.32 – 2.35), можно получить общее выражение для 
вычисления распределения интенсивности на плоскости изображения по 
заданной комплексной амплитуде поля на плоскости предмета: 

( ) ( )[ ] ( )[ ]21 ,,, yxyxyx fUFFI ρρηηηη ⋅=′′′ − . (2.36) 

В канонических координатах эта схема моделирования справедлива и 
идентична для любых типов оптических систем, для любых точек поля и длин 
волн. 

2.7. Формирование изображений самосветящихся предметов 
Основное свойство оптических систем заключается в способности 

формировать изображение, преобразуя поле, идущее из пространства 
предметов. Рассмотрим формирование изображения предмета, который 
представляет собой светящуюся точку (точечный источник). В этом случае, 
комплексную амплитуду поля на предмете можно описать дельта-функцией 
Дирака [6]: 

( ) ( )
⎩
⎨
⎧

≠≠
==∞

==
.0 ,0,0

;0,
,,

yx

yx
yxyxU

ηη
ηη

ηηδηη  (2.37) 

Распределение интенсивности на плоскости изображения определяется 
согласно выражению (2.36). Зная, что фурье-образ дельта-функции равен 1, 
можно записать: 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]2121 ,,,, yxyxyxyx fFfFFI ρρρρηηδηη −− =⋅=′′′ . (2.38) 

Распределение интенсивности в изображении светящейся точки обычно 
обозначается ( )yxh ηη ′′ ,  и называется функцией рассеяния точки (ФРТ). Таким 
образом, ФРТ определяется выражением: 
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( ) ( )[ ]21 ,, yxyx fFh ρρηη −=′′ . (2.39) 

Характер распределения интенсивности в изображении точки или, как 
говорят, форму пятна рассеяния, определяют только характеристики 
оптической системы [3, 9, 14]. 

  
a) б)  

  
в) г) 

Рис. 2.8 Изображение светящейся точки, 
создаваемое различными оптическими системами 

На рисунке 2.8 (а) представлено распределение интенсивности в 
изображении светящейся точки сформированное безаберрационной оптической 
системой с апертурной диафрагмой круглой формы. Это изображение 
точечного источника также называют дифракционной картиной Эйри, а 
центральную область до первого минимума – диском Эйри [3]. Распределение 
интенсивности в изображении точки, полученное с помощью оптической 
системы с квадратной апертурной диафрагмой, представлено на рисунке 2.8 (б). 
Существенное влияние на распределение интенсивности оказывают 
неравномерность пропускания и аберрации оптической системы. На рисунке 
2.8 (в) представлено пятно рассеяния оптической системы с экспоненциальным 
падением функции амплитудного пропускания ( )yx ρρτ , . Распределение 
интенсивности на изображении, сформированное оптической системой при 
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наличии расфокусировки, представлено на рисунке 2.8 (г). Таким образом, 
характерное изменение пятна рассеяния позволяет использовать ФРТ для 
анализа свойств и качества оптической системы. 

Реальные источники излучения имеют протяжённые размеры и состоят из 
большого числа элементарных излучателей. Рассмотрим формирование 
изображения предмета, который представляет собой источник произвольных 
размеров и формы. Светящийся предмет можно описать функцией 
распределения яркости ( )yxB ηη ,  и представить в виде совокупности взаимно 
некогерентных точечных излучателей: 

( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−−⋅= sysxsyysxxsysxoyx ddBB ηηηηηηδηηηη ,,, , (2.40) 

где ( )sysxoB ηη ,  – функция, описывающая область существования и 
распределение яркости в системе координат источника. Таким образом, 
( )sysx ηη ,  – величина смещения рассматриваемой точки источника относительно 
центра координат на плоскости предмета.  

Для моделирования формирования изображения такого предмета 
необходимо рассмотреть изображение каждой точки источника в отдельности, 
а затем представить изображение как сумму интенсивностей изображений этих 
точек. Определим распределение интенсивности в изображении отдельной 
точки светящегося предмета, смещённой относительно центра на небольшую 
величину ( )sysx ηη , . Комплексная амплитуда поля, приходящего от этой точки 
источника на входную поверхность оптической системы, пропорциональна 
значению яркости в данной точке источника и находится по теореме о сдвиге 
преобразования Фурье [6, 12] (Приложение Б): 

( ) ( ) ( )yysxsxi
sysxoyxsysx eBU ρηρηπηηρρηη +⋅= 2,,,, . (2.41) 

Комплексная амплитуда поля после прохождения оптической системы 
определяется согласно выражению (2.33): 

( ) ( ) ( ) ( )yysxsxi
yxsysxoyxsysx efBU ρηρηπρρηηρρηη +⋅⋅=′′′ 2,,,,, . (2.42) 

Используя выражения (2.34) и (2.35), распределение интенсивности 
изображения отдельной точки предмета можно определить следующим 
образом: 

( ) ( ) ( )2
,~,,,, syysxxsysxoyxsysx fBI ηηηηηηηηηη −′−′⋅=′′′ , (2.43) 

где f~  – фурье-образ зрачковой функции, который смещён относительно центра 
координат на изображении на величину ( )sysx ηη , . Если система координат, 
описывающая источник, совмещена с системой координат предмета, то вместо 
обозначения ( )sysx ηη ,  можно использовать непосредственно ( )yx ηη , , и, 
раскрывая скобки модуля, выражение (2.43) можно переписать следующим 
образом: 
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( ) ( ) ( )yyxxyxoyxyx hBI ηηηηηηηηηη −′−′⋅=′′′ ,,,,, 2 . (2.44) 

Итоговое изображение источника произвольной формы можно найти как 
сумму изображений всех его точек. 

( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−′−′⋅=′′′ yxyyxxyxoyx ddhBI ηηηηηηηηηη ,,, 2 . (2.45) 

Интеграл такого вида называется свёрткой [6, 12], и для его обозначения 
используется символ ⊗ : 

( ) ( ) ( )yxyxoyx hBI ηηηηηη ,,, 2 ⊗=′′′ . (2.46) 

Таким образом, изображение светящегося предмета произвольных 
размеров и формы определяется свёрткой квадрата функции распределения 
яркости ( )yxoB ηη ,  с функцией рассеяния точки ( )yxh ηη ,  оптической системы. 

Следует отметить, что влияние, оказываемое оптической системой на поле 
приходящее из разных точек, будет различным и должно описываться 
различными зрачковыми функциями ( )yxyxf ρρηη ,,,  [3, 17]. Каждой точке 
предмета соответствует своё распределение интенсивности на изображении 
( )yxyxh ηηηη ′′ ,,, , то есть своя ФРТ. Таким образом, в общем случае для 

определения интенсивности на изображении используется следующее 
выражение: 

( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

′′⋅=′′′ yxyxyxyxoyx ddhBI ηηηηηηηηηη ,,,,, 2 . (2.47) 

Впрочем, как показывает практика, для хорошо скоррегированной 
(дифракционно-ограниченной [6, 15]) оптической системы при изменении 
координат на предмете ФРТ изменяется незначительно. При анализе 
формирования изображения на поверхности предмета следует выделить 
области, в пределах которых функция ( )yxyxh ηηηη ′′ ,,,  инвариантна к сдвигу, то 
есть: 

( ) ( )yyxxyxyx hh ηηηηηηηη −′−′=′′ ,,,, . (2.48) 

Области, обладающие таким свойством, называются изопланатическими 
зонами. Если размеры области предмета меньше изопланатической зоны, то для 
моделирования формирования изображения вместо выражения (2.47) можно 
использовать выражение (2.45). 

2.8. Описание свойств освещаемых предметов 
Большинство предметов не являются источниками, а освещаются. 

Непрозрачные для оптического излучения предметы рассматриваются в 
отражённом свете, а прозрачные предметы – в проходящем свете. Предмет 
ослабляет амплитуду падающего на него света, а также может изменять его 
фазу [3]. Если изучается отражённый от предмета свет, то для описания 
влияния предмета используется функция отражения. При изучении света 
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прошедшего сквозь предмет используется функция пропускания. Если предмет 
считать бесконечно-тонким, то независимо от свойств предмета его влияние на 
прошедшее поле можно описать отношением комплексной амплитуды поля 
( )yxU ηη ,  после прохождения предмета и комплексной амплитуды поля 
( )yxoU ηη , , падающего на предмет: 

( ) ( )
( )yxo

yx
yx U

U
T

ηη
ηη

ηη
,
,

, = . (2.49) 

Эта функция называется комплексным пропусканием предмета и полностью 
описывает действие предмета на проходящее или отражённое поле. Как любую 
комплексную функцию её можно представить в виде: 

( ) ( ) ( )yxi
yxyx eT ηηϕηητηη ,,, ⋅= , (2.50) 

где ( ) ( )yxyx T ηηηητ ,, =  – функция амплитудного пропускания предмета, а 
( ) ( )[ ]yxyx T ηηηηϕ ,arg, =  – функция изменения фазы на предмете. 
Амплитудный предмет представляет собой бесконечно-тонкий экран, 

который изменяет только амплитуду падающей волны, не изменяя её фазу (то 
есть ( ) 0, =yx ηηϕ ). При этом в одних областях предмета амплитуда поля не 
меняется (свет проходит как сквозь отверстие), а после прохождения других 
областей амплитуда поля уменьшается до 0 (предмет действует как 
непрозрачный экран). 

  

а) Разность фаз в проходящем свете 
( )1221 nnkdΔ −+−= ϕϕϕ  

б) Разность фаз в отражённом свете 
kdnΔ 221 +−= ϕϕϕ  

Рис. 2.9 Изменение фазы после прохождения освещаемого предмета 

Фазовые предметы изменяют только фазу падающей волны, а амплитуду 
оставляют неизменной (то есть ( ) 1, =yx ηητ ). Например, если предмет 
представляет собой слоистую структуру с разными показателями преломления 
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(Рис. 2.9), то проходящее его поле из-за разности оптических путей 
приобретает разность фаз ϕΔ . 

В общем случае, предмет представляет собой сложную структуру, в 
разных точках изменяет и амплитуду, и фазу падающей волны, то есть является 
амплитудно-фазовым. Таким образом, при моделировании формирования 
изображения для описания предмета необходимо сформировать функцию 
комплексного пропускания (отражения) предмета ( )yxT ηη , . 

Выражение, которое описывает влияние предмета на проходящее поле 
можно записать исходя из (2.49): 

( ) ( ) ( )yxyxoyx TUU ηηηηηη ,,, ⋅= . (2.51) 

Следует отметить, что влияние предмета на проходящее поле описывается с 
использованием геометрического приближения по аналогии с прохождением 
поля через оптическую систему. Это справедливо только при соблюдении 
требования о том, что амплитуда поля и амплитудное пропускание предмета не 
должны иметь резких изменений, размеры которых сравнимы с длиной волны. 
В большинстве случаев это требование выполняется, и модель позволяет 
получать адекватные результаты. 

2.9. Определение когерентных свойств освещения 
При моделировании формирования освещаемых предметов следует 

учитывать когерентные свойства освещения, то есть волн, проходящих от 
источника до освещаемого предмета. В целом протяжённый источник не 
является монохроматическим, но свет, исходящий от отдельных излучателей 
большинства реальных источников, можно считать квазимонохроматическим 
[3]. После прохождения через оптическую систему в плоскости изображения 
свет, дошедший от каждого отдельного излучателя (точечного источника), 
распределяется на изображении по площадке конечных размеров (пятну 
рассеяния). Если расстояние между отдельными излучателями источника мало 
по сравнению со средней длиной волны ( )ωυλ /=  квазимонохроматического 
излучения, то световые возмущения, создаваемые ими на изображении, будут 
коррелировать в области перекрывающихся пятен рассеяния. Световые 
возмущения, которые создаются на изображении излучателями источника 
расположенными на расстоянии гораздо большем λ , коррелировать не будут. 
Таким образом, в интенсивность изображения предметов, освещаемых 
протяжённым источником, вносится как когерентный, так и некогерентный 
вклад. Для оценки и учёта этого вклада при моделировании необходимо 
определить характеристики когерентности волн, дошедших от источника до 
изображения. 

При рассмотрении распространения квазимонохроматических полей 
используется целое семейство характеристик для описания их когерентных 
свойств [3]. Одной из таких характеристик является взаимная интенсивность 

12J , которая описывает корреляцию колебаний 1U  и 2U  в двух произвольных 
точках и зависит только от их взаимного положения: 
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( ) ( ) ( )ttJ ,U,U, 2
*
2112112 rrrr ⋅= . (2.52) 

Комплексная степень когерентности представляет собой нормированную 
взаимную интенсивность (приведённую к диапазону от 0 до 1): 

( ) ( )
( ) ( )2211

2112
2112

,,
rr

rrrr
II

J
⋅

=μ , (2.53) 

где ( )11 rI  и ( )22 rI  – интенсивность в рассматриваемых точках. 

 
Рис. 2.10 Определение когерентных свойств освещения oθ  

Для моделирования формирования изображений освещённых предметов 
необходимо рассмотреть взаимную интенсивность и степень когерентности 
света пришедшего от протяжённого некогерентного квазимонохроматического 
источника. Решить эту задачу можно с использованием теоремы Ван-
Циттерта – Цернике [3], в которой определяется взаимная интенсивность для 
точек 1P  и 2P  на поверхности PS , освещаемой протяжённым 
квазимонохроматическим источником Σ  с плоской поверхностью и яркостью 
( )SB r  (Рис. 2.10). Для этого некогерентный источник разделяется на элементы 

dS  с линейными размерами, малыми по сравнению со средней длиной волны 
λ . Тогда, световые колебания, создаваемые различными элементами dS , 
можно считать взаимно некогерентными. Общее возмущение, возникающее в 
точках на поверхности PS , определяется суммой всех возмущений, 
обусловленных каждым элементом источника. 

Согласно теореме Ван-Циттерта – Цернике, элемент источника dS  
заменяется дифракционным отверстием такого же размера и формы, которое 
заполняется сферической волной. Таким образом, по аналогии с (1.26) взаимная 
интенсивность на поверхности PS  определяется следующим выражением: 

( ) ( )
( )

∫∫
Σ

−−
⋅= dS

rr
eBJ

rrki

SPP
21

12
21

21
, rrr , (2.54) 
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где λπ2=k , а 1r  и 2r  – расстояния между точкой S  источника Σ  и точками 1P  
и 2P  соответственно. Для выполнения нормировки при определении степени 
когерентности понадобятся значения интенсивности в точках 1P  и 2P . 
Интенсивность в любой точке поверхности PS  можно определить согласно 
(2.54): 

( ) ( ) ( )
∫∫
Σ

== dS
r

BJI S
PPP 212 , rrrr . (2.55) 

Если линейные размеры источника и расстояние между точками мало по 
сравнению с расстоянием от этих точек до источника, то после перехода к 
декартовым координатам выражение, описывающее взаимную интенсивность с 
точностью до постоянного множителя 0c , примет следующий вид: 

( ) ( ) ( ) ( )( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

′−′+′−′−⋅=′′′′ dxdyeyxBcyxyxJ yyyxxxki 2121,,,, 0221112 . (2.56) 

Последнее выражение показывает, что взаимная интенсивность зависит только 
от разности координат ( )yΔxΔ ′′,  между рассматриваемыми точками и 
определяется преобразованием Фурье функции распределения яркости на 
источнике ( )yxB , : 

( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

′+′−⋅=′′ dxdyeyxBcyΔxΔJ yyΔxxΔki,, 012 . (2.57) 

Модуль комплексной степени когерентности равен результату 
нормированного преобразования Фурье от функции распределения яркости по 
источнику: 

( )
( ) ( )

( )∫ ∫

∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

′+′−⋅

=′′

dxdyyxB

dxdyeyxB
yΔxΔ

yyΔxxΔki

,

,
,12μ . (2.58) 

Фазой комплексной степени когерентности ( )[ ] ( )2112 ,arg rrkyΔxΔ −⋅=′′μ  
можно пренебречь [3], так как при сделанных допущениях разность расстояний 
от рассматриваемых точек до источника возмущения мала по сравнению со 
средней длиной волны (то есть ( ) λ<<− 21 rr ). 

Таким образом, взаимная интенсивность и степень когерентности света, 
пришедшего от протяжённого некогерентного квазимонохроматического 
источника, определяется размерами, формой и распределением яркости по 
источнику. Если размеры источника совсем невелики (практически точечный 
источник), а распределение яркости по источнику может быть описано как 
( ) ( )yxyxB ,, δ= , то степень когерентности для любой пары точек 1P  и 2P  будет 

оставаться постоянной ( )( )1,12 =′′ yΔxΔμ , то есть освещение поверхности PS  
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является когерентным. Если источник достаточно протяжённый, а яркость по 
источнику практически постоянна ( )( )constyxB =, , то степень когерентности 
резко падает даже при небольшом удалении пары точек 1P  и 2P  

( ) ( )( )yΔxΔyΔxΔ ′′=′′ ,,12 δμ , то есть освещение является некогерентным. В 
общем случае, когда степень когерентности заметно изменяется в пределах 
рассматриваемой области, имеем дело с частично когерентным освещением. 

Для получения достаточной и равномерной освещённости предмета часто 
используют вспомогательную осветительную оптическую систему. В этом 
случае, для определения степени когерентности на входной поверхности 
осветительной оптической системы используется выражение (2.57), полученное 
согласно теореме Ван-Циттерта – Цернике. В канонических координатах 
взаимная интенсивность на входной поверхности оптической системы 
находится как преобразование Фурье функции распределения яркости по 
источнику: 

( ) ( ) ( )
∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+−⋅= yx
ΔΔi

yxyyxx ddeBJ yyyx ηηηηρρρρ ρηρηπ2
12 ,,,,

2121
. (2.59) 

Согласно (2.51) взаимная интенсивность представляет собой произведение 
комплексных амплитуд ( )

11
,1 yxU ρρ  и ( )

22
,*

2 yxU ρρ . Можно рассмотреть 
распространение этих комплексных амплитуд через оптическую систему и 
определить взаимную интенсивность на выходной поверхности. В соответствии 
с выражением (2.33): 

( ) ( ) ( )×⋅=′′′′′
11112211

,,,,,,, 1112 yxyxyxyxyx fUJ ρρηηρρρρρρ

( ) ( )
2222

,,,, *
2

*
2 yxyxyx fU ρρηηρρ ⋅× . (2.60) 

где ( )
11

,,,1 yxyxf ρρηη  и ( )
22

,,,2 yxyxf ρρηη  – функции комплексного 
пропускания, которые описывают влияние оптической системы на поля 

( )
11

,1 yxU ρρ  и ( )
22

,2 yxU ρρ , обусловленные возмущением в точке ( )yx ηη ,  
источника. Интенсивность на выходной поверхности, обусловленная этим 
возмущением, равна: 

( ) ( ) ( ) ( )=⋅⋅=′′′ yxyxyxyxyxyx ffII ρρηηρρηηρρρρ ,,,,,,,, *  

( ) ( )2
,,,, yxyxyx fI ρρηηρρ ⋅= . (2.61) 

Выражения (2.60) и (2.61) позволяют определить комплексную степень 
когерентности на выходной поверхности оптической системы: 

( ) ( )
( ) ( ) ×⋅

=′′′′′
2211

2211
2211 ,,

,,,
,,,

21

12
12

yxyx

yxyx
yxyx II

J

ρρρρ

ρρρρ
ρρρρμ

( ) ( )
( ) ( )

2211

2211

,,,,,,

,,,,,,
*
21

*
21

yxyxyxyx

yxyxyxyx

ff

ff

ρρηηρρηη

ρρηηρρηη

⋅

⋅
× . (2.62) 

Последнее выражение преобразуется следующим образом: 
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( ) ( )×=′′′′′
22112211

,,,,,, 1212 yxyxyxyx ρρρρμρρρρμ  
( ) ( )( )222111 ,,,,,, yxyxyxyx EEkie ρρηηρρηη −−× . (2.63) 

Таким образом, степень когерентности для любых двух точек выходной 
поверхности равна степени когерентности сопряжённых точек входной 
поверхности, а фаза комплексной степени когерентности отличается на 
разность эйконалов. Можно показать [3], что в типовых условиях 
некогерентный квазимонохроматический источник будет когерентно освещать 
на выходном зрачке площадки, размеры которых малы по сравнению с самим 
зрачком, то есть в целом выходной зрачок освещается некогерентно. Это 
значит, что комплексная степень когерентности для пар точек в плоскости 
изображения будет совпадать со степенью когерентности, обусловленной 
некогерентным источником, расположенным там же, где и выходной зрачок, 
обладающий тем же размерами, формой и распределением яркости. Тогда, для 
определения степени когерентности на изображении можно применить 
выражение (2.58), в котором вместо распределения яркости по источнику 
использовать распределение интенсивности на выходном зрачке: 

( )
( ) ( )

( )∫ ∫

∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

′′+′′−

′′′′′

′′⋅′′′

=′′

yxyx

yx
ΔΔki

yx

yx

ddI

ddeI
ΔΔ

yyxx

ρρρρ

ρρρρ
ηημ

ηρηρ

,

,
,12 . (2.64) 

Распределение интенсивности на выходном зрачке ( )yxI ρρ ′′′ ,  
рассчитывается в соответствии с выражением (2.61). Поскольку, в это 
соотношение не входит фаза функции комплексного пропускания, можно 
сделать важный вывод о том, что степень когерентности на поверхности 
изображения не зависит от аберраций оптической системы, формирующей 
изображение источника. Полученную степень когерентности можно 
использовать при определении итогового распределения интенсивности на 
изображении в соответствии с законом интерференции (1.21). 

Для наблюдения предметов в проходящем свете используются схемы 
критического освещения и освещения по Кёлеру [3, 7]. 

 
Рис. 2.11 Критическое освещение 
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Критическое освещение (Рис. 2.11) применяют в том случае, когда 
некогерентный источник относительно однороден. Тогда осветительная 
оптическая система, которую также называют конденсор, формирует 
изображение источника в плоскости объекта. Освещение по Кёлеру (Рис. 2.12) 
применяют, когда некогерентный источник неоднороден и для достижения 
однородности поля освещения конденсор формирует изображение источника в 
плоскости входного зрачка изображающей системы или на бесконечном 
расстоянии от объекта. В этом случае неравномерность в распределении 
яркости по источнику не вызывает неравномерности в освещённости 
поверхности предмета. 

 
Рис. 2.12 Освещение по Кёлеру 

В любом случае, при моделировании осветительной системы, согласно 
сделанным ранее выводам, реальный источник и конденсор можно заменить 
эквивалентным источником, расположенным в выходном зрачке конденсора, 
имеющем соответствующую форму, размеры и распределение яркости. В 
качестве канонических координат на эквивалентном источнике используются 
выходные зрачковые координаты конденсора, но в масштабе входных 
зрачковых координат изображающей системы: 

x

x
xx A

p′
=′= ρξ ; 

y

y
yy A

p′
=′= ρξ , (2.65) 

где xA  и yA  – передние обобщённые апертуры изображающей системы. 
В соответствии с выражением (2.58) степень когерентности на 

поверхности освещаемого предмета определяется следующим образом: 

( )
( ) ( )

( )∫ ∫

∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

+−⋅

=

yxyxc

yx
ΔΔki

yxc

yx

ddB

ddeB
ΔΔ

yyxx

ξξξξ

ξξξξ
ηημ

ηξηξ

,

,
,12 . (2.66) 

где ( )yxcB ξξ ,  – эквивалентное распределение яркости в выходном зрачке 
конденсора. 
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Для оценки влияния когерентных свойств освещения рассмотрим 
формирование изображения предмета, который представляет собой два 
точечных отверстия с координатами ( )

11
, yx ηη ′′  и ( )

22
, yx ηη ′′ . Предмет в виде двух 

точечных отверстий можно описать как сумму двух смещённых дельта-
функций. Если точечные отверстия находятся в пределах изопланатической 
зоны, то изображение каждого из них описывается одинаковыми, но 
смещёнными функциями рассеяния точки, распределение интенсивности на 
изображении определяется как интерференционная суперпозиция в 
соответствии с выражением (1.21), в котором степень когерентности в 
изображении точечных объектов определяется условиями освещения. 

Пусть в качестве конденсора используется центрированная оптическая 
система, у которой круглый выходной зрачок единичного радиуса, и 
применяется схема критического освещения. Если распределение 
интенсивности в области зрачка равномерно, то математически его можно 
описать функцией: ( ) ( )ξξξ circ, =yxcB , где 22

yx ξξξ += . Для определения 
фурье-образа осесимметричных функций используется преобразование Ганкеля 
[6, 12]. Тогда комплексная степень когерентности света, достигающего 
отверстий в плоскости предмета, описывается выражением: 

( ) ( )
c

c
c Δ

ΔJΔ
η
ηπ

π
ημ

′
′

⋅=′ 21 1
212 , (2.67) 

где 1J  – функция Бесселя 1-го порядка [4], а ( ) ( )22
2121 yyxxcΔ ηηηηη ′−′+′−′=′  – 

радиальная разность в системе канонических координат на изображении, 
формируемом конденсором, которые связаны с предметными каноническими 
координатами изображающей системы следующим соотношением: 

σηηη ⋅=
′

⋅=′
o

c
c A

A , (2.68) 

где cA′  – задняя обобщённая апертура конденсора, а oA  – передняя обобщённая 
апертура изображающей системы. С учётом (2.68) выражение (1.21) для 
итогового распределения интенсивности в изображении двух точечных 
отверстий можно записать: 

( ) ( ) ( )+′−′′−′+′−′′−′=′′′
2211

,,, yyxxyyxxyx hhI ηηηηηηηηηη  
( ) ( ) ( )

2211
,,22 1

2 yyxxyyxx hh
Δ
ΔJ ηηηηηηηη
ση
σηπ

π
′−′′−′⋅′−′′−′⋅

⋅
⋅

⋅+ . (2.69) 

В этом выражении важную роль играет коэффициент σ . Когда размеры 
выходного зрачка конденсора настолько меньше по сравнению с размерами 
входного зрачка изображающей системы, что эквивалентный источник может 
считаться точечным ( )0→σ , то ( ) 12 2

1 ≈⋅⋅ σηπσηπ ΔΔJ . В этом случае имеем 
когерентную суперпозицию, освещение считается когерентным, и говорят, что 
изображающая система формирует когерентное изображение. Если выходной 
зрачок конденсора равен или больше входного зрачка изображающей системы 
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( )1>σ , то третье слагаемое в выражении (2.69) равно 0. Освещение можно 
считать некогерентным, и говорят, что изображающая оптическая система 
формирует некогерентное изображение. В остальных случаях необходимо 
рассматривать промежуточные свойства освещения и формирование частично 
когерентного изображения.  

Коэффициент σ  часто используется в качестве характеристики 
когерентных свойств освещения и называется коэффициентом когерентности 
(или коэффициентом заполнения зрачка). При критическом освещении 
коэффициент когерентности σ  определяется соотношением числовых апертур 
конденсора и изображающей системы: ( ) ( )occ nn θθσ sinsin ⋅′⋅′= . В схеме 
освещения по Кёлеру коэффициент когерентности определяется соотношением 
размеров изображения источника и зрачка: ΩΣ=σ  (Рис. 2.12). 

Таким образом, для моделирования формирования изображений 
предметов, освещаемых протяжённым квазимонохроматическим источником, 
необходимо определить степень когерентности каждой пары точек на предмете, 
а затем рассмотреть распространение волн от каждой пары до изображения. 
Итоговое распределение интенсивности на изображении определяется как 
сумма интенсивностей изображения каждой пары точек предмета. Когда 
источник и предмет имеют произвольную форму и размеры, а оптическая 
система не является идеальной, такой подход является весьма трудоёмким и 
мало пригодным для эффективной численной реализации. Требуется 
альтернативный подход, который бы обеспечил быстрое компьютерное 
моделирование, универсальность использования и адекватность результата. 

2.10. Формирование изображений предметов в проходящем 
свете 

Для моделирования формирования изображения освещаемых предметов 
рассмотрим метод интегрирования по источнику [7, 27]. Этот метод обладает 
высокой эффективностью при численной реализации, обеспечивает 
универсальность и адекватность при моделировании. В основу метода 
положено понятие эффективного источника, которое ввёл Гопкинс [27]. Для 
определения этого понятия рассмотрим подынтегральную часть выражения 
(2.59), которая в случае освещения предмета эквивалентным источником 
выглядит следующим образом: 

( ) ( ) ( )yyxyyyxy i
c

i
yxyxc eBeddB ηξηξπηξηξπξξξξ Δ+ΔΔ+Δ ⋅=⋅ 22, . (2.70) 

Выражение (2.70) показывает, что освещение на поверхности предмета 
создаётся угловым спектром отдельных когерентных волн, исходящих от 
отдельных областей источника с постоянной амплитудой cB , 
пропорциональной их площади и яркости источника. Следовательно, любые 
физически реализуемые условия освещения на плоскости предмета можно 
создать эффективным источником, представляющим собой совокупность точек, 
каждая из которых создаёт полностью когерентное освещение предмета, а 
оптическая система – соответствующее ему когерентное изображение. 
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Итоговое изображение можно найти как суперпозицию изображений, 
полученных при освещении предмета отдельными точками эффективного 
источника. 

 
Рис. 2.13 Модель формирования изображения предмета в проходящем свете 

Рассмотрим модель формирования изображения в проходящем свете с 
учётом когерентных свойств освещения (Рис. 2.13). Для этого необходимо, во-
первых, знать функцию распределения яркости по эквивалентному источнику 

( )yxcB ξξ , , которая описывает форму и размеры источника, а также 
распределение яркости по его поверхности. Во-вторых, сформировать функцию 
комплексного пропускания предмета ( )yxT ηη , , которая определяется 
выражением (2.50) и описывает амплитудное и фазовое пропускание предмета. 
В-третьих, в соответствии с выражением (2.26) сформировать зрачковую 
функцию ( )yxf ρρ , , которая опишет влияние оптической системы на 
проходящее поле. 

Согласно концепции эффективного источника функцию ( )yxcB ξξ ,  следует 
представить в виде совокупности дельта-функций, каждая из которых 
соответствует отдельной точке источника: 

( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−−⋅= sysxsyysxxsysxcyxc ddBB ξξξξξξδξξξξ ,,, , (2.71) 

где ( )sysx ξξ ,  – величина смещения относительно начала канонической системы 
координат на эквивалентном источнике. 

Рассмотрим распространение электромагнитного поля от отдельной точки 
источника, через предмет и оптическую систему до поверхности изображения. 
От отдельной точки источника ( )sysx ξξ ,  на предмет падает наклонная плоская 
волна с комплексной амплитудой ( )yxoU ηη , : 

( ) ( ) ( )ysyxsxi
sysxcyxo eBU ξηξηπξξηη +−⋅= 2,, . (2.72) 
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Согласно выражению (2.51) действие амплитудно-фазового предмета на 
проходящее поле описывается произведением комплексной амплитуды поля на 
функцию комплексного пропускания предмета. Таким образом, комплексная 
амплитуда поля за предметом ( )yxU ηη ,  определяется как: 

( ) ( ) ( ) =⋅= yxyxoyx TUU ηηηηηη ,,,  

( ) ( ) ( )yx
i

sysxc TeB ysyxsx ηηξξ ξηξηπ ,, 2 ⋅⋅= +− . (2.73) 

Распространение дифрагированного поля от предмета до входной 
поверхности в канонических координатах описывается преобразованием 
Фурье. Таким образом, комплексную амплитуду поля на входной поверхности 
( )yxU ρρ ,  можно описать следующим выражением: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]=⋅⋅= +− ysyxsxi
sysxcyxyx eBTFU ξηξηπξξηηρρ 2,,,

( ) ( )ysyxsxsysxc TB ξρξρξξ −−⋅= ,~, . (2.74) 

Согласно выражению (2.27) действие оптической системы на проходящее 
поле определяется как произведение комплексной амплитуды поля ( )yxU ρρ ,  
на зрачковую функцию ( )yxf ρρ , . Распространение дифрагированного поля от 
выходной поверхности до поверхности изображения описывается обратным 
преобразованием Фурье и комплексная амплитуда поля на поверхности 
изображения ( )yxU ηη ′′′ ,  определяется следующим выражением: 

( ) ( ) ( )[ ]=⋅=′′′ −
yxyxyx fUFU ρρρρηη ,,, 1

( ) ( ) ( )[ ]yxysyxsxsysxc fTBF ρρξρξρξξ ,,~,1 ⋅−−⋅= − . (2.75) 

Таким образом, распределение интенсивности изображения, 
обусловленного освещением отдельной точкой источника с координатами 
( )sysx ξξ , , можно определить следующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]21 ,,~,,,, yxysyxsxsysxcyxsysx fTBFI ρρξρξρξξηηξξ ⋅−−⋅=′′′ − . (2.76) 

Итоговое распределение интенсивности изображения полученного от 
источника произвольной формы определяется суммой интенсивностей 
изображений, полученных от каждой точки источника. Таким образом, модель 
формирования изображения методом интегрирования по источнику можно 
записать следующим образом: 

( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

′′′⋅=′′′ sysxyxsysxsysxcyx ddIBI ξξηηξξξξηη ,,,,, . (2.77) 

Рассмотрим предельные случаи полностью когерентного и некогерентного 
освещения. В случае когерентного освещения предмета алгоритм 
моделирования формирования изображения существенно упрощаются. При 
когерентном освещении эквивалентный источник является практически 
точечным и распределение яркости по источнику можно описать дельта-
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функцией, то есть ( ) ( )yxyxcB ξξδξξ ,, = . Выражение (2.77) можно записать в 
виде с двумя преобразованиями Фурье: 

( ) ( )[ ] ( )[ ]21 ,,, yxyxyx fTFFI ρρηηηη ⋅=′′′ − . (2.78) 

Это выражение подобно (2.36), в котором роль комплексной амплитуды поля 
играет функция комплексного пропускания предмета. Таким образом, при 
когерентном освещении оптическая система линейна по амплитуде. 

При некогерентном освещении размеры эквивалентного источника гораздо 
больше зрачка изображающей системы, а распределение яркости по источнику 
можно считать постоянным, то есть ( ) constB yxc =ξξ , . Выражение (2.77) с 
точностью до постоянного множителя можно переписать: 

( ) ( ) ( )[ ]∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

− ⋅−−=′′′ yxyxyyxxyx ddfTFI ξξρρξρξρηη
21 ,,~, . (2.79) 

Применяя теоремы о свёртке и о сдвиге преобразования Фурье [6, 12], а затем 
раскрывая скобки, получим следующее выражение: 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

+− ×
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−′−′⋅⋅=′′′ yxyyxx

i
yxyx ddfeTI yyxx ηηηηηηηηηη ξηξηπ ,~,, 2

( ) ( ) ( ) yxyxyyxx
i

yx ddddfeT yyxx ξξηηηηηηηη ξηξηπ

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−′−′⋅⋅× ∫ ∫

∞+

∞−

∞+

∞−

+ ,~, *2* . (2.80) 

Последнее выражение можно переписать, меняя порядок интегрирования и 
перегруппируя множители: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

×−′−′⋅−′−′⋅⋅=′′′ yyxxyyxxyxyxyx ffTTI ηηηηηηηηηηηηηη ,~,~,,, **

( ) ( )
yxyx

ii ddddee yyxxyyxx ηηξξξηξηπξηξηπ

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅× ∫ ∫

∞+

∞−

∞+

∞−

+−+ 22 . (2.81) 

При любых xη  и yη интеграл в квадратных скобках равен 1, и выражение (2.81) 
можно переписать следующим образом: 

( ) ( ) ( ) yxyyxxyxyx ddfTI ηηηηηηηηηη ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−′−′⋅=′′′
22

,~,, . (2.82) 

Если вместо ( )2
, yxT ηη  записать ( )yxI ηη ,  и вспомнить, что ( ) =′′

2
,~

yxf ηη  

( )yxh ηη ′′= , , то окончательное выражение для интенсивности изображения 
предмета при некогерентном освещении принимает вид: 

( ) ( ) ( ) =−′−′⋅=′′′ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−
yxyyxxyxyx ddhII ηηηηηηηηηη ,,,  

( ) ( )yxyx hI ηηηη ,, ⊗= . (2.83) 



Глава 2. Дифракционная теория формирования изображения 

 54 

Это выражение показывает, что взаимно некогерентные точечные 
источники, составляющие протяжённый источник, дают в итоге некогерентное 
изображение, которое представляет собой сумму интенсивностей изображений, 
полученных освещением каждым точечным источником. Выражение (2.83) 
подобно выражению (2.45), в котором роль обобщённой интенсивности 
предмета играет квадрат модуля функции его комплексного пропускания. 

Математическую модель формирования некогерентного изображения 
можно записать в виде выражения с четырьмя преобразованиями Фурье: 

( ) ( ) ( )[ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡⋅⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=′′′ −− 2121 ,,, yxyxyx fFFTFFI ρρηηηη . (2.84) 

Таким образом, при некогерентном освещении оптическая система 
линейна относительно интенсивности. 

  
a) Когерентное освещение б) Некогерентное освещение 

 
в) Частично когерентное освещение 

Рис. 2.14 Изображение края при различных условиях освещения 

Когерентные свойства освещения проявляются на изображении предметов 
по-разному. Например, характерный вид имеет распределение интенсивности 
на изображении предмета, который легко создать, если поле прозрачного 
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предмета наполовину закрыть непрозрачным экраном. Такой предмет 
называется полуплоскостью или краем [3, 6]. На рисунке 2.14 приведено 
распределение интенсивности в изображении края при когерентном освещении 
(а), некогерентном (б) и частично когерентном освещении. Видно, что в случае 
когерентного освещения резко выражены осцилляции интенсивности на 
светлой части изображения, а в случае некогерентного освещения 
распределение интенсивности изменяется плавно. При частично когерентном 
освещении на границе светлой и темной частей изображения наблюдается 
резкий максимум, как в случае когерентного освещения, но на остальной части 
изображения интенсивность меняется плавно, как в случае некогерентного 
освещения. 

 

Рис. 2.15 Сечения изображения края при когерентном ( ), 
некогерентном ( ) и частично когерентном ( ) освещении 

Описанные особенности хорошо заметны в центральном сечении 
распределения интенсивности на изображении (Рис. 2.15). Таким образом, 
изображение полуплоскости можно использовать при моделировании в 
качестве тест-объекта для контроля адекватности построенной модели. 

2.11. Алгоритмы моделирования формирования оптических 
изображений 

Полученные выражения пригодны для реализации численного 
моделирования формирования изображений. Представим их в виде алгоритмов, 
то есть в виде последовательностей действий, которые нужно выполнить для 
вычисления распределения интенсивности на изображении. Следует 
рассмотреть алгоритмы моделирования формирования самосветящихся и 
освещаемых предметов. Очевидно, что алгоритмы моделирования 
формирования изображения при когерентном и некогерентном освещении 
существенно проще алгоритма моделирования формирования изображения при 
частично когерентном освещении, рассмотрим их отдельно. Коэффициент 
когерентности освещения σ  можно использовать в качестве критерия выбора 

I ′

x′  
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метода вычисления. В предельном случае когерентного освещения ( )0→σ  для 
моделирования формирования изображения можно пользоваться упрощённым 
алгоритмом вычислений согласно выражению (2.78). В предельном случае 
некогерентного освещения ( )1>σ  для моделирования формирования 
изображения можно пользоваться упрощённым алгоритмом вычислений 
согласно выражению (2.84). 

В любом случае, входными данными для моделирования являются 
( )yxB ξξ ,  – функция, описывающая форму, размеры и распределение яркости по 

источнику, ( )yxT ηη ,  – функция, описывающая форму, размеры и комплексное 
пропускание предмета и ( )yxf ρρ ,  – зрачковая функция, описывающая влияние 
оптической системы на комплексную амплитуду проходящего поля. 
Алгоритм моделирования формирования изображения 
самосветящегося предмета 

Алгоритм моделирования формирования изображения самосветящегося 
предмета можно построить на основе выражения (2.46). Для повышения 
эффективности вычисления интеграла свёртки обычно используют теорему о 
том, что свёртка двух функций полностью эквивалентна произведению их 
фурье-образов [6, 12]. Таким образом, алгоритм вычисления распределения 
интенсивности изображения в этом случае состоит из следующих этапов: 
1) Вычисление фурье-образа квадрата распределения яркости по источнику: 

( ) ( )[ ]yxyx BFB ηηρρ ,,~ 2= . (2.85) 

2) Вычисление фурье-образа функции рассеяния точки: 

( ) ( )[ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= − 21 ,,~

yxyx fFFh ρρρρ . (2.86) 

3) Вычисление фурье-образа распределения интенсивности на изображении: 
( ) ( ) ( )yxyxyx hBI ρρρρρρ ,~,~,~ ⋅=′′′ . (2.87) 

4) Вычисление распределения интенсивности на изображении: 
( ) ( )[ ]yxyx IFI ρρηη ′′′=′′′ − ,~, 1 . (2.88) 

Алгоритм моделирования формирования изображения освещаемого 
предмета 

Алгоритм моделирования формирования изображения произвольных 
предметов с учётом когерентных свойств освещения состоит из следующих 
этапов: 
1) Представление источника в виде совокупности точек: 

( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−−⋅= sysxsyysxxsysxyx ddBB ξξξξξξδξξξξ ,,, . (2.89) 

2) Выделение наклонной плоской волны, падающей на предмет от отдельной 
точки ( )sysx ξξ , : 
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( ) ( ) ( )ysyxsxi
sysxyxo eBU ξηξηπξξηη +−⋅= 2,, . (2.90) 

3) Прохождение поля через предмет: 
( ) ( ) ( )yxyxoyx TUU ηηηηηη ,,, ⋅= . (2.91) 

4) Дифракционное распространение поля в пространстве предметов: 
( ) ( )[ ]yxyx UFU ηηρρ ,, = . (2.92) 

5) Распространение поля через оптическую систему: 
( ) ( ) ( )yxyxyx fUU ρρρρρρ ,,, ⋅=′′′ . (2.93) 

6) Дифракционное распространение поля в пространстве изображений: 
( ) ( )[ ]yxyx UFU ρρηη ′′′=′′′ − ,, 1 . (2.94) 

7) Вычисление распределения интенсивности на изображении, полученном при 
освещении отдельной точкой источника ( )sysx ξξ , : 

( ) ( )2
,,,, yxyxsysx UI ηηηηξξ ′′′=′′′ . (2.95) 

Этапы 2 – 7 необходимо повторить для каждой точки источника. 
8) Интегрирование изображений, полученных при освещении от каждой точки 
( )sysx ξξ ,  источника: 

( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

′′′⋅=′′′ sysxyxsysxsysxyx ddIBI ξξηηξξξξηη ,,,,, . (2.96) 

Таким образом, в основе этого алгоритма лежит модель распространения 
комплексной амплитуды поля через оптическую систему (этапы 4 – 7), но 
чтобы её применить источник представляется в виде совокупности точек, 
каждая из которых создает когерентное освещение предмета (этапы 1 – 2). Для 
моделирования прохождения поля через прозрачный предмет используется 
модель геометрического распространения поля (этап 3). Итоговое 
распределение интенсивности на изображении ( )yxI ηη ′′′ , , которое и является 
результатом работы алгоритма, находится как сумма интенсивностей 
изображений, полученных при освещении каждой точкой источника (этап 8). 
Алгоритм моделирования формирования изображения при 
когерентном освещении 

Моделирование формирования изображения предмета при когерентном 
освещении осуществляется на основе выражения (2.78). В этом случае, 
алгоритм вычисления распределения интенсивности на изображении состоит из 
следующих этапов: 
1) Дифракционное распространение поля от предмета до оптической системы: 

( ) ( )[ ]yxyx TFU ηηρρ ,, = . (2.97) 

2) Распространение поля через оптическую систему: 
( ) ( ) ( )yxyxyx fUU ρρρρρρ ,,, ⋅=′′′ . (2.98) 
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3) Дифракционное распространение поля в пространстве изображений: 
( ) ( )[ ]yxyx UFU ρρηη ′′′=′′′ − ,, 1 . (2.99) 

4) Вычисление распределения интенсивности на изображении: 

( ) ( )2
,, yxyx UI ηηηη ′′′=′′′ . (2.100) 

Алгоритм моделирования формирования изображения при 
некогерентном освещении 

Для моделирования формирования изображения предмета при 
некогерентном освещении используется выражения (2.78). Алгоритм 
вычисления распределения интенсивности на изображении состоит из 
следующих этапов: 
1) Вычисление фурье-образа распределения интенсивности на предмете: 

( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

2
,,~

yxyx TFI ηηρρ . (2.101) 

2) Вычисление фурье-образа функции рассеяния точки: 

( ) ( )[ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= − 21 ,,~

yxyx fFFh ρρρρ . (2.102) 

3) Вычисление фурье-образа распределения интенсивности на изображении: 
( ) ( ) ( )yxyxyx hII ρρρρρρ ,~,~,~ ⋅=′′′ . (2.103) 

4) Вычисление распределения интенсивности на изображении: 
( ) ( )[ ]yxyx IFI ρρηη ′′′=′′′ − ,~, 1 . (2.104) 

Благодаря использованию системы канонических координат 
представленные алгоритмы справедливы и идентичны для любых типов 
предмета и изображения, а вычисления реализуются с использованием 
универсального алгоритма быстрого преобразования Фурье. 

Выводы 
Основная цель моделирования формирования изображения – описать 

распространение электромагнитных волн от предмета через оптическую 
систему до поверхности анализа. Cтрогая модель формирования изображения 
должна учитывать действие всех диафрагм и экранов в оптической системе, и 
рассматривать распространение поля как ряд последовательных дифракций на 
каждом препятствии. Но для получения универсальных и практически 
полезных выражений используются упрощённые модели. Наиболее близкой к 
реальным процессам, происходящим в оптической системе, является модель с 
апертурной диафрагмой. В этой модели процесс распространения поля через 
оптическую систему разбивается на три этапа. Дифракционное 
распространение поля от предмета до входной поверхности и от выходной 
поверхности до изображения в канонических координатах описывается прямым 
и обратным преобразованием Фурье соответственно. Для описания 
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распространение поля от входной до выходной поверхности оптической 
системы используется геометрический подход. Зрачковая функция ( )yxf ρρ , , 
которая описывает ограничение и ослабление поля, а также изменение фазы из-
за аберраций. Дифракция в этой модели вынесена за пределы оптической 
системы. 

При рассмотрении формирования изображения самосветящихся предметов 
можно сделать следующие выводы. Отдельные источники, составляющие 
протяжённый источник, являются взаимно некогерентными и дают в итоге 
некогерентное изображение, которое представляет собой сумму 
интенсивностей изображений каждой точки. 

Большинство предметов не являются источниками освещения, а 
освещаются. При этом для освещения часто используется дополнительная 
оптическая система. Когерентные свойства освещения таковы, что источник и 
осветительную оптическую систему можно заменить эквивалентным 
источником, которые размещен в выходном зрачке осветителя. Когерентные 
свойства освещения определяют итоговое распределение интенсивности на 
изображении. Для моделирования формирования изображений освещённых 
объектов необходимо сформировать функцию распределения яркости по 
источнику ( )sysxB ξξ , , которая так же описывает его форму и размеры, функцию 
комплексного пропускания (отражения) предмета ( )yxT ηη ,  и зрачковую 
функцию ( )yxf ρρ , , описывающую действие оптической системы. Вычисление 
распределения интенсивности на изображении можно выполнить с 
использованием метода интегрирования по источнику. Источник 
представляется в виде совокупности точек, каждая из которых создает 
полностью когерентное освещение предмета, а оптическая система – 
соответствующее ему когерентное изображение. Итоговое изображение 
определяется как суперпозиция изображений, полученных при освещении 
предмета отдельными точками эффективного источника. 

В предельных случаях когерентного и некогерентного освещения для 
моделирования формирования изображения можно пользоваться упрощёнными 
алгоритмами вычислений. При когерентном освещении оптическая система 
линейна по амплитуде, а при некогерентном освещении – по интенсивности. 

Вопросы 
Что представляет собой математическая модель оптической системы в 

теории формирования изображения? 
Какие преобразования претерпевает волновой фронт при прохождении 

через оптическую систему? 
При выполнении каких условий можно использовать геометрическую 

модель распространения поля в однородном пространстве? 
Какие факторы влияния оптической системы на проходящее поле должны 

учитываться при моделировании формирования изображений? 
Как изменяется амплитуда и эйконал поля при его прохождении через 

оптическую систему? 
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Какие факторы влияния оптической системы на проходящее поле 
описывает зрачковая функция? Какие факторы, влияющие на поле, проходящее 
через оптическую систему, зрачковая функция не учитывает? 

При выполнении каких условий геометрическая модель распространения 
поля через оптическую систему и сквозь прозрачный предмет будет 
адекватной? 

В чём заключается модель формирования изображений Аббе? В чём 
заключаются ограничения и недостатки модели Аббе? 

В чём заключается модель прохождения поля через оптическую систему, 
построенная на основе концепции апертурной диафрагмы? 

Каким образом при рассмотрении дифракционного распространения поля 
в пространстве предметов и в пространстве изображений оптической системы 
дифракционный интеграл сводится к преобразованию Фурье? 

Каким образом описываются самосветящиеся и освещаемые предметы и 
их изображения? 

Как будет выглядеть изображение, если функция комплексного 
пропускания предмета постоянна? 

Как будет выглядеть изображение, если зрачковая функция бесконечна и 
постоянна? 

Почему при моделировании формирования изображения следует 
учитывать когерентные свойства освещения? 

Какие положения доказываются в теореме Ван-Циттерта – Цернике? 
Каким образом определяется взаимная интенсивность поля создаваемого 

протяжённым некогерентным источником в пространстве изображения после 
прохождения через оптическую систему? 

Каким образом описывается распространение взаимной интенсивности 
поля через оптическую систему? 

Каким образом аберрации и другие свойства осветительной системы 
влияют на передачу взаимной интенсивности и степени когерентности поля? 

В каких случаях используется метод критического освещения, а в каких – 
освещение по Кёлеру? В каких случаях используется внеосевое освещение и 
как оно создаётся? 

Каким образом определяется коэффициент когерентности σ ? Какой он 
имеет смысл? 

Каким образом канонические координаты на источнике связаны со 
зрачковыми каноническими координатами изображающей оптической 
системы? 

В чём заключается концепция эффективного источника и метод 
интегрирования по источнику? 

Как при когерентном освещении получить амплитудное изображение 
фазового объекта? 
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Задачи 
2.1. Найти функцию рассеяния точки оптической системы с круглым зрачком и 

центральным экранированием. Построить график ФРТ оптической системы 
с коэффициентом экранирования 5.0=ε . 

2.2. Изображение формируется безаберрационной оптической системой с 
круглым зрачком. Найти распределение интенсивности в изображении 
предмета, который представляет собой две светящихся точки, 
расположенные на расстоянии b . Определить минимальное расстояние 
между точками minb , при котором они изображаются раздельно. 

2.3. Изображение формируется безаберрационной оптической системой с 
круглым зрачком. Найти распределение интенсивности в изображении 
предмета, который представляет собой черную точку на прозрачном экране 
при когерентном и некогерентном освещении. 

2.4. Найти аналитическое выражение, описывающее комплексную степень 
когерентности 12μ  света, создаваемого квазимонохроматическим 
источником кольцевой формы, на плоскости, находящейся на расстоянии z  
от источника. 

2.5. Пусть в качестве конденсора используется центрированная оптическая 
система с круглым выходным зрачком, и применяется схема критического 
освещения. Найти распределение интенсивности в изображении предмета, 
который представляет собой два отверстия в экране. 

2.6. Найти распределение интенсивности в изображении гармонического 
периодического предмета при освещении источником, который 
представляет собой две точки, находящиеся на расстоянии b . 

2.7. Изображение формируется безаберрационной оптической системой с 
квадратным зрачком. Найти распределение интенсивности в изображении 
периодического предмета с синусоидальным пропусканием при освещении 
некогерентным источником. 

Примеры решения задач 

Задача 2.3: Изображение формируется безаберрационной оптической системой 
с круглым зрачком. Найти распределение интенсивности в изображении 
предмета, который представляет собой черную точку на прозрачном экране при 
когерентном и некогерентном освещении. 

Комплексное пропускание предмета, представляющего собой черную 
точку на прозрачном экране можно описать как ( ) ),(1, yxyxT ηηδηη −= . 

Для решения задачи вначале воспользуемся алгоритмом моделирования 
формирования изображения при когерентном освещении. 

Дифракционное распространение поля от предмета до оптической системы 
(2.97): ( ) ( )[ ] 1),(,, −== yxyxyx TFU ρρδηηρρ . 
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Распространение поля через оптическую систему (2.98):  
( ) ( ) ( )yxyxyx fUU ρρρρρρ ,,, ⋅=′′′ . Зрачковая функция безаберрационной 

системы ( ) ( )yxyx circf ρρρρ ,, = , тогда 
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )yxyxyxyxyx circcircU ρρρρδρρρρδρρ ,,,1,, −=⋅−=′′′ . 
Дифракционное распространение поля в пространстве изображений (2.99): 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )yxyxyxyxyx circFUFU ηηρρρρδρρηη ′′−=−=′′′=′′′ −− ,Bessinc1,,,, 11  
Распределение интенсивности на изображении (2.100): 

( ) ( ) ( )22
,Bessinc1,, yxyxyx UI ηηηηηη ′′−=′′′=′′′ . 

 
Теперь найдем изображение при некогерентном освещении.  
Фурье-образ распределения интенсивности на предмете (2.101): 

( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

2
,,~

yxyx TFI ηηρρ . Квадрат модуля распределения интенсивности 

( ) 22
),(1, yxyxT ηηδηη −= . Поскольку функция интенсивности вещественная и 

положительная, модуль можно не учитывать: 

( ) ( ) ),(),(21),(1, 222
yxyxyxyxT ηηδηηδηηδηη +⋅−=−= . Квадрат дельта-

функции равен самой дельта-функции ),(),(2
yxyx ηηδηηδ = , тогда 

( ) ),(1),(),(21,
2

yxyxyxyxT ηηδηηδηηδηη −=+⋅−= . Фурье-образ 

распределения интенсивности ( ) [ ] 1),(),(1,~ −=−= yxyxyx FI ρρδηηδρρ . 
Фурье-образ функции рассеяния точки (2.102): 

( ) ( )[ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= − 21 ,,~

yxyx fFFh ρρρρ . Тогда ФРТ 

( ) ( )[ ] ( )yxyxyx fFh ηηρρηη ′′==′′ − ,,,
21 2Bessinc , а ее Фурье-образ 

( ) ( )[ ]yxyx Fh ηηρρ ′′= ,,~ 2Bessinc . 
Фурье-образ распределения интенсивности на изображении (2.103): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]yxyxyxyxyx FhII ηηρρδρρρρρρ ′′⋅−=⋅=′′′ ,Bessinc1),(,~,~,~ 2 . 
Распределение интенсивности на изображении (2.104): 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ][ ]
( )[ ][ ] ( )[ ][ ]

[ ] ( ) ( )yxyxyx

yxyxyx

yxyxyxyx

F

FFFF

FFIFI

ηηηηρρδ

ηηηηρρδ

ηηρρδρρηη

′′−′′⊗=

=′′−′′⋅

=′′⋅−=′′′=′′′

−

−−

−−

,Bessinc,Bessinc),(

,Bessinc,Bessinc),(

,Bessinc1),(,~,

221

2121

211

. 

Свертка [ ] ( ) ( ) 1,Bessinc1,Bessinc),( 221 =′′⊗=′′⊗−
yxyxyxF ηηηηρρδ , тогда 

( ) ( )yxyxI ηηηη ′′−=′′′ ,Bessinc1, 2 . 
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Теперь можно построить графики и полутоновые изображения 
распределения интенсивности:  

 

 

Когерентное освещение Некогерентное освещение  

 

Когерентное освещение 
Некогерентное освещение 

- 2 0 2 

( )yxI ηη ′′′ ,

xη′
- 4 
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Глава 3. Формирование изображения как преобразование 
сигналов 

В теории систем преобразование сигнала есть 
описание связи входа с выходом, представляемое 
часто просто в виде «чёрного ящика». 

Льюис Фрэнкс 

3.1. Преобразование сигналов оптическими системами 
Важную роль в развитии теории формирования изображений сыграло 

применение идей из теории связи и методов анализа электрических сигналов. 
Такой подход впервые использовал Дюфье [3, 19], который предложил 
провести аналогию между преобразователями электрических сигналов и 
оптическими системами и использовать преобразование Фурье для анализа их 
работы. Одним из наиболее важных результатов такого подхода является 
получение передаточной функции, напрямую связывающей предмет и 
изображение. Взгляд на решение оптических задач с позиций другой области 
знаний взаимно обогатил оптику и электротехнику и, в свою очередь, привёл к 
созданию обобщённой теории сигналов. 

Если в дифракционной теории формирования изображения строится 
внутренняя функциональная модель оптической системы, отражающая 
физические процессы формирования изображения, то в данном подходе имеют 
дело с внешней функциональной моделью, которая описывает оптическую 
систему как преобразователь сигналов общего вида [5, 15]. С точки зрения 
теории сигналов работа изображающей системы заключается в преобразовании 
входного сигнала I  в выходной сигнал I ′ . Для систем, формирующих 
изображение, входной сигнал (предмет) и выходной сигнал (изображение) 
обычно являются оптическими пространственными двумерными сигналами 
обобщённых координат на поверхностях предмета и изображения. 
Преобразование входного сигнала ( )yxI ηη ,  в выходной сигнал ( )yxI ηη ′′′ ,  можно 
представить некоторым изображающим оператором L : 

( ) ( )[ ]yxyx ILI ηηηη ,, =′′′ . (3.1) 

В общем случае оператор L  является нелинейным и должен удовлетворять 
целому комплексу условий. Анализ работы изображающих устройств 
показывает, что изображающий оператор L  удовлетворяет двум условиям: 
линейности и изопланатичности. Условие линейности для изображающего 
оператора выражается следующим образом: 

( ) ( )[ ]∑∑ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

k
yxk

k
yxk ILIL ηηηη ,, . (3.2) 

Как видно из выражения (3.2), изображающую систему можно считать 
линейной, если сформированное ей изображение суммы предметов равно 
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сумме их изображений. Условие изопланатичности для изображающего 
оператора выражается следующим образом: 

( ) ( )[ ]myymxxmyymxx ILI ηηηηηηηη −−=′−′′−′′ ,, , (3.3) 

где ( )mymx ηη ,  – смещение предмета, а ( )mymx ηη ′′ ,  – соответствующее смещение 
изображения. Согласно выражению (3.3) условие изопланатичности 
выполняется, если при смещении предмета изображение только смещается, но 
не изменяет своей структуры. 

Вид изображающего оператора может быть определен следующим 
образом. Представим предмет ( )yxI ηη ,  в виде совокупности бесконечно 
большого количества бесконечно малых площадок, расположенных бесконечно 
близко друг к другу. Рассмотрим интенсивность площадки в окрестности 
некоторой точки M  с координатами ( )mymx ηη , . Будем считать, что эта 
площадка настолько мала, что интенсивность предмета в её пределах можно 
считать постоянной и равной интенсивности в её центре ( )mymxI ηη , . Заменим 
площадку светящейся точкой, расположенной в её центре, так, что энергия этой 
точки и площадки объекта равны. Тогда предмет, как совокупность таких 
точек, описывается следующим выражением: 

( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−−⋅= mymxmyymxxmymxyx ddII ηηηηηηδηηηη ,,, . (3.4) 

Применим к выражению (3.4) изображающий оператор L , то есть 
представим изображение в виде совокупности изображений точек предмета: 

( ) ( )[ ]==′′′ yxyx ILI ηηηη ,,  

( ) ( )[ ]∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−−⋅= mymxmyymxxmymx ddLI ηηηηηηδηη ,, . (3.5) 

Выражение (3.5) показывает, что для определения изображения произвольного 
предмета необходимо знать изображение эталонного предмета в виде точки. 
Распределение интенсивности в изображении точки описывается в обобщённых 
координатах на изображении, но в общем случае зависит и от положения точки 
на поверхности предмета. Вместо обозначения ( )mymx ηη ,  для координат на 
предмете можно использовать непосредственно ( )yx ηη , . Таким образом, 
итоговое выражение, описывающее связь предмета и изображения, выглядит 
следующим образом: 

( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

′′⋅=′′′ yxyxyxyxyx ddhII ηηηηηηηηηη ,,,,, . (3.6) 

Выражение (3.6) представляет собой изображающий оператор, который 
является интегральным. Ядро этого преобразования составляет функция 
( )yxyxh ηηηη ′′ ,,, , описывающая распределение интенсивности в изображении 

точки, в теории сигналов называется импульсным откликом (или импульсной 
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реакцией). Если структура импульсного отклика не изменяется при 
перемещении точки предмета по его поверхности, а происходит лишь 
перемещение её изображения, то выполняется условие изопланатизма. В общем 
случае оптическая система не является изопланатическим преобразователем, но 
при анализе её работы можно выделить зоны на предмете и изображении, в 
которых преобразование сигналов считается изопланатическим. В этом случае 
импульсная реакция зависит только от разности координат на изображении и 
предмете, и выражение (3.6), можно переписать следующим образом: 

( ) ( ) ( ) =−′−′⋅=′′′ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−
yxyyxxyxyx ddhII ηηηηηηηηηη ,,,  

( ) ( )yxyx hI ηηηη ,, ⊗= . (3.7) 

В различных изображающих системах физический смысл обобщённых 
сигналов или обобщённых интенсивностей предмета ( )yxI ηη ,  и изображения 
( )yxI ηη ′′′ , , а также импульсного отклика ( )yxh ηη ,  могут быть различными. 

Определим смысл этих функций при формировании изображений светящихся и 
освещаемых предметов (Таблица 3.1). 

Таблица 3.1. Интерпретация импульсного отклика, входного и выходного 
сигналов при различных условиях формирования изображения 

 Входной 
сигнал 

Выходной 
сигнал 

Импульсный 
отклик 

Светящийся 
предмет 

Яркость 
предмета 

( )yxoB ηη ,2  

Интенсивность 
поля на 

изображении 
( )yxI ηη ′′′ ,  

Функция 
рассеяния точки 

( )yxh ηη ,  

Предмет при 
когерентном 
освещении 

Комплексное 
пропускание 
предмета 
( )yxT ηη ,  

Комплексная 
амплитуда поля 
на изображении 

( )yxU ηη ′′′ ,  

Фурье-спектр 
зрачковой 
функции 

( )[ ]yxfF ρρ ,1−  

Предмет при 
некогерентном 
освещении 

Яркость на 
предмете 
( )2

, yxT ηη  

Интенсивность 
поля на 

изображении 
( )yxI ηη ′′′ ,  

Функция 
рассеяния точки 

( )yxh ηη ,  

При формировании изображений светящихся предметов согласно 
выражению (2.46) в качестве входного сигнала рассматривается квадрат 
распределения яркости на предмете. Выходной сигнал представляет собой 
интенсивность поля на изображении. Импульсным откликом оптической 
системы является функция рассеяния точки, которая в дифракционной теории 
формирования оптических изображений определяется выражением (2.39). 

Формирование изображений при когерентном освещении описывается 
выражением (2.78), которое можно записать следующим образом: 
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( ) ( ) ( )yxyxyx fTU ηηηηηη ,~,, ⊗=′′′ , (3.8) 

где ( )yxf ηη ,~  – результат обратного преобразования Фурье зрачковой функции. 
В этом случае входным сигналом является комплексное пропускание предмета, 
импульсным откликом – фурье-спектр зрачковой функции, а выходным 
сигналом – комплексная амплитуда поля на изображении. При когерентном 
освещении предмета оптическая система выполняет преобразование сигналов 
линейное по амплитуде. 

Формирование изображений при некогерентном освещении предметов 
описывается выражением (2.83) из которого видно, что входной сигнал 
представляет собой квадрат модуля комплексного пропускания или яркость на 
предмете. Выходным сигналом является интенсивность поля на изображении, а 
импульсным откликом – функция рассеяния точки. Таким образом, 
преобразование сигналов, которое выполняет оптическая система при 
некогерентном освещении предмета и при формировании изображений 
светящихся предметов, является линейным по интенсивности. 

При анализе работы оптических систем рассматривают предметы и 
изображения двух типов: ближнего и дальнего [15]. Смысл обобщённых 
интенсивностей в зависимости от типа предмета и изображения 
конкретизируется в таблице 3.2. 

Таблица 3.2. Интерпретация обобщённой интенсивности в зависимости от 
типа предмета и изображения 

 Предмет Изображение 

Ближний тип Яркость на предмете Освещённость 
поверхности изображения 

Дальний тип Яркость на предмете Сила света 
выходного зрачка 

Таким образом, если абстрагироваться от конкретного физического смысла 
предмета и изображения и рассматривать их как функции обобщённых 
интенсивностей, то выражение (3.7) становится универсальным и может 
использоваться для моделирования формирования некогерентных и 
когерентных изображений. При частично когерентном освещении связь 
двумерных сигналов, описывающих предмет и изображение, является 
нелинейной, и применение теории линейных систем невозможно. 

3.2. Характеристики качества оптических систем 
В большинстве случаев оптические системы формируют изображение при 

некогерентном освещении. Рассмотрим характеристики, описывающие 
преобразование структуры предмета при формировании оптической системой 
его некогерентного изображения, более подробно. 
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Функция рассеяния точки (ФРТ) 
В общем случае при формировании изображения оптическая система 

осуществляет преобразование масштаба, энергии и структуры предмета. При 
анализе работы оптической системы удобно было бы выделить структурные 
передаточные характеристики так, чтобы передачу структуры можно было 
анализировать отдельно от передачи масштаба и энергии. Для этого весь 
процесс преобразования следует разбить на три независимых этапа и 
представить, что он осуществляется тремя независимыми приборами [17]. 

Пусть первый прибор осуществляет только масштабные преобразования, 
не изменяя структуры и энергии предмета по сравнению с изображением. Тогда 
его импульсную реакцию можно определить так: 

( ) ( )yyyxxxyxyxV VVh ηηηηδηηηη −′−′=′′ ,,,, , (3.9) 

где xV  и yV  – обобщённые увеличения, которые при использовании 
канонических координат равны 1. Таким образом, использование системы 
канонических координат позволяет исключить из рассмотрения масштабные 
преобразования. 

Пусть второй прибор осуществляет только энергетические 
преобразования, не изменяя масштаба и структуры. Импульсная реакция такого 
прибора определяется следующим выражением: 

( ) ( )yyxxyxyxH Hh ηηηηδηηηη −′−′⋅′=′′ ,,,, , (3.10) 

где H ′  – обобщённая задняя светосила, которая определяется отношением 
обобщённых энергий изображения и предмета: 

( )

( )∫ ∫

∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

′′′′′

=′

yxyx

yxyx

ddI

ddI
H

ηηηη

ηηηη

,

,
. (3.11) 

В данном случае, когда масштабные и структурные преобразования 
исключаются, можно показать [17], что обобщённая светосила определяется 
выражением: 

( )
2

21 , ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′′′′=′ ∫ ∫

∞+

∞−

∞+

∞−
yxyx ddH ρρρρτ , (3.12) 

где ( )yx ρρτ ′′ ,  – функция амплитудного пропускания прибора. 
Преобразование структуры, которое выполняет третий прибор, 

заключается в том, что он заменяет каждую точку предмета пятном рассеяния 
на изображении. При выполнении условия изопланатизма импульсная реакция 
зависит только от разности координат на изображении и предмете и 
определяется следующим выражением: 

( ) ( )yyxxyxyx hh ηηηηηηηη −′−′=′′ ,,,, . (3.13) 
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Таким образом, для получения импульсной реакции, описывающей только 
структурные преобразования, необходимо, во-первых, использовать 
канонические координаты, чтобы обобщённые увеличения были равны 1, и, во-
вторых, выполнить нормировку, руководствуясь тем, что энергия, 
содержащаяся в импульсной реакции структурного преобразователя, должна 
равняться единице: 

( ) 1,,, =′′′′∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

ηηηηηη ddh xyxyx . (3.14) 

Согласно выражениям (2.39) и (3.11) нормированная импульсная реакция 
определяется следующим образом: 

( ) ( )[ ]21 ,1, yxyx fF
H

h ρρηη −⋅
′

=′′ . (3.15) 

Где обобщенная задняя светосила H ′  определяется из выражения (3.12).  
В дальнейшем при анализе формирования изображения и сравнении 

качества оптических систем будем использовать именно нормированную 
импульсную реакцию (то есть нормированную ФРТ), из которой исключены 
масштабные и энергетические преобразования. Нормированная ФРТ является 
основной характеристикой, описывающей передачу структуры при 
формировании изображения. 

Проанализируем изменения функции рассеяния точки под влиянием 
основных факторов, определяющих качество формируемого изображения. К 
таким факторам относятся форма апертурной диафрагмы (размеры в 
канонической системе координат несущественны), неравномерность 
амплитудного пропускания и аберрации оптической системы. 

Рассмотрим функции рассеяния точки идеальных оптических систем с 
апертурной диафрагмой различной формы. Под идеальной оптической 
системой понимается безаберрационная система ( )( )0=ρW с равномерным по 
зрачку амплитудным пропусканием ( )( )1=ρτ . В случае равномерного 
пропускания и отсутствия аберраций обобщенная задняя светосила H ′  может 
быть определена аналитически как квадрат площади зрачка. Для круглого 
зрачка с единичным радиусом 2π=′H . 

Пусть апертурная диафрагма имеет форму круга. Тогда зрачковая функция 
удобнее всего выражается в полярных координатах: ( ) ( )ρρ circ=f . Для 
определения фурье-образа такой функции можно воспользоваться 
преобразованием Ганкеля [6, 12]. В результате ФРТ определяется следующим 
выражением: 

( ) ( ) ( )yx
yx

yx
yx

J
h ηπηπ

ηη

ηπηπ
π

ηη ′′=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

′+′

′′
⋅=′′ 2,2Bessinc

2,21, 2

2

22
1

2 , (3.16) 

где 1J  – функция Бесселя 1-го порядка [4]. 
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Если форма апертурной диафрагмы представляет собой кольцо с 
относительным коэффициентом центрального экранирования ε , то зрачковая 
функция в полярных координатах имеет вид: ( ) ( ) ( )ερρρ circcirc −=f . ФРТ 
оптической системы с экранированием определяется выражением: 

( )
( )

( ) ( )( )22
22

2,2Bessinc2,2Bessinc
1

1, yxyxyxh ηπεηπεεηπηπ
ε

ηη ′′⋅−′′⋅
−

=′′ . (3.17) 

Если апертурная диафрагма имеет форму квадрата, то зрачковая функция 
определяется так: ( ) ( ) ( )2rect2rect, yxyxf ρρρρ ⋅= , а распределение 
интенсивности в изображении точки будет иметь иной характер: 

( ) ( ) ( )( )22sinc2sinc, yxyxh ηπηπηη ′⋅′=′′ , (3.18) 

где функция ( ) ( ) ηπηπηπ ′′=′ 22sin2sinc . 

а) Сечения ФРТ 

 
б) Сечения ФРТ в 
логарифмическом 

масштабе 

 
Рис. 3.1 ФРТ оптической системы с апертурной диафрагмой в форме 

круга ( ), кольца с ε=0.6 ( ) и квадрата ( ) 
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На рисунке 3.1 представлены сечения ФРТ для оптических систем с 
апертурной диафрагмой различной формы. Из рисунка видно, что изображение 
точки представляет собой пятно, распределение интенсивности в котором 
определяется дифракцией на апертурной диафрагме. Центральное пятно 
окружают вторичные максимумы, интенсивность которых быстро убывает. 
Поэтому для более наглядного отображения ФРТ на графиках для оси 
интенсивности иногда используется логарифмический масштаб (Рис. 3.1,б). 

Влияние пропускания по зрачку на ФРТ 
Второй фактор, влияние которого следует рассмотреть, – неравномерность 

амплитудного пропускания оптической системы. Рассмотрим ФРТ оптической 
системы с круглым зрачком в случаях, когда неравномерность пропускания 
увеличивается от центра к периферии и описывается функцией 

( ) ( )22 2
1 πρρτ −−= e , и когда неравномерность пропускания уменьшается и 

описывается функцией ( ) 22πρρτ −= e  (Рис. 3.2). В этом случае зрачковая 

функция определяется произведением: ( ) ( ) ( )ρτρρ 2
1

circ ⋅=f . 

 
Рис. 3.2 Сечения функции амплитудного пропускания ( )ρτ  

с увеличением ( ) и уменьшением ( ) значений от центра к периферии 

На рисунке 3.3 представлены сечения ФРТ для оптической системы с 
апертурной диафрагмой круглой формы с равномерным и неравномерным 
пропусканием, полученные численными методами. Характер ФРТ оптической 
системы, в которой неравномерность пропускания увеличивается от центра к 
периферии, подобен ФРТ при наличии в оптической системе центрального 
экранирования. В случае, когда неравномерность пропускания описывается 
гауссоидой, ФРТ оптической системы так же становится подобна гауссоиде. В 
изображении точки наблюдается увеличение энергии, содержащейся в 
центральном максимуме, и полное исчезновение дифракционных колец. Таким 
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образом, неравномерность пропускания может оказать существенное влияние 
на перераспределение энергии в дифракционном изображении. 

 
Рис. 3.3 Сечения ФРТ оптических систем с равномерным пропусканием ( ), 

с радиальным увеличением ( ) и уменьшением ( ) пропускания 

Влияние аберраций на ФРТ 
Основным фактором, с которым приходится бороться для получения 

необходимых и теоретически возможных характеристик для данной оптической 
системы, являются аберрации. Рассмотрим влияние аберраций на 
распределение интенсивности в изображении точки. 

 
Рис. 3.4 Сечения ФРТ оптических систем без аберраций ( ), 
с расфокусировкой при λ1.020 =c  ( ) и при λ25.020 =c  ( ) 
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Для описания аберраций часто используется представление функции 
волновой аберраций в виде разложения по базису в виде системы 
ортогональных полиномов Цернике [3]. Рассмотрим ФРТ оптической системы с 
круглым зрачком, равномерным пропусканием и расфокусировкой, которая 
описывается функцией волновой аберрации в следующем виде: 
( ) ( )12 2

20 −= ρρ cW . Тогда, зрачковая функция определяется произведением: 

( ) ( ) ( )122 2
20circ −−⋅= ρπρρ icef . Распределение интенсивности в изображении 

точки полученное численным моделированием для такой ситуации 
представлено на рисунке 3.4. 

На рисунке 3.5 представлены ФРТ оптической системы с круглым зрачком 
при наличии сферической аберрации. В этом случае зрачковая функция 
определяется следующим образом: ( ) ( ) ( )1662 24

40circ +−−⋅= ρρπρρ icef . 

 
Рис. 3.5 Сечения ФРТ оптических систем без аберраций ( ),  

со сферической аберрацией при λ1.040 =c  ( ) и при λ25.040 =c  ( ) 

Если величина аберраций невелика, то форма дифракционного пятна 
сохраняется, но происходит перераспределение энергии. В случае 
симметричных аберраций (дефокусировка, сферическая аберрация) кольца 
становятся ярче. В случае несимметричных аберраций (кома, астигматизм) 
наблюдается несимметричное перераспределение энергии. Если аберрации 
велики, дифракционный узор (кольца с периодом 0.5 канонических единиц) 
сохраняется, но практически вся энергия перекачивается в кольца. В этом 
случае распределение интенсивности полностью определяется аберрациями. 
Число Штреля 

При анализе качества оптических систем в некоторых случаях удобнее 
использовать более наглядные функции, чем функция рассеяния точки, или 
вообще характеризовать передачу структуры предмета одним числом. 
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Например, для оценки влияния аберраций на качество изображения 
применяется число Штреля: 

( )
( )0
0

oh
hSt = , (3.19) 

где ( )0h  – высота ФРТ реальной оптической системы, ( )0oh  – высота ФРТ 
идеальной оптической системы. Эта характеристика условно описывает 
величину энергии, которая перекачалась в кольца. Как показывает практика 
[9, 14], если 8.0≥St , то что влияние аберраций несущественно. 
Функция концентрации энергии (ФКЭ) 

Наглядную картину перераспределения энергии в пятне рассеяния даёт 
функция концентрации энергии (ФКЭ). Она показывает, какая часть общей 
интенсивности ФРТ укладывается в круге диаметром d ′ : 

( ) ∫ ∫
′

′′′′=′
d

yxyx ddhdE ηηηη ),( . (3.20) 

Функция концентрации энергии используется при оценке качества оптических 
систем, для которых важно относительное распределение энергии в 
изображении точечных предметов (например, астрономические приборы, для 
которых предметом являются звезды). На рисунке 3.6 представлены графики 
функции концентрации энергии для безаберрационной оптической системы и 
при наличии расфокусировки. 

 
Рис. 3.6 ФКЭ оптических систем без аберраций ( ), 

с расфокусировкой при λ1.020 =c  ( ) и при λ25.020 =c  ( ) 
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Функция рассеяния линии (ФРЛ) 
Для анализа качества изображений квазиодномерных предметов, 

интенсивность которых постоянна в каком-либо направлении, вместо ФРТ 
удобно использовать одномерную функцию рассеяния линии (ФРЛ). Эта 
функция представляет собой распределение интенсивности в изображении 
бесконечно длинной и тонкой линии. Если предмет представляет собой линию, 
которая совпадает с осью y , то выражение для распределения интенсивности в 
сечении изображения можно записать следующим образом: 

( ) ( ) ∫∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

′′′=′′−′−′⋅=′ yyxyxyyxxxx dhddhS ηηηηηηηηηηδη ),(),( . (3.21) 

Таким образом, в каждой точке xη′  ФРЛ равна площади сечения ФРТ 
плоскостью перпендикулярной плоскости xy  и параллельной оси y . На 
рисунке 3.7 представлены графики функции рассеяния линии для 
безаберрационной оптической системы и при наличии расфокусировки. 

Изображение квазиодномерного предмета при соблюдении условий 
линейности и изопланатичности также квазиодномерно и может быть найдено с 
использованием следующего выражения: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxxxxx SIdSII ηηηηηηη ⊗=−′⋅=′′ ∫
+∞

∞−

. (3.22) 

 
Рис. 3.7 ФРЛ оптических систем без аберраций ( ), 

с расфокусировкой при λ1.020 =c  ( ) и λ25.020 =c  ( ) 
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Пограничная кривая 
Для анализа качества оптических систем иногда используется предмет, 

который описывается функцией Хевисайда [6, 12]: 

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
.0,0
;0,1

)(
x

x
xB

η
η

η  (3.23) 

Изображение такого предмета называется пограничной кривой. Согласно 
выражению (3.22) пограничная кривая определяется свёрткой функции 
Хевисайда с функцией рассеяния линии. Если изменить пределы 
интегрирования, то пограничная кривая описывается следующим интегралом: 

( ) ( ) ( )∫∫
′

∞−

∞+

=−′=′′
x

xxxxxxB dSdSI
η

ηηηηηη
0

. (3.24) 

Таким образом, пограничная кривая может быть найдена как интеграл ФРЛ с 
переменной верхней границей интегрирования. На рисунке 3.8 представлена 
пограничная кривая безаберрационной оптической системы с круглой 
апертурной диафрагмой. 

 
Рис. 3.8 Пограничная кривая безаберрационной оптической системы 

Таким образом, все рассмотренные характеристики, так или иначе, 
получены из функции рассеяния точки. Однако использование ФРТ и интеграла 
свёртки для оценки качества изображения и моделирования его формирования 
не всегда эффективно. Во-первых, отсутствует характерная связь между видом 
функции рассеяния и особенностями передачи структуры различных 
предметов. Это также связано с тем, что сами функции обобщённой 
интенсивности предмета и изображения не наглядно описывают их структуру. 
Во-вторых, операция свёртки весьма трудоёмка, а без моделирования часто 
нельзя судить о возможностях изображающего прибора. 
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3.3. Частотное описание преобразования сигналов 
Одним из наиболее удачных описаний преобразования пространственных 

сигналов является частотное описание. В этом случае предмет представляется в 
виде совокупности элементарных периодических гармонических предметов 
разной частоты и амплитуды. Гармонический предмет – это сигнал, 
интенсивность которого описывается гармонической функцией. 

Обобщённая интенсивность гармонического предмета (Рис. 3.9) 
определяется следующим образом. Пусть пространственный гармонический 
предмет с амплитудой a  ориентирован под углом θ  относительно оси x  и 
имеет начальный сдвиг b . Основной характеристикой такого предмета является 
пространственная частота T1=ν , которая представляет собой величину 
обратную периоду T . Интенсивность такого предмета определяется 
выражением: 

( ) ( )byxieayxI ++⋅= θθνπ sincos2, . (3.25) 

 
Рис. 3.9 Периодический гармонический предмет 

Вместо полярных координат ( )θν ,  удобнее пользоваться частотными 
декартовыми координатами ( )yx νν , , а вместо начального сдвига b  
использовать начальную фазу bo πνϕ 2= . Объединим амплитуду a  и 
множитель bie νπ2  в комплексную величину oieau ϕ⋅= , которую называют 
комплексной амплитудой гармонического предмета. Тогда интенсивность 
такого предмета описывается следующим образом: 
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( ) ( )yx yxieuyxI ννπ +⋅= 2, . (3.26) 
где xν  – частота в направлении x , yν  – частота в направлении y . 

Изображение гармонического предмета можно найти, если интенсивность 
этого предмета подставить в выражение (3.7): 

( ) ( )∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

−′−′⋅⋅=′′′ yxyyxx
AA

i

yx ddheuI y

y
y

x

x
x

ηηηηηηηη

λη
ν

λη
νπ

,,
2

. (3.27) 

Для получения выражений удобных для вычислений и анализа перейдем к 
частотным каноническим координатам [15], которые выражаются следующим 
образом: 

x
xx A

s λν ⋅= ; 
y

yy A
s λν ⋅= . (3.28) 

Теперь выражение (3.27) можно переписать следующим образом: 

( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+ −′−′⋅⋅=′′′ yxyyxx
ssi

yx ddheuI yyxx ηηηηηηηη ηηπ ,, 2 . (3.29) 

Дальнейшее преобразование этого выражения приведёт к следующему: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) =⋅⋅=′′′ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−′+−′
yxyx

ssi
yx ddheuI yyyxxx ηηηηηη ηηηηπ ,, 2

( ) ( ) ( ) =⋅⋅⋅= ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+−′+′
yx

ssi
yx

ssi ddeheu yyxxyyxx ηηηη ηηπηηπ 22 ,

( ) ( )yx
ssi ssDeu yyxx ,2 ⋅⋅= ′+′ ηηπ . (3.30) 

Преобразование Фурье от функции рассеяния точки обозначается ( )yx ssD ,  
и называется оптической передаточной функцией. Она характеризует передачу 
комплексной амплитуды гармонического предмета изображающим прибором. 
С учётом равенства масштабов в канонических координатах можно записать: 

( )yx ssDuu ,⋅=′ . (3.31) 

Тогда, распределение интенсивности в изображении гармонического предмета 
определяется следующим образом: 

( ) ( )xyxx ssi
yx euI ηηπηη ′+′⋅′=′′′ 2, . (3.32) 

Как видим, изображение отличается от предмета только комплексной 
амплитудой, то есть изображение гармонического предмета, сформированное 
любой оптической системой, есть гармонический предмет с той же частотой. 

Таким образом, гармонический сигнал является собственной функцией 
линейного изопланатического преобразования (3.7): изображение, так же как и 
предмет, является гармоническим сигналом. Действие изображающей системы 
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при формировании изображения гармонического предмета заключается в 
изменении его комплексной амплитуды в зависимости от частоты. 

Оптическая передаточная функция (ОПФ) является комплексной и может 
выражаться через две вещественные функции: ( ) ( )yxyx ssDssM ,, =  – 
модуляционную передаточную функцию (МПФ) и ( ) ( )[ ]yxyx ssDssΦ ,arg, =  – 
фазовую передаточную функцию (ФПФ): 

( ) ( ) ( )yx ssiΦ
yxyx essMssD ,,, ⋅= . (3.33) 

Тогда, выражение (3.31) можно разделить на две части, первое из которых 
описывает передачу комплексной амплитуды гармонического предмета, а 
второе – передачу его фазы: 

( )yx ssMaa ,⋅=′ ; ( )yxoo ssΦ ,+=′ ϕϕ . (3.34) 

При анализе передачи структуры предмета наибольший интерес 
представляет изменение его амплитуды, которое связано с передачей контраста. 
Представим предмет (Рис. 3.10, а) в виде постоянной составляющей нулевой 
частоты и переменной составляющей основной частоты гармонического 
предмета: 

( ) ( ) oyyxx ssi
oyx eaaI ϕηηπηη ++⋅+= 2, . (3.35) 

а) Входной 
сигнал 

(предмет) 

а) Выходной 
сигнал 

(изображение) 

Рис. 3.10 Передача периодического гармонического сигнала 
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Контраст (или модуляция) характеризует видность предмета с 
амплитудой a  на фоне oa  и определяется по формуле: 

minmax

minmax
II
II

a
ak
o +

−
== . (3.36) 

Контраст находится в диапазоне 10 ≤≤ k . Единичное или абсолютное 
значение контраста ( )1=k , получается, когда 0min =I . При нулевом значении 
контраста maxmin II = , то есть объект не отличим от фона. В силу линейности 
преобразований изображение гармонического сигнала (Рис. 3.10, б) так же 
будет представлять собой сумму постоянной и переменной составляющей: 

( ) ( ) oyyxx ssi
oyx eaaI ϕηηπηη ′+′′+′′⋅′+′=′′′ 2, . (3.37) 

Зная модуляционную передаточную функцию, определим контраст 
изображения: 

( )
( )

( )
( )0,0

,
0,0

,
M

ssM
k

Ma
ssMa

a
ak yx

o

yx

o
⋅=

⋅

⋅
=

′
′

=′ . (3.38) 

Исходя из условия нормирования (3.14), можно показать [6, 17], что ( ) 10,0 =M . 
Тогда выражение (3.38) записывается следующим образом: 

( )
k
kssM yx
′

=, . (3.39) 

Модуляционная передаточная функция характеризует передачу контраста в 
зависимости от частоты предмета и поэтому иногда называется частотно-
контрастной характеристикой (ЧКХ). 

Любой предмет можно представить в виде набора элементарных 
гармонических предметов, тогда изображение – это совокупность изображений 
элементарных гармонических предметов [5, 17]. Рассмотрим формирование 
изображения произвольного предмета с использованием его частотного 
представления, которое выглядит следующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]yxyx
ssi

yxyx ssuFdsdsessuI yyxx ,,, 12 −
+∞

∞−

+∞

∞−

+ =⋅= ∫ ∫
ηηπηη . (3.40) 

Выражение (3.40) описывает предмет как бесконечную сумму элементарных 
гармонических предметов с различными пространственными частотами xs  и ys  
и различными комплексными амплитудами ( )yx ssu , . Эта функция обычно 
обозначается как ( )yx ssI ,~  и называется спектром частот предмета. Как видим, 
функция обобщённой интенсивности предмета представляет собой обратное 
преобразование Фурье спектра его частот. Аналогично связаны функция 
обобщённой интенсивности изображения ( )yxI ηη ′′′ ,  и спектр частот 
изображения ( )yx ssI ′′′ ,~ . Выполнив преобразования аналогичные (3.30) и 
используя последние обозначения можно записать выражение, которое 
описывает передачу структуры предмета в терминах пространственных частот: 
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( ) ( ) ( )yxyxyx ssDssIssI ,,~,~ ⋅=′′′ . (3.41) 

Выражение (3.41) является моделью формирования изображения в 
частотном координатном пространстве, в котором изображающий оператор 
существенно упрощается и является мультипликативным. Ядро этого 
преобразования составляет оптическая передаточная функция ( )yx ssD , , 
которая описывает влияние изображающего прибора на комплексную 
амплитуду частотных составляющих предмета. При таком подходе роль 
входного сигнала играет спектр обобщённой интенсивности предмета, а роль 
выходного сигнала – спектр обобщённой интенсивности изображения. 
Выражение (3.41) также называют соотношением фильтрования [5, 15]. 
Изображающий прибор как бы фильтрует различные пространственные 
частоты предмета. 

Возвращаясь в реальное координатное пространство, выражение (3.41) 
можно переписать следующим образом: 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ][ ]yxyxyxyxyx hFIFFssDIFFI ηηηηηηηη ,,,,, 11 ⋅=⋅=′′′ −− . (3.42) 

Таким образом, с использованием частотного представления предмета для 
моделирования формирования изображения получено выражение аналогичное 
выражению (2.83), выведенному на основе дифракционной теории. 

3.4. Оптическая передаточная функция и её свойства 
Оптическая передаточная функция описывает передачу оптической 

системой гармонических сигналов различной частоты. Рассмотрим свойства 
оптической передаточной функции и её связь с введенными ранее функциями, 
описывающими качество изображающего прибора. Определяющей является 
связь ОПФ с ФРТ, которая согласно выражению (3.30) описывается 
преобразованием Фурье: 

( ) ( )[ ]yxyx hFssD ηη ,, = . (3.43) 

Свойства преобразования Фурье позволяют утверждать [6, 12], что интеграл от 
ОПФ по всей частотной плоскости равен значению ФРТ в начале координат: 

( ) ( )0,0, hdsdsssD yxyx =∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

. (3.44) 

В соответствии с теоремами о симметрии преобразования Фурье легко 
установить, что МПФ – это функция чётная относительно координаты ν , а 
ФПФ – нечётная. Если представить эти функции в полярных координатах, то 
всегда выполняются равенства: 

( ) ( )θνθν ,, MM =− ; ( ) ( )θνθν ,, ΦΦ −=− . (3.45) 
Таким образом, достаточно знать и анализировать значения МПФ и ФПФ 
только для положительных частот. 
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Для квазиодномерных объектов достаточно рассмотреть сечение ОПФ 
совпадающее с углом θ  гармонического предмета. Можно показать [17], что 
сечение ОПФ связано с ФРЛ следующим соотношением: 

( ) ( )[ ]xx SFsD η′= . (3.46) 
Используя свойства преобразования Фурье можно получить простую 

формулу, связывающую ОПФ непосредственно со зрачковой функцией 
оптической системы: 

( ) ( )[ ] ( )[ ]( ) ( )[ ]( ) =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡= −−− *1121 ,,,, yxyxyxyx fFfFFfFFssD ρρρρρρ  

( )[ ]( ) ( )[ ]( )=−−⊗= −−
yxyx fFFfFF ρρρρ ,, *11  

( ) ( )yxyx ff ρρρρ −−⊗= ,, * . (3.47) 

Последняя формула означает, что ОПФ есть автокорреляция зрачковой 
функции и в развернутом виде её можно записать следующим образом: 

( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−−⋅= yxyyxxyxyx ddssff
D

ssD ρρρρρρ ,,1, , (3.48) 

где ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

′′′′= yxyx ddD ρρρρτ ,  – нормировочный множитель. Таким образом, 

ОПФ, её модуль и аргумент имеют следующие начальные значения: 
( ) 1,0 =θD ; ( ) 1,0 =θM ; ( ) 0,0 =θΦ . (3.49) 

Если вычислять ОПФ как фурье-преобразование от ФРТ (3.43), для 
нормировки необходимо использовать нормировочный множитель H

D
′ , где 

D – нормировочный множитель для вычисления ОПФ через автокорреляцию 
зрачковой функции, а H ′  – задняя обобщенная светосила (3.12). 

Проанализируем изменения оптической передаточной функции под 
влиянием основных факторов, определяющих качество оптического 
изображения: формы апертурной диафрагмы, неравномерности амплитудного 
пропускания и аберраций. 

Рассмотрим МПФ идеальных оптических систем с апертурной диафрагмой 
в форме круга, кольца и квадрата (рис.3.11). Для оптической системы с 
апертурной диафрагмой в форме квадрата нетрудно получить аналитическое 
выражение для МПФ: 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
tr

2
tr, yx

yx
ssssM , (3.50) 

где функция «треугольника» определяется следующим образом: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈−
−∈+
−∉

=
].1,0[,1
];0,1[,1
];1,1[,0

)tr(
xx

xx
x

x  

Для остальных случаев МПФ определена численными методами. 
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Рис. 3.11 Сечения МПФ оптической системы с апертурной диафрагмой в 

форме круга ( ), кольца ( ) и квадрата ( )  

При анализе МПФ различных оптических систем часто сравнивают с МПФ 
идеальной оптической системы с круглой апертурной диафрагмой. График 
МПФ, который представлен на рисунке 3.11, заметно отличается от прямой 
соответствующей МПФ оптической системы с квадратной апертурной 
диафрагмой. Кроме того в различных сечениях МПФ оптической системы с 
квадратной апертурной диафрагмой будет иметь разную предельную частоту. 
При наличии в оптической системе экранирования передача элементов 
предмета со средней частотой осуществляется с существенно меньшим 
контрастом.  

Как видно из рисунка 3.11, на частотах отличных от 0 значение МПФ 
всегда меньше 1. При увеличении частоты МПФ стремится к 0. Предельная 
каноническая частота, передаваемая оптической системой, равна 2 
каноническим единицам. Гармонические предметы с частотами выше 2 будут 
передаваться оптической системой с нулевым контрастом. Скорость убывания 
МПФ можно связать с характером ФРТ. Чем более плавно изменяется эта 
функция, тем быстрее убывает МПФ. Можно показать [17], что МПФ убывает 
пропорционально 1+ns , где n  – порядок той производной ФРТ, которая ещё 
существует. 

Рассмотрим МПФ оптической системы с круглым зрачком в случаях, когда 
неравномерность пропускания увеличивается от центра к периферии и 

описывается функцией ( ) ( )22 2
1 πρρτ −−= e , и когда неравномерность 

пропускания уменьшается и описывается функцией ( ) 22πρρτ −= e . МПФ для 
этих случаев представлены на рисунке 3.12. 
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Рис. 3.12 Сечения МПФ оптических систем с равномерным 

пропусканием ( ), с радиальным увеличением ( ) и уменьшением ( ) 
пропускания 

В случае, когда неравномерность пропускания описывается гауссоидой, 
МПФ оптической системы, как и ожидается [6], становится подобна гауссоиде. 
Характер МПФ оптической системы, в которой неравномерность пропускания 
увеличивается от центра к периферии, подобен МПФ при наличии в оптической 
системе центрального экранирования. Хотя падение контраста не так велико. 

 
Рис. 3.13 Сечения МПФ оптических систем без аберраций ( ), 
с расфокусировкой при λ1.020 =c  ( ) и при λ25.020 =c  ( ) 
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Рис. 3.14 Сечения МПФ оптических систем без аберраций ( ), 

со сферической аберрацией при λ2.040 =c  ( ) и λ4.040 =c  ( ) 

При наличии небольших аберраций МПФ оптической системы становится 
меньше, чем МПФ безаберрационной системы на всех частотах (Рис. 3.13 и 
3.14). При увеличении аберраций МПФ существенно отличается от 
безаберрационной МПФ, особенно на средних частотах, может иметь сложную 
форму, но никогда не превышает безаберрационную кривую. Из-за аберраций 
может существенно уменьшаться предельная частота, которую оптическая 
система передает с контрастом больше 0. 

Для оценки качества изображения оптических систем, передающих 
объекты сложной структуры, часто используется критерий Фуко. Согласно 
этому критерию разрешающая способность оптической системы определяется 
как максимальная пространственная частота гармонического предмета, в 
изображении которого еще различима модуляция с заданным контрастом. 
Например, разрешающая способность визуальных приборов обычно 
оценивается при контрасте 2.0=′k . 

Итак, оптическая передаточная функция является одной из основных и 
важнейших характеристик качества оптических систем. Она позволяет 
провести качественный и количественный анализ работы изображающей 
системы. 

3.5. Формирование изображений каскадом преобразователей 
Подход к анализу изображающих систем, основанный на теории сигналов, 

позволяет рассмотреть формирование изображения каскадом последовательно 
расположенных линейных изопланатических преобразователей [17, 20]. 
Изображение, формируемое одним преобразователем, является предметом для 
другого, то есть 12 II ′=  и т.д. Каждый из преобразователей характеризуется 
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своей ФРТ kh  и ОПФ kD . Таким образом, изображение, формируемое 
каскадом преобразователей, может быть найдено следующим образом: 

=⊗⊗=⊗′=⊗=′=′ −−− kkkkkkkk hhIhIhIII 111  
nhhhI ⊗⊗⊗⊗= ...21 , (3.51) 

где n  – количество преобразователей в каскаде. Пользуясь свойством 
ассоциативности свёртки выражение (3.51) можно переписать: 

ehII ⊗=′ , (3.52) 
где ne hhhh ⊗⊗⊗= ...21  – эквивалентная ФРТ каскада, которая представляет 
собой последовательную свёртку ФРТ отдельных преобразователей. При 
рассмотрении каскада все координатные системы должны быть приведены к 
одному масштабу. 

Следует отметить, что выражение (3.52) справедливо только при условии 
линейности и изопланатичности всех преобразователей каскада. Кроме того, 
должно выполняться условие независимости характеристик различных 
преобразователей друг от друга. Например, необходимо, чтобы ФРТ какого-
либо преобразователя не зависела от его места в последовательности 
преобразователей. К сожалению, в реальных приборах эти условия часто не 
соблюдаются. В частности, две последовательно расположенные оптические 
системы не являются независимыми: аберрации одной из них, могут 
компенсироваться аберрациями другой. ФРТ такого каскада будет отличаться 
от свёртки ФРТ каждой из них. Поэтому при наличии в каскаде нескольких 
последовательно расположенных оптических систем они должны 
рассматриваться как один преобразователь. 

По аналогии с (3.51) можно ввести понятие эквивалентной ОПФ eD . 
Согласно теореме о свёртке можно записать: 

k

n

k
ne DDDDD Π

=
=⋅⋅⋅=

1
21 ... . (3.53) 

Эквивалентная МПФ находится как произведение МПФ отдельных 
преобразователей каскада: 

k

n

k
ne MMMMM Π

=
=⋅⋅⋅=

1
21 ... . (3.54) 

Эквивалентная ФПФ находится как сумма ФПФ отдельных преобразователей 
каскада: 

∑
=

=+++=
n

k
kne ΦΦΦΦΦ

1
21 ... . (3.55) 

При моделировании и анализе реальных изображающих приборов в виде 
отдельных преобразователей можно представить различные факторы, 
влияющие на формирование изображения [17, 20]. В первую очередь, таким 
образом можно описать влияние различных внешних факторов (например, 
влияние атмосферной турбулентности), а также условий функционирования 
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изображающей системы (например, смещение предмета или изображения 
относительно оптической системы из-за движения или вибраций). В качестве 
отдельных преобразователей могут быть представлены внутренние факторы, 
обусловленные свойствами самой изображающей системы. Например, в виде 
линейного преобразователя можно представить влияние на формирование 
изображения некоторых видов аберраций (в частности, расфокусировки и 
астигматизма), зависящих от положения (смещения) плоскости анализа 
изображения. Явление двоения изображения так же не сложно представить в 
виде отдельного преобразователя. Кроме того, изображение обычно 
регистрируется приёмником, который так же можно считать отдельным 
преобразователем в каскаде изображающей системы. 

Для моделирования формирования изображения и анализа качества 
изображающей системы необходимо определить ФРТ и ОПФ отдельных 
преобразователей, составляющих изображающую систему, а затем 
эквивалентные ФРТ и ОПФ. Характеристики качества оптической системы уже 
были рассмотрены достаточно подробно. Кратко рассмотрим ФРТ и ОПФ для 
преобразователей некоторых типов. 
Атмосферная турбулентность 

При формировании изображения оптический сигнал проходит 
протяжённое пространство между предметом и оптической системой. Это 
пространство может быть заполнено атмосферой (протяжённой хаотически 
неоднородной средой), которая существенно влияет на проходящий оптический 
сигнал. Неоднородность атмосферы, возникающая из-за пространственной 
разности температуры и давления, выражается в неоднородности показателя 
преломления, которая имеет случайный характер. Для описания 
распространения оптического сигнала в турбулентной среде используются 
статистические методы [7]. При рассмотрении формирования изображения 
астрономическими приборами можно ограничиться простым случаем, когда 
имеют дело с чистым воздухом (без пыли и аэрозоли), в котором показатель 
преломления меняется плавно. В этом случае ФРТ такого преобразователя, как 
атмосферная турбулентность, может быть описана функцией Гаусса: 

( ) 2

2

2
1 d

x

e
d

xh
′

−
⋅=′

π

, (3.56) 

где d  – размер пятна рассеяния турбулентности, который зависит от условий 
наблюдения и измеряется в угловых единицах. При проведении расчётов 
можно использовать среднее значение пятна рассеяния, которое для 
астрономических наблюдений с земной поверхности составляет 5 ′′  или 

5104.2 −⋅  радиан. 
Так как функция Гаусса является собственной функцией преобразования 

Фурье, ОПФ атмосферной турбулентности так же описывается функцией 
Гаусса: 

( ) 22deD νπν ′−=′ . (3.57) 
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Рис. 3.15 Сечение ОПФ преобразователя, 

описывающего атмосферную турбулентность 

Как видно из графика на рисунке 3.15 предельной частотой для такого 
преобразователя при практических расчётах можно считать значение d1 . 

Расфокусировка 
В случае, когда идеальная оптическая система сильно расфокусирована, 

дифракционными эффектами можно пренебречь и считать пятно рассеяния по 
форме подобным зрачку [17]. Если расфокусировку представить в виде 
отдельного преобразователя, то при круглом зрачке пятно рассеяния будет 
представлять собой круг, радиус которого равен произведению задней 
апертуры оптической системы и величины продольной расфокусировки 
(Рис. 3.16), то есть zAr ⋅′= . 

 
Рис. 3.16 Определение параметров расфокусировки 

ФРТ преобразователя, описывающего расфокусировку, определяется 
следующим образом: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′
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r
xxh circ . (3.58) 
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ОПФ расфокусировки определяется в соответствии с выражением (3.43): 
( ) ( )rD νπν ′=′ 2Bessinc . (3.59) 

 
Рис. 3.17 Сечение ОПФ преобразователя, описывающего расфокусировку 

 
Рис. 3.18 Изображение радиальной миры при наличии расфокусировки 

График ОПФ (Рис. 3.17) пересекает ось частот в точках r61.0 , r12.1  и так 
далее. Это значит, что гармонические предметы с этими частотами будут 
передаваться с нулевым контрастом. В некоторых областях частот значение 
контраста является отрицательным. В изображении гармонических объектов 
этой частоты на месте темных полос отображаются светлые и наоборот. Это 
явление называется обращение контраста или «ложное» разрешение и 
наглядно проявляется в изображении такого тест объекта как радиальная мира 
(Рис. 3.18). 
Астигматизм 

По аналогии с преобразователем, описывающим расфокусировку, можно 
использовать преобразователь, описывающий астигматизм. Если плоскость 
анализа изображения находится в одном из фокусов (например, сагиттальном), 
то пятно рассеяния имеет вид линии, длина которой равна произведению 
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астигматического отрезка на удвоенное значение апертуры в меридиональном 
направлении (Рис. 3.19), то есть AΔzd ′⋅= 2 . 

 
Рис. 3.19 Определение параметров астигматизма 

 
Рис. 3.20 Горизонтальное ( ) и вертикальное ( ) сечения ОПФ 

преобразователя, описывающего астигматизм 

В этом случае ФРТ преобразователя определяется следующим образом: 

( ) ( )y
d
x

d
yxh ′⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

⋅=′′ δrect1, . (3.60) 

По теореме о функции с разделёнными переменными [6, 12] можно определить 
ОПФ преобразователя в плоскости сагиттального фокуса: 

( ) ( ) ( )yxyx dD ννπνν ′⋅′=′′ 1sinc, . (3.61) 

То есть, при анализе изображения в сагиттальном сечении 
( ) ( )xyx dD νπνν ′=′′ sinc, , а в меридиональном сечении ( ) 1, =′′ yxD νν .  
На рисунке 3.20 представлены центральные сечения ОПФ 

преобразователя, описывающего астигматизм при анализе изображения в 
плоскости сагиттального фокуса. Как видим, в этом случае вертикально 
ориентированные предметы будут передаваться без потери контраста. 

Если плоскость анализа изображения совпадает с плоскостью 
меридионального фокуса, то получаем аналогичные выражения, в которых 
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переменные координат меняются местами. Если плоскость анализа 
расположена посредине между плоскостями меридионального и сагиттального 
фокусов, то получаем ситуацию подобную расфокусировке. 
Смещение изображения 

Пусть изображающая система представляет собой каскад, состоящий из 
оптической системы и некоторого приёмника изображения. Оптическая 
система создает на поверхности светочувствительного приёмника 
распределение интенсивности ( )yxI ′′′ , . Регистрация изображения происходит в 
течение промежутка времени, который называется выдержкой. В результате 
каждый элемент приёмника воспринимает величину, которая называется 
экспозицией: 

( ) ( )∫ ′′′=′′′
T

0

,,, dttyxIyxIr , (3.62) 

где T  – выдержка или время экспозиции. 
Рассмотрим случай, когда за время T  изображение смещается. Это может 

произойти, если предмет или приёмник изображения движется относительно 
оптической системы. Пусть каждая точка изображения смещается по 
определённому закону – по определённой траектории. Опишем траекторию 
движения в параметрической форме: 

( )tdx x=′ , ( )tdy y=′ , (3.63) 

где ( )td  – закон, определяющий траекторию движения. Тогда ФРТ 
преобразователя, описывающего смещение, определяется выражением: 

( ) ( ) ( )( )∫ −′−′=′′
T

0

,, dttdytdxyxh yxδ . (3.64) 

Таким образом, пятно рассеяния будет представлять собой тонкую линию, 
повторяющую траекторию движения [10, 17]. Интенсивность линии будет 
изменяться обратно пропорционально скорости движения. 

Чтобы получить ОПФ, описывающую смещение изображения, равную 
единице при 0=′ν , следует нормировать выражение на время выдержки T : 

( ) ( ) ( )[ ]
∫

′+′=′′
T

0

2

T
1, dteD tdtdi

yx
yyxx ννπνν . (3.65) 

Полученное выражение представляет собой ОПФ преобразователя, 
описывающего смещение изображения с произвольной траекторией движения. 
Рассмотрим частные случаи смещения изображения. 
Смаз 

Наиболее простым и часто возникающим случаем смещения изображения 
является равномерное прямолинейное смещение, которое так же называется 
смазом. Смаз появляется тогда, когда в момент выдержки объект движется 
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относительно оптической системы равномерно и прямолинейно (например, при 
аэрофотографии с малых высот). 

Предположим, что смещение предмета происходит вдоль направления x  (в 
других случаях всегда можно повернуть систему координат). Тогда, ( ) 0=td y , а 

( ) υttd x = , где υ  – скорость перемещения. Пятно рассеяния в этом случае 
представляет собой отрезок прямой линии равномерной интенсивности, длина 
которого (при единичном увеличении) равна величине сдвига за время 
выдержки, то есть υtd = . ФРТ преобразователя, описывающего смаз, можно 
записать следующим образом: 

( ) ( )y
d
x

d
yxh ′⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

⋅=′′ δrect1, . (3.66) 

ОПФ преобразователя данного типа определяется выражением: 
( ) ( )xyx dD νπνν ′=′′ sinc, . (3.67) 

Таким образом, сечение ОПФ смаза в направлении движения резко падает 
и становится равной нулю на частоте d1 . Затем происходит обращение 
контраста. Характерно так же то, что функция не финитна, а убывает, 
осциллируя между нулями. 
Вибрация 

При формировании изображении в реальных условиях очень 
распространен тип смещения изображения, который проявляется при вибрации 
оптической системы. При вибрации совершается возвратно-поступательное 
движение по гармоническому закону. Пусть изображение движется 
гармонически по плоскости анализа в одном направлении, например в 
направлении x . Тогда траекторию движения можно описать следующим 
образом: 

( ) ( )tatdx ωcos
2
⋅= , (3.68) 

где 2a  – амплитуда колебаний, а ω  – циклическая частота. Воспользуемся 
выражением (3.65) для определения ОПФ: 

( ) ( )
∫

′
=′′

T

0

cos
2

2

T
1, dteD

tai
yx

x ωνπ
νν . (3.69) 

Если предположить, что период вибрации значительно меньше времени 
выдержки, то будем наблюдать такое же изображение, как если бы за время 
выдержки происходил один период вибрации. Тогда в интеграле (3.69) можно 
заменить переменные и интегрировать не по времени выдержки, а по периоду 
колебаний: 

( ) ( )∫ ′=′′
π

ϕνπ ϕ
π

νν
2

0

cos

2
1, deD ai

yx
x , (3.70) 

где tωϕ = . Этот интеграл равен функции Бесселя [4]: 
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( ) ( )xoyx aJD νπνν ′=′′ , . (3.71) 

 
Рис. 3.21 Сечение ОПФ преобразователя, 
описывающего вибрацию в направлении x  

 
Рис. 3.22 Сечение ФРТ преобразователя, 
описывающего вибрацию в направлении x  

Как видно из графика ОПФ (Рис. 3.21), так же, как и в случае смаза, в 
направлении вибрации ОПФ резко падает и становится равной нулю на частоте 

a77.0 . Затем происходит обращение контраста. 
ФРТ преобразователя, описывающего вибрацию, можно определить как 

обратное преобразование Фурье от ОПФ: 

( )
221

21,

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

−

⋅=′′

a
xa

yxh
π

. (3.72) 

Таким образом, в случае вибрации пятно рассеяния (Рис. 3.22) 
представляет собой отрезок прямой с длиной a  и неравномерным 
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распределением интенсивности (яркость краёв существенно выше яркости 
средней части). 
Двоение 

В виде отдельного преобразования может быть описано такое искажение, 
как двоение изображения, которое возникает, например, при ошибке углов 
призмы с крышей. Пятно рассеяния при двоении имеет вид двух светящихся 
точек расположенных на расстоянии d . ФРТ такого преобразователя можно 
представить в виде двух дельта-функций: 

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

222
1, dxdxyxh δδ . (3.73) 

 
Рис. 3.23 Сечение ОПФ преобразователя, описывающего двоение 

Выражение для ОПФ преобразователя, описывающего двоение, имеет 
следующий вид: 

( ) ( )deeD x

didi
yx

xx
νπνν

νπνπ
′=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=′′

′−′
cos

2
1, 2

2
2

2
. (3.74) 

На рисунке 3.23 представлено сечение этой функции. ОПФ резко падает и 
становится равной нулю на частоте d5.0 . Затем происходит полное обращение 
контраста. 
Матричный приёмник изображения 

В настоящее время для регистрации изображений широко используются 
электронные приёмники изображения, которые имеют матричную структуру 
[25]. Такие приёмники преобразуют непрерывный сигнал в дискретный и не 
являются изопланатическими, так как при смещении предмета изображение не 
только смещается, но может изменить свою структуру. Поэтому при 
моделировании изображающих систем нельзя однозначно описать матричный 
приёмник ФРТ или ОПФ и включить их в эквивалентные характеристики всего 
каскада преобразователей. Процесс регистрации изображения на матричном 
приёмнике следует рассматривать отдельно. 
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При моделировании регистрации изображения следует учитывать целый 
ряд характеристик матричного приёмника. Для оценки передачи структуры 
зарегистрированного изображения по сравнению с воздушным изображением, 
сформированным оптической системой, можно ограничиться геометрическими 
параметрами. Геометрия матричного приёмника (Рис. 3.24) определяется 
размерами отдельных ячеек ( )yx dd ×  и шагом между ними ( )ΔyΔx × . 

 
Рис. 3.24 Геометрическая структура матричного приёмника 

Моделирование изображения зарегистрированного матричным 
приёмником можно осуществить, если представить этот процесс как 
сканирование объекта прямоугольной ячейкой с размерами yx dd ×  [17]. При 
этом предполагается, что сканирующая ячейка «включается» только в 
определённые моменты времени с некоторой периодичностью, когда 
координаты кратны Δx  и Δy  соответственно. Таким образом, матричный 
приёмник преобразует непрерывный сигнал в дискретный и интегрирует его в 
пределах своих площадок, то есть осуществляется дискретизация. Этот процесс 
можно описать математически следующим образом. 

Пусть входной сигнал ( )yxIo ′′′ ,  для данного преобразователя известен. 
Тогда, во-первых, осуществляется свёртка входного сигнала с импульсной 
реакцией ( )yxhm ′′,  прямоугольной ячейки размером ( )yx dd × . 

( ) ( ) ( )yxhyxIyxI mo ′′⊗′′′=′′′ ,,,1 . (3.75) 
Так как ячейки расположены не плотно, а с шагами Δx  и Δy , то импульсная 
реакция ( )yxhm ′′,  определяется следующим соотношением: 

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ′′
⊗⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=′′

Δy
y

Δx
x

d
y

d
xyxh

yx
m

ππ ,sinc,rect, . (3.76) 

Отсюда можно определить ОПФ первого этапа преобразования: 
( ) ( ) ( )yxyyxxyxm ΔyΔxddD νννπνπνν ′′⋅′′=′′ ,rect,sinc, . (3.77) 

dy 

Δx 

Δy 

dx 
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Во-вторых, производится дискретизация путём домножения сигнала 
( )yxI ′′′ ,1  на функцию гребёнки, отмасштабированную так, чтобы максимумы 

были расположены в центрах ячеек с периодами Δx  и Δy : 

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′′
⋅′′′=′′′

Δy
y

Δx
xyxIyxI ,comb,, 12 . (3.78) 

Затем выходной сигнал ( )yxI ′′′ ,2  следует ограничить домножением на 

функцию ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅
′

⋅
′

ΔyM
y

ΔxN
x ,rect , где N  и M  – количество элементов матричного 

приёмника в направлениях x′  и y′  соответственно. 
В последнюю очередь при необходимости выполняется интерполяция 

изображения. Этот этап можно описать в виде свёртки сигнала ( )yxI ′′′ ,2  с 
интерполяционной функцией, в качестве которой можно использовать 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′′
Δy
y

Δx
x ππ ,sinc  или ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′′
Δy
y

Δx
x ,rect . В первом случае будет восстановлен 

непрерывный сигнал, а во втором – выходной сигнал будет квантованным. 

Выводы 
С точки зрения теории сигналов работа изображающей системы 

заключается в преобразовании входного сигнала I  (предмета) в выходной 
сигнал I ′  (изображение). Если абстрагироваться от конкретного физического 
смысла предмета и изображения и рассматривать их как функции обобщённых 
интенсивностей, то изображение представляет собой свёртку предмета с 
функцией импульсного отклика изображающей системы. Это справедливо, если 
для преобразователя выполняются условия линейности и изопланатичности. 

Анализ формирования изображений с точки зрения теории сигналов 
позволяет использовать для оценки качества изображающей системы 
различные характеристики: функцию рассеяния точки, функцию рассеяния 
линии, функцию концентрации энергии, пограничную кривую. Ни одна из этих 
характеристик не позволяет наглядно описать передачу структуры предмета 
при формировании его изображения. Преодолеть этот недостаток позволяет 
частотное описание преобразование сигналов, в котором предмет 
представляется в виде совокупности элементарных гармонических предметов 
разной частоты и амплитуды. Как показано, гармонический предмет является 
собственной функцией изображающего оператора, который изменяет 
амплитуду такого предмета без изменения его частоты. В этом случае 
преобразование сигналов сводится к фильтрации, когда изображающая система 
играет роль фильтра низких частот. Связь между частотными представлениями 
предмета и его изображения описывается оптической передаточной функцией. 
Таким образом, представленный подход позволяет объективно оценивать 
качество изображающей системы и формируемого ей изображения. 

Подход к анализу изображающих систем, основанный на теории сигналов, 
позволяет рассмотреть формирование изображения каскадом последовательно 
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расположенных линейных изопланатических преобразователей. Изображение, 
формируемое таким каскадом, может быть найдено как свёртка предмета с 
эквивалентным импульсным откликом каскада преобразователей. При 
использовании частотного описания спектр изображения может быть найден 
как произведение спектра предмета и эквивалентной оптической передаточной 
функции. Представление изображающей системы в виде каскада 
преобразователей позволяет легко решать практические задачи анализа 
сложных оптических приборов. 

Вопросы 
Что является входным сигналом и выходным сигналом для оптической 

системы как преобразователя сигналов? 
В чём заключаются условия линейности и изопланатичности для 

изображающего оператора? 
Что является импульсным откликом для оптической системы при 

когерентном и некогерентном освещении предмета? 
Как интерпретировать входной и выходной сигнал при моделировании 

формирования самосветящихся и освещаемых предметов? 
С какой целью и каким образом нормируется функция рассеяния точки? 
Каким образом по ФРТ можно определить разрешающую способность 

оптической системы? 
Что такое аподизация? Каким образом аподизация влияет на 

формирование изображения точки? 
Каким образом на формирование изображения точки влияют аберрации? 
В чём главное достоинство использования в качестве элементарного 

гармонического предмета? 
Какой смысл имеет комплексная амплитуда гармонического предмета? 
Что характеризует оптическая передаточная функция? 
С какой целью и каким образом нормируется ОПФ? 
Каким образом определяется контраст для гармонических предметов? 
Как выглядит распределение интенсивности в изображении 

гармонического предмета, если контраст равен 0.5? 
Можно ли оптическую систему назвать фильтром низких частот? 
Каким образом на МПФ влияют осесимметричные и неосесимметричные 

аберрации? 
Почему при анализе МПФ ограничиваются областью положительных 

частот? 
Для каких целей используется критерий Фуко. 
Каким образом определить распределение интенсивности на изображении, 

если оно формируется каскадом линейных преобразователей? 
В чём заключается явление обращения контраста? При анализе каких 

преобразователей можно столкнуться с этим явлением? 
Какой сигнал называется дискретным? Какой сигнал называется 

квантованным? 
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Задачи 
3.1. При какой частоте прямоугольной миры её изображение, создаваемое 

идеальной оптической системой, будет синусоидальным. 
3.2. Доказать, что число Штреля определяется отношением площади ОПФ с 

аберрациями к площади безаберрационной ОПФ. 
3.3. Пусть ( ) ( )xxS ηπ ′=′ 2sinc  – функция рассеяния линии прибора. Определить 

вид ОПФ прибора (описать аналитически и построить график).  Найти 
разрешающую способность прибора, если порог контраста 0=′kδ . Найти, 
при какой частоте прямоугольной миры её изображение будет 
синусоидальным. 

3.4. Для изображающей системы известна пограничная кривая: 

 
Найти функцию рассеяния линии и оптическую передаточную функцию 
(описать математически и построить график). 

3.5. На спутнике-шпионе, летящем на высоте 300 км, предполагается 
установить телескоп, с помощью которого можно было бы читать 
заголовки газет (размер букв 2 см). Определить диаметр и фокусное 
расстояние объектива, если регистрация осуществляется на ПЗС-матрице с 
квадратными светочувствительными элементами размером 10 мкм. 

3.6. У объектива c относительным отверстием 1:5 астигматический отрезок 
равен 1 мм. Построить ФРТ и ОПФ для трех случаев положения плоскости 
анализа (в меридиональном фокусе, в сагиттальном фокусе, в положении 
между ними). 

3.7. Объектив с фокусным расстоянием 1 м имеет диафрагму с формой, 
представленной на рисунке (размеры в мм): 

 
C каким контрастом будут отображаться вертикальные и горизонтальные 
прямоугольные решётки с периодом 500, 250 и 100 мм, расположенные на 
расстоянии 5 км? 

10 20

10
 

10 

 I 

 x 

1 

0 

0.5 

2a 
a 
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3.8. Определить радиус в изображении радиальной миры (количество секторов 
32), при котором происходит обращение контраста. Изображение, 
формируемое оптической системой с апертурой 1.0=′A  на длине волны 
0.5 мкм, расфокусировано на величину 3

λ . 

3.9. Изображение горизонтальной прямоугольной решётки, формируемое 
объективом с относительным отверстием 1:2 и квадратным зрачком, 
расфокусировано так, что имеет вид треугольной решётки с периодом 
0.01 мм. Определить величину расфокусировки и период прямоугольной 
решётки, которая является предметом. 

3.10. Оптическая система, обладающая остаточным астигматизмом 
ммz 02.0=Δ , формирует изображение прямоугольной миры. Определить 

период решётки, при котором её изображение будет иметь вид треугольной 
решётки. Какова частота этой треугольной решётки? Относительное 
отверстие объектива 2:1=′fD . Плоскость изображение совмещена с 
сагиттальным фокусом. 

3.11. Съёмка производится с самолета, летящего со скоростью 360=υ  км/ч на 
высоте 10 км. Используется объектив с квадратным зрачком, который 
имеет 100=′f  мм и 2:1=′fD . Время экспозиции 01.0=t  с. Определить 
контраст периодического предмета с частотой на изображении 50 мм-1, 
если объектив расфокусирован на величину 01.0=z  мм. 

3.12. Съёмка производится с самолета, летящего со скоростью 360=υ  км/ч на 
высоте 10 км. Используется объектив с квадратным зрачком, который 
имеет 100=′f  мм и 5:1=′fD . Время экспозиции  01.0=t  с. Определить 
допустимое значение астигматизма, если изображение периодического 
предмета с частотой 50 мм-1 на изображении должно иметь контраст не 
ниже 0.5. 

3.13. Фотографический телескоп можно рассматривать как каскад, состоящий 
из 3х приборов: атмосферы, объектива и фотоплёнки. Объектив имеет 
квадратный зрачок, 1.0=′A , мм 10000=′f . Размер пятна рассеяния 
атмосферы 1 ′′=d . Определить допустимую величину расфокусировки, 
если на половине предельной частоты каскада ЧКХ каскада должно быть 
не ниже 0.1. Значение ЧКХ пленки на этой частоте равно 0.19 и больше 
нуля на всех остальных частотах. Предельной частотой считать частоту, 
при которой ЧКХ каскада первый раз обращается в ноль. 

3.14. Объектив (относительное отверстие 5:1 ; 50=′f  мм), по качеству близкий 
к идеальному, проходит испытания на разрешающую способность. Как 
будет выглядеть формируемое им изображение радиальной миры 
( 100=d мм, 125=n ), расположенное на расстоянии 5 м? 
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Примеры решения задач 

Задача 3.5: Для изображающей системы известна пограничная кривая: 

 
Найти функцию рассеяния линии и оптическую передаточную функцию 
(описать математически и построить график). 

Опишем математически функцию пограничной кривой: 

( )
( )

( )
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤
≤<⋅
≤<−
−≤<−⋅+

−≤

=′′

xa
axaxa
axa
axaxa

ax

I xB

1
2//1

2/2/5.0
2//11

0

η . 

Поскольку пограничная кривая – это интеграл от ФРЛ (3.24), мы можем 
найти ФРЛ, продифференцировав пограничную кривую: 

( ) ( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤
≤<
≤<−
−≤<−

−≤

=
′
′′

=′

xa
axaa
axa
axaa

ax

d
IS

x

xB
x

0
2//1

2/2/0
2//1

0

η
ηη . Получившуюся функцию можно 

описать также через функцию rect: ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⋅=′

4
321

4
321 x

a
rect

a
x

a
rect

a
S xη . 

ОПФ можно вычислить как фурье-преобразование от ФРЛ  (3.46) 

( ) ( )[ ] ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⋅=′=

4
321

4
321 x

a
rect

a
x

a
rect

a
FSFsD xx η . 

Найдем фурье-преобразование первого слагаемого с учетом свойств 
преобразования Фурье (таблица Б.1): 

2/34/32

2
5.0

22
1

4
321 ai

x
ai

x
xx eaSinceaSinca

a
x

a
rect

a
F ⋅νπ−⋅νπ− ⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πν⋅⋅=⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πν⋅⋅⋅=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⋅ . 

Фурье-преобразование второго слагаемого находим аналогично 
2/3

2
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4
321 ai

x
xeaSincx

a
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a
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⎠
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Тогда ОПФ 

( ) ( )[ ] =⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π⋅⋅+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π⋅⋅=η′= ⋅ππ⋅− 2/32/3

2
5.0

2
5.0 ais

x
isa

xxx
xx esaSincesaSincSFsD  

( )4/34/3

2
5.0 aisais

x
xx eesaSinc ⋅π⋅π− +⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π⋅⋅= .  

Применим к этому выражению формулу Эйлера: 
( ) ( )xx

ais saisae x πππ ⋅⋅−⋅=⋅− 2/3sin2/3cos2/3 , тогда 
( ) ( ) ( )+⋅+⋅⋅−⋅=+ ⋅⋅−

xxx
aisais sasaisaee xx πππππ 2/3cos2/3sin2/3cos2/32/3

( ) ( )xx sasai ππ ⋅⋅==⋅⋅+ 2/3cos22/3sin . 
Таким образом, ОПФ можно описать выражением 

( ) ( ) ( )xxxxx sasaSincsasaSincsD π⋅⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π⋅=π⋅⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π⋅⋅= 2/3cos

2
2/3cos2

2
5.0 . 

 
Итоговое выражение и график для ФРЛ: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
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4
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a
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a
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a
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a
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Итоговое выражение и график для ОПФ: 

( ) ( )xxx sasaSincsD π⋅⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π⋅= 2/3cos

2
. 
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Задача 3.12: Съёмка производится с самолета, летящего со скоростью 360=υ  
км/ч на высоте 10 км. Используется объектив с квадратным зрачком, который 
имеет 100=′f  мм и 2:1=′fD . Время экспозиции 01.0=t  с. Определить 
контраст периодического предмета с частотой на изображении 50 мм-1, если 
объектив расфокусирован на величину 01.0=z  мм. 

В данном случае в формировании изображения участвуют следующие 
преобразователи: объектив, расфокусировка, смаз. Чтобы найти 
результирующую ЧКХ, необходимо найти ЧКХ всех преобразователей и 
перемножить их. 

Поскольку предмет квазиодномерный (решетка), будем решать задачу для 
одного сечения. 

Объектив 
Зная относительное отверстие, найдем заднюю апертуру. Относительное 

отверстие fAk ′= /2:1 . Для объектива обобщенное увеличение fV ′= , тогда 
AfA ′⋅′= . Отсюда AffAk ′=′′⋅′= 2/2:1 . Тогда 25.02/2/1 ==′A . 

ЧКХ объектива с квадратным зрачком (3.50) в канонических координатах 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

=′
2

tr x
x

ssD . Перейдем к реальным координатам: 

002.025.0/105.0' 3 ⋅′=⋅⋅′=⋅′=′ − ννλν As . Тогда 

( ) ( )310tr
2

002.0tr −⋅′=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅′

=′ x
x

xD ννν . 

Расфокусировка 

 Для квадратного зрачка ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

=′
r
xrectxh . ЧКХ при расфокусировке (3.89) 

( ) ( )[ ] ( )νπν ′⋅=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

=′=′ rSinc
r
xrectFxhFD .  

Радиус круга расфокусировки ммzAr 0025.001.025.0 =⋅=⋅′= . ЧКХ при 
расфокусировке ( ) ( ) ( )νπνπν ′⋅=′⋅=′ 0025.0SincrSincD .  

Смаз  
ЧКХ смаза (3.67) ( ) ( )xx dD νπν ′=′ sinc . Где длина линии рассеяния 

мм
с
ммс

ч
кмсtd 3

6
10

3600
1036001.036001.0 =
⋅

⋅=⋅== υ .  

Теперь определим величину линии рассеяния смаза в пространстве 
изображений. Угловой размер смаза в пространстве предметов: 

5
7

33
105

10
105.0

102
10

2
−⋅=⋅=

⋅
==

км
мм

z
dtgω . Размер изображения смаза: 

ммtgfd 01.010510022 5 =⋅⋅⋅=⋅′⋅=′ −ω . Тогда ЧКХ смаза 
( ) ( )xxD νπν ′⋅=′ 01.0sinc . 
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Построим графики ЧКХ всех преобразователей: 

 

Из графиков видно, что «слабое звено» – смаз, т.е. итоговое ЧКХ после 
перемножения ЧКХ всех звеньев ( ) ( )xxD νπν ′⋅=′ 01.0sinc . Нам нужно 
определить контраст на частоте 150 −мм .  

Это можно сделать по графику: 

 

Контраст на частоте 150 −мм  равен 0.65. 
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Глава 4. Компьютерное моделирование формирования 
изображений 

Все модели неправильны, но некоторые из них 
полезны. 

Джордж Бокс 

4.1. Принципы дискретизации функций 

Дискретное представление непрерывных функций 
Для осуществления компьютерного моделирования формирования 

изображений необходимо перейти от непрерывных функций к их дискретному 
представлению. Наиболее простым и удобным способом дискретизации 
двумерных функций является представление в виде выборочных значений, 
взятых в узлах равномерной прямоугольной сетки [6]. Математически такой 
способ дискретизации функции ( )yxg ,  можно описать следующим образом: 

( ) ( ) =⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= yxg

Δy
y

Δx
xyxG ,combcomb,

( ) ( )∑ ∑
+∞

−∞=

+∞

−∞=
⋅⋅−⋅−=

m n
yxgΔynyΔxmx ,,δ , (4.1) 

где ( )yxG ,  – дискретное представление функции ( )yxg , , Δx  и Δy  – шаги 
дискретизации вдоль декартовых осей, m  и n  – произвольные целые числа. Так 
как функция ( )yxG ,  имеет ненулевые значения только в узлах сетки, такое 
дискретное представление можно заменить выборкой mnG , то есть двумерным 
массивом, элементы которого содержат значения функции в выборочных 
точках. Пользуясь фильтрующим свойством дельта-функции выражение (4.1) 
можно записать следующим образом: 

( ) ( ) ∑ ∑∑ ∑
+∞

−∞=

+∞

−∞=

+∞

−∞=

+∞

−∞=
=⋅⋅=

m n
mn

m n
GΔynΔxmgyxG ,, . (4.2) 

Отсюда, значение элемента выборки nmG  с произвольными индексами m  и n  
равно значению функции g  в точке с координатами ( )ΔynΔxm ⋅⋅ , . 

При практическом решении задач на компьютере объём оперативной 
памяти жёстко ограничен, а значит, ограничено количество элементов выборки, 
которые можно разместить в памяти. Таким образом, в виде выборки можно 
представить только часть непрерывной функции ( )yxg , . Чаще всего интерес 
представляет её центральная часть. Пусть 1+M  – количество элементов 
выборки вдоль направления x , а 1+N  – количество элементов выборки вдоль 
направления y . Дискретное представление центральной части функции ( )yxg ,  
описывается следующей конечной суммой: 
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( ) ( )∑ ∑
−= −=

⋅⋅=
2

2

2

2
,,

M

Mm

N

Nn
ΔynΔxmgyxG . (4.3) 

Для хранения выборок используются массивы, индексы элементов 
которых являются беззнаковыми целочисленными переменными. В этом случае 
начало координат выборки не совпадает с началом координат функции. Кроме 
того, при представлении функций в виде выборки чаще всего используется 
одинаковое количество элементов вдоль направлений x  и y . Пусть для 
осуществления компьютерного моделирования формируется выборка функции 
размером NN ×  элементов. Тогда дискретное представление функции g  
выглядит следующим образом: 

( ) ∑ ∑∑ ∑
−

=

−

=

−

=

−

=
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −==

1

0

1

0

1

0

1

0 2
,

2
,

N

m

N

n

N

m

N

n
mn ΔyNnΔxNmgGyxG . (4.4) 

В этом случае значение элемента выборки mnG  соответствует значению 
функции g  в точке с координатами ( ) ( )( )ΔyNnΔxNm ⋅−⋅− 2,2 . 

При дискретизации функций и реализации алгоритмов моделирования 
формирования изображений необходимо обеспечить выполнение ряда 
требований. Во-первых, модель должна быть адекватной, то есть результат 
должен соответствовать происходящим явлениям с приемлемой точностью. И, 
во-вторых, модель должна быть экономичной, то есть количество и размер 
выборок, размещённых в памяти единовременно, должно быть 
минимизировано. Основными факторами, определяющими адекватность 
численного моделирования, являются выбор размера шагов и количества 
элементов в выборках функций, участвующих в вычислениях.  

Выбор шага дискретизации не является произвольным, а осуществляется 
на основе теоремы о выборке (Приложение Б). Согласно этой теореме, любая 
двумерная функция с финитным фурье-образом однозначно определяется 
выборкой с шагами Δx  и Δy , величина которых удовлетворяет неравенствам: 

x
Δx

ν2
1

≤ ; 
y

Δy
ν2
1

≤ , (4.5) 

где xν  и yν  – предельные частоты в фурье-образе этой функции. При этом 
функцию можно однозначно восстановить по её выборке mnG  следующей 
интерполяцией: 

( ) ∑ ∑
∞+

−∞=

∞+

−∞=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅−
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−

⋅=
m n

mn Δy
Δyny

Δx
ΔxmxGyxg ππ sincsinc, . (4.6) 

При моделировании формирования изображений как раз имеют дело с 
выборками функций и выборками их фурье-образов. Таким образом, 
неравенства (4.5) являются определяющими при выборе шагов дискретизации 
функций и их фурье-образов. 
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Пусть количество элементов в выборках функции и её фурье-образа 
одинаково. Если фурье-образ функции существует в прямоугольной области с 
границами [ ]xx νν ,−  и [ ]yy νν ,− , то можно записать следующие равенства: 

xxx ΔNR νν ν ⋅==2 ; yyy ΔNR νν ν ⋅==2 , (4.7) 

где xRν  и yRν – размеры области существования фурье-образа функции в 
соответствующих направлениях, xΔν  и yΔν  – шаги дискретизации фурье-
образа, N  – количество точек в выборках вдоль каждого направления. 
Подставляя (4.7) в (4.5), можно записать соотношения, позволяющие 
определять шаги дискретизации функций и их фурье-образов: 

xΔνN
Δx

⋅
≤

1 ; 
yΔνN

Δy
⋅

≤
1 . (4.8) 

Таким образом, шаги дискретизации функции и её фурье-образа связаны с 
количеством элементов в выборках, не могут выбираться произвольно и 
должны удовлетворять соотношениям (4.8). 
Выборки функций, участвующих в моделировании 

Рассмотрим подготовку выборок функций участвующих в моделировании 
формирования изображения предмета в проходящем свете (Рис. 4.1). 
Исходными данными для моделирования являются функция распределения 
яркости по источнику ( )yxB ξξ , , функция комплексного пропускания предмета 
( )yxT ηη ,  и зрачковая функция ( )yxf ρρ , . 

Рис. 4.1 Дискретная модель формирования изображения 
в проходящем свете 

Функция распределения яркости по источнику ( )yxB ξξ ,  должна быть 
представлена в виде двумерной выборки ijB  с шагами xΔξ  и yΔξ  по 
каноническим координатам на источнике, функция комплексного пропускания 
предмета ( )yxT ηη ,  – в виде выборки klT  с шагами xΔη  и yΔη  по предметным 
каноническим координатам, а зрачковая функция ( )yxf ρρ ,  – в виде выборки 
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uvf  с шагами xΔρ  и yΔρ  по зрачковым каноническим координатам. Для 
моделирования распространения поля через оптическую систему функция 
комплексного пропускания так же должна быть представлена в виде выборки 

mnU . В результате вычислений должна быть получена выборка распределения 
интенсивности на изображении lkI ′′′  с шагами xΔη′  и yΔη′  по каноническим 
координатам на изображении. 

Для моделирования формирования изображений и анализа качества 
оптических систем используются выборки других функций. В таблице 4.1 
перечислены основные функции, обозначения, используемые для их выборок, 
размерность и тип хранимых в выборке данных. 

Таблица 4.1. Функции и характеристики их выборок 

Функция Обозначение 
выборки 

Размерность 
выборки 

Тип данных в 
выборке 

Комплексная амплитуда 
поля mnU  Двумерная Комплексный 

Распределение яркости по 
источнику ijB  Двумерная Вещественный

Комплексное пропускание 
предмета klT  Двумерная Комплексный 

Зрачковая функция uvf  Двумерная Комплексный 

Распределение 
интенсивности klI  Двумерная Вещественный

Функция рассеяния точки klh  Двумерная Вещественный

Функция концентрации 
энергии dE  Одномерная Вещественный

Функция рассеяния линии kS  Одномерная Вещественный

Оптическая передаточная 
функция qrD  Двумерная Комплексный 

Модуляционная 
передаточная функция qrM  Двумерная Вещественный

Фазовая передаточная 
функция qrΦ  Двумерная Вещественный

 
Пусть выборки функций, участвующих в моделировании, являются 
квадратными с размером NN × , где N  – количество узлов дискретизации в 
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одном направлении. Тогда ξξ ΔNR ⋅=  – размер области определения функции 
распределения яркости по источнику, ηη ΔNR ⋅=  – размер области 
определения функции комплексного пропускания предмета, ρρ ΔNR ⋅=  – 
размер области определения зрачковой функции, ηη ′⋅=′ ′ ΔNR  – размер области 
определения функции распределения интенсивности на изображении.  

 
В канонических координатах плоскость источника и плоскость зрачка 

имеют одинаковый масштаб, то есть: 
xx ΔρΔξ = ; yy ΔρΔξ = . (4.9) 

Комплексная амплитуда поля на входной поверхности определяется 
преобразованием Фурье комплексной амплитуды поля на предмете. В 
соответствии с теоремой о выборке, шаг дискретизации по зрачковым 
координатам связан с шагом по предметным координатам следующим образом: 

x
x ΔρN

Δη
⋅

=
1 ; 

y
y ΔρN

Δη
⋅

=
1 . (4.10) 

Канонические координатные системы входной и выходной поверхности 
оптической системы равны по определению, а значит: 

xx ρΔΔρ ′= ; yy ρΔΔρ ′= . (4.11) 

Комплексная амплитуда поля на выходной поверхности связана комплексной 
амплитудой поля на изображении обратным преобразованием Фурье. По 
теореме о выборке шаги дискретизации по каноническим координатам на 
изображении и на выходной поверхности связаны соотношениями: 

x
x ρΔN
ηΔ

′⋅
=′

1 ; 
y

y ρΔN
ηΔ

′⋅
=′

1 . (4.12) 

Таким образом, для дискретизации всех функций, участвующих в 
моделировании, достаточно определить шаги по предметным координатам 
( xΔη  и yΔη ) и шаги по зрачковым координатам ( xΔρ  и yΔρ ). Остальные 
параметры дискретизации функций определяются в соответствии с 
соотношениями (4.9 – 4.12). 

Форма и размеры элементов эффективного источника освещения, 
элементов предмета, отверстий и экранов в плоскости апертурной диафрагме 
можно описать с использованием набора геометрических примитивов: 
прямоугольников, многоугольников, кругов и других. По таким описаниям 
можно сформировать выборки исходных функций, решив простую 
геометрическую задачу попадания точки в ту или иную область на плоскости в 
соответствующей системе координат. 

При моделировании формирования изображения освещаемых предметов 
должна быть реализована возможность моделирования источников типовых 
форм и произвольных размеров. На рисунке 4.2 представлены типовые формы 
осевых (а) и внеосевых (б) источников, создающих на плоскости предмета 
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частично когерентное освещение с различными свойствами. Пунктирной 
линией отображена окружность, которая в канонических координатах имеет 
единичный радиус. Элементы выборки функции распределения яркости по 
источнику, расположенные в заштрихованной области, должны иметь нулевые 
значения. Значение остальных элементов определяются в соответствии со 
следующим выражением: 

( ) ( )( )yxij ΔNjΔNiBB ξξ ⋅−⋅−= 2,2 . (4.13) 

 
а) Варианты осевого освещения 

 
б) Варианты внеосевого освещения 

Рис. 4.2 Типовая форма источника освещения 

При исследовании формирования изображения в качестве тест-объектов 
обычно используются простейшие геометрические примитивы: точка, 
прямоугольник, ломаная линия произвольной толщины, круг. Для исследования 
характеристик качества оптических систем используются специальные тест-
объекты: радиальная и штриховая миры (Рис. 4.3). Любой объект можно 
описать набором простейших геометрических примитивов, расположенных 
определённым образом и имеющих определённые размеры. Если узел выборки 
попадает в область предмета, то значение соответствующего элемента выборки 
функции комплексного пропускания предмета определяются следующим 
образом: 

( ) ( )( )yxkl ΔNlΔNkTT ηη ⋅−⋅−= 2,2 . (4.14) 

  
а) Радиальная мира б) Штриховая мира 

Рис. 4.3 Типовая форма тест-объекта 
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Описание формы апертурной диафрагмы также осуществляется с 
использованием простейших геометрических примитивов. На рисунке 4.4 
представлены типовые формы апертурной диафрагмы, которые могут 
использоваться для описания ограничения поля при моделировании 
большинства реальных оптических систем. Элементы выборки зрачковой 
функции, расположенные в заштрихованной области, должны иметь нулевые 
значения. Значение остальных элементов определяются в соответствии с 
выражением: 

( ) ( )( )yxuv ΔNvΔNuff ρρ ⋅−⋅−= 2,2 . (4.15) 

Для моделирования оптических систем с учётом их аберраций перед 
формированием выборки зрачковой функции необходимо создать выборку 
функции волновой аберрации uvW . 

   
а) Круглая диафрагма б) Диафрагма с 

экранированием 
в) Диафрагма с 
экранированием и 
спайдерами 

Рис. 4.4 Типовая форма апертурной диафрагмы 

Функция волновой аберрации обычно представляется в виде разложения 
по ортогональным полиномам Цернике (Приложение В): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑ ∑
= == =

+=
p

n

n

m

m
nnm

p

n

n

m

m
nnm mRsmRcW

1 10 0
sincos, ϕρϕρϕρ , (4.16) 

где nm +  – чётное число, ( )ρm
nR  – радиальные полиномы Цернике, 

yx ρρρ += , ( )yx ρρϕ arctg= , nmc  и nms  – коэффициенты разложения, 
которые служат общим численным представлением аберраций оптической 
системы. 

4.2. Шаг дискретизации и количество элементов в выборках 
Выражения (4.9 – 4.12) описывают соотношения между величинами шагов 

дискретизации и количеством элементов в выборках, но не определяют их 
конкретные значения. Величины шагов дискретизации по координатам на 
источнике, зрачковым и предметным координатам должны быть выбраны так, 
чтобы обеспечить адекватное моделирование и решение исследовательской 
задачи. Рассмотрим выбор шагов дискретизации и количества элементов при 
решении некоторых практических задач. 
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При проектировании оптических систем одной из задач является 
вычисление и анализ такой характеристики качества как ФРТ. Исходными 
данными для вычисления ФРТ является зрачковая функция, которая должна 
быть представлена в дискретном виде. Согласно (4.10), шаг по зрачковым 
координатам должен удовлетворять условию: 

ηη
ρ

′
=
′⋅

≤
RΔN

Δ 11 , (4.17) 

где η ′R  – предельный размер ФРТ. Как известно дифракционная ФРТ отлична 
от нуля на всей поверхности изображения, поэтому, строго говоря, при любом 
выборе шага ρΔ  вычисление не может дать точные значения ФРТ. Но при 
решении практических задач можно рассмотреть только центральную область 
ФРТ, а энергию за её пределами считать равной 0. Как показывает практика, в 
большинстве случаев основная энергия ФРТ (94–96%) содержится в области, 
размеры которой примерно равны 5 каноническим единицам ( )5≈′ηR  [15, 17]. 
Таким образом, величина шага по зрачковым координатам должна быть менее 
0.2 канонических единиц ( )2.0≤ρΔ . 

Определим количество элементов в выборке при вычислении ФРТ. Для 
этого найдём величину шагов дискретизации по координатам на изображении. 
При любых аберрациях в изображении точки сохраняется дифракционный узор 
с шагом порядка 0.5 предметной канонической единицы [17]. Для корректного 
описания ФРТ необходимо чтобы шаг по координатам на изображении был 
хотя бы в два раза меньше этой величины ( )25.0≤′ηΔ . 

Определить шаг по предметным координатам можно по-другому – исходя 
из свойств ОПФ. Известно, что ОПФ оптической системы – это финитная 
функция, размеры которой равны 4=νR  [17]. Так как ОПФ является фурье-
образом ФРТ, шаги дискретизации по координатам на изображении и 
частотным координатам связаны соотношением: 

νν
η

RΔN
Δ 11

=
⋅

≤′ . (4.18) 

Тогда, шаг по координатам на изображении должен удовлетворять 
соотношению: 25.0≤′ηΔ . Шаг большего размера приведёт к тому, что часть 
значений ОПФ не поместится в выборке. 

Как видим, оба подхода не противоречат друг другу и определяют 
верхнюю границу величины шага по предметным координатам ( )25.0≤′ηΔ . 
При этом размер области ρR  (охват зрачка), которая должна быть представлена 
в виде выборки, определяется соотношением: 4≥ρR . В канонических 
координатах круглый зрачок имеет единичный радиус. Таким образом, область 
определения выборки зрачковой функции всегда должна быть, по крайней 
мере, в два раза больше самого зрачка. 
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а) 2.0=ρΔ  б) 1.0=ρΔ  

Рис. 4.5 Расположение точек в выборке, описывающей круглую диафрагму 

Нетрудно определить, что при 2.0=ρΔ  и 25.0=′ηΔ  количество элементов 
в выборках составляет 20=N . Такого количества элементов достаточно, чтобы 
отобразить общий характер ФРТ, но для полноценного анализа и визуализации 
пятна рассеяния этого не достаточно. Для анализа ФРТ безаберрационной 
оптической системы шаг по зрачковым координатам можно оставить тем же 
( )2.0=ρΔ , а количество элементов в выборке увеличить, например, в 3 раза 
( )60=N . Тогда, шаг по координатам на изображении 083.0=ηΔ , а охват 
зрачка 12=ρR . В этом случае на центральное сечение зрачка приходится 
только 10 точек, что совершенно недостаточно для анализа оптических систем 
с аберрациями, так как зрачковая функция становится осциллирующей. 
Недостаточное количество точек равномерной прямоугольной сетки плохо 
описывает круглую форму диафрагмы (Рис. 4.5), что, несомненно, влияет на 
результаты вычислений. 

При наличии аберраций размеры области ηR , в которой содержится 
основная энергия ФРТ ( )%95≈ , увеличиваются. В этом случае ФРТ надо 
рассматривать в области, размеры которой определяются выражением [15]: 

52 +′≈′ gR ηη , (4.19) 

где gη′  – радиус геометрического пятна рассеяния. Таким образом, шаг по 
зрачковым координатам необходимо изменять. Компромиссным решением 
будет уменьшение величины шага по зрачковым координатам хотя бы в 2 раза 
( )1.0=ρΔ . При 60=N  величина шага по предметным координатам 167.0=ηΔ . 

При моделировании формирования частично когерентного изображения 
существенное влияние на итоговое распределение интенсивности будет 
оказывать форма и размер эффективного источника, который характеризуется 
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коэффициентом когерентности σ . Как показывает практика, допуск на 
эффективные размеры и асимметрию источника может быть порядка 1.0≈σΔ , 
то есть такое изменение коэффициента когерентности не оказывает заметного 
влияния на итоговое распределение интенсивности на изображении. Тогда шаг 
по координатам на источнике, а значит и по зрачковым координатам, так как 
они в канонической системе накладываются в одном масштабе, должен быть не 
более этой величины: 

1.0≤= ρξ ΔΔ . (4.20) 
При моделировании формирования изображения в оптических системах с 

экранированием величины шагов по зрачковым координатам необходимо 
выбрать так, чтобы их было достаточно для учёта влияния формы и размеров на 
формирование изображения и учёта аберраций оптической системы. В качестве 
примера можно привести оптическую систему с экранированием, в которой на 
структуру изображения оказывают влияние, попадающие в световой пучок 
конструкционные элементы – спайдеры (Рис. 4.4, в). В этом случае шаг по 
зрачковым координатам должен быть не более размера спайдера. 

Таким образом, для обеспечения адекватности моделирования для выбора 
шагов дискретизации следует осуществлять анализ свойств моделируемых 
функций. Полезным может оказаться как оценка их предельных размеров, так и 
размеры минимальных элементов. Обратная взаимосвязь шагов дискретизации 
по предметным и зрачковым координатам усложняет выбор их конкретных 
значений. Возникающие при этом проблемы часто решаются путём увеличения 
количества элементов в выборках. 

Для размещения в оперативной памяти выборки комплексных чисел с 
двойной точностью и размером 6060×  элементов необходимо около 56 
килобайт. Увеличение размеров выборки приводит к существенному 
увеличению объёма оперативной памяти, требуемому для моделирования. 
Например, выборка комплексных чисел размером 10001000×  элементов 
требует для своего размещения около 16 мегабайт оперативной памяти. Как 
видно из представленных выше моделей и алгоритмов одновременно в 
оперативной памяти компьютера должно быть размещено несколько выборок, 
большинство из которых содержит комплексные данные. Это предъявляет 
жёсткие требования к распределению данных в оперативной памяти и 
оптимизации вычислительных процессов. 

4.3. Особенности программной реализации моделей 
формирования изображений 
Возрастание вычислительной мощности современных компьютеров 

приводит к тому, что стремление обеспечить высокое быстродействие 
программного модуля перестает играть доминирующую роль. Не менее 
существенное значение приобретают такие характеристики программного 
обеспечения, как структурированность, гибкость, универсальность, 
модифицируемость и возможность повторного использования программных 
модулей. Эти требования приобретают особую важность с учётом возрастания 
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сложности реализуемых математических моделей. В настоящее время для 
построения эффективных вычислительных процессов используются различные 
технологии. Ряд перечисленных характеристик удается обеспечить с 
использованием технологии обобщённого программирования [11]. 

Обобщённое программирование является развитием объектно-
ориентированного подхода, который позволяет реализовать в программе 
объекты, выражающие самые общие проблемно-инвариантные понятия. 
Основная идея этой технологии заключается в том, чтобы выявить 
необходимые сущности и алгоритмы их обработки, а затем параметризировать 
их так, чтобы они могли работать с множеством подходящих типов и структур 
данных. То есть они должны удовлетворять определённому набору требований 
и правил, который в обобщённом программировании называется концепцией. 
При моделировании формирования изображений и анализе качества 
оптических систем основной проблемно-инвариантной концепцией является 
выборка функции. Приходится работать с выборками, в которых хранятся 
данные различных типов, но в остальном работа с ними может быть 
унифицирована. Таким образом, на основе идеологии обобщённого 
программирования можно реализовать контейнеры для хранения различных 
выборок и алгоритмы их обработки. 

Таблица 4.3. Объекты, реализующие концепцию выборки 
Объекты Описание Схема 

Sample Двумерная выборка данных 
некоторого типа. 

N-1

0
0

N-1  
Subsample Подвыборка – декоратор контейнера 

типа Sample, являющаяся 
представлением некоторой его 
области. 

0
0

N-1

N-1

 
Field Двумерное поле – декоратор объекта 

типа Sample или Subsample, 
которая обеспечивает работу с 
элементами выборки в системе 
физических координат. 

-x
-y

x

y
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Анализ моделей и алгоритмов показывает, что они могут быть 
реализованы с использованием объектов трех типов, реализующих концепцию 
выборки: Sample, Subsample, Field (таблица 4.3). Sample представляет 
собой контейнер, который может представлять собой обычный двумерный 
массив вещественных или комплексных чисел. Подвыборка Subsample 
позволяет организовать удобный и эффективный доступ к некоторой части 
выборки (например, области зрачка в выборке зрачковой функции или 
центральной области выборки функции рассеяния точки). Доступ к элементам 
контейнеров Sample и Subsample осуществляется с использованием 
целочисленных индексов. В некоторых случаях удобно осуществлять доступ к 
элементам выборок в физической системе координат тех функций, которые они 
представляют. Такой доступ можно реализовать с использованием объекта типа 
Field, который может осуществлять автоматический пересчёт физических 
координат в координаты выборки и обратно.  

Таблица 4.4. Алгоритмы для обработки объектов, реализующих  
концепцию выборки 

Название Действие 

for_each 
Выполняет объект-функцию, удовлетворяющую 
концепции SampleModifier, для каждого 
элемента выборки. 

not_for_each 

Выполняет объект-функцию, удовлетворяющую 
концепции SampleModifier, только для тех 
элементов выборки, для которых выполняется 
условие, задаваемое функцией-объектом типа 
SamplePredicate. 

transform 

Выполняет объект-функцию, удовлетворяющую 
концепции SampleModifier, для каждого 
элемента первой выборки, а результат 
помещается во вторую выборку. 

copy Осуществляет поэлементное копирование двух 
выборок. 

fill Присваивает всем элементам выборки некоторое 
заданное значение. 

replace_if 

Присваивает элементам выборки, для которых 
выполняется условие, задаваемое функцией-
объектом типа SamplePredicate, некоторое 
заданное значение. 

count_if 
Подсчитывает количество элементов в выборке, 
для которых выполняется условие, задаваемое 
функцией-объектом типа SamplePredicate. 
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В соответствии с парадигмой обобщённого программирования для 
реализации различных вычислительных операций предусматриваются 
универсальные обобщённые алгоритмы обработки объектов, отвечающих 
концепции выборка. Для работы обобщённых алгоритмов могут использоваться 
две концепции. Первая концепция SamplePredicate предполагает 
реализацию объекта-функции, которая вызывается для каждого элемента 
выборки, принимает индексы (координаты) элемента выборки и возвращает 
значение логического типа. Такие функции могут использоваться для 
организации условных конструкций при инициализации и выполнении других 
операций с отдельными элементами выборок. Вторая концепция 
SampleModifier предполагает реализацию объекта-функции, которая 
вызывается для каждого элемента и изменяет его значение. Обобщённые 
алгоритмы обработки объектов, отвечающих концепции выборка, которые 
могут быть полезны при реализации моделирования формирования 
изображений, представлены в таблице 4.4. 

Таким образом, использование технологии обобщённого 
программирования позволяет разработать базовый набор объектов и 
алгоритмов, с помощью которого можно реализовать формирование выборок и 
их обработку в различных алгоритмах моделирования формирования 
изображений и вычисления характеристик качества оптических систем. 

Программы для обработки изображений и других сигналов часто 
реализуются на основе конвейерной архитектуры [23]. При использовании 
этой архитектуры процесс обработки представляется в виде конвейера, по 
которому перемещаются обрабатываемые объекты (например, выборки 
функции комплексной амплитуды поля). Эти объекты последовательно 
подвергаются преобразованиям (например, преобразованию Фурье, 
описывающему дифракционное распространение поля) для получения 
результата (например, распределения интенсивности на изображении). 
Рассмотрим особенности применения конвейерной архитектуры при 
реализации моделирования формирования изображений.  

Вычислительный процесс разбивается на отдельные независимые 
вычислительные компоненты, которые в этой архитектуре называются 
фильтрами (Filter). Фильтр имеет один или несколько входов, через которые 
поступают потоки входных данных, и выходы, предоставляющие потоки 
данных для дальнейшей обработки и анализа. В рамках данной архитектуры так 
же могут использоваться, так называемые, трубы (Pipe), которые 
обеспечивают поступление выходного потока от одного фильтра на вход 
другого. При этом фильтры абсолютно независимы друг от друга. Каждый 
фильтр ничего «не знает» о фильтрах, находящихся в конвейере до и после 
него. Благодаря этому фильтры могут располагаться в конвейере в любом 
произвольном порядке, что обеспечивает произвольную последовательность 
действий. 

Фильтры можно классифицировать по нескольким признакам. По наличию 
входных и выходных данных можно выделить создатель (Creator), который 
не имеет входных данных, обычный фильтр (Filter), имеющий как входные, 
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так и выходные данные, и заглушку (Terminator), которая не имеет 
выходных данных и обычно содержит результат вычислений. По типу и 
количеству входных данных можно выделить преобразователь 
(Transformer), который на входе и выходе имеет данные различных типов; 
оператор (Operator), который имеет несколько наборов входных данных. В 
таблице 4.5 представлены фильтры, используемые при моделировании 
формирования изображений. 

Таблица 4.5. Фильтры, используемые для работы с выборками 
Действие Тип 

фильтра 
Тип входных 

данных 
Тип выходных 

данных 
Создание Creator – Любой 
Инициализация Filter Произвольный Соответствует 

входному 
Преобразование Фурье Filter Комплексный Комплексный 
Поэлементное 
умножение Operator Произвольный Соответствует 

входному 
Поэлементное 
сложение Operator Произвольный Соответствует 

входному 
Вычисление модуля 
комплексных 
элементов 

Transformer Комплексный Вещественный 

Вычисление фазы 
комплексных 
элементов 

Transformer Комплексный Вещественный 

Вычисление 
интенсивности 
комплексных 
элементов 

Transformer Комплексный Вещественный 

Сохранение результата Terminator Произвольный – 
 
При моделировании формирования изображений последовательность 

действий является детерминированной, поэтому можно реализовать один из 
вариантов конвейерной архитектуры, который называется пакетная 
последовательность [23]. В этом случае перемещение данных между 
фильтрами осуществляется в виде пакетов (в нашем случае – выборок 
функций). При этом фильтры получаются менее универсальными и не являются 
независимыми (то есть могут принимать и выдавать данные только строго 
определённого типа).  
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Рис. 4.6. Конвейер для моделирования изображения 

при некогерентном освещении 
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В качестве примера использования предложенной архитектуры 
рассмотрим реализацию алгоритма модели формирования некогерентного 
изображения. Конвейер программной реализации этой модели представлен на 
рисунке 4.6. Фильтры изображены в виде прямоугольников, а направление 
потоков данных в виде стрелок. Работа конвейера начинается с формирования 
выборок предмета (фильтр I) и зрачковой функции (фильтр f). При выполнении 
этих фильтров происходит создание выборок и заполнение их значениями. В 
частности, инициализация фона функции комплексного пропускания предмета 
может быть реализована с использованием алгоритма fill, а геометрия 
элементов предмета может быть сформирована с использованием алгоритма 
not_for_each. Фильтры F и F-1 реализуют процедуру прямого и обратного 
преобразования Фурье. Перемножение фурье-образа комплексного 
пропускания предмета и ОПФ реализуется оператором × . Вычисление 
интенсивности выборки комплексных элементов реализуется преобразователем 

2  с использованием алгоритма transform. Терминаторы h, D, I' содержат 
результаты работы конвейера, то есть соответственно, ФРТ, ОПФ и 
распределение интенсивности на изображении. 

В рамках общего вычислительного конвейера можно выделить несколько 
отдельных блоков. Каждый из них состоит из набора фильтров и представляет 
собой подконвейер. В данном случае это блоки формирования выборок 
предмета и зрачковой функции, вычисления ФРТ, ОПФ и распределения 
интенсивности в изображении. На каждом из этих этапов существует 
возможность независимого анализа полученных результатов. Кроме того, 
промежуточные результаты могут передаваться на другие фильтры для 
продолжения вычислений. Например, после получения ФРТ дополнительно 
можно реализовать конвейер вычисления ФКЭ, ФРЛ и пограничной кривой. 

Рассмотренная архитектура чрезвычайно удобна и эффективна для 
реализации алгоритмов моделирования формирования изображений. Во-
первых, она позволяет построить гибкий, эффективный, унифицированный 
вычислительный процесс. Из представленного алгоритма видно, что в ходе 
вычислений могут многократно применяться одни и те же элементарные 
вычислительные процедуры и операции. Реализация таких операций на основе 
обобщённых алгоритмов приводит к повышению производительности и 
упрощению программной реализации. Во-вторых, конвейерная архитектура 
позволяет реализовать процесс поэтапных вычислений. Программная 
реализация может быть осуществлена на основе технологий параллельных или 
распределённых вычислений, что позволяет существенно ускорить выполнение 
вычислений. 

Выводы 
Для осуществления компьютерного моделирования формирования 

изображений необходимо перейти от непрерывных функций к их дискретному 
представлению в виде выборок. При этом выбор шага дискретизации не 
является произвольным, а осуществляется на основе теоремы о выборке. Для 
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дискретизации всех функций, участвующих в моделировании, достаточно 
определить шаги по предметным координатам ( xΔη  и yΔη ) и шаги по 
зрачковым координатам ( xΔρ  и yΔρ ). Остальные параметры дискретизации 
функций определяются в соответствии с соотношениями (4.9 – 4.12). Для 
обеспечения адекватности моделирования выбор шагов дискретизации следует 
осуществлять исходя из свойств моделируемых функций (их предельных 
размеров или размеров их минимальных элементов). 

Для эффективной программной реализации моделирования формирования 
изображений можно использовать современные технологии обобщённого 
программирования и конвейерную архитектуру организации вычислений. На 
основе идеологии обобщённого программирования можно реализовать 
контейнеры для хранения различных выборок и унифицированные алгоритмы 
их обработки. Конвейерная архитектура позволяет реализовать отдельные 
этапы вычислений в виде отдельных программных модулей – фильтров. 
Процесс вычисления представляет собой последовательность выполнения 
фильтрами требуемых действий и передачи обрабатываемых выборок от одного 
фильтра другому. Такая архитектура может быть реализована в любой 
программно-аппаратной среде, в том числе с использованием технологий 
параллельных или распределённых вычислений. 

Вопросы 
На основе каких принципов осуществляется дискретизация непрерывных 

функций? 
Сформулируйте и докажите теорему о выборке. Как она должна 

использоваться при дискретизации функций? 
В чём заключается понятие «частота Найквиста»? 
Каковы особенности дискретизации функций, участвующих в 

моделировании формирования изображений? 
Как связаны шаги дискретизации по координатам на источнике и по 

зрачковым координатам?  
Как связаны шаги дискретизации по предметным и зрачковым 

координатам?  
Как связаны шаги дискретизации по предметным и частотным 

координатам? 
Как связаны размеры областей моделирования предмета, зрачковой 

функции и изображения? 
В чём заключается понятие «охват зрачка»? 
Какие преимущества даёт использование системы канонических координат 

при моделировании формирования изображения? 
Какие шаги дискретизации по зрачковым координатам и координатам на 

изображении следует выбрать для исследования предела разрешения 
оптической системы? 
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Какие шаги дискретизации по зрачковым, частотным и координатам на 
изображении следует выбрать для исследования оптической передаточной 
функции? 

Каким образом решается задача попадания точки в многоугольник при 
формировании выборок участвующих в моделировании? 

Указать и обосновать минимальное количество элементов в выборках, 
чтобы моделирование изображения было адекватным? 

Какие эффекты будут возникать на моделированном изображении, если 
выборка плохо описывает контур круглой диафрагмы? 

Какие проблемы могут возникнуть при компьютерном моделировании 
формирования изображений периодических решеток? Как их избежать? 

Какие свойства дискретного преобразование Фурье усложняют его 
использование при моделировании формирования изображения? Каким 
образом сдвиговое дискретное преобразование Фурье позволяет приблизиться 
по свойствам к непрерывному преобразованию? 

Каким образом может быть осуществлен пересчёт координат из 
физической системы координат в систему координат выборки при реализации 
объекта Field? 

Какова примерная реализация алгоритма not_for_each? 
Разработать конвейер вычислений ФРТ, ФКЭ, ФРЛ и пограничной кривой. 

Указать используемые фильтры и пакеты данных, которые передаются от 
одного фильтра другому. 

Разработать конвейер вычислений для моделирования формирования 
изображения при частично когерентном освещении предмета. Указать 
используемые фильтры и пакеты данных, которые передаются от одного 
фильтра другому. 

Каким образом можно реализовать конвейеры для моделирования 
формирования изображения при использовании технологий параллельных или 
распределённых вычислений? 

Задачи 
4.1. Разработать программу для исследования влияния произвольной 

аподизации на формирование изображения. Реализовать вычисление 
интенсивности на изображении, ФРТ и ОПФ. 

4.2. Разработать программу для исследования влияния экранирования и 
спайдеров на формирование изображения. Реализовать вычисление 
интенсивности на изображении, ФРТ и ОПФ. 

4.3. Разработать программу для исследования оптических систем с 
синтезированной апертурой. Реализовать вычисление интенсивности на 
изображении, ФКЭ и ОПФ. 

4.4. Разработать программу для демонстрации влияния расфокусировки на 
формирование некогерентного изображения радиальной миры оптической 
системой с апертурной диафрагмой круглой и квадратной формы. 
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Реализовать вычисление распределения интенсивности на изображении 
при плавном изменении положения плоскости анализа. 

4.5. Разработать программу для моделирования формирования некогерентного 
изображения радиальной миры оптической системой с апертурной 
диафрагмой круглой формы при наличии астигматизма. Реализовать 
вычисление распределения интенсивности на изображении при плавном 
изменении положения плоскости анализа. 

4.6. Разработать программу для моделирования формирования изображения 
фазовых объектов с использованием метода фазового контраста. 
Реализовать вычисление распределения интенсивности на изображении. 

4.7. Разработать программу для моделирования формирования изображения 
произвольных амплитудно-фазовых предметов безаберрационной 
оптической системой. Реализовать вычисление распределения 
интенсивности на изображении. Исследовать влияние негеометрических 
параметров предмета на разрешающую способность. 

4.8. Разработать программу для анализа влияния формы и размеров источника 
на формирование изображения освещаемого предмета безаберрационной 
оптической системой. Исследовать влияние формы и размеров источника 
освещения на разрешающую способность изображающей системы. 

4.9. Разработать программу для исследования методов коррекции эффекта 
оптической близости при формировании изображений освещаемых 
предметов безаберрационной оптической системой. Исследовать 
использование серифов и фазовых накладок. 

4.10. Реализовать программу моделирования формирования изображения при 
наличии смаза из-за движения. Реализовать вычисление распределения 
интенсивности в изображении радиальной миры в зависимости от скорости 
и направления движения. 

4.11. Реализовать программу моделирования формирования изображения 
каскадом линейных преобразователей: атмосфера – оптическая система – 
вибрация. Реализовать вычисление распределения интенсивности в 
изображении радиальной миры при различных параметрах 
преобразователей. 

4.12. Разработать программу для моделирования формирования изображения 
безаберрационной оптической системой при наличии двоения. Реализовать 
восстановление изображения методом обратной фильтрации. 

4.13. Разработать программу для моделирования формирования 
полихроматического изображения точки. Реализовать полутоновую и 
цветную визуализацию пятна рассеяния. 

4.14. Разработать программу для моделирования формирования изображения с 
использованием технологии кодирования волнового фронта. Реализовать 
модель кодирования волнового фронта с использованием поверхности, 
описываемой уравнением ( ) ( ) ( ) 5.25.2, yysignxxsignyxf ⋅+⋅=  и 
восстановление изображения методом обратной фильтрации. 
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4.15. Разработать программу для моделирования регистрации изображений 
матричным приёмником. При реализации модели учесть геометрические и 
спектральные характеристики приёмника. 
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Приложение А. Системы канонических координат 
Использование канонических координат упрощает 
соотношения как при расчёте реальных лучей для 
определения аберраций, так и при использовании 
теории дифракции. 

Гарольд Гопкинс 

Анализ процессов происходящих в оптической системе при формировании 
изображения удобно формулируется с использованием канонических 
координат [15, 17, 26, 27]. Рассмотрим выражения, которые используются для 
определения различных систем канонических координат. 

Зрачковые канонические координаты описывают относительное 
положение точек на зрачке и получаются нормированием обобщённых 
координат на зрачке к соответствующим апертурам: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

yy

xx

y

x

Ap
Ap

ρ
ρ

ρ ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′′
′′

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

=′
yy

xx

y

x

Ap
Ap

ρ
ρ

ρ , (А.1) 

где xp  и yp  – входные зрачковые координаты, xA  и yA  – передние 
обобщённые апертуры, xp′  и yp′  – выходные зрачковые координаты, xA′  и yA′  – 
задние обобщённые апертуры. При выполнении условий изопланатизма 
канонические входные и выходные координаты равны: ρρ ′= . Области зрачков 
в канонических координатах представляют собой круги единичного радиуса. 

Канонические координаты, описывающие положение на предмете и 
изображении, определяются следующими выражениями: 
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где x  и y  – обобщённые координаты на предмете, x′  и y′  – обобщённые 
координаты на изображении, λ  – длина волны. Свойства приведённых таким 
образом координат таковы, что ηη ′= , то есть в канонических координатах 
любая оптическая система имеет единичное увеличение. 

Частотные канонические координаты на предмете и изображении 
определяются следующим образом: 
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где xν  и yν  – реальные частотные координаты на предмете, xν ′  и yν ′  – реальные 
частотные координаты на изображении. Свойства приведённых частотных 
координат таковы, что ss ′= . 

При моделировании свойств осветительной системы используются 
понятие эквивалентного источника, за который принимается выходной зрачок 
осветительной системы. Канонические координаты на источнике определяются 
как выходные зрачковые координаты оптической системы конденсора, но в 
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масштабе входных зрачковых координат изображающей системы. Таким 
образом, приведённые координаты на источнике определяются следующим 
выражением: 
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где xp′  и yp′  – координаты на выходном зрачке осветительной системы, xA  и 

yA  – передние обобщённые апертуры изображающей системы. 
При решении задач моделирования и проектирования оптических систем 

иногда используются канонические (приведённые) продольные координаты: 

λ
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2Az ⋅= ; 
λ

κ
2Az
′
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где z  – обобщённая координата в пространстве предметов, z′  – обобщённая 
координата в пространстве изображений, A  и A′– передняя и задняя 
обобщённые апертуры центрированной оптической системы. 

В некоторых случаях удобно использовать относительную спектральную 
координату, значение которой приведено в диапазон [ ]1,1 +− . Таким образом, 
каноническая спектральная координата определяется следующим образом: 

λ
λλχ

Δ
−

= o , (А.6) 

где ( ) 2minmax λλλ +=o  – центральная длина волны в рабочем спектральном 
интервале [ ]maxmin ,λλ , а ( ) 2minmax λλλ −=Δ  – полуширина рабочего 
спектрального интервала. 



Приложение Б. Преобразование Фурье и его свойства 

126 

Приложение Б. Преобразование Фурье и его свойства 
Теория Фурье – это не только один из самых ярких 
результатов в современном математическом 
анализе, но и незаменимый инструмент при 
решении большинства неясных проблем 
современной физики. 

Уильям Томсон (лорд Кельвин) 

Пусть x  и y  – это пространственные декартовы координаты, а ( )yxf ,  – 
произвольная двумерная функция. Преобразование Фурье произвольной 
двумерной функции также является двумерной функцией и определяется 
следующим интегралом [6, 12]: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]yxfFdydxeyxff yx yxi
yx ,,,~ 2 =⋅= ∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−

+− ννπνν , (Б.1) 

где xν  и yν  – частотные декартовы координаты, ( )yxf νν ,~  – фурье-образ 
функции ( )yxf , , F  – оператор преобразования Фурье. Произвольная 
двумерная функция и её фурье-образ связаны обратным преобразованием 
Фурье: 
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В таблице Б.1 приведены основные свойства фурье-образа произвольной 
функции. a , b  и c – произвольные константы, ( )yxg ,  – произвольная функция, 
а ( )yxg νν ,~  – её фурье-образ. 

Таблица Б.1. Основные свойства фурье-образов произвольной функции 
Функция Фурье-образ 
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Значение фурье-образа в точке с координатой 0=ν  можно представить 

как сумму всех значений функции, а значение функции в точке с координатой 
0=x  можно представить как сумму всех значений фурье-образа (теорема о 

центральном значении): 
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Модуль фурье-спектра убывает пропорционально 1
1~ +nν

, где n – порядок 

дифференцируемости исходной функции. То есть, чем более гладкая функция, 
тем быстрее убывает ее фурье-спектр (теорема о производной): 
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Количество энергии (сумма всех значений функции), содержащееся в 
функции после преобразования Фурье (сумма всех значений фурье-спектра) 
остается неизменной (теорема Парсеваля или закон сохранения энергии): 

∫∫
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Свойства симметрии преобразования Фурье приводятся в таблице Б.2. 

Таблица Б.2. Свойства симметрии преобразования Фурье 
Функция Фурье-образ 

вещественная и четная вещественный и четный 
вещественная и нечетная мнимый и нечетный 

вещественная и не симметричная комплексный: вещественная часть 
четная, мнимая часть нечетная 

 
Фурье-образ функций, обладающих осевой симметрией, может быть 

найден с использованием преобразования Ганкеля [6, 12]: 

( ) ( ) ( )∫
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22~ drrJrrff ror νππν , (Б.6) 

где 22 yxr +=  – радиус в полярной пространственной системе координат; 
22
yxr ννν +=  – радиус в полярной частотной системе координат, а oJ  – 

функция Бесселя. Справедливо и обратное преобразование: 

( ) ( ) ( )∫
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2~2 rrorr drJfrf νπνννπ . (Б.7) 

В таблице Б.3 приведены аналитические выражения и графики сечений 
некоторых осесимметричных функций и их фурье-образов. 
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Таблица Б.3. Некоторые осесимметричные функции и их фурье-образы 
Функция Фурье-образ 
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Фурье-образ двумерной функций с разделяющимися переменными можно 

определить как произведение фурье-образов составляющих её множителей [6]: 
( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )yyxxyxyx ffyfFxfFyxfFf νννν ~~,,~

⋅=⋅== . (Б.8) 

В таблице Б.4 приведены аналитические выражения и графики некоторых 
одномерных функций и их фурье-образов, которые используются для 
представления функций с разделяющимися переменными. 
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Таблица Б.4. Некоторые одномерные функции и их фурье-образы 
Функция Фурье-образ 
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Функция Фурье-образ 
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Дискретное преобразование Фурье  
Рассмотрим преобразование Фурье от периодической функции 

( ) ( )nTxgxf −= , где )(xg  – функция одного периода, повторяющаяся с 
периодом T. Такую периодическую функцию можно описать как свертку 
функции ( )T

xcomb  с функцией одного периода )(xg : 

 ( ) ( )T
xcombxgxf ⊗= )(  (Б.9) 

Тогда, согласно свойствам преобразованию Фурье (таблица Б.1), спектр 
периодической функции ( )xf  можно вычислить как произведение фурье-

образа функции ( )T
xcomb  и фурье-образа функции одного периода )(xg : 

( ) ( ) ( )ννν Tcombgf ⋅= ~~  (Б.10) 
Таким образом, спектр периодической функции с периодом T существует 

только в отдельных точках, то есть является дискретным с шагом 1/T (рис.Б.1), 
причем огибающая дискретного спектра – фурье-образ одного периода 
функции (теорема о спектре периодической функции).  

 
Рис.Б.1. Периодическая функция и ее спектр 

 
Чтобы описать дискретную функцию, можно представить исходную 

функцию в виде произведения огибающей ( )xg  и функции отсчетов ( )x
xcomb Δ : 

( ) ( ) ( )x
xcombxgxf Δ⋅=  (Б.11) 

Спектр дискретной функции с шагом дискретизации xΔ  будет 
периодической функцией с периодом xT Δ= 1  , а в пределах одного периода – 

спектр огибающей выборки (рис.Б.2).  При этом частота Найквиста xΔ= 2
1ν  

T1  

ν 

( ) ( ) ( )ννν Tcombgf ⋅= ~~

( ) ( )T
xcombxgxf ⊗= )(  

T 

х 
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– предельная частота, на которой еще имеет смысл говорить о спектре выборки, 
дальше будет просто его повторение (теорема о спектре дискретной функции). 

 
Рис.Б.2. Дискретная функция и ее спектр 

Теорема о выборке определяет условия, при которых возможно по выборке 
( ) ( ) ( )x

xcombxgxf Δ⋅=  восстановить непрерывную функцию ( )xg . В общем 
случае восстановить по выборке непрерывную функцию невозможно. Однако 
если исходная функция имеет финитный спектр Фурье (конечный по 
протяженности), то при соблюдении определенных условий для шага выборки 

xΔ  функцию можно восстановить однозначно. 
Теорема о выборке (известна так же как теорема Уиттекера – Шеннона или 

теорема Котельникова [6]): любая двумерная функция с финитным фурье-
образом однозначно определяется выборкой с шагами Δx  и Δy , величина 
которых удовлетворяет неравенствам: 

x
Δx

ν2
1

≤ ; 
y

Δy
ν2
1

≤ , (Б.12) 

где xν  и yν  – предельные частоты в фурье-образе этой функции.  

        
Рис.Б.3. Теорема о выборке 
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При численной реализации преобразования Фурье непрерывные функции 
заменяются дискретными, а их интегральные преобразования – 
соответствующими суммами. Двумерное дискретное преобразование Фурье 
(ДПФ) выборки некоторой функции размером NN ×  описывается следующим 
выражением: 

( )
∑ ∑
−

=

−

=

+
−

⋅=
1

0

1

0

2~ N

k

N

l
N

lnkmi
klmn eff

π
, (Б.13) 

где m – номер элемента в выборке функции, k – номер элемента в выборке 
фурье-спектра, N – размерность выборок 

Обратное ДПФ определяется выражением:  
( )

∑ ∑
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=

+

⋅=
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0

1

0

2~1 N
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N
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N

nlmki
mnkl ef
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π
. (Б.14) 

Вычисление преобразования Фурье путём выполнения непосредственно 
суммирования является неэффективным, поэтому для вычисления дискретного 
фурье-образа функций, как правило, используется один из так алгоритмов 
быстрого преобразования Фурье (БПФ). Разработано большое количество 
быстрых алгоритмов для вычисления преобразования Фурье (алгоритм Кули-
Тьюки, алгоритм Гуда-Томаса, алгоритм Винограда и другие [2, 28]), многие из 
которых реализованы в виде библиотек на различных языках 
программирования. Одной из наиболее эффективных и удобных в 
использовании библиотек является FFTW [24]. Существенное увеличение 
производительности вычислений в этой библиотеке достигается за счёт того, 
что во время выполнения выбирается наиболее подходящий алгоритм БПФ для 
данной аппаратной и программной среды. Это позволяет оптимизировать 
выполнение программ на различных платформах и использовать 
вычислительные ресурсы с максимальной эффективностью. 

Свойства ДПФ таковы, что после выполнения вычислений нулевые 
отсчёты фурье-образа попадают в нулевой элемент выборки (рис.Б.4) [8, 22]. 
Первые 12 −N  элементов выборки воспроизводят положительную частотную 
область фурье-образа, а следующие 2N  элементов соответствуют 
отрицательным частотам. Между тем, при работе с дискретными функциями и 
их фурье-образами удобнее получать выборку с обычным расположением 
элементов. Для этого необходимо выполнить циклическое смещение элементов 
на 2N . 
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Рис.Б.4. Вид спектра функции:  

а) после непрерывного преобразования Фурье 
б) после дискретного преобразования Фурье 

Кроме того, вообще желательно иметь возможность осуществлять 
произвольное (нецелочисленное) смещение положения элементов относительно 
начала координат. В частности, при моделировании формирования частично 
когерентного изображения это особенно важно, так как в соответствии с 
выражением (2.74) в вычислениях необходимо использовать фурье-образ 
функции комплексного пропускания предмета смещённый относительно 
зрачковой функции. 

Преодолеть неудобства использования ДПФ позволяет его модификация, 
которая осуществляется на основе теоремы о сдвиге преобразования Фурье. 
Пусть сдвиг нулевого отсчёта функции относительно начала координат 
составляет ( )ΔylΔxk ss ⋅⋅ , , а сдвиг нулевого отсчёта фурье-образа относительно 
начала его координат составляет ( )ysxs ΔnΔm νν ⋅⋅ , . Тогда дискретное 
представление прямого преобразования Фурье примет вид: 
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где sm  , sn  – величина сдвига функции; sk , sl  – величина сдвига спектра 
Преобразование такого вида называется сдвиговым дискретным 

преобразованием Фурье (СДПФ) [22]. Введение параметров сдвига придаёт 
СДПФ свойства, которые сближают его с непрерывным преобразованием 
Фурье. Для получения фурье-образов с привычным расположением начала 
координат в центре выборки в соответствии с выражением (4.4) необходимо 
выполнить СДПФ с параметрами сдвига 2Nks = , 2Nls =  и 2Nms = , 

2Nns = . СДПФ с параметрами сдвига 0=sk , 0=sl  и 0=sm , 0=sn , совпадает 

( )νf~б) 

ν

( )νf~а) 

ν



Приложение Б. Преобразование Фурье и его свойства 

 135

с ДПФ и обладает всеми его свойствами. С помощью пары преобразований: 
СДПФ и обратного СДПФ, – с надлежащим образом подобранными 
параметрами сдвига sk , sl  и sm , sn  можно получать интерполированные 
произвольно расположенные промежуточные отсчёты функций. 

СДПФ легко выражается через ДПФ тривиальным раскрытием скобок в 
выражении (Б.15): 
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Как видно из выражения (Б.16), вычисление СДПФ можно выполнить в 3 этапа: 
1. Домножение выборки функции на сдвиговые экспоненты  

N
nli s

e
⋅⋅− π2

, N
kmi s

e
⋅⋅− π2

обеспечивающие смещение спектра. 
2. Выполнение ДПФ, с использованием любого алгоритма БПФ. 
3. Домножение выборки спектра на сдвиговые экспоненты  

N
mki s

e
⋅⋅− π2

, N
lni s

e
⋅⋅− π2

 компенсирующие смещение выборки. 
При этом два последних множителя в выражении (Б.16) являются постоянными 
и не учитываются. Аналогичное выражение и процедура вычисления 
используется для обратного СДПФ. 

Таким образом, СДПФ является удобной заменой непрерывного 
преобразования Фурье и эффективным инструментом для решения задач 
моделирования формирования изображений. 
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Приложение В. Полиномы Цернике 
Как быстро мы узнаем, что есть, и подражаем 
тому, что другие сделали или придумали раньше. И 
как медленно мы это понимаем, и видим более 
глубокие взаимосвязи. 

Фриц Цернике 

Функция волновой аберрации обычно представляется в виде разложения 
по ортогональным полиномам Цернике [3, 15]. Разложение по полной системе 
полиномов Цернике p -го порядка в полярных координатах имеет следующий 
вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑ ∑
= == =

+=
p

n

n

m

m
nnm

p

n

n

m

m
nnm mRsmRcW

1 10 0
sincos, ϕρϕρϕρ , (В.1) 

где ρ  и ϕ  – полярные координаты ( yx ρρρ += , )(arctg yx ρρϕ = ),  

nm +  – чётное число, причем mn ≥ , ( )ρm
nR  – радиальные полиномы Цернике, 

nmc  и nms  – коэффициенты разложения, которые служат общим численным 
представлением аберраций оптической системы. При формировании выборки 
функции волновой аберрации необходимо вычислить значения полиномов 
Цернике, то есть значения радиальных полиномов ( )ρm

nR , значения синусов и 
косинусов углов, кратных ϕ , в каждом узле сетки дискретизации. 

 
В таблице В.1 приводятся выражения для волновой аберрации и профиль 

волнового фронта для отдельных видов аберраций оптических систем. Профиль 
волнового фронта приводится для значений коэффициентов 1=nmc . 

Таблица В.1. Аберрации оптических систем, описываемые с использованием 
полиномов Цернике 

Вид 
аберрации 

Выражение для волновой 
аберрации 

Профиль волнового 
фронта 

Расфокусировка 
)(0

220 ρRc , 
где 12)( 20

2 −= ρρR  
 

 

Сферическая 
аберрация  

3-го порядка 

)(0
440 ρRc ,  

где 166)( 240
4 +−= ρρρR  

 

1 0 1
ρ

ΔW, [λ] 

-1 

1 

1 0 1
ρ

ΔW, [λ] 

-1 

1 
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Вид 
аберрации 

Выражение для волновой 
аберрации 

Профиль волнового 
фронта 

Сферическая 
аберрация  

5-го порядка 

)(0
660 ρRc ,  
где 

1123020)( 2460
6 −+−= ρρρρR  

 
Поперечное 
смещение,   

при различных 
значениях по 

полю 
описывает 
дисторсию 

ϕρ cos)(1
111Rc ,  

где ρρ =)(1
1R  

 

кома  
3-го порядка 

ϕρ cos)(1
331Rc ,  

где ρρρ 23)( 31
3 −=R  

 

кома  
5-го порядка 

ϕρ cos)(1
551Rc ,  

где ρρρρ 31210)( 351
5 +−=R  

 

астигматизм  
3-го порядка 

ϕρ 2cos)(2
222Rc ,  

где 22
2 )( ρρ =R  

 

астигматизм  
5-го порядка 

ϕρ 2cos)(2
442Rc ,  

где 242
4 34)( ρρρ −=R  

 

1 0 1
ρ

ΔW, [λ] 

-1 

1 

в сагиттальном сечении 
в меридиональном сечении

1 0 1
ρ

ΔW, [λ] 

-1 

1 

в сагиттальном сечении 
в меридиональном сечении

1 0 1
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ΔW, [λ] 

-1 

1 

в сагиттальном сечении 
в меридиональном сечении 

1 0 1
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ΔW, [λ] 
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1 

в сагиттальном сечении 
в меридиональном сечении
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1 

в сагиттальном сечении 
в меридиональном сечении

1 0 1
ρ

ΔW, [λ] 
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Для получения функции волновой аберрации необходимо вычислить 

значения полиномов Цернике в каждой точке зрачка ( )yx ρρ , . Для этого 

необходимо вычислить значения радиальных полиномов ( )ρm
nR  и значения 

синусов и косинусов углов кратных ϕ  в каждой точке зрачка. 
Если моделируется влияние отдельных видов аберраций центрированной 

оптической системы, то используется только косинусные составляющие 
разложения, а значения полиномов можно вычислить напрямую с 
использованием выражений, приведённых в таблице В.1. Для повышения 
скорости формирования выборки функции волновой аберрации следует 
учитывать свойства симметрии полиномов Цернике: косинусные полиномы 
являются чётными функциями, а синусные – нечётными. Поэтому, достаточно 
вычислить значения полиномов в узлах сетки только для половины зрачка, а 
затем скопировать значения в симметричные узлы второй половины с 
соответствующим знаком. 

Для построения полной аберрационной модели реальной оптической 
системы необходимо организовать вычисление значений радиальных 
полиномов до требуемого порядка. Радиальные полиномы ( )ρm

nR  могут быть 

выражены через полиномы, зависящие от 2ρ=t : 

( ) ( )tQR m
k

mm
n ⋅= ρρ , (В.2) 

где 
2

mnk −
= , ( )tQm

k  – полиномы степени k , ортогональные на отрезке [ ]1,0 . 

Для работы с ортогональным базисом необходимо вычислить значения 
этих ортогональных полиномов при любых значениях аргумента. Наиболее 
рациональным способом вычисления ортогональных полиномов является 
использование трёхчленного рекуррентного соотношения Форсайта [15], 
которое связывает три последовательных полинома: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]tQtQttQ m
k

m
k

m
k

m
kk

m
k 11111 −++++ −⋅−= βαγ . (В.3) 

где коэффициенты kα , kβ , kγ  зависят только от интервала ортогональности, 
весовой функции и нормировки для данного типа ортогональных полиномов. 

Первый полином ( )tQm
0  принимается равным единице ( ) 10 =tQm . Второй 

полином ( )tQm
1  вычисляется по формуле (В.3), в котором принимается 01 =β .  

Затем необходимо вычислить коэффициенты kα , kβ , kγ , используя уже 
известные значения полиномов на предыдущем шаге:  

( )( )
12

1

0

21

1 ++

⋅⋅
=
∫ +

+ mk

dttQt m
k

m

m
kα  (В.4) 

( )12
12

1
++⋅

++
=+ mk

mk
m
k

m
k γ

β  (В.5) 
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11
1 1

1

++
+ −−
=

kk
k βα

γ  (В.6) 

Дифференцируя выражение (В.3), получим рекуррентные соотношения 
для вычисления первой и второй производных ( )tQ m

0′  и ( )tQ m
0′′  радиальных 

полиномов: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tQtQtQttQ m

k
m

k
m
k

m
k

m
kk

m
k +′−′⋅−=′ −++++ 11111 βαγ  (В.7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tQtQtQttQ m
k

m
k

m
k

m
k

m
kk

m
k ′+′′−′′⋅−=′′ −++++ 211111 βαγ  (В.8) 

Выражения (В.7), (В.8) и (В.3) должны применяться совместно для 
последовательного вычисления значений всех полиномов и их производных. 
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В 2009 году Университет стал победителем многоэтапного конкурса, в 

результате которого определены 12 ведущих университетов России, которым 
присвоена категория «Национальный исследовательский университет». 
Министерством образования и науки Российской Федерации была 
утверждена программа его развития  на 2009–2018 годы. В 2011 году 
Университет получил наименование «Санкт-Петербургский национальный 
исследовательский университет информационных технологий, механики и 
оптики» 

КАФЕДРА ПРИКЛАДНОЙ И КОМПЬЮТЕРНОЙ ОПТИКИ 
Кафедра прикладной и компьютерной оптики – одна из крупнейших 

кафедр российских ВУЗов, занимающихся задачами современной оптической 
науки. 

Кафедра возникла при слиянии двух кафедр оптического факультета: 
теории оптических приборов и кафедры оптических приборов и 
компьютерной оптики. Поэтому на кафедре учат специалистов, имеющих 
самое широкое представление об оптике в целом, от проектирования 
оптических систем самого разного назначения до компьютерной обработки 
изображений и интерферограмм.  

Овладение такими разнообразными знаниями невозможно без 
практической работы с приборами, и кафедра имеет в своем составе 
несколько учебно-исследовательских лабораторий.  

В лаборатории оптических измерений и контрольно-измерительных 
приборов студенты получают знания и навыки в области метрологии, учатся 
измерять характеристики оптических систем и параметры деталей и 
материалов.  

Лаборатория микроскопов и медицинских оптических приборов 
знакомит с различными типами микроскопов (поляризационными, 
биологическими, металлографическими), методами наблюдения 
микрообъектов и т.п., а также с приборами, применяемыми офтальмологами 
для диагностики зрения.  

Лаборатория геодезических приборов позволяет получить начальные 
навыки работы с теодолитами, дальномерами  другими приборами, 
применяемыми в геодезии и картографии, узнать особенности 
проектирования различных их узлов и конструкции. 

 



В лабораториях компьютерных средств контроля оптики и исследования 
качества оптического изображения занимаются проблемами контроля 
качества оптических поверхностей оптической системы в целом, а также 
компьютеризации и автоматизации этих процессов.  

В учебном процессе используются научный потенциал и лабораторная 
база крупнейшего в России научного центра в области оптики – ВНЦ ГОИ 
им. С.И.Вавилова, ведущего оптического предприятия – ОАО "ЛОМО". 

Достижения кафедры отмечены двумя Ленинскими премиями, пятью 
Государственными премиями, премией Совета Министров, премией 
французской Академии Наук. Кроме того, работы, выполненные на кафедре, 
отмечались многочисленными медалями и дипломами международных и 
российских выставок, медалями С.П.Королева, Ю.А.Гагарина, премиями 
Минвуза. 

За период существования кафедры было подготовлено более 150 
кандидатов наук, из них 30 иностранцев, а также 16 докторов наук. 
Большинство научных и производственных подразделений в области 
прикладной оптики в России, а также многие в США, Израиле и Китае 
возглавляют ученики нашей научной школы. 

В настоящее время кафедра прикладной и компьютерной оптики 
факультета Оптико-информационных систем и технологий является одним из 
крупнейших подразделений Санкт-Петербургского государственного 
университета информационных технологий, механики и оптики, 
ориентированным на выпуск высококвалифицированных специалистов в 
области оптотехники. 
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